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1. Der Begqriff Merkmal

Ein Merkmal X ist eine Abbildung X:Q — M von einer Grundgesamtheit Q in eine Men-
ge M. Die Bilder X(w)eM der Untersuchungseinheiten oeQ nennt man auch konkrete
Auspragungen des Merkmals X . Einen Fragebogen mit k Fragen an ein Individuum kann
man als ein k-dimensionales Merkmal X = (Xg,...,Xy) verstehen.

Je nach Struktur von M bzw. der Wertemenge X(Q2) < M unterscheidet man zwischen

e einem nominalen Merkmal: X(€2) besitzt keine weitere Struktur. Die Auspragungen
sind Namen;

o einem ordinal skalierten oder ordinalen Merkmal: X(Q) ist eine geordnete Menge,
d.h. die Auspragungen sind Namen einer Reihenfolge;

e einem kardinal skalierten oder kardinalen Merkmal: X(Q) tragt die Struktur des mit

der euklidischen Metrik versehenen Raumes RX . In diesem Fall nennt man
X =(Xy,...,Xk) auch ein k-dimensionales kardinales Merkmal.

Ein nominales bzw. ein ordinales Merkmal bezeichnet man auch als qualitatives Merkmal,
ein kardinales auch als quantitatives Merkmal.

Besitzt X hochstens abzahlbar viele mogliche Auspragungen X(w) , so nennt man X auch
ein diskretes Merkmal. Existiert ein Kontinuum von maglichen Auspragungen X(w)eM , so
spricht man auch von einem stetigen Merkmal X.

Bemerkung:

Hat man mit x,,...,X, n Auspragungen eines ordinalen oder kardinalen Merkmals ermittelt

n
oder gegeben, so schreibt man fiur die der Reihe nach geordneten Daten im Allgemeinen
X (1y5+-» X(ny » WObEI die Indizes also in Klammern gesetzt sind. In diesem Fall ist also x

das erste bzw kleinste und x,, das letzte oder gréf3ite Datum.

2. Darstellungsformen

Ergebnisse einer Befragung, eines Experiments oder einer Beobachtung werden meist in
Tabellen, gegliedert in Zellen, Zeilen und Spalten, prasentiert. Die Tabelleninhalte werden
zudem haufig graphisch dargestellt.

Wichtigste graphische Darstellungen sind:
o (Diskrete) Zeitreihen in Form einer dargestellten Folge von Wertepaaren (t,xt) mit

t=1,...,T, welche manchmal durch lineare Interpolation verbunden sind. In einer
korrekten Graphik muss der Nullpunkt der Ordinate angegeben oder — falls das nicht
mdglich oder nicht sinnvoll ist — die Ordinate deutlich unterbrochen gezeichnet wer-
den.
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e Stab- oder Kreisdiagramme zur Visualisierung der Haufigkeitsverteilung eines quali-
tativen Merkmals (siehe z.B. Landtags- und Bundestagswahlen). Dabei entspricht
die relative Haufigkeit der Merkmalsauspragung der prozentualen Héhe der entspre-
chenden Striche, Stdbe oder Balken bzw. dem prozentualen Winkelanteil des Kreis-
segments zur Gesamtflache (Tortendiagramm).

Der Beschreibung der Haufigkeitsverteilung eines quantitativen Merkmals dient auch die

A 1 1
empirische Verteilungsfunktion F(X):ﬁ'z Loy (Xi) ZH-Card {Xi DX < X} . Der
i=1

Wert If(x) stellt also die relative Haufigkeit der Elemente dar, deren Merkmalsauspragung
kleiner oder gleich x ist. Dabei bezeichnet card M die Anzahl der Elemente einer (endli-
chen) Menge M und |_,,, die Indikatorfunktion des Intervalls (-, X ], gegeben durch

1, falls a<x,

Ist F auf der Basis von n Beobachtungswerten
0, falls a>x.

I(—oo,x] (a) = {
Xq,.., X, erstellt worden, soist F eine monoton wachsende Treppenkurve mit

0<F(x)<1.

A

Zuweilen betrachtet man anstelle der empirischen auch eine theoretische Verteilungsfunk-
tion F als ein Modell der Realitat. In diesem Zusammenhang kann man zu jeder Zahl o

zwischen 0 und 1 die Zahl |x, =min{x:F(x) >« }| betrachten, das sogenannte untere

o-Quantil. Entsprechend heif3t die Zahl x,_, das obere a-Quantil.

Hat man es mit einer ordinal bzw. kardinal der GréRe nach geordneten Datenmenge
X 1+ X(ny ZU tUN, SO lasst sich das a-Quantil auch Uber folgende Definition einfihren:

N-1 N
<a<—]|.
n n

Xa = X(N) m|t

Als besondere Quantile sind herauszuheben
e das untere Quartil x,,s fur a=0.25,
e das obere Quartil X,,5 fur 1-=0.75 und
e der Median Xx,5 flir a=0.5.

Mithilfe dieser Zahlen sowie dem Minimum X, = X, und dem Maximum X, = X,, der

beobachteten Werte x lasst sich ein sogenanntes Box-and-Whiskers-Plot oder kurz Boxp-
lot zeichnen:

Dabei ist (in vertikaler Richtung gezeichnet) die Hohe der Box gegeben durch den Quartils-
abstand QA =X,.5 — X5 - Die Gesamth6he des Plots mit den oberhalb und unterhalb der

Box gezeichneten ,Whiskers® ist gleich der Spannweite der Daten X, — Xpin = Xy — Xqy -
Sogenannte Ausreil3er an Daten werden mit einem * gekennzeichnet. Dies sind nach einer
Faustregel alle Werte X < X,,5 —1.5-QA sowie X > X,,5 +1.5-QA .

Im Fall eines gruppierten stetigen Merkmals wahlt man gern als flachentreue Darstellung der
Haufigkeitsverteilung dieses Merkmals das sogenannte Histogramm. Dabei wird tber jedem
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~Gruppen“Intervall (g,;,,9;] eine Saule gezeichnet, deren Flacheninhalt der Anzahl n
der Daten in dieser Gruppe — man spricht auch von der Gruppenbesetzung — entspricht. Ins-
- - s s n i .
besondere ist die Saulenhohe h; gegeben durch h; :b% mit b; =g, -9, -
J

3. Lage- und Streuungsparameter

Ein grundlegendes Bild von der Verteilung der Daten liefern sogenannte Verteilungspara-
meter, welche spezielle Aspekte der Verteilung beschreiben herausheben. Wir unterschei-
den hier Lage- und Streuungsparameter.

A) Lageparameter zur Beschreibung des Zentrums der Daten sind:

e Der Modus Xx,. Istdie am haufigsten vorkommende Auspragung.

e Der Median x,. oder Zentralwert der Daten teilt die der Grof3e nach geeordneten
Daten in zwei gleich grol3e Halften. Es gilt, wenn n Daten gegeben sind:

X med = X(n%l] (n=2k +1 ungerade), X meq =% X(;j + Xﬂn J (n =2k gerade).

n
> x; als Schwerpunkt der Daten.
i=1

e Das arithmetische Mittel X =

S|

B) Streuungsparameter zur Beschreibung der Streuung der Auspragungen um das Zent-
rum sind:

e Die Spannweite |Xpnax — Xmin = X(n) — X(y| als Differenz zwischen der grof3ten und der

kleinsten Merkmalsauspragung.

e Der Quartilsabstand [QA =X,,5 —Xg,5| als Differenz zwischen oberem und unte-

rem Quartil.

e Die mittlere absolute Abweichung als Mittelwert der Abweichungen vom Median ist

. Insbesondere gilt fur jeden beliebigen Wert

1 n
gegeben durch HZ‘ Xi = Xmed
i=1

1 n
LS,
N

e Der Median MAD der Abweichungen vom Median MAD = Median {‘ Xi = Xmed

l n
acR: _Z‘Xi — Xeq
N3

j

¢ Die Varianz als Mittelwert der quadratischen Abweichung vom Mittelwert

1L _
var (x) = o D (x; =X)?| sowie die Standardabweichung |s =/ var(x)|.
i=1

Bemerkungen:
a) Bei einer (affin) linearen Transformation y; =a + X, (i=1,...,n) der Daten transfor-

miert sich der Mittelwert und die Varianz, wie folgt:
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Y=a+pBXx=a+pX| sowie |var(y)= 8% var(x)|.

X 1
4 var(x) 4/ var(x)
. X; =X

sierung der Daten: |X; = ———|. Standardisierte Daten besitzen dann den Mittel-

A/ var (x)

wert: x =0 und haben die Varianz: var(x")=1 .

b) Speziell erhalt man mit « = - und g = die sogenannte Standardi-

c) Bezglich der Varianz gilt der sogenannte Verschiebungssatz:

13 _
Ist acR eine beliebige reelle Zahl, so gilt: Fz (x; —a)® =var(x)+(X —a)*?
i=1

Speziell mit a =0 erhalt man daraus die alternative Berechnungsformel fir die Varianz,

18 _
die da lautet: var(x)z{ﬁz Xizj_xz _
i=1

4. Die Kovarianz und empirische Korrelation mehrdimensionaler Daten

Untersucht man die Auspragungen eines zweidimensionalen Merkmals X = (X,Y) , so kann
man jedes der Daten X(w,) = (X(®,),Y(®;)) =(X;,Y;) =2z, graphisch als einen Punkt in der
zweidimensionalen Ebene darstellen. Auf diese Weise entsteht eine Punktwolke.

Zeichnet man zusétzlich noch ein ,Fadenkreuz“ durch den Schwerpunkt S =(X,y) der
Punktwolke, so ist eine gewisse Steigungstendenz der Punktwolke erkennbar.

Wichtige Grol3en zur Beschreibung der Punktwolke und eines Zusammenhangs zwischen
den beiden Komponenten X und Y des 2-dimensionalen Merkmals X sind:

18 _ _
e Die empirische Kovarianz von (x,y): |cCOV(X,Y) :HZ(Xi =X)-(y; -Y)
i=1

o Derempirische Korrelationskoeffizient nach Bravais und Pearson, bezogen auf die
standardisierten Einzelmerkmale: |r(x,y)=cov(x",y")

Bemerkungen:
a) Fur den Korrelationskoeffizienten ergibt sich immer ein Wert zwischen -1 und +1.

b) Insbesondere heiRen zwei Datenvektoren x und y im Fall r(x,y) =0 unkorreliert.

18 _
c) ImFall x =y erhalt man speziell: [cov(x,X) :HZ(Xi —x)% =var(x)|.
i=1

d) Betrachtet man das durch S =(X,y) laufende Fadenkreuz und bezeichnet man die da-

bei entstehenden Quadranten der Reihe nach entgegen dem Uhrzeigersinn mit |, II, 1l
und IV, so deutet das Vorzeichen von cov (x,y) auf folgendes hin:

() cov (x,y) > 0: Die Punktwolke verteilt sich verstarkt auf die Quadranten | und lll.
(ii) cov (x,y) <0 : Die Punktwolke verteilt sich verstérkt auf die Quadranten Il und IV.
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e) Analog zur Varianz kann man folgende aquivalente Formel fiir die Kovarianz herleiten:
n

cov (x,y) =(12 xiyiJ—W .
N

f) Fdhrt man als Abkirzung s, :=cov(x,y) und s, =4 var(x) ein, so lasst sich der

Syy

empirische Korrelationskoeffizient auch schreiben in der Form |r(x,y) =

S, S

Xy

g) Umschreibt man die Punktwolke zu einem zweidimensionalen Merkmal X = (X,Y) mit
einer freihdndig gezeichneten Ellipse und betrachtet deren maximalen vertikalen Ge-
samtdurchmesser D sowie deren vertikalen Durchmesser d im Zentrum (X,y), so be-

d 2
sagt die Ellipsenregel: |r (X,y)? zl—[BJ .

5. Lineare Regression und Ausgleichsgeraden

Mdchte man eine Punktwolke eines zweidimensionalen Merkmals X = (X,Y) mdglichst ,gut*
durch entsprechende Bezugspunkte beschreiben, die auf einer sogenannten Ausgleichsge-
raden in der Ebene liegen, so vollzieht man eine sogenannte lineare Regression.

Als Kriterium fiir eine méglichst optimale Gerade dient die von Gaul3 stammende Methode
der kleinsten Quadrate: Ersetzt man die Punkte z; =(X;,y;) durch entsprechende Punkte

Z, =(X;,y;) auf der gedachten Ausgleichsgeraden, so soll die sogenannte Fehlerquadrat-
summe SSE?!, definiert durch

n n
SSE :Z"Zi -z ’ :Z[(Xi = %)% +(y; _9i)2]

i=1 i=1
maglichst klein werden.
Es bieten sich vor allem folgende zwei Ausgleichsgeraden an, die jeweils durch den Schwer-
punkt S = (X,y) der Punktwolke verlaufen:
(i) Die Ausgleichsgerade von y nach x:

Setze X, =x, und y, =a+ X, (i=1,...,n). Dannist «, B so zu bestimmen, dass

SSE =Y (y; -¥:)? = 2_ly; —(a+ Ax,)]* | minimal wird. Die gesuchten Geraden-
i=1 i=1

cov(X, , ——
parameter berechnen sich dann nach den Formeln: |§ = covix.y) sowie .

var(x)

(i) Die Ausgleichsgerade von x nach y:
Setze y, =y, und X, =y +dy; (i=1,...,n). Dannist y & so zu bestimmen, dass

S cov(x,y)
var(y)

= — N . . y 1
=X —0Y|. Fur die Gerad leich It d DX =y+0y| bzw. =—L 4+ x|.
ur die Geradengleichung gilt dann Zw. |y st

! SSE steht fiir Sum of Squares of Errors

und

SSE =Y (x; - %)% =Y [x; = (7 + 8y,)]* | minimal wird. Es ist:
i=1 i=1
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Teil 2: Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

1. Naive Mengenlehre

Da wir inzwischen 6fter den Begriff der Menge und Schreibweisen der Mengenlehre verwen-
det haben, soll an dieser Stelle ein kurzer Exkurs zur (naiven) Mengenlehre erfolgen. Die
Mengenlehre liefert sozusagen die universelle Basis fiir die Sprache der Mathematik.

Definition der Menge nach Georg Cantor (1895):

Lunter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten, wohlunter-
schiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens, welche die Elemente von
M genannt werden, zu einem Ganzen.”

Dabei gelten folgende Regeln:

¢ Von der ,Definition” Cantors ausgehend soll von einem beliebigen Objekt a eindeutig
aussagbar sein, ob es zu einer gegebenen Menge M gehdrt bzw. Element der Menge ist

oder nicht. In Zeichen:

aeM [: a ist Element der Menge M* bzw. ,a gehoértzu M* bzw. ,a istaus M
a M |: a ist nicht Element der Menge M* bzw. ,a gehort nicht zu M* bzw.
,a ist nicht aus M“.

e Zur Kennzeichnung der Menge als Zusammenfassung von Objekten verwendet man die
geschweiften Mengenklammern , { “ und , } “. Dabei unterscheidet man zur Beschrei-

bung der Menge das

a) das aufzahlende Verfahren:

Die Menge wird durch explizite Aufzahlung ihrer Elemente beschrieben, wobei es hier-
bei auf die Reihenfolge der Elemente nicht ankommt und es gleichgdltig ist, ob ein
Element mehrfach aufgezahlt wird oder nur einfach. Damit gilt z.B.:

A=1{2,3,57}=1{5,3,7,2,={2,3,3,5,2,7,5,5}
Im Falle unendlicher Mengen oder gré3erer endlicher Mengen verwendet man das

Symbol ,..."“, um Platz zu sparen, wenn fur die in der Menge zusammengefal3ten Ob-
jekte ein eindeutiges Bildungsgesetz erkennbar ist.

b) das beschreibende Verfahren:

Ausgehend von einer Grundmenge G werden die Elemente, welche zur betrachteten
Menge gehdren, durch eine (oder mehrere) Eigenschaften in Form einer Aussageform
p(x) beschrieben, welche fir einige Objekte x wabhr ist, flr andere falsch. In Zeichen:

A={xeG| p(x) }

. A istdie Menge aller x aus G, fur die p(x) wahr ist".

Insbesondere gilt dann: acA < p(a) istwahr,

agA < p(a) istfalsch.

Auch spielt es keine Rolle, wie die Individuenvariable genannt wird, und es kann an-
stelle von ,, /“ zuweilen auch .. bzw. ,;“ verwendet werden. Also gilt z.B.

A={xeG|pKX) }={teG[p®) } = {yeG: p(y)} = {meG; p(m)}
e Zugelassen ist auch die Menge, die kein Element enthalt, die sogenannte leere Menge. In

Zeichen: bzw. ®Z={X eG|X¢X}
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e Ist x ein beliebiges Objekt, so nennt man die Menge | A= {X} die zu x gehorige Ele-

mentarmenge oder Einermenge. Zu unterscheiden ist hierbei deutlich zwischen der Men-
ge {x} und dem Element x.

Wir kommen im folgenden nun zu zwei wesentlichen Mengenbeziehungen.

Definition:

Seien A und B zwei Mengen mit Elementen aus einer Grundmenge G .

1) A heildt Teilmenge (oder Untermenge) von B bzw. B eine Erweiterungsmenge (oder

Obermenge) von A (in Zeichen: ), falls fur alle xeG gilt:

xeA = xeB (d.h.wenn x in A, dannauch x in B).

2) A und B heil3en gleich (in Zeichen: ),faIIs fur alle xeG qgilt:

xeA < xeB (d.h. x in A genau dann, wenn x in B).

Fur die Teilmengenrelation ,c* gelten folgende wichtigen Eigenschaften:
o fur alle Mengen A . Damit ist die Sonderstellung der leeren Menge & erklart.

o fur alle Mengen A . Damit ist die Teilmengenbeziehung reflexiv.

e« |[AcB und BcC = AcC | furalle Mengen A, B und C.Damitist die Teilmen-
genbeziehung transitiv.

« |[A=B & AcB und Bc A| firalle Mengen A und B . Damit ist die Gleichheit

von Mengen mittels der Teilmengenbeziehung beschrieben. Tatséchlich wird die Gleich-
heit zweier Mengen A und B konkret oft durch Nachweis der doppelten Teilmengenbe-
ziehung hergeleitet.

¢ Man kann auch zu einer gegebenen Menge A alle ihre Teilmengen zu einer neuen Men-
ge von Mengen zusammenfassen, der sogenannten Potenzmenge von A . In Zeichen:

P(A):={M|McA|

Man beachte: Die Elemente von @ (A) sind selbst wieder Mengen!!! Speziell gilt hierbei

immer: | £(A) =D |, dennesist | D €@(A) | wegen & c A sowie | Acp(A) [we-

gen AcCA.

Seien im folgenden A und B beliebige Teilmengen einer Grundmenge G . Dann lassen
sich folgende spezielle Mengenoperationen einfihren, um aus A und B neue Mengen zu
erzeugen:

Mengenoperationen:

Schnittmenge / Durchschnitt: ANB:={xeG|xeA und xeB }

Spezialfall: AnB = ; dann heilen A und B disjunkt.

Vereinigungsmenge / Vereini- AUB := { X €eG|xeA oder x eB }
gung:
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Differenzmenge / Differenz: A\B := { X €eG|xeA und x ¢B }
Komplementarmenge / Kom- A =G\A :{XeGlng}
plementvon G
Cartesisches Produkt von A AxB:= {(x,y) | x €A und x eB }
und B
Die Elemente (x,y)eAxB mit xeA , yeB heil3en geordete
Paare
Charakterisierende Eigen- (a,b)=(c,d) << a=c und b=d

schaft der geordneten Paare:

Also komponentenweise Gleichheit gefordert

Bemerkungen:

Das in der Definition der Vereinigung auftretende (logische) ,,oder” ist ein einschlieendes
woder“, umfafdt also auch das (logische) ,und”.

Zur Beschreibung der Komplementarmenge von A findet man in Blichern teilweise auch

die Schreibweisen A‘ bzw. A bzw. -A.

Zwischen der Teilmengenbeziehung zweier Mengen A und B und der Teilmengenbe-
ziehung ihrer Komplementarmengen A€ und B€ besteht folgender Zusammenhang:

(AcB)=>(B°c A°)

Man beachte, dal3 es sich bei den geordneten Paaren (a,b) mit acA, beB um Elemen-
te einer Menge (namlich des Cartesischen Produkts von A und B ) handelt, bei {a,b}
hingegen um eine Menge.

Bei den geordneten Paaren kommt es auf die Reihenfolge der Komponenten an, nicht so
bei den Mengen, d.h. es gilt:

| (@,b)# (b,a) fur a=b |, aberstets | {a,b} ={b.a}

In Verallgemeinerung zu den geordneten Paaren (a,b) mit acA, beB lassen sich auch
sogenannte n-Tupel mit n Komponenten einfiihren. Dabei gilt:

(a,as,...,ap) =(by,by,...,0,) < a;=byunda,=b, und ... und a, =b,

Auf diese Weise erhalt man das verallgemeinerte Cartesische Produkt von n (nicht lee-
ren) Mengen A1, Ao, ..., Ap:

Arx Apx .. x A, :={ (a3,a5,...,ay)|a; €A, und a, €A, und ... und a, €A, }

Ist A;=A>=...=A=A (neN) , so schreibt man abkirzend:

AM=AxAx.. A= { (&,as,...a5)2,85,..., 2, eA}
n-mal

Im Fall A=R bietet das Cartesische Produkt die Mdglichkeit zur Beschreibung von
Punkten in der Ebene / dem Raum durch P = (x,y) eR? bzw. P=(x,y,z) € R® .
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Fur die Mengenoperationen ,n*, ,u“ und Komplementbildung gelten - analog zu den Zah-
len - bestimmte ,Rechenregeln”, die in gewisser Weise an die Rechenregeln fur Zahlen be-
ziglich der Operationen ,+*, ,-* und die Vorzeichenbildung ,—* erinnern. Zudem spielen
die leere und die Grundmenge bzgl. der Mengenoperationen eine ahnliche Rolle wie 0 und
1 im Reich der Zahlen.

Gesetze der Mengenoperationen

Durchschnitt , " Vereinigung , V"
Assoziativgesetze (AnB)nC=An(BNC) (AuB)uC=AuBUCQC)
Kommutativgesetze AnB=BnA AUB=BUA
Distributivgesetze An(BuC)= AuBnNnC)=

(AnB)U(ANC) AuB)n(AuUC)
Absorptionsgesetze An(AuB)=A AUu(ANnB)=A
Idempotenzgesetze ANnA=A AUA=A
Gesetz fur das Komplement ANAS =@ AUAC =G
ngne;tcsies doppelten Kom (AS)E = A
De Morgans Gesetze (AnB)® = A°UB® (AUB)® = A°~B°

GNnA=A JGUA=A

Operationen mit G und & SNA=D GUA=G

¢ =G , G¢ =g

Man beachte:

Im Gegensatz zu den Rechengesetzen gilt in der Mengenalgebra ein strenges Dualitatsprin-
zip, wie der Vergleich zweier jeweils in einer Zeile stehenden Gesetze zeigt:

e Vertauscht man konsequent ,n"* und " sowie ,&" und ,G" in einem der Mengenge-
setze, erhélt man das entsprechende dazu ,duale“ Mengengesetz.

2. Wabhrscheinlichkeitsaxiomatik

Die Grundlage der Wahrscheinlichkeitstheorie bildet der auf der Mengenlehre und Abbil-
dungstheorie basierende Begriff des Wahrscheinlichkeitsraumes. Dazu gehort:

1. der Grundraum oder Ergebnisraum Q = & als Menge aller méglichen Ergebnisse ei-
nes Zufallsexperiments,

2. eine (endliche) c-Algebra S, bestehend aus Teilmengen von €, fir welche gilt:

n
a)|QeS|, p)|AeS = A°=0-AcS|, ¢)|AeS (i=1..n) = [JAesS

i=1

Die Elemente AcS dieser o-Algebra S werden Ereignisse genannt. Insbesondere heif3t
QeS selbst das sichere und JeS das unmdogliche Ereignis.
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3. eine Abbildung P : S —» R, definiert auf einer s-Algebra S und Wahrscheinlichkeits-
mald oder Wahrscheinlichkeit genannt, fir welche gilt:

a) |0<P(A)<1] firalle AcS, b) |P(Q):1.’

o) |PUA)=P(A U---uAn)=iP(Ai)=P(A1)+---+P(An) fir A, NA, =0 ,i=k.
i=1 i=1

Die Eigenschatft (c) heil3t auch die o-Additivitdt des WahrscheinlichkeitsmalRes P be-
zliglich paarweise disjunkter Ereignisse. Alle drei Eigenschaften zusammen nennt man
auch die Axiome von Kolmogorov.

Fur den Wahrscheinlichkeitsraum schreibt man zusammenfassend das Tripel: (QQ; S; P).

Bemerkungen:
e Aus den Axiomen der c-Algebra folgt u.a.:

(i) | @ = Q° €S| sowie wegen der de Morganschen Gesetze:

C
n n
(i) | AeS (i=1..n) = A =[UAF] €S
i=1 i=1
e Aus den Axiomen von Kolmogorov folgen u.a. auch die Formeln:

(i) [P(A°)=1-P(A)], (i) [P@) =0],

(iii) | P(A-B) = P(A)-P(AnB)| fir A,BeS beliebig sowie

(iv) [P(AUB) =P(A)+P(B)-P(AnB)]| fir ABeS beliebig.

e Es gibt auch sogenannte unendliche c-Algebren, in denen man z.B. Ereignisse der Form
A :, Es wird solange gewdrfelt, bis eine Sechs erscheint” beschrieben werden kénnen.
Wir werden diese jedoch in unserer Vorlesung aufRer Acht lassen.

e Jedes System {Ai |i =1..,n }g S von Ereignissen, welche eine Zerlegung des Ereignis-
n
raums € bilden — also mit den Eigenschaften (i) Q = UAi und (i) A, NA, =@ fir i=

i=1
k — heil3t auch ein vollstandiges Ereignisfeld.

3. Laplace-Experimente

Einen Sonderfall fir einen Wahrscheinlichkeitsraum stellt der Laplacesche Wahrscheinlich-
keitsraum dar. Dabei gilt:

. | Q=A{w,.. 0,} | ist eine endliche Menge

e |S=p(Q) | ist die Potenzmenge, enthalt also alle Elementarereignisse | A ={®;} €S |.

1
e |P(A)=P{w}) = o fur i=1,...,n; d.h. alle Elementarereignisse sind gleichwahr-

scheinlich.
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Bezeichnet man mit |A| fur ein Ereignis A €S die Anzahl der in A enthaltenen Ergebnis-
se weA - auch Kardinalzahl von A genannt —, dann erhalt man fiir das Wahrscheinlich-

|A| _ Anzahlder fur A glnstigen Falle
Q] Anzahl der moglichen Félle

keitsmal? P die Darstellung: | P(A) =

Experimente, welche sich mithilfe des Modells eines Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsrau-
mes beschreiben lassen, heil3en auch Laplace-Experimente. Beispiele dafur sind:

a) Das Werfen einer idealen Miinze mit ,,Kopf* und ,Zahl*,

b) Das Waurfel mit einem idealen Wirfel,

c) Das Ziehen einer Karte aus einem 32-teiligen gut gemischten Kartenspiel

d) Das zuféllige Ziehen von k Kugel aus einer Urne mit n verschiedenen Kugeln usw.
Man kann auch mehrere solcher Laplace-Experimente zu einem mehrstufigen Laplace-
Experiment oder stochastischen Prozess kominieren. Dessen Veranschaulichung gelingt in

durchsichtiger Weise mittels eines sogenannten Baumdiagramms, dessen einzelne Pfade
die moglichen verschiedenen Ausgange dieses Mehrstufenexperiments symbolisieren. Dabei

gilt:
e Die Wahrscheinlichkeit eines moglichen Gesamtergebnisses — also eines Pfades — ist
gleich dem Produkt aller Wahrscheinlichkeiten entlang eines Pfades.

4. Grundlagen der Kombinatorik und grundlegende Urnenmodelle

Das Grundmodell der endlichen Kombinatorik lautet:

In einer Urne befinden sich n verschiedene Kugeln mit den Nummern 1,2, ..., n.
Aus dieser Urne wird eine Stichprobe vom Umfang s (d.h. s Kugeln) entnommen.

Die dazu duale Version dieses Modells lautet:

Es werden s Kugeln auf n verschiedene Urnen verteilt. |

Es gibt hierbei im wesentlichen vier Arten der Ziehung bzw. Verteilung, die sich kombinato-
risch aus den Fallunterscheidungen (i) mit / ohne Zurticklegen und (ii) mit / ohne Bertck-
sichtigung der Reihenfolge ergeben:_

a) Ziehen mit Zurticklegen mit Beriicksichtigung der Reihenfolge; die Ergebnisse heil3en
Variationen mit Wiederholung

b) Ziehen ohne Zuricklegen mit Berticksichtigung der Reihenfolge; die Ergebnisse heil3en
Variationen ohne Wiederholung bzw. im Fall s=n Permutationen

¢) Ziehen mit Zuriicklegen ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge; die Ergebnisse hei3en
Kombinationen mit Wiederholung

d) Ziehen ohne Zurticklegen ohne Berlicksichtigung der Reihenfolge; die Ergebnisse heil3en
Kombinationen ohne Wiederholung

Um die Anzahlen der entsprechenden Mdglichkeiten zu beschreiben, bendtigt man zwei
wichtige Zahlenkonstrukte:

o die Fakultat einer naturlichen Zahl neN, ,
e den Binomialkoeffizienten n uber k flr zwei natirliche Zahlen nke N, .
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Fir ne N, istdie Fakultat n! (lies: ,n Fakultat) definiert
durch:

n
nt=]Jk=n-(n-1)-...-2.1  mit
k-1

0
0!=]Jk=1 (leeres Produkt).
k=1

Startwert: 0!:=1,
Rekursionsgleichung: (n+1)!:=nl{(n+1) (neNp)

Fir aeR beliebig und ke N, ist der Binomialkoeffizient

i) (lies: ,o Uber k*) definiert durch:

k .
o) yra+l-j o-(a-1)-..-(a—k+1) .
k).— I I ] = Kl mit

j=1

0 .
aj - HLH =1 (leeres Produkt).

o) i1

Fir aeR beliebig gilt:

Startwert: [g) =1 ,

Rekursionsgleichung: (kalj = 0:1( (ij (keNy) .
+

Ist a=neN,,keN, und k<n, sogilt:

® (o me @ (-G
@ (on)-(2)0)
@ 3 (-0 ()
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Weitere Rechenregeln fiir die

Binomialkoeffizienten:
(7) far

n
Ky

© > (—1)“(2]
k=0

(gj—(:j+—...+(—1)n.(m=o |

n=ki+ky+..+ks mit kkeN, (1<i<s) qilt

(o))

n—-k;
Ko

n!
s

Bemerkungen:

e Die Formel (3) gilt sogar allgemein fu

r jedes beliebige aeR und keN . Mittels vollstandi-

ger Induktion kann unter Ruckgriff auf diese sogar bewiesen werden:

fir neNg und k=0,..

JENO

Man kann zeigen, dass fir aeR beli

Zur Abkurzung der rechten Seite in (

Fiar n,ke N, folgt aus der Definition des Binomialkoeffizienten:

LN
(njzo fir k>n .
k
. . a+l a+1 a
ebigund ke N, qgilt: ( j:z—.[ j
k oa—-k+1 Lk

7) fuhrt man in einigen Blichern den sogenannten

Multinomialkoeffizienten ein:

|

Ky Ko ... Kg

n . n!
Tkl k!

Binomialkoeffizienten wurden zuerst in China verwendet. lhre zugehdrige symbolische
Schreibweise stammt allerdings vom Mathematiker Leonhard Euler. Auf den Mathematiker

(und Philosophen) Blaise Pascal geht fo

Igende schematische Anordnung der Binomialkoeffi-

zienten in Form eines Dreiecks zurtick unter Ruckgriff auf (3) und den Startwert:

(-
s ()
(3 B
2 () (B
(e (6« (0
o () (5 )
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Mittels der Fakultat und des Binomialkoeffizienten ergeben sich nun die folgenden Formein
fur die einzelnen Anzahlen an mdglichen Ausgéangen in den beschriebenen 4 Grundmodellen
der Urnenziehung ( n Kugeln, s Ziehungen) :

Ziehen: ohne Zurticklegen mit Zurticklegen
mit Bertcksichtigung der (nN)g:=n-(n-1)-...-(n—-s+1)
Reihenfolge: s
. . n! n
(Variationen / Permutatio- =
nen) (n=9s)!
Speziell fir n=s: (n), :=n!

ohne Berlicksichtigung der
Reihenfolge: (nj n! (n+s—1]_(n +s-1)!

(Kombinationen) s) sin-s) s ~ sl(n-1)!

Bemerkung:
Man kann auch sogenannte Variationen mit festgelegter Auswabhl bilden. In diesem Fall ist
die Anzahl der verschiedenen Méglichkeiten gegeben durch:

ny n, ) Ns “ngln,le..ng!

Dabei verteilt man n verschiedene Kugeln auf s leere Urnen so, daf3 in Urne Nr. 1 genau
ny Kugeln, in Urne Nr. 2 genau ny Kugeln, ... in Urne Nr. s genau ng Kugeln zu liegen
kommen. Man beachte, dass gilt: n=n; +n,+ ... + ng .

5. Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Seien A,B < QQ zwei Ereignisse in einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q2,S,P) mit P (B) =0,
so kann man nach der sogenannten bedingten Wahrscheinlichkeit von A unter der Be-
dingung (Hypothese) B fragen:

P(ANB)

Ps(A)=P(A[B) = P(B)

Entsprechend ergibt sich dann fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit von B unter der Bedin-
gung (Hypothese) A :

P(BNA)_P(ANB)

PA(B)=P(B|A)= P(A) P(A)

Im Fall eines Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsraumes Q erhalt man fur die beiden Ereig-
nisse A,B c Q speziell die bedingten Wahrscheinlichkeiten

|Amm
B

|Amm
Al

Ps(A)=P(A|B) = und [PA(B)=P(B|A)=
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als ein MaR fiur den ,Anteil* des Ereignisses A im neu gewahlten Grundraum B c Q.

Bemerkung:
Objektivistisch gesehen misst Pg(A) = P(A|B) die relative Haufigkeit, mit der das Ereignis
A eingetreten ist, in Bezug auf die Gesamtheit der Male, in denen B eingetreten ist.

Subijektivistisch interpretiert stellt P (A | B) unsere Einschatzung dar, dass das Ereignis A
eintritt, wenn wir wissen, dass B eingetreten ist.

Eine wichtige Folgerung aus der Definition ist die Bayes-Formel, welche den Zusammen-
hang zwischen den beiden verschiedenen bedingten Wahrscheinlichkeiten in Bezug auf zwei

gegebene Ereignisse A,B < Q) aufzeigt:

PBIA)

() [PAIB) =~

P(A)

Sie resultiert aus der Umstellung der definierenden Formel fur die bedingte Wahrscheinlich-
keit nach P(AnB) , wie folgt:

P(A|B)-P(B)=P(AnB)=P(BnA)=P(B|A)-P(A)
und lasst sich in der Sicht der sogenannten subjektiven Wahrscheinlichkeit so interpretieren:

Stelle A eine unbekannte potentielle Ursache flir eine Beobachtung oder ein Symptom B
dar, und trete A mit der Wahrscheinlichkeit P (A) auf. Liegt A vor, so trete das Symptom
B mit der Wahrscheinlichkeit P(B | A) auf. Nun wird B beobachtet: Mit welcher Wahr-
scheinlichkeit liegt A vor? Die Antwort liefert die Bayes-Formel.

In diesem Zusammenhang hei3t P(A) auch die A-priori-Wahrscheinlichkeit von A, welche
unser Wissen vor der Beobachtung reprasentiert, und P(A | B) auch die A-posteriori-
Wabhrscheinlichkeit von A, welche unser Wissen nach der Beobachtung reprasentiert.

Es folgen einige Satze und Begriffe im Zusammenhang mit der bedingten Wahrscheinlich-
keit:
a) Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit:

Bildet {Ai | i = 1,...,,n} ein vollstandiges Ereignisfeld — also eine Zerlegung des Ereig-

nisraums Q mit den Eigenschaften (i) Q:UAi und (i) A, "A, = fur ik — so
i=1

gilt fur jedes Ereignis Bc Q: (+)|P(B)=)_P(A)-P(B|A)
i=1

Bemerkung: (**) folgt aus der disjunkten Zerlegung B =B m(U AiJ = U(B NA)).
i=1 i=1
b) Satz von Bayes

Aus dem Einsetzen der Formel (*#) flr die totale Wahrscheinlichkeit in die Bayes-Formel
(*) erhélt man flr ein Ereignis B < €2 und ein vollstandiges Ereignisfeld {Ai | [ =1,...,,n}

die folgende Formel:
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6.

() P(A,|B)= - PBIA

2P(A)PEBIA)

P(A) | fur k=1,...,n.

Bemerkung: Im haufig angewendeten Fall einer Zerlegung Q = AUA® ergibt sich dann
z.B. speziell:

P(A|B)

B P(B|A) '
" P(A)-P(B|A)+P(A%)-P(B | A®)

P(A)

mit P(A®)=1-P(A) .
Die (stochastische) Unabhangigkeit von Ereignissen
Zwei Ereignisse A,B < Q2 heilRen stochastisch unabhéangig, falls gilt:
|[P(ANB)=P(A)-P(B)].

Dann folgt: | Pg(A):=P(A|B)=P(A) | bzw. |PA(B) =P(B|A)=P(B)|. Also gilt:

Fir das Eintreten des Ereignisses A ist das Eintreten des Ereignisses B irrelevant und
umgekehrt.

In Verallgemeinerung nennt man n Ereignisse A,,...,A, (total) unabhangig, falls fur
jede beliebige Teilmenge A ..., A; , k €{1,...,n} aus diesen Ereignissen gilt:

P(A, N..nA ) =P(A)-....P(A)].

Damit sind im Fall von drei Ereignissen A,B,C c Q2 folgende 4 Gleichungen zu prifen:
P(AnB)=P(A)-PB),P(AnC)=PA)PC),P(BNC)=PB)PC),
P(AnBnNC)=P(A)-PB)PC).

Bemerkungen:

e Sind A und B stochastisch unabhéngig, dann sind es auch jeweils die Ereignisse (i)
A® und B, (i) A und B® sowie (iii) A° und B° .

e Allgemeiner: Ersetzt man im Fall von n stochastisch unabhangigen Ereignissen

A,... A, einen beliebigen Teil A ,...,A; , ke{l,...,n} dieser Ereignisse durch ihre

Gegenereignisse AEA,‘E , SO bleibt die stochastische Unabhangigkeit fir die neue

Ereignisfamilie bewahrt.

ZufallsgréRen, Zufallsvariablen als Abbildungen

Der Begriff der Abbildung ist wie auch der Begriff der Menge von fundamentaler Bedeutung
fur die Mathematik.

Definition:
Seien A und B zwei Mengen. Unter einer Abbildung von A in B (oder: nach B) versteht

man eine Zuordnungsvorschrift f, durch welche jedem xeA genau ein yeB zuordnet wird.

Gilt fur die (Ziel-)Menge B : B < R, so spricht man auch gern von einer (reellen) Funktion.
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Einige Bemerkungen bzw. Begriffe:

Man nennt A den Definitions- oder Urbildbereich von f (in Zeichen: | Dy = A .), B den
Werte-, Ziel- oder Bildbereich von f.

Das durch f abgebildete Element xeA heil3t auch Argument oder Variable von f, das
dem Element xeA eindeutig zugeordnete Element yeB das Bild von x unter f oder
Funktionswert von f an der Stelle x . Das Element x selbst nennt man auch (ein) Urbild

von y unter f.Man schreibt: | Yy =f(x) |.

Zur Beschreibung der Abbildung f von D; =A in B findet man die symbolischen
Schreibweisen | f:Dy - B, X f(x) | oder | f:x+ f(x) mit xeD¢ | oder auch

y =f(x) mit x eDs |. Manchmal benutzt man in Kurzform auch nur 0.4.

Ist Mc A eine Teilmenge von A, so heif3t die Menge | f(M) := { f(x)|xeM } cB| das
Bild von M unter f. Speziell heil3t f (A) < B auch das Bild von f. Oft findet man als De-
finition fur den Wertebereich von f in diesem Zusammenhang: | W = f(A)

Ist Nc B eine Teilmenge von B, so heiRt die Menge | f (N):= { x eA|f(x)eN } cA
das Urbild von N unter f. Speziell gilt: f™(B)= D; = A . Als Urbild eines Elements yeB

unter f erhalt man also speziell: | ™ ({y }):={xeA|f(x)=y}

Den allgemeinen Begriff der Abbildung bzw. reellen Funktion spezifizieren wir nun im Zu-
sammenhang mit einem gegebenen Wahrscheinlichkeitsraum (Q2, S, P) :

Definition:

Unter einer Zufallsvariablen oder Zufallsgrée auf Q versteht man eine Abbildung

X: Q =R |, durch welche jedem moglichen Ergebnis weQ eine eindeutige reelle Zahl

o > X(w)

zugeordnet wird. Wichtig ist hierbei, dass fur jedes reelle Intervall [a,b] c R das Urbild

X Y(ab])={we Qla<X(w)<hb < Q| ein Element der c-Algebra S darstellt.

Bemerkungen:

Man beachte, dass aus eher historischen Griinden die Zufallsvariablen als Abbildungen
in der Wahrscheinlichkeitstheorie gern mit Gro3buchstaben aus dem hinteren Alphabet
bezeichnet werden. Also: X, Y, Z u.a.

Ist das Bild X (€2) < R speziell eine endliche Menge, dann reicht zum Nachweis, dass
es sich bei der Abbildung X um eine Zufallsgréf3e auf O handelt, die Tatsache, dass
fur jede reelle Zahl xeR das Urbild X *(x) = {a) € Q| X(w) = x} ein Element der Ereig-

nisalgebra S darstellt.

Man schreibt haufig {X =X }2= X 1(x) c Q| fir das Urbild von xeR unter der Zufalls-
groRe X sowie, davon ausgehend, |[P(X =x)=P({X =x})= P({a) e Q| X(w) =x })
fur die zugehdrige Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses.

© aktueller Stand: 04.02.2013



Kurzskript zur Statistik fir Biologen Seite 18
Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

o Da ZufallsgréRen X, Y, Z reelle Funktionen sind, kann man sie mittels verschiedener
Rechenoperationen, wie Addieren, Subtrahieren, Vervielfachen, Multiplizieren und Divi-
dieren, zu einer neuen ZufallsgréfRe zusammenfassen, indem man diese Operationen auf
den Bildern der entsprechenden Zufallsgré3en durchfihrt. Also z.B.:

X+Y) (0) :=X(®) + Y(®) und (XY) (0) = X(»)Y(®) (0eQ).

In den meisten uns interessierenden Fallen haben wir es mit einer sogenannten diskreten
Zufallsvariable zu tun, d.h. einer reellen Funktion, welche auf Q nur endlich viele verschie-

dene Werte annimmt. Also gilt in diesem Fall: ‘ X(Q) ={ Xl,Xz,---,Xn}| .

In diesem Fall definieren wir die Wahrscheinlichkeitsverteilung und die Verteilungsfunk-
tion:

Definition:

Sei X:Q — R eine diskrete Zufallsvariable mit  X(Q) = { X;,X,..., X, } -

a) Unter der (Wahrscheinlichkeits-)Verteilung der Variablen X versteht man eine Liste aller
maoglichen Werte x; € X(€2) mit zugehorigen Wahrscheinlichkeiten p, =P(X =x;) >0 ,

i=1,...,n. Insbesondere gilt immer: Zpi =Py +...+ P, :ZP(X =X;)=1].
i1 i=1

b) Die reelle Funktion F :R —[0,1], gegeben durch die Vorschrift: | Fy(x)=P(X <x) |
(xeR) , nennt man die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X .

Bemerkung:
In Analogie zur empirischen Verteilungsfunktion in der deskriptiven Statistik besteht ein en-
ger Zusammenhang zwischen der Wahrscheinlichkeitsverteilung und der Verteilungsfunkti-

on, gegeben durch die Gleichung: Fy(X)= ZP( X =x)|.

Xj <X

In anderen Worten: F, (x) ergibt sich durch Aufsummieren aller Einzelwahrscheinlichkeiten
p. =P(X =x;) uber die Werte x;, € X(€2) mit x, < x flur gegebenes xeR.

7. Einige spezielle diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Ausgehend von den verschiedenen Wahrscheinlichkeitsmodellen eines Experiments erhalt
man verschiedene Wahrscheinlichkeitsverteilungen fur entsprechend Zufallsvariablen. Wir
listen die wichtigsten im Folgenden auf.

A) Die diskrete Gleichverteilung im Fall eines Laplace-Experiments:

Fur den Wahrscheinlichkeitsraum € = {a;l,a;z,...,a) | gelte P({o }):l ,i=1,...n (La-
n n

place-Experiment). Weiterhin sei X : 2 —» R eine Zufallsvariable mit X(@)=x; fur

1
i=1,...,n und X =x, fur i=k . Die Verteilung, gegeben durch |p; =P(X = Xi)zﬁ fur

i=1,...,n, heil3t die diskrete Gleichverteilung von X uber den Zahlen x,,...,X, .
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B)

C)

D)

Die Zweipunktverteilung im Fall eines einstufigen Bernoulli-Experiments:

Zugunde liegt ein sogenanntes Bernoulli-Experiment mit nur zwei mdglichen Ausgéangen
(,Erfolg” und ,Misserfolg®). Ist Q = {a;l,wz } der entsprechende zweielementige Ergeb-
nisraum, so nennt man die Zufallsvariable X:Q — R mit X(#)=0, X(a,)=1 auch
Bernoullivariable. Die zu X gehoérende Verteilung, welche gegeben ist durch

Ip=P(X =1)| und |[q=P(X =0)=1-p|, heilt dann Zweipunkt-Verteilung von X .

Achtung: Im Fall p=q =% hat man es wieder mit einem Laplace-Experiment zu tun.

Die Binomialverteilung im Fall eines n-stufigen Bernoulli-Experiments:

Fahrt man ein n-stufiges Bernoulli-Experiment durch, wobei die Einzelergebnisse in den
einzelnen Stufen voneinander unabhéngig sind und jeweils mit ,0“ und ,1“ bezeichnet

sind, dann betrachtet man auf Q={01}" = {a) =(@y,...0,)| € {0,1}} gern die Zufallsva-

riable X:Q — R, welche die Anzahl der ,Erfolge” in we(2 zahlt. Insbesondere gilt:

n
X(w)=0,+0, +...+ 0, = Za)i . Ist p wieder die Einzelwahrscheinlichkeit fir Erfolg
i=1
(also: ,1) und g=1-p die Einzelwahrscheinlichkeit fir Misserfolg (also: ,0%), so be-
zeichnet man X als binomialverteilt mit den Parametern n und p > 0. Insbesondere

n
giltdann fir k=1,....n: [P(X =k)=(kJ'Pk "

Achtung:

Bezlglich des zugrunde liegenden Urnenmodells handelt es sich beim mehrstufigen Ber-
noulli-Experiment um ein n-maliges Ziehen mit Zuriicklegen ohne Beriicksichtigung der
Reihenfolge aus einer Urne mit 2 Sorten an Kugeln (,1“ und ,0“), wobei p und q den
jeweiligen prozentualen Anteil beider Sorten im Gesamtsortiment angibt.

Die hypergeomerische Verteilung im Fall Stichprobenwahl in einer in zwei disjunkte Klas-
sen zerfallenden Gesamtheit:

Wahlt man aus einer Gesamtpopulation G = & der GréBe |G |=N, in welcher r Indivi-

duen ein bestimmtes Merkmal tragen und die restlichen N —r Individuen nicht, eine zu-
fallige Stichprobe im Umfang von n Elementen, so gelangt man zur hypergeometri-

A, cG,|A,|=n } als Ergebnis-

schen Verteilung. Dazu definieren wir | €= {a) =A,

raum und betrachten die Zufallsvariable X : (3 - R, welche die Anzahl x der Individuen
in der Stichprobe @ =A, vom Umfang n zahlt, welche das betrachtete Merkmal besit-

zen. Dann folgt fur die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X :

N

n
Achtung:
Bezlglich des zugrunde liegenden Urnenmodells handelt es sich um ein n-maliges Zie-
hen ohne Zurlcklegen und ohne Berlcksichtigung der Reihenfolge aus einer Urne mit 2

fir x=1,...,r.
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Sorten an Kugeln (,1“ und ,0%), wobei p =ﬁ und q =¥ den jeweiligen prozentua-

len Anteilen beider Sorten in der Gesamtpopulation entsprechen.

Bemerkung:

Im Fall der Ziehung einer Stichprobe von relativ kleinem Umfang n im Verhéltnis zur Ge-
samtpopulationsgréRe N gleichen sich die hypergeometrische und die Binomialverteilung
ziemlich dicht aneinander an, sofern x kleiner als r gewabhlt ist. Denn:

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Kugel aus einer grolien Gesamtmenge bei einer relativ
kleinen Zahl an Ziehungen trotz Zurlicklegen ein zweites Mal gezogen wird, ist &uRRerst klein.

Also ersetzt man im Fall kleiner Stichproben aus einer grof3en Population in der angewand-
ten Stochastik 6fter das eigentlich dem Experiment korrekt entsprechende hypergeometri-
sche Verteilungsmodell durch das leichter handzuhabende, da leichter zu berechnende, Bi-
nomialverteilungsmodell.
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