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Kap 3: Abbildungen
Kap. 3.1: Abbildungen (Funktion), Bild und Urbild

Der Begriff der Abbildung ist wie auch der Begriff der Menge von fundamentaler Bedeutung
fur die Mathematik. Er beschreibt die Moglichkeit der eindeutigen Zuordnung von Elementen
einer Menge zu einer anderen. Er [&3t sich aus dem allgemeineren Begriff der Relation her-
leiten, welcher als eine beliebige Teilmenge des cartesischen Produktes von Mengen defi-
niert wird. Fir unsere Vorlesung jedoch wollen wir den Weg der ,direkten” Einfiihrung des
Abbildungsbegriffs wahlen.

Definition 1:
Seien A und B zwei Mengen. Eine Abbildung von A in B (oder: nach B) ist eine Zuord-

nungsvorschrift, die jedem acA genau ein beB zuordnet. Man schreibt: und

nennt A den Definitions- oder Urbildbereich von f (in Zeichen: | D =A |)und B den
Werte- oder Bildbereich von f (in Zeichen: | W¢ = B |). Das durch die Abbildung f einem
Element acA eindeutig zugeordnete Element beB nennt man das Bild von a und

schreibt: | b =f(a) |. Das Element acA selbst bezeichnet man auch als Urbild von b unter
f.

Bemerkungen:

1. Anstelle des Begriffes Abbildung verwendet man in bestimmten Bereichen der Mathema-
tik auch synonym die Begriffe Funktion oder Operator. Insbesondere im Falle der Abbil-
dung zwischen Zahlenmengen spricht man von der Funktion y = f(x) und nennt y den

Funktionswert von f an der Stelle x , wahrend x auch als Argument von f bezeichnet
wird.

2. Man kann fur eine Abbildung f zwischen zwei Mengen A und B zuweilen die folgende
geschlossene symbolische Schreibweise vorfinden:

f:A>B
a b:=f(a)

3. Die Definition einer Abbildung von A in B beinhaltet eigentlich zwei Bedingungen, nam-
lich
a) daf zu jedem Urbildelement acA mindestens ein Bildelement beB unter f gefunden
werden kann und
b) daf das Bildelement b =f (a) gleichzeitig eindeutig gegeben ist.

Auf der anderen Seite ist von einer Abbildung weder gefordert, dal3 alle Elemente im Bildbe-
reich als Bilder auftauchen, noch dal3 die Bilder unbedingt verschieden sein missen.

Wir wollen noch definieren, wann zwei Abbildungen gleich sein sollen:
Definition 2:

Zwei Abbildungen f: A— B und g: C — D heil3en gleich, wenn A=C und B =D giltund
auRerdem: | VxeA: f(x)=g(x)

Bemerkung:
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Zwei Abbildungen f: A— B und g: A — B sind also nach den Regeln der Pradikatenlogik
nicht gleich, wenn gilt: | —(WxeA: f(X)=g(x)) = IxeA: f(X)=9(X)) |,d.h.wenn
sich die Bilder f(x) und g (x) fur mindestens ein xeA unterscheiden.

Beispiele:

1. Sei A die Menge der Studenten/innen an der TU Berlin und B die Menge aller in
Deutschland giltigen Kfz-Kennzeichen. Ordnet man jeder Studentin / jedem Studenten
acA das Kennzeichen beB seines PWKs zu, so liegt keine Abbildung vor, denn:

a) einerseits gibt es TU-Studenten, die kein Auto besitzen, so dal3 nicht jedem aeA ein
beB zugeordnet werden kann, und

b) andererseits kann es TU-Studenten geben — sofern sie es sich finanziell leisten kdnnen
—, die 2 Autos besitzen, so dal} in diesen Féllen die Zuordnung von beB zu acA
nicht eindeutig gegeben ist.

2. Wahlen wir jetzt A als die Menge aller giiltigen Kfz-Kennzeichen in Deutschland (nicht
rote Nummern) und B als die Menge aller Kfz-Halter, so wird eine Abbildung f: A— B
definiert, wenn man jedem Kennzeichen acA den zugehdrigen Kfz-Halter b =f(a)eB
als Bild zuordnet.

3. Ist M die Menge aller Menschen, A die Menge aller Frauen und B die Menge aller
Manner, so sind durch
f:M—>M mit y:=f(x) als der leiblichen Mutter von xeM und
g:M—> M mit y:=g(X) als dem leiblichen Vater von xeM

zwei Abbildungen von M in M gegeben, da jeder Mensch xeM eine eindeutig gegebene

leibliche Mutter und einen eindeutig gegebenen leiblichen Vater hat”. Betrachtet man
noch

h:M— AxB mit h (x) =(a,b) als dem leiblichen Elternpaar von xeM,

soist durch h eine Abbildung von M in AxB gegeben. Man beachte hierbei, daf3 die Ele-
mente im Wertebereich jetzt geordnete Paare darstellen. Insbesondere besteht also das
Bild(element) von x unter h aus 2 Komponenten, namlich der leiblichen Mutter acA
und dem leiblichen Vater beB .
Zwischen h einerseits und f und g andererseits ist schlieZlich folgender Zusammenhang
gegeben:
vxeM: h(x)=(f(x),g(x)).

4. Ist A=B =R die Menge der reellen Zahlen, so beschreibt f:R > R mit y=f (X) =X 2
die Funktion, die jeder reellen Zahl x ihr Quadrat X 2 als Wert zuordnet.
5. Im folgenden Beispiel sind der Definitionsbereich A und der Wertebereich B als endli-

che Mengen gegeben. Die Abbildung f wird durch die konkrete Angabe der Bilder der
einzelnen Elemente aeA beschrieben:

A={a,b,c}, B={v,A\,v,6} und f:A—>B mit f(@ =L, f(b)=c, f(c)=X.

Wie man sieht, werden die Elemente v, v € B im Wertebereich durch f nicht erreicht. An-
dererseits sind die Bilder von a und c unter f gleich, dennesgilt: f (a) =f(c)=A.

6. Betrachte die Abbildung f: NgxNg — Ng mit f (m,n) :=2"-3" ((m,n)e NgxNp) . Dies ist
ein Beispiel einer Abbildung von zwei Variablen, welche jedem geordneten Paar (m,n)
aus dem Definitionsbereich NgxNg eine Zahl im Wertebereich Ng eindeutig zuordnet, so

2B. f(1,0)=23%=21-2, 1(0,1)=2°3' =133, f(2,2) =2°3° = 4.9 36 usw.

) Wir wollen voraussetzen: x ist nicht geklont !!
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Wir kommen nun zu den Begriffen ,Bild“ und ,Urbild“ im Zusammenhang mit Abbildungen:

Definition 3:

Seien A und B zwei Mengen und f: A — B eine Abbildung von A in B (oder: nach B).

a) Ist M c A eine Teilmenge von A, so heif3t die Menge | f(M) := { f(a)|aeM } das
Bild von M unter f. Speziell gilt also: f(M) < B .

b) Ist N < B eine Teilmenge von B, so heiRt die Menge | f "(N) := { aeA|f(a)eN }

das Urbild von N unter f. Speziell gilt also: f'l(N) cA.

Bemerkungen:

1. Man beachte, dal3 es sich bei f(M) fur M c A und f'l(N) fur N < B jeweils um Mengen
handelt. Sucht man speziell das Urbild eines Elements beB unter f, so schreibt man:

f2({b}):= { aeA| f(a):b} , meint also das Urbild der Elementar- oder Einermenge {

b} < B . Vergessen Sie also nicht die Mengenklammern innerhalb der runden Funktions-
klammern !!!

2. Stets gilt | f1(B)=A |, wahrend [ f(A) =B | nicht unbedingt gelten muR. AuRerdem:

Existieren fur eine Teilmenge NcB keine Elemente acA mit f(a)eN , so gilt:

f1(N) ={aeA|f(a)eN} = & |. Speziell folgt also: | Vb eN: f 1 ({b}) =&

3. Man beachte: | Vb;,b, €B:  by=b, = f*({b Hnf*({b, =0
Denn wenn die rechte Schnittmenge nicht leer ist, dann existiert ein acA mit
aef™({b }) und aef?({b,}) ,alsomit f(a) e {b1} und f(a) e {by} . Daraus folgt

aber f(a)=by und f(a) =b> und somit by =by, da das Bild f(a) unter der Abbildung f
: A — B eindeutig definiert ist. Damit ist die Kontraposition obiger Aussage bewiesen.

Beispiele:

1. Sei f: A— B die Abbildung von oben, welche jedem Kfz-Kennzeichen acA den eindeu-
tigen Kfz-Halter b =f (a)eB zuordnet, M = {B-AC 3396, H-VX 321} c A sowie Nc B
die Menge der Horer aus der Vorlesung ,,Analysis | fr Ingenieure”. Dann gilt:

f (M) c B ist die Menge der Kfz-Halter der Fahrzeuge mit Kennzeichen ,B-AC 3396" und ,H-
VX 321, f 7(N) c A dagegen die Menge samtlicher Kfz-Kennzeichen von Fahrzeugen,
die auf Horer der Vorlesung ,,Analysis | flr Ingenieure* zugelassen sind.

2. Bezeichnet f:R >R mit y=f(x) = x2 die Quadratfunktion, so gilt z.B.:

FR) = {(f(X)=x"| xeR}={yeRly>01, f((-1)) =@ und f1({+1}) = {-1, +1} .

3. Fir die Abbildung f: A— B mit A={a, b,c}, B={v, A, v,c},diedurch f(@ =x, f(b)
=o und f(c) =L gegebenist, erhdalt man z.B.: f(A)={Xx, o}, f({a,c})={A}, f'l({X})
={a,c}, f(ton=1b}, f({v,0))=2.

4. Sei f:NgxNg — Ng die Abbildung mit f (m,n) :=2™-3" ( (m,n)e NoxNg), so gilt z.B. fiir
das Bild f (A) der Menge A= {(m,0) | meNg } < NogxNp :
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f(A) = (F(M,0) | meNg } = (2™3° | meNg } = (2™ meNg } = (1,2, 4,8, 16,32, ...}

Wir kommen nun zur Darstellung einer Abbildung f: A — B zwischen den beiden Mengen
A und B . Hierfur gibt es (insbesondere im Fall endlicher Mengen A, B) im wesentlichen
drei verschiedene Mdéglichkeiten:

a) die Darstellung durch eine Wertetabelle,
b) die Darstellung mittels eines Pfeildiagramms und
c¢) die Darstellung durch den Funktionsgraphen.

Die Darstellung mittels Wertetabelle (a) und Pfeildiagramm (b) ist im wesentlichen nur sinn-
voll, wenn der Definitionsbereich Df= A der Abbildung eine endliche Menge ist, wahrend
Funktionsgraphen (c) zur Darstellung der Abbildung f sowohl im Falle endlicher als auch
unendlicher Definitionsbereiche D= A geeignet sind.

Stellt man bei einer Wertetabelle den Elementen acA die Bildelemente b =f(a) eB ge-
genuber, so verwendet man zur graphischen Beschreibung einer Abbildung f: A — B mit-
tels eines Pfeildiagramms fur den Definitions- und den Wertebereich jeweils Ovale und
kennzeichnet die Zuordnung eines Elements b =f (a)eB zu einem Element acA durch
einen Pfeil, beginnend in a und endend in b . Die Gesamtheit aller Pfeile veranschaulicht
dann die Abbildung f im Ganzen.

Beispiel:
Fur das Beispiel 5 auf S.30 erhalt man als Wertetabelle und Pfeildiagramm:

X y=f(x)
a A
b o)
c A

a) Wertetabelle zu y = f(x)

b) Pfeildiagramm zu y = f(x)

Beachten Sie:

Von jedem Element in A geht genau ein Pfeil in Richtung B ab, aber in B bleiben bei der
Abbildung f einerseits Elemente unerreicht (wie in diesem Fall v eB und v €B ), anderer-
seits enden in einem Element auch mehrere Pfeile (wie hier bei A €B).

Im Diagramm sind zusétzlich die Mengen f (A) =B und ft ({o}) < A kenntlich gemacht.
Fur die dritte Darstellungsmaoglichkeit einer Abbildung definieren wir:

Definition 4:
Ist f: A— B eine Abbildung von A in B (bzw. nach B), so heil3t die Menge
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Tri={(xy) [ xeA,y=f(x)} ={(x,F(x)) | xeA} |c AxB der Graph von f.

Insbesondere ist der Graph einer Abbildung also eine Teilmenge des Cartesischen Produk-
tes AxB .

Bemerkung:

Als Teilmenge von A x B wird der Graph einer Abbildung unter Verwendung eines Cartesi-
schen Koordinatensystems ,visualisiert’, wobei die Elemente des Definitionsbereiches auf
der waagerechten Koordinatenachse oder Abszisse und die Elemente des Wertebereiches
auf der senkrechten Koordinatenachse oder Ordinate plaziert werden.

Beispiele:
a) Die obige Abbildung f: A— B mit f(a)=f(c)=A, f(b) =c hat den Funktionsgraphen
Ii ={(x. f ()| xeA}={(a 1), (b, o), (c, 1)}
mit der folgenden Veranschaulichung (Man beachte, daf3 die gestrichelte Verbindungslinie
zwischen den einzelnen Punkten von 77 eigentlich nicht zum Graphen gehort):

B
A._ .............. //.\

- TN I,
L 2 Y : N f
o1 o« e e
=l

: A
a b c

Graphvon f: A ->B

b) Die Abbildung f:R—- R mit y=f(X) = X (Quadratfunktion) besitzt den Graphen (s.
nachste Seite)

I ={ 9| y=x xeR}={ (x, X)) | xeR }
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Graph von y =f(x) :x2

Bemerkung:

Fur den Graphen einer Abbildung von A < R nach R gilt folgende charakteristische Eigen-
schaft:

Eine Teilmenge M c AxB ¢ R? ist genau dann Graph einer Abbildung f: A — B, wennim
Cartesischen Koordinatensystem durch jeden Punkt acA die Parallele zur y-Achse die
Punktmenge M in genau einem Punkt S (a,b) trifft. Es gilt dann: b=f(a).

Beispiel:

Die Menge M = {(x,y)eR2 | (x -1) 2y y2 =1 A 0<x<2} beschreibt den Rand eines Krei-
ses um den Mittelpunkt P (1,0) mit dem Radius r =1 . Offensichtlich ist M nicht der Graph
einer Funktion f: A — R mit Definitionsbereich A = {xeR | 0<x< 2} , da die Senkrechten

X =c durch jedes c € A\{0,2} die Menge M jeweils in genau zwei Punkten S1 und S
schneiden:

Skizze dazu:

Y 4
1

Y

Bevor wir zur ,Komposition von Funktionen* kommen, wollen wir noch kurz zwei wichtige
Funktionen und ihre Graphen betrachten:

Definition 5:
(1) f: A > B heil3t konstante Abbildung (Funktion), wenn ein ceB existiert, so daf3 gilt:

| vxeA: f(x)=c |bzw. | f(A)={c} | Eine andere Schreibweise ist: .

Fur den Graphen I giltdann: T ={(X, c)| xeA}c AxB.

(2) Die Abbildung ida: A — A mit | VX €A ida (X) =X | heilt identische Abbildung oder
identische Funktion. Fur den Graphen gilt: I'ig = { (X, x)| xeA}c AxA.

Veranschaulichung durch Pfeildiagramm:
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Graph von f=c Graph von ida
Veranschaulichung der beiden Funktionsgraphen Tjg und T~ imFalle A=B=R:

Nun zur ,Hintereinanderschaltung” oder ,Zusammensetzung“ von Abbildungen:

Definition 6:
Seien zwei Abbildungen f: A— B und g: B — C gegeben. Dann wird durch
gof: A>C mit (gof)(x):=g(f(x)) (xeA) |

eine Abbildung von A nach C definiert, die man die Komposition oder Hintereinanderschal-
tung oder Zusammensetzung von f und g nennt. Sie entsteht durch das ,Ineinander ein-
setzen” der beiden Abbildungsvorschriften zu f und g . Man sagtfur g °f:,g nach f."

Bemerkungen:

1. Beachten Sie, daf3 bei der Komposition von Abbildungen entgegen der ,Leserichtung*
stets die rechts stehende Abbildung zuerst ausgefiihrt und dann erst die links stehende
Abbildung dahintergeschaltet wird. Oder anders ausgedrickt:

Die in dem Ausdruck h (x) = (g ° f)(X) = g (f (X)) ,dichter” beim Argument xeA stehende
(rechte) Abbildung f ,bindet“ das x stérker als die etwas weiter davon entfernt stehende
(linke) Abbildung g .

2. Die Hintereinanderschaltung h =g °f zweier Abbildungen f:A—-B und g:B—>C
kann durch folgendes Pfeildiagramm ,visualisiert* werden:
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Skizze:

GemalR Pfeildiagramm erhélt man im vorliegenden Fall speziell:
h(x)=(@°f)(x)=g(F(x))=9g(y1)=z1, h(x)=(@°f) (x2) =g (F(x2)) =g (Y1) =z1
sowie h(x3g)=(9°f) (x3) =g (F(x3)) =g (y2) =22

Man beachte, dal3 selbst im Fall von A =B =C die Reihenfolge der hintereinander auszu-
fuhrenden beiden Abbildungen f und g nicht ohne weiteres vertauscht werden kann,

d.h. es giltim allgemeinen: g°f=f°g. Anders ausgedriickt: Die Verknipfung von
Abbildungen ist i.a. nicht kommutativ.

Als Beispiel betrachte man hierzu A=B=C=R, f:R—>R mit y=f(X) =x 2 (xeR) sowie
g:R—>R mit y=g(XX)=x+1 (xeR).Dann folgt fur die beiden Kompositionen g °f: R
—>Rund f°g:R—>R:

2 2 2
9° f2) )=g(fx)=f(x)+1=x"+1 (xeR) und (f°g) (x) =f(9(x)) =(g (x)) "= (x+1) "=
X"+ 2x + 1 (xeR) . Es folgt somit offensichtlich: g°f=f°g.

Kap. 3.2: Einige Eigenschaften von Abbildungen

Im folgenden sollen die wichtigsten Eigenschaften allgemeiner Abbildungen bzw. Funktionen
untersucht werden, namlich Injektivitat, Surjektivitat und Bijektivitat. Im Zusammenhang mit
der letztgenannten Eigenschaft wird auch die Umkehrabbildung oder Umkehrfunktion
(manchmal auch inverse Abbildung genannt) behandelt.

Definition 7:

Eine Abbildung f: A — B heif3t

(1)injektiv oder eineindeutig, falls gilt: | VX, x" e At x=x' = f(x)=f(x) |

(d.h. verschiedene Urbilder flihren zu verschiedenen Bildern),

(2)surjektiv oder Abbildung auf B, falls gilt: | f(A)=B |, d.h.| VyeBaxeA:y=1(x) |,
(3)bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Bemerkungen:
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1. Die fir die Injektivitat angegebene Bedingung wird haufig auch in Form ihrer Kontrapositi-
on zum Nachweis dieser Eigenschaft benutzt (p - q = —q > —p):

vx,x' eA: f(x)=f(x) = x=x']|

(d.h. gleiche Bilder fuihren zu gleichen Urbildern).

2. Eine andere Formulierung fur Surjektivitat lautet : | Yy €B: f 1 ({y}) # &
(d.h. sdmtliche Urbilder zu yeB sind nicht leer.)

Im Pfeildiagramm zeigt sich die Injektivitat einer Abbildung darin, dal3 in jedem yeB hdchs-
tens ein Pfeil enden darf, wahrend im Fall der Surjektivitat in jedem yeB mindestens ein
Pfeil ankommen muf3:

A f B A f B
[ ]
X7 ® ° y1 X1 ) .y1
® ° @
7 Y.
X2. . { 247 . X2. . ®’/2
Xze ¢ o3 Xze °ys
[ ]
f injektiv, aber nicht surjektiv f surjektiv, aber nicht injektiv

Insbesondere kann man folgenden Satz daraus fur Abbildungen zwischen endlichen Mengen
herleiten:

Satz 6:

Sei f: A— B eine Abbildung zwischen zwei endlichen Mengen A und B mit n(A) =n und
n(B) = m . Dann gilt:

a) Ist f injektiv, so folgt: n<m .

b) Ist f surjektiv, so folgt: m<n .

c) Ist f bijektiv, so folgt: n=m.

Beweis:

a) Da f injektiv ist, gilt fur alle x,x’ eA: x=X = f(x)=f(x); d.h. die Anzahl der Bilder
unter der Abbildung f ist mit der Anzahl der Elemente im Definitionsbereich Df=A iden-
tisch. Also folgt: n(f (A)) = n(A) = n . AuRBerdem erhalt man wegen f (A) c B die Unglei-
chung: n=n(f(A)) <n(B)=m.

b) Aus der Surjektivitat von f folgt: f (A) =B, d.h.: n(f (A)) = n(B) = m . Andererseits folgt
aus der Abbildungseigenschaft von f : n(f (A)) <n(A) =n, dai.a. mehrere Elemente in A
auf dasselbe Bildelement yeB abgebildet werden kénnen. Somit erhalt man: m<n.

c) Da f genau dann bijektiv ist, wenn f injektiv und surjektiv ist, folgt die Behauptung m=n
aus den Aussagen in den Teilen (a) und (b) des Satzes.
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Beispiele:

1. Die Abbildung, die jeder TU-Studentin / jedem TU-Studenten seine Matrikelnummer zu-
ordnet, ist zwar injektiv, aber nicht surjektiv, denn einerseits haben verschiedene TU-
Studenten/innen auch verschiedene Matrikelnummern, aber andererseits ,deckt" die
Menge der Studenten/innen an der TU nicht sdmtliche TU-Matrikelnummern ab.

2. Die Abbildung f: A—> B mit A={a,b,c}, B={v, A, v, c},diedurch f(a)=L, f(b)=0c
und f(c) =A gegeben ist, ist weder injektiv (wegen f (a) =f (c) = A ) noch surjektiv (we-
-1
genf “({v})=9).

3. Ist f: NgxNg — Ng die Abbildung mit f (m,n) :=2™-3" (m,n e Ng), soist f injektiv, aber
nicht surjektiv, denn z.B. gilt fir das Element 5 eNg: 5 ¢f (NoxNp) , da ansonsten aus 5
=f(m,n)=2m-3n folgen wiirde, daRR 2 oder 3 Teiler von 5 waren. Andererseits gilt a-
ber fur a=(m,n), b =(k,I) eNgxNg beliebig:

fa)=f(b) = f(mn)=fkl) = 2M3" =2*3' = 2™ k_3!-

Einzige LOsung der letzten Gleichung ist aber aufgrund der Teilerfremdheit zwischen ver-

schiedenen 2er- und 3er-Potenzen: 2" K 3 I=n_ 1. Hieraus folgt:
Mm-k=l-n=0 = (m=k) A (I=n) = a=(m,n)=(kl)=Db.
Damit ist aber die Injektivitat nachgewiesen.

n

4. Die konstante Abbildung f=c ist genau dann surjektiv, wenn gilt: B = {c} . Sie ist injektiv
genau dann, wenn gilt: n(A)=1,d.h. A= {a} . Demgegeniber ist die identische Abbil-

dung ida stets bijektiv.

Dal die Eigenschaften Surjektivitéat und Injektivitat von der Wahl des Definitions- und des
Wertebereichs einer Abbildung abhangen, zeigt das folgende Beispiel der quadratischen
Funktion:

Beispiel:

Die Abbildung f: R —> R mit y=1f(x) =x 2 (Quadratfunktion) ist weder injektiv noch surjek-
tiv, denn zunéchst gilt:

vxeR: f(X) =X 250 . Also: f(R) = {yeR | y >0} # R . Somit werden unter der Quadratfunk-

tion y= x2 nicht alle reellen Zahlen yeR als Bilder erreicht (keine Surjektivitét).

Andererseits gilt: Vx,xeR: f(xX)=f(X') = x2=x? = xz—x’zz(x+x’)-(x—x’):0

= X+X=0) v Xx-x)=0 = (X=X) v (x=-x") , also Gleichheit der Urbilder nur bis
auf Vorzeichen. Daraus folgt aber: f ist nicht injektiv.

Wabhlt man aber nun einerseits Ws = Ro+ ={yeR | y >0}, sowird f zunéchst surjektiv.
Wabhlt man andererseits zudem Ds= Ro+ = {xeR | x > 0} , sowird f zusatzlich auch injektiv.
Damit ist schlief3lich f: Ro+ - R0+ mit y=1f(x) =x % eine bijektive Abbildung, wobei zu je-
dem yeRo+ das eindeutige Urbild XERO+ unter f gerade durch x = \/9 gegeben ist. (Die
Wurzelfunktion* x = \/9 wird auch als Umkehrfunktion der Quadratfunktion bezeichnet.)
Die Visualisierung der Eigenschaften Injektivitdt und Surjektivitat einer Abbildung im Zusam-

menhang mit Pfeildiagrammen (s.S.37) fuhrt uns nun bei genauerer Betrachtung zum Begriff
der Umkehrfunktion.
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Bemerkung:

Ist f: A— B eine allgemeine Abbildung, so folgt aus der Definition von Injektivitat und Sur-
jektivitat:

a) f ist injektiv genau dann, wenn zu jedem yeB hdchstens ein Urbild xeA existiert mit

y=Ff() ;
b) f ist surjektiv genau dann, wenn zu jedem yeB mindestens ein Urbild xeA existiert mit

y=f(x) .
Aus (a) und (b) folgt dann:

c) f ist bijektiv genau dann, wenn zu jedem yeB genau ein Urbild xeA existiert mit
y =f (x) . Damit wird aber (s. Definition 12) genau eine Abbildung von B nach (in) A be-
schrieben.

Bemerkung (c) gibt uns nun Anlal3, zu einer bijektiven Abbildung die sogenannte Umkehrab-
bildung oder Umkehrfunktion zu definieren:

Definition 8:
Sei f: A— B eine bijektive Abbildung. Dann wird durch f1:B > A mit

y=f1(x) = x=1(y)

eine Abbildung von B nach (in) A definiert. Man nennt die Abbildung 1 die Umkehrab-
bildung oder Umkehrfunktion von f.

Bemerkungen:

1. Zur Definition einer Umkehrabbildung " reicht es aus, dal3 die zugrunde liegende Ab-
bildung f injektiv ist. Dann ist diese Abbildung automatisch bijektiv, wenn man als Werte-
bereich B :=f(A) wahlt. Somit hat man dann: ¢t :f(A) > A mit f(A) als Definitionsbe-
reich far £,

2. Man beachte, dalR bei Benutzung einer Umkehrabbildung £ die geschweiften Mengen-
klammern zwischen den runden Klammern fehlen, da es sich hier wirklich um eine Abbil-
dung handelt, bei der f'l(x) das Bildelement von x unter f ' beschreibt. Also Merkre-
gel:

Ist yeB und f eine Abbildung, so existiert f'l({y}) als Urbildmenge (innen geschweifte
Klammern) immer, wahrend f-l(y) (innen keine geschweiften Klammern) als Element
und Bild von y unter der Umkehrabbildung £ nur dann existiert, wenn f bijektiv ist.

Wir kommen jetzt zur ,geometrischen” Beschreibung des Zusammenhangs zwischen den
Graphen Ty und Ff,l einer bijektiven Abbildung f und ihrer Umkehrabbildung it

Satz 7:
Seien ABc R, f: A— B eine bijektive Abbildung. Dann gilt fur den Graphen Ff_l der

Umkehrabbildung f1:B A von f:

Ff_l ={(x,y) eBxA‘ (y,x) el }
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D.h. der Graph Ff,l der Umkehrabbildung 1 entsteht aus dem Graphen Ty von f
durch Spiegelung an der Winkelhalbierenden y =x .

(Die Punkte P(x,y) und Q(y,x) werden namlich durch Spiegelung an der Winkelhalbieren-
den y =x ineinander tberfihrt.)

Beweis:
Fir jedes beliebige Paar (x,y)eBxA qilt:
(xY) e T CBxA & y=11) & x=f(y) & (¥ eIy cAB .
g.e.d.

Beispiel:
Im folgenden betrachten wir als Beispiel die Graphen der Quadratfunktion f: Ro+ - Ro+ mit
y=f(x)= x* und ihrer Umkehrfunktion, der Wurzelfunktion gt Ro+ - R0+ mit

y=f'1(x)= N

Graph von y =f(x) =x2 und y =f - (x) = Jx

Der folgende Satz stellt einen wichtigen Zusammenhang her zwischen der Umkehrfunktion f
! einer bijektiven Abbildung f und der Identitatsfunktion id :

Satz 8:
Ist f: A— B eine bijektive Abbildung und 1.8 — A ihre Umkehrfunktion, so gilt:

flof=idy |und | fof ™t =idg

Beweis:

Setzt man in der definierenden Gleichung y = f '1(x) die rechte Seite der Definitionsglei-
chung x=f(y) ein, so erhalt man fir jedes beliebige yeB: y=f ()= °f ().
Andererseits gilt fiir alle yeB : y =idg (y) . Also folgt daraus mit der Gleichheit von Abbil-
dungen: fhof = idg .
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Analog gilt fur alle xeA mit y =f'1(x) cox=f(y)=f(f '1(x)) =(f° f'l) (x) und andererseits
fur alle xeA: x=ida (x) . Diesmal folgt mit der Gleichheit von Abbildungen: f° . ida .
g.e.d.

AbschlieRen wollen wir den Abschnitt Gber Abbildungen mit einer Aufgabe zum Nachweis
der Injektivitat einer gegebenen Abbildung und der Herleitung der Abbildungsvorschrift ihrer
Umkehrabbildung. Der Test soll durch Anwendung des Satzes 8 erfolgen:

Aufgabe:
Zeigen Sie, dal3 die Abbildung f: R\{-3} > R mit y=f(x) = X;g (x € R\{-3}) injektiv ist
X +

und leiten Sie die Abbildungsvorschrift fir die Umkehrfunktion £ von f her.

LOsung:

a) z.z.: f istinjektiv

Wir benutzen zum Nachweis der Injektivitat das Kriterium in der Form der Bemerkung 1 auf
S. 37 oben. Dann gilt zunachst fur zwei beliebige x,x’ € Df = R\{-3} :

X—-2 _X'= 2 —

X+3 X' '+3  (x+3)(x'+3)

f(x)=f(x") = xX-2)-xX'"+3)=(x"-2)-(x+3) =

XX'"—2X"+3X-6=%X""X-2X+3X'-6 = —-2X'+3X=-2x+3X’' =

—X-X'+6 +2X+2X’

5x=5x" = x=x'
5

Somit ist aber gezeigt: | VX,X" e A: f(X)=f(x") = x=X"].Alsoist f injektiv.

b) Herleitung der Abbildungsvorschrift und des Definitionsbereichs fiir ¢t

Aus dem allgemeinen Ansatz | Y =f(x) < x=f(y) | erhalt man im vorliegenden Fall
die Abbildungsvorschrift, wie folgt :
y-2

y=f‘1(x) < x=f(y)= < X (y+3)=y-2 & xy+3x=y-2
y+3 (y+3)
= 3Xx—2 <& y-(x-1)=-38x+2) < |y=f1X) X+ 2
X-y—-y=-3Xx- ‘(x-1) =—-(3x + = = -
-y -3X Y=y Y S(x-1) X —1

Fur den Definitionsbereich von f gilt: y =f'1(x) ist definiert fir x—1-#0,d.h. x=1.
Also gilt: | Deg = R\{1}

¢) Probe der hergeleiteten Abbildungsvorschrift

Nach Satz 8 muB gelten: | f " of =idgy_g [und | fof™ =idgyy | . Zum Nachweis der

korrekten Herleitung der Vorschrift fir die Umkehrabbildung ™ reicht eine der beiden
Gleichungen, so z.B. die linke. Fur alle x € R\{-3} gilt dann:
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3.&_,_2
FLof) 0= f(fox)= S 10*+2 7 x+43 = Xx+3 3-(X-2)+2-(x+3)
f(x)-1 x—2_1 X+3 (x-2)—(x+3)
X+3
= —3§:2tii;6 = —5_—;( =X = idg\3(x) . Also folgt: ftof = idR\(_3}

Die Giltigkeit der anderen Gleichung wiirde man analog nachweisen. Auf jeden Fall erkennt
man, daf3 die in (b) hergeleitete Abbildungsvorschrift fr §t korrekt ist.
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