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Grundlagen der Mengenlehre

Da wir inzwischen 6fter den Begriff der Menge und Schreibweisen der Mengenlehre verwen-
det haben, soll an dieser Stelle ein kurzer Exkurs zur (naiven) Mengenlehre erfolgen. Die
Mengenlehre liefert sozusagen die universelle Basis fiir die Sprache der Mathematik.

Definition der Menge nach Georg Cantor (1895):

Lunter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten, wohlunter-
schiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens, welche die Elemente von
M genannt werden, zu einem Ganzen.”

Dabei gelten folgende Regeln:

¢ Von der ,Definition” Cantors ausgehend soll von einem beliebigen Objekt a eindeutig
aussagbar sein, ob es zu einer gegebenen Menge M gehdrt bzw. Element der Menge ist
oder nicht. In Zeichen:

_ael\/l . ,a ist Element der Menge M“ bzw. ,a gehdrt zu M“ bzw. ,a istaus M“

[agM ., ist nicht Element der Menge M“ bzw. ,a gehdrt nicht zu M* bzw.
,a ist nicht aus M“.
e Zur Kennzeichnung der Menge als Zusammenfassung von Objekten verwendet man die

geschweiften Mengenklammern , {“ und , } “. Dabei unterscheidet man zur Beschrei-
bung der Menge das

a) das aufzahlende Verfahren:

Die Menge wird durch explizite Aufzahlung ihrer Elemente beschrieben, wobei es hier-
bei auf die Reihenfolge der Elemente nicht ankommt und es gleichgdltig ist, ob ein
Element mehrfach aufgezahlt wird oder nur einfach. Damit gilt z.B.:

A={2,3,57}={5,3,7,2}={2,3,3,5,2,7,5,5}
Im Falle unendlicher Mengen oder gré3erer endlicher Mengen verwendet man das

Symbol ,..."“, um Platz zu sparen, wenn fur die in der Menge zusammengefal3ten Ob-
jekte ein eindeutiges Bildungsgesetz erkennbar ist.

b) das beschreibende Verfahren:

Ausgehend von einer Grundmenge G werden die Elemente, welche zur betrachteten
Menge gehdren, durch eine (oder mehrere) Eigenschaften in Form einer Aussageform
p(x) beschrieben, welche fir einige Objekte x wabhr ist, flr andere falsch. In Zeichen:

A={xeG| p(x)} |: ,A istdie Menge aller x aus G, fiir die p(x) wahr ist".

Insbesondere gilt dann: acA < p(a) istwahr,
agA < p(a) istfalsch.

Auch spielt es keine Rolle, wie die Individuenvariable genannt wird, und es kann ans-
telle von , /“ zuweilen auch ,:“ bzw. ,;“ verwendet werden. Also gilt z.B.

A={xeG|p(x) }={teG|p(®) } = {yeG: p(y)} = {meG ; p(m)}
e Zugelassen ist auch die Menge, die kein Element enthalt, die sogenannte leere Menge. In

Zeichen: bzw. ®2={X €G|X¢X}
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e Ist x ein beliebiges Objekt, so nennt man die Menge | A= {X} die zu x gehorige Ele-

mentarmenge oder Einermenge. Zu unterscheiden ist hierbei deutlich zwischen der Men-
ge {x} und dem Element x.

Wir kommen im folgenden nun zu zwei wesentlichen Mengenbeziehungen.

Definition:

Seien A und B zwei Mengen mit Elementen aus einer Grundmenge G .

1) A heil3t Teilmenge (oder Untermenge) von B bzw. B eine Erweiterungsmenge (oder

Obermenge) von A (in Zeichen: ), falls fur alle xeG qilt:

xeA = xeB (d.h.wenn x in A,dannauch x in B).

2) A und B heil3en gleich (in Zeichen: ),faIIs fur alle xeG qilt:
xeA < xeB (d.h. x in A genau dann, wenn x in B).

Fur die Teilmengenrelation ,c* gelten folgende wichtigen Eigenschaften:
o fur alle Mengen A . Damit ist die Sonderstellung der leeren Menge & erklart.
fur alle Mengen A . Damit ist die Teilmengenbeziehung reflexiv.

e |[AcB und BcC = AcC| furalle Mengen A, B und C.Damitist die Teilmen-
genbeziehung transitiv.

« |[A=B < AcB und Bc A firalle Mengen A und B . Damit ist die Gleichheit

von Mengen mittels der Teilmengenbeziehung beschrieben. Tatséchlich wird die Gleich-
heit zweier Mengen A und B konkret oft durch Nachweis der doppelten Teilmengenbe-
ziehung hergeleitet.

e Man kann auch zu einer gegebenen Menge A alle ihre Teilmengen zu einer neuen Men-
ge von Mengen zusammenfassen, der sogenannten Potenzmenge von A . In Zeichen:

P(A):={M|McA}

Man beachte: Die Elemente von g (A) sind selbst wieder Mengen!!! Speziell gilt hierbel

immer: | @(A) =D |, dennesist | D ep(A) | wegen & A sowie | Aecp(A) |we-

gen AcCA.

Seien im folgenden A und B beliebige Teilmengen einer Grundmenge G . Dann lassen
sich folgende spezielle Mengenoperationen einfiihren, um aus A und B neue Mengen zu
erzeugen:

Mengenoperationen:

Schnittmenge / Durchschnitt: ANB:={xeG|xeA und xeB }

Spezialfal: AnB:=O; dann heilen A und B disjunkt.

Vereinigungsmenge / Vereini- AUB := { x €eG | x €A oder x B }
gung:

© aktueller Stand: 07.07.2009




Formelsammlung zur Mathematik | / 1l fur Berufliche Fachrichtungen Seite 11
- Anhang: Naive Mengenlehre -

Differenzmenge / Differenz: A\B := { x €eG|xeA und x ¢B }
Komplementarmenge / Komp- A =G\A={ xeG|xgA |
lement von G
Cartesisches Produkt von A AxB:= {(x,y) | x €A und x eB }
und B
Die Elemente (x,y)eAxB mit xeA , yeB heil3en geordete
Paare
Charakterisierende Eigen- (a,b)=(c,d) & a=c und b=d

schaft der geordneten Paare: Also komponentenweise Gleichheit gefordert

Bemerkungen:
e Das in der Definition der Vereinigung auftretende (logische) ,oder" ist ein einschlieRendes

woder®, umfafdt also auch das (logische) ,und”.
e Zur Beschreibung der Komplementarmenge A’ von A findet man teilweise auch die
Schreibweisen A° bzw. A .
e Zwischen der Teilmengenbeziehung zweier Mengen A und B und der Teilmengenbe-
ziehung ihrer Komplementdarmengen A’ und B’ besteht folgender Zusammenhang:
(AcB) < (B'cA)]

e Man beachte, dal3 es sich bei den geordneten Paaren (a,b) mit acA, beB um Elemen-
te einer Menge (ndmlich des Cartesischen Produkts von A und B ) handelt, bei {a,b}
hingegen um eine Menge.

o Bei den geordneten Paaren kommt es auf die Reihenfolge der Komponenten an, nicht so
bei den Mengen, d.h. es gilt:

| (a,b) = (b,a) fur a=b | , aber stets {a,b} = {b,a}

e Man kann geordnete Paare auch als Mengen verstehen: | (a,b) := { {a },{a,b } } mit

acA und beB . Dann erfillt (a,b) die charakteristische Paareigenschatft.

¢ In Verallgemeinerung zu den geordneten Paaren (a,b) mit acA , beB lassen sich auch
sogenannte n-Tupel mit n Komponenten einfiihren. Dabei gilt:

(as,a5,...,ay) =(by,by,...,b,) < a;=byunda,=b, und ... und a, =b,

Auf diese Weise erhalt man das verallgemeinerte Cartesische Produkt von n (nicht lee-
ren) Mengen Aj, Ay, ..., An:

Ajx Ao x ... x A :={(al,a2,...,an)|al €A und a, €A, und ... und a, €A, }

o Ist A7=As=...=Ap=A (neN) , so schreibt man abkirzend:

AM=AxAx.. A= { (a,25,...,a,) 25,a,,...,a, €A }
n-mal
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Im Fall A=R bietet das Cartesische Produkt die Mdglichkeit zur Beschreibung von
Punkten in der Ebene / dem Raum durch P = (x,y) eR? bzw. P =(x,y,z) e R® .

Fur die Mengenoperationen ,n*, ,J* und Komplementbildung gelten - analog zu den Zah-
len - bestimmte ,Rechenregeln”, die in gewisser Weise an die Rechenregeln fir Zahlen be-
zuglich der Operationen ,+“, ,-* und die Vorzeichenbildung ,—* erinnern. Zudem spielen
die leere und die Grundmenge bzgl. der Mengenoperationen eine ahnliche Rolle wie 0 und
1 im Reich der Zahlen.

Gesetze der Mengenoperationen

Durchschnitt , " Vereinigung , "
Assoziativgesetze (AnB)nC=An(BNC) (AuB)uC=AuBUCQC)
Kommutativgesetze AnB=BnA AUB=BUA
Distributivgesetze AnBuC)= AuBnC)=
(AnB)U(ANC) AuB)Nn(AuUC)
Absorptionsgesetze An(AuB)=A AU(ANnB)=A
Idempotenzgesetze ANnA=A AUA=A
Gesetz flr das Komplement AnA =9 AUA =G
Gesetz des doppelten Komp- Ay =A
lements
De Morgans Gesetze (AnBy=AuUbB (AuB)y=ANPB
GNnA=A JUA=A
Operationen mit G und & SNA=D GUA=G
=G , G=9

Man beachte:

Im Gegensatz zu den Rechengesetzen gilt in der Mengenalgebra ein strenges Dualitatsprin-
Zip, wie der Vergleich zweier jeweils in einer Zeile stehenden Gesetze zeigt:

¢ Vertauscht man konsequent ,n* und " sowie ,Z“ und ,G" in einem der Mengenge-
setze, erhalt man das entsprechende dazu ,duale” Mengengesetz.
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