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Geometrische Interpretation der Lésungen z,_:

Die n verschiedenen Lésungen z, €C (k=0,...,n-1) von z"=a liegen alle auf

dem Kreis mit Radius p = n,/ a| um z =0 und bilden die Ecken eines regelmaldigen n-

Ecks (Polygons) mit Anfangswinkel a, =Argz, = ? und Differenzwinkel On = 2z .
n n

Bemerkungen:
o Fur die n-ten Einheitswurzeln ¢, (k=0,...,n-1) giltt |¢ =¢* (k =0,.,n-1)| mit

.27
glzel n :cos(z—”jﬂ-sin(z—”j .
n n

o Firdie n komplexen Wurzeln zx (k=0,...,n-1) von a=r(cos ¢+ isin ¢)eC gilt:

.2
n

Zy =2, .é’lk (k =0,...,n —1) mit Zy = Q/r_'(COS (%)4_' .sin (%)) _ n\/r_'e

e Die n Losungen zx (k=0,...,n-1) der Gleichung z"=a mitaeC erfillen die Glei-

n-1
chung: Y z=24+2+..42,,=0
k=0

¢ Mithilfe der n-ten Wurzeln lassen sich nun auch — unter Rickgriff auf die Lésungen einer
guadratischen reellen Gleichung — samtliche Losungen von Gleichungen der folgenden

Form bestimmen: () | p(z)=a-z*" +b-z"+c=0 |, neN, fir ab,ceR beliebig mit
a = 0 . Dazu geht man, wie folgt, vor:

1. Substituiere |w =2z" | in der Ausgangsgleichung. Dann erhalt man zun&chst die zu

|0sende reelle quadratische Gleichung: (%) q(W) =a-w’+b-w+c=0

2. Setze die beiden (evtl. komplexen) Losungen w,, aus der quadratischen Gleichung

jeweils in die Substitutionsgleichung (x*x) | z" =w, |, (k=1,2) ein und lése diese.

Insgesamt erhalt man so alle 2n Lésungen der Ausgangsgleichung. Beachte dabei, dass
die beiden eventuell komplexen Losungen der (reellen) quadratischen Gleichung (x*)
sogar konjugiert komplex zueinander sind. Es gilt also: w, =w; . Dann sind auch au-

tomatisch die n Lésungenzu z" =w; unddie n Lésungenzu z" =w, =w; zuei-

nander konjugiert komplex. Also muss man in diesem Fall nur eine der Gleichungen (*x*x)
I6sen, und die Rechenarbeit reduziert sich auf die Halfte.

Abbildungen und reelle Funktionen allgemein

Wir stol3en jetzt zu einem der zentralen Begriffe der Analysis vor: dem der Abbildung bzw.
Funktion.
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Definition:

Seien A und B zwei Mengen®. Eine Abbildung von A in B (oder: nach B) ist eine Zu-

ordnungsvorschrift, die jedem xeA genau ein yeB zuordnet.

e Man nennt A den Definitions- oder Urbildbereich von f (in Zeichen: | Df = A ), B den
Ziel- oder Bildbereich von f.

e Das durch f abgebildete Element xeA heil3t auch Argument oder Variable von f, das
dem Element xeA eindeutig zugeordnete Element yeB das Bild von x unter f oder
Funktionswert von f an der Stelle x . Das Element x selbst nennt man auch (ein) Urbild

von y unter f.Man schreibt: | Y =f(x) |.

e Zur Beschreibung der Abbildung f von D; = A in B findet man die symbolischen
Schreibweisen | f:Dy > B ,x+— f(X) | oder | f: X+ f(x) mit xeD; | oder auch

y =f(x) mit xeD; |. Manchmal benutzt man in Kurzform auch nur 0.4.

e Ist Mc A eine Teilmenge von A, so heil3t die Menge? | f(M) := { f(x)|xeM } cB | das
Bild von M unter f. Speziell heil3t f (A) < B auch das Bild von f. Oft findet man als De-
finition fir den Wertebereich von f in diesem Zusammenhang: | W; = f(A)

e Ist Nc B eine Teilmenge von B, so heiRt die Menge | f (N):= { x eA|f(x)eN } cA
das Urbild von N unter f. Speziell gilt: f(B)= D¢ = A . Als Urbild eines Elements yeB

unter f erhalt man also speziell: | f({y}):={xeA|f(x)=y}

e Die Menge | ['f= {(x,y) | XeA,y=f(X)} = { . f(x)) | XGA} < AxB | heit der Graph
von f.Insbesondere giltim Fall ABcR:

Eine Teilmenge M c AxB c R? ist Graph einer Abbildung bzw. Funktion f: A > B <

Durch jeden Punkt aeA trifft die Gerade x =a die Punktmenge M in genau einem
Punkt S(a,b)e M . Es gilt dann: b=f(a).

Es folgen einige grundlegende Eigenschaften von und Begriffe zu Abbildungen.

Grundlegende Abbildungseigenschaften:

Bild / Urbild von Durch- f(MAN) < f(M)Nf(N) fHU V) = FHU) V)
schnitt und Vereinigung: FMUN ) = F(M) U F(N) f’l(U UV) = f’l(U) uf’l(V)
fir MNcC A fur UV cB

! Zu den Symbolen ,,e* sowie zum Begriff der Menge siehe speziell den Exkurs ,,Naive Mengenlehre®.
2 Zur beschreibenden Form von Mengen, zum Symbol ,,c* sowie zu den einzelnen Mengenoperatinonen — ins-
besondere zum Kartesischen Produkt A x B —siehe auch den Exkurs ,,Naive Mengenlehre®.
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Gleichheit von Abbildun-
gen:

Verkettung / Komposition
von Abbildungen:

(gof:,g nach %)

Spezielle Abbildungen:

Injektivitat von Abbildun-
gen:

Surjektivitat von Abbildun-
gen:

Bijektivitat:

Umkehrabbildung:

Fur zwei Abbildungen f: A—B und g: C —» D gilt f=g ge-
nau dann, wenn

() Dy=A=C=Dy , (i) W;=B=D=W, ,
(i) vxeA: f(x)=g(x) .

Seienf:A—B,g:C— D Abbildungen mit W;=B c D,=C

Dann ist die Verkettung bzw. Komposition (Hintereinander-
ausfuihrung) von f und g als Abbildung definiert durch:

gef:A—>D mit YxeA:(gof)(x):=g(f(x)) .

konstante Abbildung: f: A — B mit VxeA:f(x)=c (ceB).
identische Abbildung: idy :A— A mit VxeA:id,(x)=Xx .

f: A —> B heil3t injektiv oder eineindeutig : <

VX, X" eA: x#x' = f(X)=f(X’) bzw.dazu aquivalent

vx,x' eA: f(x)=f(x') = x=x’

f: A — B heil3t surjektiv oder Abbildung auf B : <
f(A)=B bzw. VyeB:fi({y})=a o

f: A — B heil3t bijektiv : < f istinjektiv und surjektiv .
D.h.: Zu jedem beB existiert genau ein acA mit b =f(a) .

Sei f: A— B bijektiv.
a) Definition der Umkehrabbildung f™ von f :
f1:BoAmit y=f'(x):=x=1(y) .

b) Graph T von £
Ff_l = {(X,y)e BXA‘ (y,X)el“f } .

c) Zusammenhang mit der identischen Abbildung id :
Esgilt: f*of =id, und fof™=idg

Bemerkungen:

e Man beachte, dass fur zwei Abbildungen f: A— B und g: B — C hinsichtlich der Ver-
kettung selbst im Fall A=B =C im allgemeinen gilt: gof #foqg.

¢ Im Fall der konstanten Abbildung schreibt man symbolisch zuweilen auch f(x)=c oder

kirzer: f =c.

3 Zum Symbol @& der sogenannten ,leeren Menge* siehe den Exkurs ,,Naive Mengenlehre®.
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¢ Fir die identische Abbildung gelten in Bezug auf jede beliebige Abbildung f: A — B die
charakteristischen Gleichungen (i) feid, =f und (i) idg of =f.

e Man widerlegt die Injektivitat bzw. die Surjektivitat einer gegebenen Abbildung f: A— B
durch Angabe eines sogenannten Gegenbeispiels, d.h.:

(i) Man finde konkret x,x’ eA mit x = X" und f(x)=f(x") im Fall der Nicht-Injektivitat.
(i) Man finde yeB mit f*({y})=@ im Fall der Nicht-Surjektivitat.

e Jede nicht injektive Abbildung f: A — B kann durch geeignete Einschrankung des Defini-
tionsbereichs D; = A injektiv und jede nicht surjektive Abbildung durch Einschrankung

des Wertebereichs auf das Bild W, =f (A) von f surjektiv gemacht werden.

e Die Gleichungen f'of =id, bzw. fof™ =id; dienen oft konkret der Probe, ob durch
eine aus der Auflésung der Gleichung x =f(y) nach y gewonnene Abbildungsvor-

schrift y =f(x) wirklich die Umkehrabbildung f™ zu f beschrieben wird.

e Eine Abbildung f: A —> B mit A,B < R wird auch (reelle) Funktion genannt. In diesem
Fall nennt man die im Fall der Bijektivitét existierende Umkehrabbildung f™ auch die
Umkehrfunktion zu f . Aufgrund der Definition des Graphen Ff,l zu f! kann man zu-
dem ablesen: Der Graph l"f,l geht aus dem Graphen I} durch Spiegelung an der
Winkelhalbierenden y = x hervor.

e Im Fall zweier reeller Funktionen f:A—>R und g:B—>R mit D=AnNnB=J lassen
sich auf D auch die folgenden Funktionen einfuhren:
() f+g:D>R, (f+9) (xX) :=f(x) +g(x) ,xeD ,
(f-g:D—>R, (f-9) (x) :=f(x) —g(x) ,xeD ,
(i) fg:D—> R, (fg) (xX) =f(x)-g(X) ,xeD sowie

(iv) T :D>R, (f—) (x) = m xeD” mit D' = {xeD | gX) =0} =D\g ™ ({0}).
g g 9(x)

¢ (Reelle) Funktionen kdnnen auch abschnittsweise definiert werden. Dann ist der Definiti-
onsbereich Dy in disjunkte Teilmengen zerlegt, auf denen jeweils eine eigene Funktions-

vorschrift gegeben ist, wie das folgende Beispiel zeigt:

2—l fuir x>0
X

f:-Ro>R, |f(X)= ! fir —1<x<0
2+X

- X fir x<-1

¢ Manchmal besitzt eine Funktion eine spezielle Stelle - Singularitat genannt -, an der sie
einen bestimmten Funktionswert erhalt, wie im folgenden Beispiel:
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