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EB-ENE _FUKLIDISCHE GEOMETRIE

§1 Geraden, Punkte, Abstand

Gegebene Grundbegriffe der Geometrie sind

1. eine Menge E # @, EBENE genannt;
die Elemente von E, PUNKTE genannt.

2. eine Menge G * § von Teilmengen von E;
die Elemente von G, die GERADEN heiBen.

Das "Aussehen" der Grundbegriffe wird nicht beschrieben;
man kann sie sich vorstellen wie man will.

Festgelegt werden nur die Beziehungen zwischen den Grund-
begriffen, und zwar durch sogenannte AXIOME; das sind von
vornherein als wahr anerkannte Aussagén, aus denen die
Sdtze der Geometrie durch logisches SchlieBen abgeleitet
werden.

Das System der Axiome mufi WIDERSPRUCHSFREI sein, d.h. es
diirfen sich aus ihm nicht zwei einander widersprechende
Sdtze ableiten lassen. Das System sollte VOLLSTANDIG sein,
d.h. man sollte aus ihm jeden wichtigen Satz der Geometrie

ableiten k&nnen.
Das System kann im Idealfall UNABHANGIG sein, d4.h. daB dann
keines der Axiome aus den ilibrigen Axiomen des Systems her-

leitbar ist.

Wir wollen zundchst drei solche Axiome unserer Geometrie
notieren.

AXTOM I (1. VERKNUPFUNGSAXIOM):

Jeder Geraden gehdren mindestens zwei (voneinander verschie-
dene) Punkte an. '

AXTOM II (2. VERKNUPFUNGSAXIOM):

Durch je zwei (voneinander verschiedene) Punkte von E geht
genau eine Gerade von 6.

AXIOM TIIT (3. VERKNUPFUNGSAXIOM):

Es gibt drei nicht auf ein und derselben Geraden gelegene
Punkte in E.
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Modelle einer Geometrie sind Mengen von Objekten, die
sich als Grundbegriffe interpretieren lassen und die

den Axiomen geniigen.

Nach dem, was wir bisher {iber unsere Geometrie gesagt
haben, priife man, ob die nachfolgend angegebenen Systeme
FAN =~ = >Ry
o 0!
“‘P\ Q,c/

Y
Ny

als Modelle geeignet sind.

(a) {PlQIR} = E
{{p,Q},{Q,R},{R,P}} = G

(b) {PIQIRISIT} = E
{{p,0,1},{P,R},{P,S,T},{Q,R,S},{R,T}} = G

(c) E = Punktmenge des Innern
eines Halbkreises
G = Menge aller auf dem
Durchmesser des Halbkreises

senkrecht stehenden Halbkreise
und Halbsehnen in E.

(d) E = Punktmenge eines Kreis-

inneren

G = Menge aller (offenen)
Sehnen des Kreises

(e) E = "Randlose" Zeichen-
halbebene G;
G = Menge aller Strahlen ZE; ~

und Halbkreise in E,

die auf dem "Rande" senk-

recht stehen. —_////ﬂ—‘\\\\ /><;—_\\\\\
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(f) System der (rechts) ge- ,Q\\
zeichneten 4 Punkte (E) // ! \
und der 6 Punktepaare - / /’\\ \
durch Strichelung hervor- o/ﬁ - :\‘

gehoben - (G).

Bemerkung: Eine Geometrie, die den Axiomen I - III geniigt,
heiBt EBENE INZIDENZGEOMETRIE.

Satz 1.1:
Jede Gerade aus G ist eine echte Teilmenge von E.

Beweis: Aufgabe

PQ

Definition 1.1:

Die durch 2zwei voneinander verschiedene
Punkte P,Q € £ (nach AX.II) eindeutig
bestimmte Gerade heifit VERBINDUNGSGERADE PQ.

Satz 1.2:
E enthdlt mindestens 3 voneinander verschiedene Geraden.

Beweis: Aufgabe

Satz 1.3:

Zwei voneinander verschiedene Geraden g,h € G besitzen
héchstens einen gemeinsamen Punkt S:

//«\ //\\ g * h ——>(g Nh=2¢g vu\V/'gé H = {S})

g€G heeo SeE
Beweis (indirekt): Aufgabe

Folgerung: Flir zwei Geraden g,h gilt stets genau eine
der drei MOglichkeiten

a) gnhh-=2¢ b) g nh = {s} c) g=nh

Def. 1.2: S heiBt SCHNITTPUNKT der beiden Geraden g,h,
wenn diese genau den Punkt S gemeinsam haben, d.h. wenn
gnh-= {s} gilt.
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Def. 1.3: Die Gerade g heifit PARALLEL zur Geraden h
(in Zeichen: gllh), wenn g N h = § oder g = h gilt.

/

Satz 1.4: Die Relation [l ist auf G reflexiv und symme-
trisch.
Bew<is : Av{gabe

AXIOM IV (ANORDNUNGSAXIOM) :

Auf jeder Geraden g € G existiert
B eine lineare, strenge Ordnungs-
A relation <g. Das Zeichen <g wird
3, A <’ B "liegt vor" gesprochen.chen.

Satz 1.5: Ist g € G, so wird durch

/A\ A >B+—= B< A
4 g

A €g B E€g

eine weitere lineare, strenge Ordnungsrelation auf g de-
finiert.

Beweis: Aufgabe

Bemerkung: Wir setzen fest:

/\ /\ /\As B« A< BvAG=B.
g g

g €6 A €g B €g

Auf diese Weise wird eine konpexe Ordnungsrelation auf

g definiert. Wenn keine MiBverstdndnisse mdglich sind, scheiben
wir einfach < bzw < riir <& bzw. é} .

Def. 1.4: Unter der Strecke PQ versteht man die Menge

PQ := XIPEX30v Qe X3Pl .
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Def. 1.5: Sind P # Q Punkte in E, so versteht man unter

der Halbgeraden (dem Strahl) mit dem Ausgangspunkt P die
Punktmenge

PQ := {XIX € PO v Q € ﬁ}PQ . Bemerkung: Im Falle P < Q kann

|y .
man PQ auch so schreiben:

— %55 _i = X},q
P ’/////,/”' alle Q< P so:
o \TX Plog -

AXIOM V (STRECKENMABAXIOM) :
Es gibt eine Funktion
d: Ex E—>R
0
mit folgenden Eigenschaften:

(1) Symmetrie
(2) Additivitit
(3) Eindeutige Abtragbarkeit

Dabei bedeutet

(1 //\ /ﬁ\' 4(p,Q) = 4(Q,P)

P €CE Qo € E

(2) /\ /\ a(p,Q) =da(p,R) +d(R,Q)

PQcE REPQ
P R .
:4-—- ol (P,R)

— —

Q
T T =d--d(R,Q)_
e d(P,a)~ — Q-

[ ]
(3) /\ /\ a(e,a) = a
K |
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BEMERKUNG:

(3) besagt, daB es auf jeder von P ausgehenden Halbgeraden
in jeder Entfernung GENAU einen Punkt gibt (keine Liicken
und Eindeutigkeit).

Welche der Modelle a) - f£) auf den Seiten 1.2 «und 4.3 sind
damit hinf&dllig?

Bemerkung: Die Funktion d heiBt auch METRIK, ABSTANDSFUNKTION,
ENTFERNUNGSFUNKTION; entsprechend nennt man d(P,Q) den Abstand
oder die ENTFERNUNG der Punkte P und Q.

Die Abstandsfunktion rechtfertigt die Verwendung des Zenti-
metermaBes in der iiblichen Zeichenebene.

Definition 1.6:

Es sei M #+ § eine Menge und
d: M x M —> 1R

eine Funktion mit den Eigenschaften

(I) //\\ //N\ 4a(pP,Q)

PEM QEM

(I1) //\\ //\\ d(p,Q)

P EM Q €M

(I1I1) /\ /\ /\ d(p,Q) < d(pP,R) + d(R,Q).

PEM QEM REM

]
o

<==> P

n
0

d(Q,P)

i

Dann heiBt d eine Metrik in M und das Paar (M,d) ein
METRISCHER Raum.

Bemerkung: Die im StreckenmaBaxiom genannte Funktion hat
die Eigenschaften (I) - (III) einer Metrik. (III) k&nnen
wir aber erst beweisen, wenn wir unsere Geometrie weiter
entwickelt haben.
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Aufgabe 1.1:

a) M sei eine Teilmenge des dreidimensionalen Anschauungs-
raumes, in der je zwei verschiedene Punkte den Abstand
1m haben. Wieviel Punkte kann M maximal enthalten, und
wie liegen sie zueinander?

b) Formulieren Sie das entsprechende mathematische Pro-
blem, nachdem Sie einen passenden metrischen Raum ge-
wdhlt haben.

Aufgabe 1.2:
Zeigen Sie, daB8 (R3,d') ein metrischer Raum ist, wenn man
fiir x = (X,,%X,,%3), ¥ = (¥,,Y,,Y,) die Entfernung durch

3

dix,y) = }S Ix,~y,| festsetzt.
v=1

Aufgabe 1.3:

Gegeben sei die Menge R3 und die Funktion

3 3 1 fir x # y
d: RRxR° 5 Rmit A A dxy) =

0 fir x =y
xeR> yeR?

Man zeige, daB (R3®,d) ein metrischer Raum ist.

Aufgabe 1.4:

Beweisen Sie, daB die drei Metrikaxiome voneinander unabhdngig sind.

Satz 1.6:

Die im StreckenmaBaxiom eingefilhrte Funktion d erfiillt die
erste Metrikeigenschaft (I)

/\ /\ d(P,Q) = 0 <—> P = Q

P EE g €t

Beweis:

(a) Sei P = Q. Dann gilt wegen der Additivitit von d mit

P=Q=R

da(p,P) = 4(P,P) + d(p,P)
0 = d(p,P)
0 = d(p,Q) .

(b) Sei d(p,Q) = 0.
Ist Q = P, so ist alles klar.
Ist Q #+ P, so betrachten wir 56.
Nun ist stets d(p,P) = 0.
Da die Entfernung 0 von P aus nach dem Streckenabtrage-
axiom genau einem Punkt auf PO zukommt, muB Q = P sein: Uu’olmrrnh !



Satz 1.7:

Zu jedem Punkt P einer Geraden g gibt es zwei und nur zwei
von P ausgehende Halbgeraden 9,79, auf g mit

g, Vg,=9 wund g, Ng, = {p} .

Beweis:

Zu P € g existiert ein Punkt Q € g (AX. I, S.1.1) und
es kann o0.E.d.A. P < Q angenommen werden.
Auf 53 tragen wir 24(Q,P) ab und erhalten einen Punkt Q' < P:

-

; > 9

Q' P Q

Denn wdre
PgQ' <@,
so auch
a(p,Q') + 4(Q',Q) = d4(p,Q) ,
was a(Q',Q) = 2d4(P,Q) widerspricht.

Die gesuchten Halbgeraden sind nun

g, = ?5 und g, = 5Q'

Fir sie gilt

g, g, ='Pa n BQ’

g, U g, = PQ U PQ"

{XIP g X A xsp}g={1>}

{x|P<va<P}g=g

Fiilr jede weitere von P ausgehende Halbgerade ?ﬁ'auf g gilt
a) im Falle P < R wegen (vgl. Def. 4.5)

PR

{X|X € PR v R € PX}

g
{xip X§RVP§R§X}g

<
{xlp g x}g '

d.h. R = g ;
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b) im Falle R <g P

PR =
_gz.

Definition 1.7:

Der Punkt M € PQ heiBt Mittelpunkt der Strecke PQ, wenn

a(p,M) = d(M,Q) <d(PM) > dmaq) >

aod
\J L] R

P M (e

gilt.

Satz 1.8:

Jede Strecke besitzt genau einen Mittelpunkt.

Beweis: Fir P = Q ist alles klar.

Sei PQ die Strecke im Falle P #%# Q. Wir wdhlen auf der Geraden
PQ den Strahl'§6 und tragen von P aus-%d(P,Q)ab: Wir erhalten
einen Punkt M.

Wegen d(P,M) < d(P,Q) kann nicht P £ Q < M sein, also gilt
P<MxQ.

Aus

d(p,Q) = 4(p,M) + 4(M,Q)

folgt mit d(P,M) =-%d(P,Q)

1d(e,Q = am,Q .

Also ist M ein Mittelpunkt.

Da jeder weitere Mittelpunkt M' die Gleichung
da(p,Q) = d(p,M') + d(M',Q)

mit
a(p,M') = d(M',Q)

erfiillen muB, ergibt sich auch

d(e,M") = 2e(PQ)

und damit M = M'.
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Definition 1.8:

g sei eine Gerade und < eine lineare, strenge Ordnung auf g.
Dann heiBt das Paar (g,<) eine ORIENTIERTE GERADE.

Wir wollen auf g Koordinaten einfiihren, d.h. (g,<) bijektiv
und ordnungstreu auf die geordnete Menge der reellen Zahlen,
(R, <), abbilden. Wie das geht, zeigen wir im ndchsten Satz.

Satz 1.9:

(g,<) sei eine orientierte Gerade und & ein beliebiger Punkt
auf g.

Dann ist durch

a(e,P), falls < P
X:9g —>RR mit x(P) =

eine BIJEKTIVE ABBILDUNG mit folgenden Eigenschaften bestimmt:
(1) x(0) =0
(2) Ix(P) - xX(R)| = d(P,R)

(3) x(P) < xX(R) <=> P <R

(IR, <)
\
\
\e 4 > (gs'<)
P R
x:(P’) 2 xiP) X=(R) (g,=<)
< d(0,P) s d(e,P) ——d
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Beweis:
(0) x ist injektiv, wenn

/e\ /\ P R —> x(P) * x(R)

P g R € g

gilt.
Wir unterscheiden die drei Hauwptfdlle

(a) P<R< & , (b) P< &< R , (c) < P <R.
(a): Hier ist
d(p,®) = d4d(p,R) + A(R,0)

mit 4(P,R) > 0.
Daraus folgt

x(P) = -d(P,®) < -d(R,®) = x(R) .

(b) , (c) : Aufgabe.

X ist surjektiv, wenn

AT

x €R P € g

gilt.

Wir unterscheiden die zwei Fdlle

(a) x < 0, (b) 0 £ x.

(a) : Wir wédhlen auf g die durch & bestimmte Halbgerade

g, = {XIX<0'}g .

Auf dieser tragen wir -x > 0 ab und erhalten einen Punkt
P < & mit

d(O‘,P) = -X.
Dieser ist das gesuchte Urbild, denn es gilt

x({P) = =-d(®&,P) = x.
(b) : Aufgabe.

(1) x(&) = d(&,0) =0

(2) Wir unterscheiden die drei Fidlle
(a) PXR<® , (b)) PxOXR , (c) O

IA
o
A
o

-~
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(a) : Hier gilt:

d(P,R) + d(R,0) = d(P,0)
d(P,R) = d(p,0) - d(R,®)
= =x(P) + Xx(R)

Ix{(P) - x(R)I .

(b) ,(c): Aufgabe
(3) Die Aussage P <R => x(P) < x(R) wurde schon im Rahmen
des Injektivitdtsnachweises begriindet.

Aus x(P) < x(R) kann aber nicht R X P folgen, weil das
X(R) £ x(P) im Widerspruch zur Voraussetzung nach sich
z6ge . Demnach gilt auch die Umkehrung.

Satz 1.10:

Es sei x die gemdB Satz 1.9 definierte Funktion.
Man zeige: Jede Abbildung

X* + g —>R
mit den Eigenschaften (1),(2),(3) gemdB Satz 9 ist mit X

identisch.

Beweis: Aufgabe.

Anl: Es ist nachzuweisen, daB x* in jedem Punkt von g den-
selben Wert wie Y hat.

Definition 1.9:

Die Funktion X heiBt KOORDINATENFUNKTION der orientierten
Geraden (g,<) beziiglich des Koordinatenursprungs & € g.)(
bildet (g,<) und (R,<) &hnlich aufeinander ab.

Definition 1.10:

Sind (M,<M) und (N,<N) streng linear geordnete Mengen und
ist x : M —> N eine Bijektion mit der Eigenschaft

//\\ //«\ m, <M m, —> X(ml) <

X(mZ) ’
m1€bi m2€hd

N

so heiBen M und N einander &hnlich geordnet.
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Ehnliche Abbildungen spielen in der Ordnungstheorie die
gleiche Rolle wie etwa isomorphe Abbildungen in der Gruppen-
theorie oder homdomorphe Abbildungen in der Topologie.
Infolge der Ahnlichkeit kann man die Ordnungsstrukturen
(g,<) und (R,<) identifizieren, indem man jedem Punkt

P € g die Zahl x(P) € R - seine Koordinate - 2zuordnet.
Das bedeutet, daB man die Elemente einer orientierten
Geraden bei fest gewdhltem Koordinatenursprung als Zahlen
auffassen und damit die Gerade als Zahlengerade deuten
und behandeln kann.

Folgende Eigenschaften einer Geraden g ergeben sich dann
unmittelbar aus dem entsprechenden Eigenschaften von IR:

Satz 1.11:

(1) Jede Gerade g besitzt unendlich viele Punkte.

(2) g ist dicht geordnet, d.h. zu je zwei Punkten
P,Q € g mit P < Q existiert (mindestens) ein Punkt
Z €gmnitP<2z2<Q,

(3) g besitzt kein erstes und kein letztes Element, d.h.

zu jedem P € g gibt es Elemente Q,R in g mit Q < P
und P < R.

Definition 1.11:

Drei oder mehr Punkte, die auf ein und derselben Geraden
liegen, heiBen KOLLINEAR.

Aufgabe 5: Man zeige, daB gilt:

AB =60 => a = C.

Anleitung: Man setze o0.B.d.A. A < B voraus.

a) Man begriinde A SCAALgD.

b) Man begriinde, daB A < C unvertrdglich mit C < D ist.

C) Man begriinde, daB8 A < C unvertrdglich mit D < C ist
(weil dann CD einen Punkt besitzt, der nicht auf BB
liegt. Wo liegt dieser, und wie findet man ihn?
Hinweis: StreckenmaBaxiom!).

d) Warum ist A< Cmit D = C ausgeschlossen?
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Aufgabe 6: Man beweise:

D oder
C .

AB =CD =>A =C und B
A D und B

Aufgabe 7: Man zeige, daB aus

BA

PQ < RS stets d(P,Q) s d(R,S) folgt.
Anl.: Man setze 0.E.d.A. P x Q, R 5 S voraus.

Aufgabe 8 : Man zeige:
/\ {P,Q, R} g =>P€QRv QEPRVRE PQ
{p,Q,R}ICE
a) Zuerst folgere man aus
R ¢ PQ , daB RP = RO gilt.

b) Dann beachte man die Definition der Halbgeraden
mit Hilfe von Strecken.

Aufgabe 9 : Man beweise:

/\ {PIQIR} cg —> ap,Q) s d(PrR) + d(R,Q) .
{p.Q,R}cE
Anleitung: Man kann die Aussage der vorangehenden Aufgabe
verwenden.

Aufgabe 10: Eine r&dumliche INZIDENZGEOMETRIE ist eine
Menge E # @ (der gggg)’ deren Elemente Punkte heiBen
und von der gewisse Teilmengen Geraden bzw. Ebenen
genannt werden und die folgenden Axiomen genligt:

AXx INZ 1: "Jeder Geraden gehdren mindestens zwei (von-
einander verschiedene) Punkte an.

Ax INZ 2: Durch je zwei (voneinander verschiedene) Punkte
von E geht genau eine Gerade.

AxX INZ 3: Zu jeder Ebene E c E gehdren mindestens drei
nicht in ein und derselben Geraden gelegene Punkte.
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Ax INZ 4: Durch je drei nicht kollineare Punkte von E

geht genau eine Ebene.

Ax INZ 5: Wenn zwei Punkte einer Geraden g einer Ebene E

angehdren, dann ist g eine Teilmenge von E.

Ax INZ 6: Wenn ein Punkt zu zwei Ebenen gehdrt, so gibt

es mindestens noch einen Punkt, der zu diesen beiden Ebenen

gehért.

Ax INZ 7: Es gibt (mindestens) vier Punkte, die nicht in
ein und derselben Ebene liegen.

Man beweise:

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

Zwei verschiedene Geraden haben h&chstens einen
gemeinsamen Punkt.

Zwel verschiedenen Ebenen ist entweder kein Punkt

oder eine ganze Gerade gemeinsam.

Eine Ebene und eine nicht in ihr gelegene Gerade
haben hdchstens einen gemeinsamen Punkt.

Zu jeder Geraden g und jedem nicht auf g gelegenen
Punkt P existiert genau eine Ebene, die P und alle
Punkte von g enthdlt.

Es gibt genau eine Ebene, der alle Punkte von zwei
sich schneidenden Geraden angehéren.

-2.4—
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§ 2 Halbebene, Winkelfeld, WinkelmaB

Die Zeichenebene wird durch jede ihrer Geraden derart in zwei
Halbebenen zerlegt, daB eine Strecke, die einen Punkt der ei-
nen Halbebene mit einem Punkt der anderen Halbebene verbindet,
diese Gerade schneidet.
AuBerdem gehért die Ver-
bindungsstrecke je zweier
Punkte derselben Halb-
ebene ganz dieser Halb-
ebene an (s. Abb.).

Zur axiomatischen Be-
schreibung dieses Sach-

verhalts benutzen wir

den Begriff der Kon-

vexitéat.

Definition 2.1:

Die Untermenge M von E heifit KONVEX, wenn mit je zwei Punkten
P,Q € M die Strecke PQ zu M gehdrt:

/A\ {P,0} c M > PQ c M < M konvex.
peEE Q€EE

& konvexe Menge ‘/t nicht-konvexe Menge
[ A

(hiexr: sternfdrmig bezgl. P)
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Beispiele konvexer Mengen:
a) Die Ebene E
b) Jede Gerade g <« E

c) ¢

d) Jede Halbgerade

e) Jede Strecke

f) Jede einpunktige Menge

Satz 2.1:
Die Vereinigung zweier verschiedener Geraden ist nicht konvex.
Beweis: Aufgabe

Anl.: Im Falle g *+ h und g N h = {S} begriinde man,
a) daB P € g und Q € h mit P # S # Q existieren,

b) daB P * Q gilt,

c) daB 2 € PQ mit P # 2 # Q existiert.

d) Man zeige: /ﬁ\_* P+2++Q->24dqguUh
z € PQ

(Widerspruchsbeweis).

Satz 2.2:
Der Durchschnitt zweier konvexer Mengen ist konvex.
Beweis: Aufgabe

AXIOM VI (HALBEBENENAXIOM) :

Zu jeder Geraden g < E gibt es genau zwei nicht leere Unter-
mengen H;,H, < E mit den Eigenschaften

(1) H; und H, sind konvex,

(2) Hy U Hy = Exg und Hy N Hy = @ ,

a0 A /A Faagso.
PEH, QE€EH;

Hy,H: heiBen (offene) HALBEBENEN zu g, g heiBt RAND der Halb-

ebenen, Hi1 U g bzw. H, U g heiBen ABGESCHLOSSENE HALBEBENEN

zu g.
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Satz 2.3:

Jede Parallele h' zu einer Geraden h # h' liegt ganz in einer
der beiden Halbebenen zu h.

Beweis:

Andernfalls wdre h N h' % §.

Satz 2.4:

Ist H Halbebene zu h' und H Halbebene zu h*, so gilt h' = h¥*,

Beweis: Aufgabe

Anl.: Betrachte E~h' = H U H' und E~h* = H U H*. Man benutze

h' # h* A h'|lh*=> h' €« H v h' « H*; entsprechend fiir h*.

a) Man betrachte den Fall h'|lh* und schlieBe mittels Axiom VI
(Halbebenenaxiom) auf h* = h',

b) Man betrachte den Fall h' n h* = {s}, wihle P,Q € h' mit
S € PQ und folgere P € H und Q € H* (oder umgekehrt). Wider-

spruch dazu, daB8 H und h' keinen gemeinsamen Punkt haben.

Aufgabell: Es seien H U h und H' U h' abgeschlossene Halbebenen
zu den Geraden h bzw. h'.
Man beweise: H U h = H' U h' = H = H' und h = h'.

Anl.: Man verwende das Halbebenenaxiom und fiihre den Beweis

mengentheoretisch.

Bem.: So wie jede Gerade durch jeden ihrer Punkte in zwei Halb-
geraden aufgeteilt wird, teilt jede Gerade die Ebene in zwei

Halbebenen auf.

Satz 2.5 (von Pasch): P

P, Q, R sein drei nicht kollineare
Punkte. S

Schneidet eine Gerade g die Strecke

QR in S mit S ¢ {Q, R}, so schnei-

det g auch eine der Strecken PQ

oder PR.

o - Q

Beweis: Aufgabe

Anl.: Man betrachte die Halbebenen H; und H, zu g und wende
auf QP bzw. PR das Halbebenenaxiom an.
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Satz 2.6:

h sei Rand der
Halbebene H,

g schneide h in
P und enthalte

Q € H. Dann gilt

(HUh) ng ='BQ

Beweis:

Wir unterscheiden die Fdlle P < Q und Q < P.

Sei P < Q:

Es gilt 'ﬁ c H U h; wdre nimlich X ¢ 'f’ﬁ mit X ¢ H U h, so
widre X € E\(HU h),d.h. in der anderen Halbebene.

Dann wire XQ N h # § und zwar XQ N h = {P}, da g N h = {P}.
Aus P € XQ folgt wegen P < Q

X<P<Q.
Aus X ¢ 'PQ folgt wegen X # P
P<X.

Da8 ein Punkt von ?ﬁ nicht zu H U h gehdrt, fithrt demnach auf
einen Widerspruch.

Umgekehrt kann kein nicht auf 56 gelegener Punkt von g zu

H U h gehdren, weil 9456'c EN(H U h) gilt, d.h. daB die andere
Halbgerade von g zu der anderen abgeschlossenen Halbebene zu
h gehoért.

Den Beweis fiihrt man wie oben. Der Fall Q <P

ist analog zum Fall P < Q zu behandeln.

Aufgabe 2.2:

Jede abgeschlossene Halbebene H U h
ist eine konvexe Menge. Man beweise

diese Aussage.

Anl.: Man unterscheide die drei Fédlle
P,Q € H; P,Q € h; P€ Hund Q € h .
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Satz 2.7: \\\
L]

Jede abgeschlossene Halbebene # U h ‘l

ist gleich der Vereinigung aller

Halbgeraden, die von ein und dem- +Q

selben Punkt P € h ausgehen und

einen weiteren Punkt Q von H U h

enthalten: —Y /7 ) 3
P

Huh = U 'FQ )
P}

Q€ HUNN

Beweis:

Ist 9, eine Halbgerade von P aus, die Q € H enthdlt, so ist 9,
in H U h enthalten (Satz 2.6).
Gilt Q € h, so ist ebenfalls g, < # U h.

Demnach ist die Vereinigung aller genannten Halbgeraden in
H U h enthalten.

Umgekehrt liegt jeder Punkt Q € H U h mit Q # P auf einer
solchen Halbgeraden, n#mlich auf %6.

Damit sind beide Mengen gleich.

Satz 2.8:

Gegeben seien die abgeschlossene Halbebene
H U h und in dieser drei nicht kollineare
Punkte Q, R, S mit {R,S} © h und P Element
der offenen Strecke RS (Abb.).

Dann gilt

HUh= U 'P_x.

X € RQ U 0S

S

P
Beweishinweis: Es 1l&8t sich der Satz von Pasch verwenden. 1Q ‘b
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Beweis von Satz 2.8:

Mit X € RO U QS < H U h ist 'BX « H U h fir alle X, also auch
die Vereinigung.

Sei nun Y € H U h gegeben. Dann trifft die Gerade PY nach dem
Satz von Pasch RQ U QS in einem Punkt X. Damit gehdrt Y zu'ﬁi,

und H U h ist eine Teilmenge der Vereinigung.

Definition 2.2:

Den Durchschnitt zweier abgeschlossener Halbebenen, deren
Rdnder genau einen Punkt P gemeinsam haben, nennen wir ein
(echtes) WINKELFELD (! mit dem SCHEITEL P:

S
il

W= (H'" U h') n (HU h)

{P} =h' nh .

1/ /l,’ / \
Ih')//,,////\(/\
h! =h'n(H U h) und \X<//’, y'
h, :=hA(H' U h') /) ' \\ A
heiBen SCHENKEL des h:
Winkelfeldes. ‘\\ < \\\\

Eine abgeschlossene Halbebene mit

Die von P ausgehenden

ausgezeichnetem Randpunkt P heiBt
ein GESTRECKTES WINKELFELD; die
Schenkel sind hier die beiden Halb-
geraden, in die P den Rand zerlegt.

Fallen beide Schenkel zu einer
Halbgeraden zusammen, s¢ spricht
man vom NULLWINKELFELD.

Man schreibt allgemein

o - ey o0

bzw.

w = 4oPr = KReQ ,

wenn h1 ='§5, hi ="P_R

gilt.
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Man spricht
"WINKELFELD ih1hi" bzw. "WINKELFELD QPR" .

Aufgabe 2.3:

Es seien g, h Geraden mit g N h = {S} und 9qr h
geraden von g bzw. h mit S als Ausgangspunkt.

1 Halb-

a) Zeigen Sie, daB es ein (echtes) Winkelfeld gibt, welches
9, U h1 als Rand besitzt.

b) Zeigen Sie, daB das Winkelfeld mit dem Rand 9, Uh

(] 3 1
’e%ndeutlg bestimmt ist (indirekter Beweis).

Satz 2.9:

Jedes Winkelfeld ist eine konvexe Menge.
Beweis: Aufgabe.

Zur Einfilhrung einer WinkelmaBfunktion, welche &dhnlich der
Abstandsfunktion die Eigenschaft der "Additivitit" besitzen
soll, bendtigen wir einige vorbereitende Kenntnisse iiber das
2erlegen von Winkelfeldern durch Halbgeraden.

Satz 2.10:

W = {QPR sel ein echtes *)
Winkelfeld. Dann ist W die
Vereinigung aller vom Schei-

tel P ausgehenden Halbgera-
den, die mit der Strecke OR

einen Punkt gemeinsam haben:

w=U'§§.

X € QR

*) d.h. weder gestrecktes Winkelfeld noch Nullwinkelfeld.
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Bewels:

HQ sei die abgeschlossene Halbebene zu PR, in der Q liegt,

ﬁR analog zu PQ ;

dann ist W = HQ n HR .

(a) H_ und FR sind konvex, also auch W = H_ N H_ , demnach
gilt
QR c W .
Mit X € QR ist X € W, und damit gilt

== s
PX c WQ i PX < H_

nach Satz 2.7.

Also ist
X cw

und damit
L~} PX c W .
X € RQ

(b) 1. Fall: Y € W und P liegen in verschiedenen Halbebenen

zu QR. (¢
Dann schneidet PY die Gerade
.y QR, und zwar auf QR, da PY
N und QR Teilmengen der konvexen
Menge W sind.
R g

2. Fall: Y € W liegt in derselben Halbebene zu QR wie P.
Dann muB der Strahl’FY nach

dem Satz von Pasch eine der
Strecken SQ oder QR treffen

(s. Abb.), und das muB QR

sein, weil S und damit SQ

in der anderen abgeschlossenen
Halbebene zu PQ liegt wie Y

und QR (S und R liegen auf ver-

schiedenen Halbgeraden von PR).
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Definition 2.3:

Das Winkelfeld W heiBt in die Winkelfelder wl und w2 ZERLEGT,
wenn gilt
(1) wl n w2 ist gemeinsamer Schenkel von wl und w2 '

(2) Ww=0 uuw,

Satz 2.11:

Jedes Winkelfeld W = a:bSR wird durch jede in 0 gelegene Halb-
gerade'§'§{.1 zerlegt.

Beweis: 0.

(fiir echte Winkelfelder)

Nach dem Beweisteil (b) des Satzes 2.10 schneidet E?; die
Strecke OR in X:
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(2) w, nw, = l} SY n ( , 157
Y € OX Y € XR
.U =
YEI§§ra§§
Y € {x}

Unter Verwendung von Satz 2.8 14Bt sich der Beweis fiir ge-

streckte Winkelfelder modifizieren.

AXIOM VII (WINKELMABAXIOM):
Auf der Menge aller Winkelfelder in E,

Q := {Wlw Winkelfeld}P(E):

ist eine FUNKTION

w: - [0,180]

mit folgenden Eigenschaften erklirt:

(1) ADDITIVITAT,

d.h. ist W = wl U w2 eine Zerlegung, so gilt

w(lW) = w(wl) + w(wz) .

(2) EINDEUTIGE ABTRAGBARKEIT DES WINKELFELDES,

d.h. zu jeder Halbgeraden h1
auf der Trdgergeraden h der
abgeschlossenen Halbebene

A, und zu jeder zahl o € [0,180]
gibt es genau ein Winkelfeld
W< Fh mit dem Schenkel h, und

w(l) = a.
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Die Funktion w heiBt

WINKELMABFUNKTION,

die Zahl w(W) € [0,180] heiBt das WINKELMAB des Winkel-
feldes W.

Bemerkung: Anstelle des Bildintervalls [0,180] wird als
WinkelmaBintervall oft [0,n] verwendet.

Die Wahl des Intervalls [0,180] tridgt der Verwendung des
Winkelmessers im Schulunterricht Rechnung.

Satz 2.12:

Es gilt stets
w(lW) = 0 & W ist Nullwinkelfeld.

Beweis: Aufgabe

Anl.: Vgl. Satz 1.6 auf Seite 1.7.

Satz 2.13:

Ist W ein echtes Winkelfeld, so gilt 0 < w(W) < 180.

Beweis:

Sei %:"hig1 echt.

g, sei die andere Halbgerade zu 9, auf der Tr&agergeraden g.
ﬁg sei die abgeschlossene Halbebene, in der h1 liegt.
h, zerlegt ﬁg in zwei Winkelfelder mit positiven MaBen

1
{nach Satz 2.12).

Aus
W) = w(4<g,h,) + w(gCh,g,) § 180
’ > 0 > 0

folgt dann nach Ax. VII die Behauptung.
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Definition 2.4:

w1 und w2 heisen NEBENWINKELFELDER, wenn sie eine Zerlegung
eines gestreckten Winkelfeldes bilden.

Welches WinkelmaB haben die gestreckten Winkelfelder? Die
Antwort liefert der folgende Satz:

Satz 2.14:

Alle und nur die gestreckten Winkelfelder haben das Winkel-
maB 180.

Beweis:

Zu zeigen ist: Wenn H ein gestrecktes Winkelfeld ist, so
gilt w(H) = 180.

Es sei h1 ein Schenkel von H. Fiir echte und Nullwinkelfelder
W mit Schenkel h1 ist w(W) < 180.

Nach Axiom VII, (2) existiert auch zu 180 € [0, 180] ein
Winkelfeld W* in H mit dem Schenkel hl; das muB dann aber,
da sein MaB nicht unter 180 liegt, gestreckt sein.

Der zweite Schenkel ist demnach die andere Halbgerade auf
der Tradgergeraden von hl'

Das bedeutet W* = H .

vy
Folgerung 2.1:

Wegen der Additivitdat der )4_
WinkelmaBfunktion ist die

K

Summe der WinkelmaBe zweier
Nebenwinkelfelder 180:

wl,wz Nebenwinkelfelder = m(wl) + w(wz) = 180.

Satz 2.15 (MONOTONIESATZ):

S sei der Scheitel der Winkelfelder w1 und wz. Dann gilt

“y

+

w2 = w(wl) < w(wz).
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L
3
Beweis:
Es sei w1 = §:91h1' }i\\L
N NA S
= ~ ~NIS
v, é:kzlz W_z.‘:h;: N
- ~ \\\
h, zerlege das Winkel- ~S :\::\\j,
. :\\\\ .:\\~'
feld ¥, in §Ck,h, und \:\:\\')ﬂ\ NN
\\\ ~
PN LN -~ ~|

§(h112; o.B.d.A. zer-
lege 9, das Winkelfeld S
<Lk, h, in <k,g, und
{glhl‘

Dann gilt wegen der Additivitdt von w(aAx. VII, (1))

“’(ﬁzkzhﬂ + w(<Kh1,)

@ (Lhy9,) + w(Laih) + w(<Khyly)
w
!

> w(wl) I

L
o
=

It

w(wz)

da ¢kzg1 und ¢h112 nicht beide zugleich Nullwinkelfelder

sein ké6nnen (andernfalls wére wl = wz) .

Definition 2.5:

W sei ein Winkelfeld mit dem Scheitel S. Die Halbgerade 9,
mit dem Randpunkt S zerlege  in w1 und w2.

Die TRAGERGERADE g
von g, heiBt
WINKELHALBIERENDE
von W, wenn gilt
w(wl) = w(wz)
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Aufgabe 2.4:

Man zeige, daB zu jedem Winkelfeld genau eiine Winkelhal-

bierende existiert.

Anl.: Man orientiere sich an Satz 1.8 auf Seite 1.9. ~

Definition 2.6:

Die Winkelhalbierende ¢
eines gestreckten Winkel-
feldes Hh heiBt SENKRECHTE
zum Rand h im Scheitel S.

Die Winkelfelder, in die

Wh zerlegt wird, nennt

man RECHTWINKELFELDER.

Bemerkung: Ist g Senkrechte zu h, so sagt man auch, g steht

(in S) senkrecht auf h, und man schreibt g 1l h.
1l stellt in der Menge der Geraden eine symmetrische Relation dar.

Aufgabe 2.5:

Man zeige, daB das WinkelmaB jedes Rechtwinkelfeldes 90 ist.

Definition 2.7:

Ist W = Fg n Hh ein echtes Winkelfeld, so heiBft das durch die
beiden anderen abgeschlossenen Halbebenen zu g, h gebildete
Winkelfeld W, das SCHEITELWINKELFELD zu W.
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Aufgabe 2.6:

Ist g durch S in die Halbgeraden 9,9, zerlegt, h durch S
in die Halbgeraden hl,h2 , SO sind { <_:;1h1 und {gzh2
Scheitelwinkelfelder.

Satz 2.16:

Scheitelwinkelfelder besitzen dasselbe WinkelmaS$.

Beweis: Aufgabe.

Aufgabe 2.7:

W und W, seien Scheitelwinkelfelder. Man zeige, daB die Win-
kelhalbierende von W auch Winkelhalbierende von (, ist.
Verallgemeinern Sie diese Aussage fiir beliebige Geraden, die
W vom Scheitel aus zerlegen.

- 3.1 -
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§3 Spiegelungen und Streckungen

In diesem Kapitel werden wir STRUKTURERHALTENDE ABBILDUNGEN
der Ebene E auf sich einfithren. Mit ihrer Hilfe k&nnen wir

dann weitere wichtige geometrische Begriffe erkl&dren. Sol-
che Begriffe sind z.B. das LOT von einem Punkt auf eine Ge-
rade. Die Abbildungen der Ebene auf sich bezéichnen wir mit
kleinen griechischen Buchstaben a,8,y usw; die Bilder von
von Punkten oder Punktmengen unter diesen Abbildungen kenn-
zeichnen wir durch einfaches Vorsetzen des entsprechenden
Symbols fiir die Abbildung, um grdf8tmdgliche Ubersichtlich-
keit zu erzielen. Nur in Ausnahmef&dllen verwenden wir Klam-
mern.
Beispiel: a: E ——— E sei eine Abbildung von E auf E.

Statt o (P) schreiben wir aP,

statt «a(PQ) schreiben wir aPQ,

statt a(ll) schreiben wir all,

statt (aP) (aQ) schreiben wir aPaQ.

Die Verkettung "°" von Abbildungen a,8 schreiben wir eben-

falls verkiirzt:
Statt (a°% ) (P) benutzen wir ofP (= aB(P)) ) .

Die STRUKTUR von E ist gegeben dur¢h die Geradenmenge G ,
die Abstandsfunktion d: ExE ---- R3J , die WinkelmaBfunktion

Soll eine Abbildung die Struktur "erhalten", so muB sie Ge-
raden in Geraden iiberfilhren (GERADENTREUE), Punktepaare in
Punktepaare gleichen Abstandes (LANGENTREUE) und Winkelfel-
der in Winkelfelder gleichen WinkelmaBes (WINKELMASTREUE).

Aufgabe 3.1: Man beweise, daB eine geraden- und l&dngentreue

Bijektion a: E ---- E eine geraden- und ldngentreue Um—
kehrabbildung a-1 besitzt.

Definition 3.1:

Eine Bijektion PB: & ---- E heift KONGRUENZABBILDUNG, wenn
sie GERADEN- und MABTREU ist, d.h. die Eigenschaften

(1) /\ BgEG (GERADENTREUE)
gee
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(2) /A\ /ﬁ\ d(p,Q) = 4(BP,BQ) (LANGENTREUE)
PEE Q€L

(3) /\ w() = w(pW) (WINKELMASTREUE)
weQ

besitzt.

Bemerkung 3.1:

Die Forderung (3) ist nur sinnvoll, wenn B winkelfeldtreu
ist.
Satz 3.1:

Jede geraden- und lingentreue Bijektion a: &€ --- E ist win-
kelfeldtreu.

Beweis:

(a) Wir zeigen zuerst, das « P 1'“6L
STRECKENTREU ist: . S P
X € PQ  XEPQ A X
d(p,X)+d(X,0) = d(P,Q) Q
—c oX€EaPQ A d(aP,aX)+d (aX,aQ)=d(aP,aQ)

z§= oXe€aPaQ A d{aP,aX)+d(aX,aQ)=d (aP,aQ)

= aX€ aPaQ = aPQ < aPaQ (*)

Wendet man a~' auf die Strecke oPaQ an, so ergibt sich:

a-1aPaQ < a- 1aPa—16Q = PQ = aPoQ < aPQ (**)

Aus (*) und (**) folgt zusammen: oPQ = aPaQ .

(b) Wir zeigen jetzt, daB « X o«
HALBGERADENTREU ist: ) /—‘> aX
X € P < XePQ v Q€PX &
(Def) «P
<= aX€aPaQ v aQ€aPaX
(a) P

—

< aX € aPaQ . \Q$§§§i
(Def) \
(c) Wir schlieBen nun, daB 0‘\:iSE;;Z \QQQQ§§§§§>
HALBEBENENTREU ist: \k
NN




- 3.3 -

Fielen zwei verschiedene Punkte P,QGHh einer Halb-
ebene Hh von h bei der Abbildung a in verschiedene
Halbebenen von a&h , so miiBte gelten:

oPQ N ah = cPaQ N ah # { }. Damit
wiirde auch folgen:

PQ N h+ {} . Dies steht jedoch im
Widerspruch zur Konvexitdt von H_ !

h
Also gilt: aHh c Hah (*) . Analog folgt:
'Hon € Ha-1an = Hn g Ffon < o ) -

* : =
Aus (*) und (**) folgt: Hah aHh .

(d) Aus (c), (b) ergibt sich unmittelbar der Satz.

Aufgabe 3.2:
Sind o: E ===~ E und B: E ----E geraden-, lidngen- und

winkelmaBtreue Bijektionen, so gilt das auch fiir die Ver-
kettung Ba .

Definition 3.2:

Eine Bijektion o: E --- E heiBt eine AHNLICHKEITSABBIL-
DUNG, wenn sie folgende Eigenschaften besitzt:

(1) /A\ ag € G (GERADENTREUE)
g€G

(2) \/ /\ /\red(P,Q) = d(aP,0Q) (LANGENVERHALTNIS-
reERY PEE QEE TREUE)

(3) /\ w(W) = w(aW) (WINKELMABTREUE)
e

Bemerkung 3.2:

Aus der Geraden- und Lingenverhdltnistreue folgt, dem Be-
weis von Satz 3.1 entsprechend, die Winkelfeldtreue, so
daB (3) eine sinnvolle Forderung ist.

Bemerkung 3.3:

Jede Kongruenzabbildung ist eine Ahnlichkeitsabbildung.
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Definition 3.3:

Eine Kongruenzabbildung Y: E -— E heift ACHSENSPIEGELUNG,

wenn gilt:

(1) es existiert eine Fixpunktgerade g€G unter vy , d.h.

YP =P ’
Peg

(2) die beiden Halbebenen H,; und Hz, von g sind Bilder

voneinander, d.h. YHys = Ha A YHz = Hq .

g heiBt ACHSE der Spiegelung Y .

Bemerkung 3.4:

¥
Eine Fixpunktgerade besteht nur Q l QQQ ‘ 2
$

aus Fixpunkten; dies sind Punkte,

die auf sich abgebildet werden. FIXPUNKTGEiADE

Im Gegensatz dazu bleibt eine Fix- //"—j;*S;“fz§;:;;><§:)<{"‘\\

gerade als Ganzes fest: yg =g . FIXGERADE 3

AXIOM VIII (SPIEGELUNGSAXIOM):

Zu jeder Geraden g€G gibt es genau eine Achsenspiegelung

Yg mit g als Achse.

Bemerkung 3.5:

Das Axiom VIII garantiert die Existenz von Kongruenzabbil-

dungen, und zwar als Achsenspiegelungen und deren Verket-
tungen. Spdter werden wir zeigen, daB jede Kongruenzabbil-
dung als Verkettung von Achsenspiegelungen darstellbar ist.

Satz 3.2:

Zu jeder Geraden g und zu jedem Punkt P gibt es genau eine
Senkrechte zu g durch P.

Beweis:

(a) 1.Fall: Sei Pe€g.
Wir betrachten ein gestrecktes
Winkelfeld mit dem Rand g und
dem Scheitel P. Z2u diesem gibt
es genau eine Winkelhalbierende
{(nach Aufgabe 2.4 auf Seite 2.14) /
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und diese heiBt (nach Def.2.6 auf Seite 2.14) Senk-

rechte zu g in P .

2.Fall: Sei Pdég.

Die Achsenspiegelung Yg
(Axiom VIII) werfe P nach
P'. P und P' liegen in ver-
schiedenen Halbebenen von g
(nach Def.3.3) . Daher schnei-
det die Gerade PP' die Gerade
g in einem Punkt S :

PP' n g = {S} .

Sei Q€g mit Q%S :
Die Nebenwinkelfelder  =<(PSQ und Y (1) =<(P'sQ
zerlegen ein gestrecktes Winkelfeld mit dem Rande PP'

und besitzen wegen der WinkelmaBtreue von Yg das glei-
che WinkelmaB (ndmlich 90). Nach Definition 2.6 gilt
damit: PP' L g .

Die Existenz einer Senkrechten zu g ist also gesichert.

(b) Gibt es neben PS noch /
eine Senkrechte PS' zu
g durch P , so ist we-
gen der WinkelmaBtreue
von Yg auch das Spiegel-

bild Yg(PS') = P'S' senk-
recht zu g , d.h. Yg(PS')l g .

Da es durch S' nur eine Senkrechte /
zu g gibt (als Winkelhalbierende
des gestreckten Winkelfeldes Hg ),
folgt: PS' = p's’

Damit ist {P,P'} < PS' und deshalb PP' = PS'. Also
gilt: S'= S. Damit ist die Eindeutigkeit dexr in Rede

stehenden Senkrechten gesichert.

Definition 3.4:

Die eindeutig bestimmte senkrechte Gerade h 2zu einer ge-
gebenen Geraden g durch einen gegebenen Punkt P€E heiBt
das LOT von P auf g ; der Schnittpunkt von h mit g
wird LOTFUBPUNKT genannt.
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Definition 3.5:

Eine Gerade g heift SYMMETRIEACHSE einer Teilmenge M
von E , wenn gilt

YyYM=M,.
g
M nennt man ACHSENSYMMETRISCH zu g .
h
Skizze:
f&

M1 achsensymmetrisch M2 nicht achsensym-

zu g und h metrisch zu g
Satz 3.3:

Von zwei zueinander senkrechten Geraden ist jede Symmetrie-
achse der anderen. 19

Beweis: Aufgabe. Skizze siehe rechts.

Satz 3.4:

Sind g und h Geraden mit g 1l h , so bildet die Achsen-
spiegelung Yg jede der beiden Halbebenen H; , Hz zu h auf
sich ab:

YgH1 = H,y A YgHz = Hy .
Beweis:
Man betrachte nebenstehende Abbil-
dung:

h wird durch Yg auf sich ab-
gebildet (wobei h4 auf h2
und hz auf h, fdllt).

Dann muB Esh wegen der Bi-

\\h»\\\\\\d\#
jektivitdt von Yg auch auf \\\ & 2
sich abgebildet werden. Exh \ng \\
zerfdllt aber in die beiden §S§Q§t§§>\

Halbebenen H, und Hs.
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Yg ist halbebenentreu, daher kann nur gelten:
Hi = H oder Hy = Ha .
ng 1 1 Yg 1 2

Da die Punkte von g¢ Fixpunkte von H, sind (da sie zu
der Achse g der Spiegelung Yg gehdren), kdnnen sie
nur nach H,; abgebildet werden, denn es gilt:

H1 nNnHa = {1}
Damit ist jedoch YgH1 = H, ausgeschlossen, d.h. es gilt:

YgH1 = H4 . Wegen der Bijektivitdt von Yg folgt dann un-
mittelbar: YgHz = Ha .

Definition 3.6:

Ist P+Q (P,Q € E), so heipt die im Mittelpunkt der Strecke
PQ errichtete Senkrechte zu PQ MITTELSENKRECHTE von PQ .

Skizze:

Satz 3.5:

Ist g die Winkelhalbierende des Winkelfeldes W , so ist

g Symmetrieachse von ¥ , d.h. es gilt: ng = .

Beweis: (siehe Abb.)
Es ist ng = (! nachzuweisen.

Flir Nullwinkelfelder ist diese
Aussage trivial.

Wir zeigen: Fiir andere Winkel-
felder ist th1 = kq .

Da ¢4 das Winkelfeld W zerlegt, liegen h,; und ki,
in verschiedenen abgeschlossenen Halbebenen zu g .
Dann liegt aber th1 in derselben abgeschlossenen
Halbebene wie k4 .

g 1ist Fixpunktgerade; demnach gilt: Ygg1 = gq .
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Wegen der WinkelmaBtreue von Yg sind die Winkelfelder
<¥§1 th1 und <i§1k1 vom Schenkel g, aus in derselben

Halbebene zu g mit demselben Maf abgetragen. Die ein-
deutige Abtragbarkeit sichert nun th, = kg .

Analog zeigt man: ng1 = hq .

Die Winkelfeldtreue von Y garantiert nun, das die Teil-
winkelfelder <#:h1g1 und 5tk1g1 gegenseitig aufeinander
abgebildet werden. Dies bedeutet aber: ng =W .

Aufgabe 3.3:
id: E —— E sei die identische Abbildung und Yg: E -—— E

eine Achsenspiegelung. Man zeige, daB gilt:
= id .
Tg'g

Aufgabe 3.4:
Man priife, ob jede Achsenspiegelung parallele Geraden in

parallele Geraden iiberfiihrt.

Aufgabe 3.5:
Y sei eine Achsenspiegelung. Ist dann auch Y~' eine

Achsenspiegelung?

Aufgabe 3.6:
Die Gerade g schneide die Gerade h senkrecht, d.h.

es gelte: g 1 h . Man zeige, daB die Achsenspiegelung
Yg die Ordnungsbeziehungen zwischen den Punkten von h

vertauscht:
PLQ = v o<y P .
é}@a g~ 'g

Anl: Hilfreich sind die Lageunterscheidungen fiir P,Q
auf h Dbeziiglich g .

Aufgabe 3.7:
Fiir P,Q€E mit P#0Q ist die Mittelsenkrechte von PQ
Symmetrieachse von PQ .

Anl: Man verwende die Senkrechtbeziehung und die Strek-
kentreue.
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Aufgabe 3.8:
Man zeige, daB alle Punkte auf der Mittelsenkrechten einer
Strecke von den beiden Randpunkten der Strecke gleich weit

entfernt sind.

Aufgabe 3.9:
h sei die Mittelsenkrechte von PQ, P+Q . Man beweise:

/ﬁ\\d(R,P)=d(R,Q) — REh .
REE

Anl.: Man fiihre einen indirekten Beweis unter der Annahme,

daB gilt: R€éh . An der Winkelhalbierenden g von
%{PRQ durch Yg spiegeln und 'ﬁ? in §§ Uberfiihren.
Warum ist dabei vy P = Q ? Warum ist dann PQ 1L g ? Warum
schneidet g die Strecke PQ in der Mitte? Warum ist
g=h?

Definition 3.7:

Gegeben seien ein Punkt 2Z€E und eine reelle Zahl k%0 .

Eine Abbildung . ___ ¢

heift STRECKUNG mit dem ZENTRUM Z und dem STRECKFAKTOR k ,
wenn sie folgende Eigenschaften besitzt:

(1) /\ d(z,0p) = Ikled(z,P)
PEE

(2) /\ (k>0 ~ oPEZP A k<0 - oPEZPZT )
PEEN {2}

Aufgabe 3.10:
Man mache sich die Eigenschaften (1) und (2) fiir k=3 und

=-2 zeichnerisch klar. Dabei lege man "nichtkrumme" Li-
nien in der Zeichenebene als "Geraden" zugrunde (so, wie
das bisher in fast allen Zeichnungen getan wurde).

Aufgabe 3.11:
Man priife, ob die Hintereinanderausfiihrung von zwei Achsen-

spiegelungen wieder eine Achsenspiegelung ist.

Aufgabe 3.12:
Man beweise, daB jede Streckung o: E --+ E mit dem Streck-

faktor k+#1 genau ihr Zentrum als Fixpunkt besitzt.



- 3.10 -

Bemerkung 3.6: Im Falle k=1 ,gilt fiir jede Streckung:

Aufgabe 3.13:
0 sei eine Streckung mit dem Zentrum Z und dem Streck-

faktor k#0 . g sei eine Gerade durch Z . Man beweise:
Ist k>0, so werden die beiden Halbebenen H, und H, zu
g auf sich abgebildet; ist k<0, so werden die Halbe-
benen durch o vertauscht.

Anl: Man denke sich die Halbebenen mittels Halbgeradeh
erzeugt.

Definition 3.8:

Eine Streckung mit dem Zentrum Z und dem Streckfaktor

k = -1 heift PUNKTSPIEGELUNG o, an Z .

Skizze:

Aufgabe 3.14:
Man beweise, daB fiir Punktspiegelungen Oy gilt:

°z°z = id .

Jede Punktspiegelung 1l&d8t sich durch die uns bekannten
Achsenspiegelungen darstellen:

Satz 3.6:
Sind Yg ¢ Yp Achsenspiegelungen mit zueinander senk-

rechten Achsen g und h , die sich in 2 schneiden,

dann gilt: _
Yth =0, .
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Beweis zu Satz 3.6:

Wir zeigen, daB YhYg eine
Streckung mit dem Streckfak-
tor k=-1 und dem Zentrum 2
ist:

ThYgP € Z2PZP und

d(Z,YhYgP) = d(z,pP) .
Yg ist winkelmaBtreu: w(lW')= w (W)

Yh ist winkelmaBtreu: w(W")= w(W""')

W'y W" ist Zerlegung eines Rechtwin-
kelfeldes: w(W')+ w(W") = 90 .

: = 180. D ilt:
Daraus folgt w(itPZThYgP) 80. Demnach gilt

YhYgP € Z2pZP (Streckungseigenschaft (2) mit
einem Streckfaktor k<0) .

Yg und Yh sind langentreu, daher gilt wegen Z€ghh :

a(z,p) = d(Z,YgP) = d(Z,YhYgP) {streckungseigenschaft (1)
mit Streckfaktor I|ki= 1).
Also ist YhYg die Punktspiegelung an 27 .

Folgerung 3.1:

Da auch YgYh die Punktspiegelung an Z liefert, ergibt
sich:

Spiegelungen an zueinander senkrechten Achsen sind ver-
tauschbar.

Folgerung 3.2:

Punktspiegelungen sind Kongruenzabbildungen.
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NICHTEUKLIDISCHE GEOMETRIE: Das POINCARE-Modell der Halbebene

Normalerweise stellen wir uns die geometrische Ebene E
als Zeichenebene und in jener die Geraden g€G als am
Lineal gezogene Linien vor.

Das ideale Modell fiir diese Vorstellungen ist die ebene
analytische Geometrie in E = RxR .

Ein weiteres Modell 1&8t sich aus der analytischen Geo-
metrie durch Umbenennung einiger Objekte ableiten:
Man betrachtet eine offene Halbebene, etwa die obere Halb-

ebene zur x-Achse, E
N

als NEUE EBENE EN . Die Menge der NEUEN GERADEN, GN ’
wird gebildet aus allen "Halbkreisen" in EN mit dem

= {(x,y)ER2| y>0},

Mittelpunkt auf der x-Achse und allen zur x-Achse senk-
rechten "Halbgeraden" mit dem Anfangspunkt auf der x-Achse.
Dabei bedeuten die Anfiihrungsstriche, daB die Punkte der
x-Achse nicht zu den Geraden dazuzdhlen, d.h. die Geraden
sind an der x-Achse offen.

\ K-8,

—L-— —E  emEpe —

A

Zur Prifung der Geometrieeigenschaften des Modells ziehen

wir unser Axiomensystem heran, das wir hier zusammengefaft

wiedergeben:

I : Jeder Geraden gehdren mindestens zwei (voneinander ver-
schiedene) Punkte an.

IT : Durch je zweli (voneinander verschiddene) Punkte von EN
geht genau eine Gerade von GN .

III: Es gibt drei nicht auf ein und derselben Geraden gele-
gene Punkte in EN .
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Iv

Auf jeder Geraden gNeGN existiert eine lineare,
strenge Ordnungsrelation <<§ .
N

V : Es gibt eine (1)symmetrische, (2)additive und (3)ein-

deutig abtragbare Abstandsfunktion a.s
N.

Jede Gerade IN teilt E\gN in zwei

ENxEN--—- RS .
VI

(1)konvexe Klassen H HN2 ein. Dabei gilt:

Ny’

SANEA Pang + {1 .
PEHN1 QEHN2

VII: Es gibt eine (1)additive, (2)eindeutig abtragbare
WinkelmaBfunktion Wyt QN --—- [0,180] .

VIII:Zu jeder Geraden gNeGN existiert genau eine Achsen-
spiegelung YgN mit In als Achse.

Die Axiome I,II,III,IV sind erfiillt, wie man leicht sieht.

V : Die Metrik dN: ENxEN —— R: setzen wir folgenderma-

Ben fest: Q

(a) In P

Ty ¢ —— % vY
k— v —-py-

Liegen P und Q auf elner N-Geraden Iy die durch
einen (bei U und V offenen) Halbkreis dargestellt
wird, so setzen wir mit den euklidischen Entfernun-

gen piq,P2,91,92 fest:

d,. (P = in(Br . 1 I .
N( :Q) n(Pz qz) ‘9"
{b) Liegen P und Q auf einer N-Geraden, Gl T
die durch eine senkrechte Halbge- 7r

rade (ohne Anfangspunkt) darge-
stellt wird, so setzen wir ent- P L 4 q{ T
sprechend fest:

’P
N 0

ay (P, Q) =2,|1n% |
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Bemerkung 3.7:
Die Festsetzung (b) kann man
als Grenzfall von (a) fir
U* 5 bzw. r — o deuten.

Dabei streckt sich die
"halbkreisfdrmige Gerade" g,

u

zu einer senkrechten Halb-
Geraden" g,

P

Die Entfernung d,(Q,P) = |]Jl§§!§il transformiert sich wie folgt:
Mit r? = q’?+(r-q,)? und r? = p?+(r-p,)? ergibt sich durch Aufl&sen
nach q, bzw. p,
QL . P2 2r-q, r-Yr2-p2 r+¥r2-q2  r-Vr2-p?
ng o~ o =1n V707 rfriqz
(r+¥r2-g2) (x-Yr2-p?) (r+¥r?-p?) (x+Vr?-q?)
(r+¥r2-p?) (r-Yr2-q?) (r+¥r2-q?) (r+Yr2-p?)

(1+ 1—32-)p2
by

= 1ln

Vr2-g2)2
= 1n ‘r+rQ)2p2=1n - 1n B2,
Das bedeutet :
lim d P) = |1n (B)?) = Py = q
lim aw(@?) = 110 )71 =218 =2 11y

Nach Konstruktion bildet dN in Rt ab.

Aufgabe 3.15:

Man bestimme die "Linge der Geraden" im N-Modell durch Be-
trachtung der Grenziibergange Q-+U* bazw. p—v* (vgl. dazu
die Abbildungen auf Seite 3.13).

Aufgabe 3.16:
Man priife die Additivitat

der Entfernungsfunktion
dN am Beispiel der 3
Punkte P,Q,R in der
Zeichnung.

P
—— g =k
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Aufgabe 3.17:
Man zeige, daB dN: ENxEN - R: (1)symmetrisch, (2)ad-

ditiv, (3)eindeutig abtragbar ist.

Priifen wir nun das Erfiilltsein des Axoims VI:

Absatz VI, (2) und die Konvexitdt der Halbebenen fiir den
Fall, das In durch eine klassische Halbgerade dargestellt
wird, treffen mit Sicherheit zu.

Aufgabe 3.18:

Man beweise, daB die beiden Halbebenen HN und HN2 R
1

in die EN\gN durch die "halbkreisférmige Gerade" Iy

zerlegt wird, konvex sind.

Anl: Die Annahme des
Gegenteils fiihrt zu

einer gemeinsamen Seh-

ne (oder Tangente) der
zerlegenden "Geraden"

IN und der "Verbindungs-
strecke" PQ (bzw. Q'P') .

Priifen wir das Erfliilltsein des Axioms VII:

Winkelfelder entstehen als Durchschnitte von abgeschlos-
senen Halbebenen zu sich schneidenden Geraden bzw. als
Nullwinkelfeld oder gestrecktes Winkelfeld entsprechend
den Festsetzungen auf Seite 2.6 .
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Wir legen nun im Schnittpunkt von zwei N-Geraden die eu-

klidischen Tangenten (tN1,tN2) "an die N-Geraden" und ord-

nen dem N-Winkelfeld das "natiirliche" MaB w des Winkel-
feldes zu, welches die "passenden" Halbtangenten als Rand
besitzt: (s.dazu die Abb. auf Seite 3.15 unten)

“"):gu,gnz = oty ty
Man erkennt leicht, daB die so auf das klassische Winkel-
maB zuriickgefiihrte WinkelmaBSfunktion additiv ist.

Aufgabe 3.19:
Man mache sich elementargeometrisch klar, daB die Winkel-

maBe eindeutig abtragbar sind.

Erfiilltsein des Axioms VIII:

Die Achsenspiegelung zu einer gegebenen Geraden Iy wird
nach der Konstruktionsvorschrift durchgefiihrt, die aus

den folgenden Zeichnungen zu ersehen ist (darinm sind P
und P' voneinander Spiegelpunkte, d.h. Yg P=P' und

N
Y.  P'=P ).
dN

(a) (b)

Die Zeichnungen zeigen, das
(1) Iy eine Fixpunktgerade unter YgN ist;
(2) die beiden Halbebenen zu gy unter Yg Bilder von-

. N
einander sind.

Damit sind die Achsenspiegelungsbedingungen (1), (2) von
Seite 3.4 erfilillt.
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Man kann (sehr umstdndlich) zeigen, daB YgN eine Kon-
gruenzabbildung ist, d.h. sie ist geraden-, ldngen-—, win-
kelfeld- und winkelmagBtreu.

Wir wollen uns die damit verbundene Miihe ersparen.

Es bleibt zu konstatieren, da8 das entwickelte Modell 2zur
Veranschaulichung der aus unserem Axiomensystem abgelei-
teten S&tze und Zusammenhidnge ebenso geeignet ist wie die
bisher von uns bevorzugte euklidische Darstellungsform.

- 4.1
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§4 Sitze der Elementargeometrie und das Streckungsaxiom

Viele Si#tze der Elementargeometrie haben Aussagen iiber Drei-
ecke zum Inhalt.

Definition 4.1:

Jede Menge von drei nicht kollinearen Punkten, {p,Q,R} ,
heiBt ein DREIECK. Die Punkte P,Q,R heiBen ECKEN, die Strek-
ken PQ, QR, RP heiBen SEITEN, die Winkelfelder {PQR, 4QRP,
¥§PRQ heiBen INNENWINKELFELDER des Dreiecks.

c

Definition 4.2:

Jedes Dreieck heift GLEICHSCHENKLIG,
wenn zweli seiner Seiten gleich lang
sind; es heift GLEICHSEITIG, wenn
alle drei Seiten gleich lang sind. A 8 B

gleichschenkli- gleichseiti-
ges Dreieck ges Dreieck
Satz 4.1:
In jedem gleichschenkligen Dreieck ist die Mittelsenkrechte
der dritten Seite eine Winkelhalbierende. :R
Beweis: Aufgabe |
Bevels: Aufg D\ dRR)-d(ap)
Anleitung: Man betrachte die Achsenspie-
gelung Yy @n der Mittel-
senkrechten h und verwende

y—- - a

das Ergebnis aus Aufgabe 3.9 P S
(Seite 3.9), um zu zeigen: R€Eh

-5

Satz 4.2:
In jedem Dreieck liegen gleich langen Seiten die Scheitel
von gleich groBen Innenwinkelfeldern gegeniiber.

Beweis:

Die Spiegelung Yy, an der Halbieren-
den h des dritten Innenwinkelfeldes
¥ PRQ bildet die Scheitel P und Q
der zu vergleichenden Winkelfelder
aufeinander ab und - da S und R Fix-
punkte sind - auch die entsprechen-
den Schenkel. Wegen der Winkelmafi~ -
treue von Y, ist ®($RPS) = w(¥RQS) .
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Satz 4.3:

Zu jeder Geraden g und zu jedem Punkt P £g gibt es min-

destens eine Parallele h zu g, die P enthdlt.

Beweis:

Von P aus fdllen wir das

Lot 1 auf g: 1ng= {Q}.

In P errichten wir eine
Senkrechte h zu 1. Dann

ist h eine Parallele zu g:
Wire ndmlich hng = {8} #0,
so gdbe es von S aus zwei ver-
schiedene Lote g und h auf PQ,

P
L/
¢
B

a

was der eindeutigen Bestimmtheit des Lotes widerspricht (siehe

dazu Satz 3.2 auf Seite 3.4).

Satz 4.4:

In jedem gleichschenkligen Dreieck ist das Maf der beiden
gleich groBen Winkelfelder kleiner als 90.

Beweis:

Es sei gemdB nebenstehender
Skizze w(¥ RPS) = w(¥RQS).
Durch P legen wir eine Senk-
rechte g 2zu PS; diese ist nach
obigem Beweis zu Satz 4.3 paral-
lel zur Mittelsenkrechten h der
Strecke PQ. In der Halbebene Hg
zu g, in der h liegt, liegen

S und R. PS =zerlegt das gestreckte

Winkelfeld H Ug in zwei Recht-

winkelfelder, und 'PR zerlegt eines dieser Rechtwinkel-
w(¢ RPS) < 90 .

felder nichttrivial. Daher ist

Satz 4.5:

Haben in einem Dreieck zwei Winkelfelder das gleiche MasB,

so sind die entsprechenden ("gegeniiberliegenden") Seiten

gleich lang.
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Beweis zu Satz 4.5:

3

Es sei gemdB nebenstehender
Skizze w(¥ QPR) = w(XPQR) (*) @R
und m die Mittelsenkrechte von
PQ. PQ geht beim Spiegeln an m

o GED G b GW EB Ene = amm

%
®

)
o)

in sich iliber, wobei P und Q
vertauscht werden und der Mittel-
punkt S festbleibt. Die Halbe-
bene H 2zu PQ, welche R enthidlt,
wird durch Y auf sich abgebil- P
det (siehe Satz 3.4 auf Seite 3.6).
Wegen der WinkelmaStreue von Yo gilt:

(7]
-—-3————-

©(¥BQY, R) = w(§7 QY PY R) = w(JQPR) (**).

Aus (*) und (**) folgt: w(JPQR) = w(#PQYmR) .

Die Winkelfelder <$PQR und iPQYmR sind also beide an
55 in H abgetragen und besitzen das gleiche WinkelmaRB.
Damit folgt aus dem WinkelmaBaxiom: <$PQR = éPQYmR

und damit YmR €BR . Nach dem gleichen Verfahren findet
man Y, REPR , d.h. Y REPRNOR = (R}

Die L&ngentreue von Y liefert nun:

d(Q,R) = d(v,P,Y, R) = d(P,R) .

Satz 4.6:
Von allen Entfernungen eines Punktes P 2zu den Punkten
einer Geraden g ist die zum LotfuBpunkt F die kiirzeste.

Beweis: P
Zu zeigen ist:
d(p,F) < 4(P,E)
E€g\ {F}
Angenommen: Es gibt einen Punkt
E €Eg\{F} mit
a(p,F) 24(P,E).

Dann existiert ein
Punkt Q€ 'PE mit
da(p,F) = d(pP,Q) .




- 4.4 -

Dann ist Eﬁf enthalten im Winkelfeld <4PFQ ,
d.h. 'FE c4PFQ ,
und dieses wird durch lF_IE: zerlegt in 4PFE und JEFQ:
dJPFQ = 49PFE U 4EFQ .
Folglich gilt: w( ¥PFQ) =2 w( XPFE) = 90 . (*)

Wegen d4(P,F) = d(P,Q) sind die Innenwinkelfelder
bei F und Q gleich gro8 (Satz 4.2).
Als gleich groBe Winkelfelder in einem Dreieck ist
nach Satz 4.4 das WinkelmaB fiir jedes der beiden
Winkelfelder kleiner als 90 :

o( XPQF) = o( ¥PFQ) < 90 .
Dies steht jedoch im Widerspruch zu (*).

Satz 4.7:
Fir beliebige Punkte P,Q,REE gilt:
a(p,Q) < d(p,R) + 4(R,Q).
Das Gleichheitszeichen steht nur im Falle R €PQ.

Beweis: Aufgabe
Anleit.: Man unterscheide R€PQ und R¢PQ . Fiir R¢ZPQ
ergeben sich folgende drei Falle:

R
(a) R (b) R

Q) (2)

(A
? Q. Ly Q P Mg

Mit Hilfe von Satz 4.6 zeige man, daB jeweils

Strecke (1) kiirzer ist als Strecke (2) und beweise
damit die Gliltigkeit der Dreiecksungleichung.

Satz 4.8:
In jedem Dreieck liegt dem Scheitel des gr&Beren von zwei
Innenwinkelfeldern die ldngere Seite gegeniiber.
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Beweis:

Sei o( ¥PRQ) <w( ¥xPQR).

Das kleinere WinkelmaB tragen

wir an QR in die Halbebene H

hinein ab, in der P liegt.

So finden wir S €PR .

Dann haben im Dreieck {S,Q,R}

die Winkelfelder mit den Scheiteln

Q und R das gleiche MaB8, und es

gilt mit Satz 4.5: L

d(Q,s) = d(Rr,S).

Mit S ¢PQ , aber S €PR ergibt sich sofort:

da(p,Q) <d(p,s)+d(s,Q) = d(p,S)+d(S,R) = 4(P,R)

Satz 4.9:
In jedem Dreieck liegt der ldngeren von zwei Seiten der
Scheitel des grdBeren Innenwinkelfeldes gegeniiber.

Beweis: Aufgabe
Anl: Man fiihre den Beweis indirekt und konstruiere einen
Widerspruch zu Satz 4.5 bzw. Satz 4.8.

Aufgabe 4.1: In jedem (echten) Dreieck ist jede Seite

ldnger als der Betrag der Differenz der Ldngen der bei-
den anderen Seiten.

Unser bisher entwickeltes Axiomensystem mit den daraus
abgeleiteten Sdtzen - kurz, die bis hierher entwickelte
Geometrie - besitzt (mindestens) zwei Modelle. Das eine
haben wir stets zur Illustration der zu beweisenden Aus-
sagen herangezogen, das andere am Ende des 3.Kapitels
vorgestellt.

Zun Vergleich demonstrieren wir in beiden Modellen das
Auffinden einer Parallelen h 2zu einer gegebenen Gera-
den g durch einen nicht auf g befindlichen Punkt ‘P
(man vergleiche hierzu Satz 4.3 auf Seite 4.2) .
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E. - Modell:

(1) Konstruktion des Spiegelpunktes von P an g: P’
(2) Lot auf g durch P und P': 1
(3) Senkrechte zum Lot 1 in P: h

hil g

E - Modell:

=/

T?

Das Lot 1 durch P und den Spiegelpunkt P' steht senk-
recht auf g; die Senkrechte h auf 1 in P ist Parallele
zu g.
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Im E-Modell vermuten wir sofort:

h ist die einzige Parallele zu g durch P.

Diese Tatsache - so plausibel sie erscheint - ist jedoch
aus den bisher gegebenen Axiomen I -VIII nicht ableit-
bar. Schon EUKLID (um 300 v.Chr.) hatte dies erkannt und
deshalb in seinem 5.Postulat gefordert:

"Wenn eine Gerade zwei Geraden trifft und mit ihnen auf
derselben Seite innere Winkel bildet, deren Summe klei-
ner als zwei Rechte ist, dann treffen sich diese beiden
Geraden, wenn man sie auf dieser Seite verléngert."

Rund zweitausend Jahre haben die Mathematiker an den Po-
stulatcharakter dieser Aussage nicht geglaubt und ver-
sucht, sie als Satz zu beweisen. Dank der Forschungen
von LOBATSCHEWSKI (1826) und Johann BOLYAI(1831) wissen
wir heute, daB diese Bemiihungen ergebnislos bleiben muB-

ten. Den Grund dafiir knnen wir leicht durch eine ein-
fache Betrachtung in dem von Henri POINCARE (1854-1912)
entwickelten EN— Modell der Geometrie erkennen:

Im EN- Modell gelten alle 8 Axiome, die unsere Geometrie
beschreiben, also auch alle Sitze, die sich aus diesen
Axiomen ableiten lassen. Wire der Satz ableitbar, daB es
durch einen gegebenen Punkt P auBerhalb einer gegebenen
Geraden g hdchstens eine Parallele h zu dieser Geraden
g gibt, so miiBte das auch in dem EN— Modell zutreffen.
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Unschwer entnimmt man aber der Abbildung auf der Seite 4.7
unten, daB es neben der iliber das Lot von P auf g kon-
struierbaren Parallelen durch P eine (und damit beliebig
viele) weitere Parallele h' zu g gibt. Euklids Postulat 5
kann daher nicht ableitbar sein.

Ob wir nun beim weiteren Ausbau unserer Geometrie davon aus-
gehen miissen, daB8 es zu jeder Geraden durch jeden Punkt aus-
serhalb dieser Geraden mehrere Parallelen gibt oder ob wir
die Tatsache zugrunde legen diirfen, daB8 es je genau eine
solche Parallele gibt, hdngt davon ab, was wir axiomatisch
fordern, d.h. festlegen.

Die bisher eingefiihrten Axiome beschreiben die sogenannte
ABSOLUTE GEOMETRIE. Ergénzen wir sie durch die Forderung
von mindestens zwei Parallelen zu jeder Geraden g durch

jeden Punkt P fgg , so gelangen wir zu einer NICHTEUKLI-
DISCHEN GEOMETRIE; verbieten wir auf irgendeine Weise die
Existenz von mehr als einer solchen Parallelen, so defi-
nieren wir die sogenannte EUKLIDISCHE GEOMETRIE. Wir ent-
scheiden uns fiir den zuletzt genannten Weg.

In dem durchgefilhrten Aufbau der Geometrie kommt Abbil-
dungen eine groBfe Bedeutung zu. Zuletzt haben wir die

STRECKUNGEN
o:E-—E

mit dem Zentrum 2% €E und dem Streckfaktor k#0 durch

(1) /A\ d(2,cP) = 1kl-d(Z,P)
PEE

(2) [k>o—»ope’2“15/\k<o->opezp\‘z_p]

pe E\ {2}

eingefiihrt.
Jetzt wird zusdtzlich verlangt:

AXTIOM IX (STRECKUNGSAXIOM):
Jede Streckung ist eine Ahnlichkeitsabbildung.

Das Streckungsaxiom setzt uns in die Lage, grundlegende Aus-
sagen {iber die Parallelit&dt von Geraden zu begriinden.
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Satz 4.10:
Jede Streckung o¢:E --= E bildet jede Gerade g auf eine
zu g parallele Gerade og ab.

Beweis:
Als zu g &hnliches Bild ist ¢g eine Gerade (Folgerung aus
Axiom IX).
1.Fall: o sei die Identit&dt. Dann ist o0g = g und damit
og llg .
2.Fall: o sei nicht die Identitdt. Dann hat o genau den
Fixpunkt Z.
a) 2 €g: Dann gilt fiir alle P€g: oP€g ; die Bild-
gerade geht durch mindestens zwei Punkte von
g und f&llt infolge dessen mit ¢ 2zusammen.
b) Z¢g: 1Im Falle ogNg =@ ist nichts zu beweisen.
Sei {T}c ogNg. Dann ist T #2.
T ist das Bild eines
Punktes S €g: -
T=gS AS#2. g
Infolge dessen liegt T
auf der Geraden durch S
und Z. Es ist also:

S2 = ST = g und damit im

Widerspruch zur Vorausset-

zung: 2 €qg .

Satz 4.11:
Ist ¢ eine Streckung mit Streckfaktor k, so gilt:

Beweis:
Da ¢ eine Bhnlichkeitsabbildung ist, gibt es nach Defini-
tion 3.2(2) eine reelle Zahl c¢>0 , so daB gilt:

d(2,0Q) = d(cZ,0Q) = c-4(z,Q) flir Q%2 .
Da o eine Streckung ist, gilt auch d(Z,cQ) =1lkl-d(Z,Q)
Ein Vergleich ergibt: c = |kli
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Satz 4.12: (EUKLIDS PARALLELENAUSSAGE)

zu jeder Geraden g und zu jedem Punkt P€ g gibt es
héchstens eine Parallele h zu g durch P.

Beweis:
Sei h die mittels des Lotes 1 konstruierte Parallele 2zu

g durch P. h' sei eine zweite Parallele durch P. Man wdh-

le Q€h' mit Q€ h. Dann fdlle man das Lot h" von Q auf 1l
(FuBpunkt sei E).
Skizze: ,
G
e & ———
S
\\
\
c \
.,/’éGL\
P 4
('.‘F _-—"’,

Es ist E+#P , denn andernfalls wdre h"=h wegen der Ein-
deutigkeit der Senkrechten, und es wdre Q €h im Wider-
spruch zur Voraussetzung.
Man widhle nun P zum Zentrum einer Streckung ¢ , welche
E in F {iberflihrt (der Streckfaktor k ergibt sich aus
der Bedingung:

d(p,0E)= 4(P,F) = |k|-4(P,E)
unter Berlicksichtigung, ob E und F auf derselben oder
auf verschiedenen Halbgeraden von 1 zu P liegen).
Da o das Lot 1 auf sich abbildet (und E auf F) und
da o winkeltreu ist, ergibt sich aus der Eindeutigkeit
der Senkrechten zu 1 in F:

ch"= g und o¢Q€g .
Andererseits ist nach Definition der Streckung: oQ €h'.
Damit ist aber oQ €h' Ng . Dies steht im Widerspruch
zur Parallelit&t von h' und g, d.h. zu h'nNg= ¢ .
(Denn der Fall h' =g scheidet wegen P gg aus).



- 4.11 -

Satz 4.13 (1.STRAHLENSAT3Z):

Werden zwei Strahlen mit ge-
meinsamem Scheitel S von Pa-
rallelen auBerhalb von S ge-
schnitten, so verhalten sich
die MaBe der vom Scheitel aus
gemessenen Strecken auf dem
einen Strahl wie die MaBe der
entsprechenden Strecken auf

dem anderen Strahl.

Beweis:

Voraussetzung: GqH4 || G2Hz und S¢G,H, (i=1,2).
S wird zum Zentrum einer Streckung ¢ mit k >0 gewdhlt,
die G4 auf G, abbildet: d(s,Gz2) = k-d(s,Gq) .

Dazu ist oH4 = Hz nachzuweisen:

6(G4H4) 1ist eine Parallele zu G4H, durch G- und f&llt
infolge dessen mit GzH. zusammen (Satz 4.12). Speziell
gilt oH4 €EG2H>. Wegen k >0 ist ferner oH, €h,.

Daraus folgt: oHq, €hy NG2H2 = {H2} . Also: oH, = Has.

Zusammenfassung: = 4(S,Ha) d(s,Gz)

d(S,H4) d(s,Gq)

Bemerkung: Der 1.Strahlensatz gilt auch, wenn die 4 Schnitt-
punkte mit den beiden Parallelen auf 4 verschiedenen Strah-
len von zwei sich schneidenden Geraden liegen (s.Abb.unten).
In diesem Fall ist der Streckfaktor von ¢ negativ: k<O .
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Satz 4.14 (Umkehrung des 1.Strahlensatzes):

Werden zwei Strahlen mit gemeinsamem Scheitel S von zwei
Geraden nicht in S geschnitten und verhalten sich die
MaBe der vom Scheitel aus gemessenen Strecken auf dem ei-
nen Strahl wie die MaBe der entsprechenden Strecken auf
dem anderen Strahl, dann sind die beiden Geraden zueinan-
dexr parallel.

Beweis: Aufgabe

d(s,Gz2) _ 4d(s,Hz)

d(s,G.) _ d(s,H4) ° k.

Ansatz:

Satz 4.15: (2.STRAHLENSATZ)

Werden zwei Strahlen g, und h, mit gemeinsamem Scheitel S
von zwei Parallelen auBerhalb S geschnitten, so verhalten
sich die Lingen der vom Scheitel aus gemessenen Strecken
auf einem Strahl wie die Li#ngen der entsprechenden Strek-
ken auf den Parallelen.

Beweis:
da(s,Gz) = d(G2,H2)
d(SrG1) . d(G1rH1j

1. Es sei k >0 der Streckfak-
tor zur Streckung o mit dem

Zu zeigen ist:

Zentrum S und 0G, = Gz .

2. Die Streckung o fiihrt H, in
einen Punkt auf h, und zu-
gleich in einen Punkt auf der
Parallelen zu H4G, durch G2

iiber; das ist aber H: (Beweis des 1.Strahlensatzes).
3. Es ist demnach 0G4H, = GzHz und 0SG, = SG2 , da
S Fixpunkt ist.
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4. Da Streckungen Zhnlichkeitsabbildungen mit dem L&n-
genverhdltnis |k| sind, ergibt sich die Behauptung:

'kl — d(GZIHz) = d(SIGZ)
d(G11H1) d(SrG1)

Bemerkung: Der 2.Strahlensatz ist nicht umkehrbar (siehe
nachfolgende Skizze).

d(SrG2) -
d(s,G,) a(G ,Hi)

d(Gz2,Hz)

Zwar gilt: , aber nicht G4H{ Il G2Hz !

Aufgabe 4.2: Zwei Halbgeraden g4 und hs mit gemeinsa-

mem Anfangspunkt S werden von Parallelen in G, und H4

bzw. G2 und Hz geschnitten. Es sei S €GqHy und S g GzHa.
Man beweise:

d(s, G,) - d(S,H,)

Aus d(S,G,)  d(S,Hp) (0)

a(s,G,) a(s, H,) d(Gy, S) a(Hy, S)
folgt = 1 nd = 2
olst  FeL ey  d(HLHy )¢ d(G1,Gy) iy, Hy 2

*
Satz 4.16 (SATZ VON MENELAOS ):

Eine Gerade schneide die drei Seiten eines Dreiecks echt
innen oder auBen. Bildet man zyklisch die Quotienten der
Lé&ngen der Strecken, in die die Seiten zerlegt werden und
multipliziert man die drei Quotienten, so ist der Wert 1 .

Beweis:

Von den Ecken des Dreiecks werden Lote auf die schneiden-
de Gerade gefdllt. Seien die entsprechenden LotfuBpunkte
mit E,F und G bezeichnet (siehe Skizze auf S.4.14 oben)

*
) um 100 v.Chr.
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Dann gilt mit dem zweiten Strahlensatz (sowohl fiir Fall «
als auch fiir Fall B):

d(R4,Q) d(Q,G) " d(P4,R) d(R,F)

und

d(RIQ‘l) = d(RIF) (3)
d(Q4,P) d(P,E)

Multipliziert man die linken und die rechten Seiten von
(1) bis (3) miteinander, so folgt:
d(P,R4) . 4(Q,P4)  d(R,0Q4) _ 1
d(R4,Q) d(P4,R) d(Q4,P)

*
Satz 4.17 (SATZ VON CEVA ):

Gegeben sei durch jede Ecke eines Dreiecks eine Gerade,
die die gegeniiberliegende Seite echt innen oder auBen
schneidet. Gehen die drei Geraden durch einen gemein-
samen Schnittpunkt und bildet man zyklisch die Quotien-
ten der Lingen der Strecken, in die die Seiten zerlegt
werden, so hat das Produkt der drei Quotienten den Wert 1.

Beweis:

Wir wenden zweimal den Satz
von MENELAOS an, und zwar

auf das Teildreieck {P,R,R4}
mit der schneidenden Geraden
Q0; und auf das Teildreieck
{R4,R,Q} nit der schneidenen
Geraden PP,. Dann erhalten wir:

*
) 1647 - 1734
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d(R,01) . 4(P,Q) . 4(R4,C) _
d(Q1,P) d(Q,Rs) d(C,R)

d(R,C) . d(R4,P) , d(Q,Pis) _
d (C,R4) a(p,Q) d(P4,R)

Durch Multiplikation der jeweils rechten und linken Sei-

und

ten ergibt sich sofort:

d(RIQ1) . d(PIR‘I) . d(QIP1)
d(Q4,P) d(R,q,Q) d(P4,R)

Bemerkung: Bei unserem Beweis des Satzes von CEVA setzten
wir stillschweigend voraus, daB8 der Cevapunkt im Inneren
des Dreiecks liegt.

Aufgabe 4.3: Man filihre den Beweis fiir den Satz von CEVA
unter der Voraussetzung, daB der Cevapunkt auBerhalb des

Dreiecks liegt.

Satz 4.18 (Umkehrung des Satzes von CEVA):

Gegeben seien durch jede Ecke eines Dreiecks eine Gerade,
die die gegeniiberliegende Seite echt innen schneidet*) .
Bildet man zyklisch die Quotienten der L&ngen der Strek-
ken, in die die Seiten zerlegt werden und hat das Pro-
dukt der drei Quotienten den Wert 1, so gehen die drei

schneidenden Geraden durch einen gemeinsamen Schnittpunkt.

Beweis:

Die drei Geraden seien
PP+, QQ4 und RR,.

Nach Voraussetzung gilt:

d(P,Rs4) , d(Q,Ps) .4(R,04) _
d(R4,Q) d(P4,R) d(Q4,P)

Zwei der Geraden - sagen wir PP,
und QQ4 - schneiden sich sicher
in einem Punkt C im Inneren des
Dreiecks (warum?), Geht die dritte

Gerade RR4 nicht durch C, dann k&nnen wir
durch R und C eine Gerade legen, die PQ in einem weiteren

*
) oder zwei Seiten werden auBen und die dritte echt innen
geschnitten.
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Punkt R' innen trifft. Nach dem Satz von CEVA gilt:
a(P,R') , d(Q,P4) ., d(R,04) _

d(R',Q) d(P4,R) a(Q4,P)

Ein Vergleich mit der Voraussetzung liefert:

d(P,R') _ d(P,R4)
d(R',Q) d(R4,Q) ’

Das ist aber fiir {R'",R,}cPQ unmdglich, wenn man R'# R4

voraussetzt. Demnach ist RRy = RR' und somit C € RRjy.

Definition 4.3:
Jede Gerade durch eine Ecke und durch den Mittelpunkt
der gegeniiberliegenden Seite eines Dreiecks heift SEI-
TENHALBIERENDE.

Satz 4.19:
In jedem Dreieck schneiden sich die drei Seitenhalbierenden
in einem Punkt.

Beweis: Aufgabe

Satz 4.20:
In jedem Dreieck betrdgt die Summe der WinkelmaBe 180.

Beweis:

T halbiere gemis JTGL h
nebenstehender Abb. tq@\\\

die Strecke PR und <

S halbiere RQ. Die
Punktspiegelungen Og
mit dem Zentrum S und CT ———

mit dem Zentrum T fiilhren beide
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als Streckungen mit dem Streckfaktor k =-1 die Gerade

PQ in die nach Satz 4.12 eindeutig bestimmte Parallele

h durch R {iiber, und es gilt: OSQ= oTP= R , oSR=Q ' oTR=P.
Wegen der Winkelfeld- und WinkelmaBtreue der Streckungen

ist: o( XRQP) = w( X0 RO.Q0.P) = w( ¥QRogP)
o( ¥QPR) = o ¥ 0,00, Pa;R) = &( ¥ o7Q RP) b

Wegen {q;Q, 9P} ch und R€W gilt:
180 = w( ¥ 0;Q R ogP)
= o( ¥ 6pQ RP)+ w( XPRQ)+ o( ¥QROP)
(i)w( XQRP)+ w( XPRQ)+ w({ ¥RQP) ,

das ist aber die Summe der WinkelmaBe der Innenwinkel-
felder im Dreieck.

*
Satz 4.21 (Kleiner Satz von DESARGUES ):

Auf drei paarweise verschiedenen parallelen Geraden lie-
gen die Ecken von zwei Dreiecken. Sind zwei Paare ent-
sprechender Seiten parallel, so auch die dritten Seiten.

Beweis:

(a) Wir widhlen eine Streckung o mit dem Zentrum H (H € H.H2),
die H4 in H2 Uberfiihrt: ogH4 =Hz .

*
) 1591 - 1661



(b)

(c)

(d)
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Dabei geht H4G; in die parallele Gerade H2Gz und
H4K4 in die parallele Gerade H2K» iber. Auf den
Parallelen liegen die Bilder G,' von G, und K,'

von K, .
Die Gerade G}K, ist das Bild der Geraden GiKi un-
ter der Streckung o, Nach dem Sata 4. 70 gilt
daher - GiK} Il G4K, .
Da Geraden durch das Streckzentrum H auf sich abge-
bildet werden, liegt das Bild K] von K, auf HK;,
und das Bild G; von G4 auf HG,. Es gilt also mit
(a): {K3} = HK, NHz2Kz und {G;} = HGq NH2Gz .
Durch Anwendungen des 1.Strahlensatzes (Satz 4.13)
ergibt sich nun mittels Satz 4.14: G;K;IIGZKZ:
Bezogen auf den Scheitel K] und die Parallelen k
und h besagt der 1.Strahlensatz:
d(Kj,K,) _ d(K;,K;)
d(Kj,H) d(K;,H,)

Bezogen auf den Scheitel G; und die Parallelen g

(1)

und h besagt der 1.Strahlensatz:
d(G;,G,) _ d{G;,G,)
da(G;,H) d(G;,H,)

(2)

Aus (1) folgt: d(K;,K,) a(K; ,K,)
a(k!,H) d(K},H,)

und damit: d(H,K,) B d(H,,K,) (3)
d(H,K!) ~ d(H,,K!)

Aus (2) folgt: ] d(G;,G,) _ d(G;,G,)
da(Gi,H) d(Gji,Hz)

und damit: d(H,G1) = d(szGz) (4)
d(H,Gy) d(H,,G;)

Da die Streckung o den Punkt K, in K; und den
Punkt G, in G, Uberfiihrt, ist:

d(H,G4) _ d(H,Kq)
d(H,G]) d(H,K})

Damit ergibt sich liber (3) und (4) :

d(H2,G2) _ d(H2,K2)

d(H,,G)}) d(H,,K})
Nach der Umkehrung des 1.Strahlensatzes (Satz 4.14)
erhalten wir somit: G K} Il GK, .
Zusammen mit (b) und der Transitivit&dt von || folgt
zuletzt: Gi1K1 1l G2K2 .
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Aufgabe 4.4: Man beweise die Transitivit&t der Parallel-

Relation || in einer Menge von Geraden.

*
Satz 4.22 (Kleiner Satz von PAPPUS ):

Liegen die Ecken eines Sechsecks?) abwechselnd auf zwei
zueinander parallelen Geraden und gibt es zwei Paare ein-
ander ‘gegeniiberliegender paralleler Seiten, so sind auch
die Seiten des 3.Paares zueinander parallel.

Beweis: é_______,______
AN

Zu jedem nach Voraus- ~

setzung parallelen

Paar von Seiten (P4P2l| P4Ps

o und P2P3 |l PsPg) wird eine
dritte Parallele (durch Pg
bzw. P4) gewdhlt.

Dann sind die Dreiecke {P3,Ps4,Ps}
und {P2,S,Pe¢} in "Desargueslage",'
also ist: P3Ps |l P2S .
Auch die Dreiecke {S,P2,Ps}und {Pe,P,,Ps} befinden sich
in "Desargueslage"; hier folgt: P.SI|| P4Ps .

Die Transitivitdt von || filhrt zur Behauptung: P3P4[| P4Pe .
. . d(P,R)
sind P, Q, R Punkte auf einer Geraden, so heifit die Zahl a};faﬁ-das
14

o .
- TEILVERHALTNIS der drei Punkte (in dieser Reihenfolge), und die

Strecke P Q heift durch R in diesem Verhdltnis geteilt.

Bemerkung 4.1:

Der Teilpunkt R muf nicht auf der Strecke P Q liegen (&uBere Teilung).

Satz 4.23:

Die Halbierende eines Innenwinkelfeldes eines Dreiecks
teilt die dem Scheitel gegeniiberliegende Seite im Ver-
hdltnis der Li&ngen der anliegenden Seiten.

*- .
) um 300 n.Chr. in Alexandria

1) das ist ein geschlossener Sechskantenzug
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Beweis zu Satz 4.23: Aufgabe.

Anleitung: Man f&dlle von

den Endpunkten der Sei-

te das Lot auf die Win- P 4
kelhalbierende, spiegele

an der Winkelhalbierenden

und wende zweimal einen
Strahlensatz an.

Aufgabe 4.5: Man zeige unter Verwendung von Satz 4.23,
daB die drei Winkelhalbierenden eines Dreiecks sich in

einem Punkt schneiden. R

Wy,

Skizze:

Aufgabe 4.6: Man beweise: Wenn sich zwei Geraden g und h

schneiden, dann schneiden sich auch zwei beliebige Senkrech-

te sg und s zu ihnen.

h
Hinweis: Man fiihre einen

indirekten Beweis und ma-
che hierbei die Fallunter-
scheidung s_= Sh und

g

sgl1sh== g .

Satz 4.24:

In jedem Dreieck schneiden sich die drei Mittelsenkrechten
in einem Punkt.
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Beweis: Aufgabe
Anleitung: Man verwende
Aufgabe 4.8 und die Re-
sultate der Aufgaben 3.8
und 3.9 .

Aufgabe 4.7: Man zeige:

Die drei Seitenhalbierendenabschnitte im Inneren eines
Dreiecks {A,B,C} werden durch C

den Schnittpunkt der Seitenhalbie-
renden so geteilt, daB sich wvon

den Ecken des Dreiecks aus gerechnet ,*3
die Lidngen der Strecken wie 2:1
verhalten.

Es ist also zu zeigen:

d(a,8) _ d(B,s) _ d(c,s) _ 2
a(s,M,)~ aA(S,Mz)" aA(S,M)" 1 c R

Hinweis: Man verbinde zwei der Seitenmittelpunkte durch
eine Gerade und wende Strahlensdtze an.

Definition 4.5: R
In jedem Dreieck heift das Lot durch

eine Ecke auf die durch die beiden

anderen Ecken bestimmte Gerade

eine HOHE. Die durch die ge- lﬁg

nannte Ecke und den LotfuBSpunkt P Q
bestimmte Strecke nennen wir HOHENABSCHNITT. HR

Satz 4.25:
In jedem Dreieck schneiden sich die drei H&hen in einem
Punkt.

Beweis: Aufgabe
Anl.: siehe ndchste Seite !



Anleitung zum Beweis von Satz 4.25:

Sei {P,Q,R} das gegebene Dreieck
und S der Schnittpunkt der drei
Seitenhalbierenden PMp, QMg, RMp.
Dann bilde man das Dreieck {P,Q, R}
durch die Streckung og mit dem
Streckzentrum S und dem Strecklaktor
k = —2 ab und zeige unter Verwen-
dung von Aufgabe 4.9: Im Bilddreieck
{P',@Q',R'} sind die drei Hohen hp, hg
und hp des Ausgangsdreiecks gerade
die Mittelsenkrechten, d.h. hp = mp,
hQ = mg, hR =mpr. SchlieBlich wen-
de man Satz 4.24 an.

Wir beschlicBen das Kapitel mit cinigen speziellen Aussagen iiber Teilverhéltnisse.

Definition 4.6:

P,Q, T, T; seien vier Punkte auf derselben Geraden mit P# T, 4 Q # T;. Dann heifit
d(P,Ty) d(P,T3)

d(T1,Q) ~ d(T2,Q)

DV(P,QNT,Te) =

das DOPPELVERHALTNIS der vier Punkte.
Im Falle DV (P, Q, T, T;) = 1 sagt man, dic Punkte seien in HARMONISCHER LAGE.

Bemerkung 4.2:

In der Literatur wird die harmonische Lage in der Regel durch —1 und nicht, wie hier, durch
+1 gekennzeichnet. Man erreicht dies, indem man das Teilverhiltnis mittels der Koordinaten-

funktion x (vgl. § 1) folgendermaBen definiert: TV (P,Q,T) := 3’&(%.

Fir P < T < Q ist diese Zahl gleich $21) andernfalls gleich —%5Z). Wir verzichten aus
d(7,Q) 4dT,Q)
Griinden der Vereinfachung auf diese Feinheit.

Aufgabe 4.8:
Werden P und @ durch T, T, harmonisch geteilt, so anch Ty, 75 durch P und Q.

Bemerkung 4.3:

Projiziert man eine Gerade zentral auf eine andere, so spricht man von einer PROJEKTIVEN
ABBILDUNG (im engeren Sinne).

Satz 4.26:

Doppelverhiltnisse sind projektiv invariant.



Beweis: Aufgabe.

Hinweis: Man betrachte die nebenstehende Skizze und begriinde:

d(A1, A2) . d(A1,Ay)
d(Az,A3) ~ d(Aa, A3)
d(As, Cy)
d(As, Cy)

(a') DV(A19A3)A2; Aa) =

(b) DV(A,, As,A2,Ay) = DV(By,Bs, B, By)

Definition 4.7:

Vier von einem Zentrum ausgechende
Strahlen heiflen HARMONISCH, wenn sie
von einer Geraden in einem harmoni-
schen Punktquadrupel geschnitten wer-
den.

Wir untersuchen nun ein  sogenanntes
VOLLSTANDIGES VIERECK {A,B,C,D}, d.h.
ein Viereck mit seinen 6 paarweisc einan-
der ,,gegeniiberlicgenden® Verbindungsgeraden
AC,BD; AB, DC; AD, BC, den durch diese be-
stimmten ,,Diagonalenschnittpunkten® E, F,G
und den ,Diagonalen® EFF, FG,GE. Hier gilt
folgende Aussage.

Satz 4.27 (vom vollstandigen Viereck):

Von jedem Diagonalenpunkt eines vollstindigen
Vierecks gehen vier harmonische Strahlen aus,
die durch ein paar von Gegenseiten und zwei
Diagonalen festgelegt sind.

Aufgabe 4.9:

Auf einer Geraden liegen drei Punkte P,Q, R mit P < Q < R, wobei @ nicht der Mittelpunkt
von PR sein soll. Konstruieren Sie nur mit dem Lineal allein den vierten harmonischen Punkt
S, der mit @ ein Paar bildet.

A B =
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§5 Kongruenzabbildungen und Kongruenzsdtze

Wir erinnern uns (Def.3.1 auf S$.3.1):

Eine Bijektion B: E--- E heift KONGRUENZABBILDUNG, wenn
sie geraden- und maBtreu ist.

Kongruenzabbildungen sind strecken-, halbgeraden-, halbebenen-
und winkelfeldtreu {(siehe Beweis zu Satz 3.1, S.3.2)

Das Spiegelungsaxiom (VIII) garantiert, daB es zu jeder Ge-
raden g €(G genau eine ACHSENSPIEGELUNG Yg gibt, d.h. eine
Kongruenzabbildung, fiir die g Fixpunktgerade ist und die

die beiden Halbebenen H, und H> von g aufeinander abbil-
det.

Wir wollen zundchst die Gesamtheit und dann das Wesen der
Kongruenzabbildungen analysieren:

Wir bemerken zundchst, daB die Menge aller Bijektionen von
E auf E beziiglich der Verkettung "o" eine Gruppe darstellt,
die PERMUTATIONSGRUPPE von E . Die Identitét idg ist das
neutrale Element der Gruppe.

Satz 5.1:
Die Menge B der Kongruenzabbildungen von E auf E stellt
mit der Verkettung "o" eine Gruppe (B,o) dar.

Beweis:

Jede Kongruenzabbildung ist eine Bijektion; daher ist B
eine Teilmenge der Menge aller Bijektionen, die beziiglich
o eine Gruppe bildet. Nach einem Untergruppenkriterium
(vergleiche dazu Aufgabe 5.1 auf Seite 5.2) ist deshalb
(B,o) eine Gruppe, wenn gilt:

(1) A ABZ°B1 EB ’

B+€EB B2€B

(2) /x B les .
B €

(1) wurde schon in Aufgabe 3.2, Seite 3.3, nachgewiesen und
bereitet keine Schwierigkeiten.
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(2) wurde beziiglich der Geraden- und Lingentreue schon in
Aufgabe 3.1, Seite 3.1 gepriift.

Als geraden- und ldngentreue Bijektion ist B—1 auch winkel-
feldtreu (siehe Satz 3.1, Seite 3.2). Dann ist aber B-]
auch winkelmafBtreu:

(BT W)= w(BB” W) = w(1dW) = w (W) ,

denn B ist nach Voraussetzung winkelmaBtreu.

Aufgabe 5.1: Ist (P,0) eine Gruppe und gilt ¢+BCP und ist

(1)/\/\6208163 '
B+1€B B2€B 1
(2) [BeB = g €8 ] ,

dann ist (B,0) eine Untergruppe von (P0°).

Bemerkung: Die Gruppe der Kongruenzabbildungen von E auf E
heift auch GRUPPE DER BEWEGUNGEN in E .

Satz 5.2:
Jede Kongruenzabbildung ist durch Vorgabe von drei nicht
kollinearen Punkten und deren Bildern eindeutig bestimmt.

Beweis:

B,B' seien Kongruenzabbildungen, die die drei nicht kolli-
nearen Punkte P,Q,R 1in dieser Reihenfolge auf P',Q',R’
abbilden.

Zu zeigen ist: An jeder Stelle X€E stimmt B mit B' iiberein:

/\\B'% = Bx .

XEE
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Sei X€ E gegeben.

Wir wdhlen eine der drei Geraden PQ,QR,RP , auf der X
nicht liegt. O.B.d.A. sei X¢PQ und X in derjenigen
Halbebene zu PQ gelegen, der R nicht angeh&ért (s.Abb.)

B und B' bilden PQ auf P'Q' ab (Geradentreue) und X
in diejenige Halbebene zu P'Q', in der R' nicht liegt
(Halbebenentreue). Dabeili geht ‘55 in ‘F_Q_'_ iiber (Halbge-
radentreue).

Das Bild des Winkelfeldes ¥QPX ist ¥Q'P'BX bzw. ¥Q'P'B'X,
und es gilt: w( ¥XxQ'PBRX) = w( XQ'P'B'X) (WinkelmaBtreue).

Nach dem WinkelmaBaxiom (VII) - eindeutige Abtragbarkeit
des Winkelfeldes - gibt es zu gegebener Halbgeraden und
zugehdriger Halbebene zu jedem MaB genau ein Winkelfeld;
demnach sind die Halbgeraden '§7E§ und ?rETi gleich.

Wegen der Lingentreue von B und B' ist

a(p',s'x) = d(p',Bx)
und daher wegen der auf einem gegebenen Strahl vom An-
fangspunkt aus eindeutigen Abtragbarkeit der L&dngen (Bem.
auf Seite 1.6): B'X = BX .

Satz 5.3:
Jede Kongruenzabbildung B mit zwei Fixpunkten P#Q besitzt

PQ als Fixpunktgerade und stellt entweder eine Achsenspie-

gelung an PQ dar oder die Identitdt.

3.

Beweis:

1.Wegen der Halbgeradentreue von B (siehe Beweis zu Satz 3.1,
Seite 3.2) ist: (o) =8P B ='P0 .

2.Fiir alle X€PQ0 folgt: d(P,X) =d(pP,pX) = A(P,BX) ;

wegen B(PQ) = 50 gilt: BX 130 , und nach der eindeu-
tigen Abtragbarkeit der Langen auf dem Strahl 56 ist
BX = X .

Analog zeigt man, daB die andere Halbgerade von PQ nur
aus Fixpunkten besteht.

Die Lote auf PQ gehen wegen der WinkelmaBtreue von B
in sich iiber, wobei die Abstdnde der Puhkte zu den Lot-
fuBpunkten erhalten bleiben.
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Werden die Halbebenen vertauscht, handelt es sich um eine
Achsenspiegelung; anderenfalls um die Identitdt id .

Aufgabe 5.2: Man zeige, daB jede Kongruenzabbildung mit
drei nicht kollinearen Fixpunkten (d.h. mit drei nicht auf
ein und derselben Geraden gelegenen Fixpunkten) die Iden-
titdt ist.

Satz 5.4:
Jede Kongruenzabbildung B: F--- E ist als Verkettung von
hSchstens 3 Achsenspiegelungen darstellbar.

Beweis:

Man wdhle in E drei nicht kollineare Punkte A,B,C. Ihre

Bilder seien (in dieser Reihenfolge) A',B',C'.

1. g1 sei die Mittelsenkrechte von AA'; die zu g, gehdrige
Achsenspiegelung Y, bildet A auf A' ab. Die Bilder
von B und C seien B4 und C4 .

2. g2 sei die Winkelhalbierende des Winkelfeldes ¥B,A'B'.
Die zu g gehdrige Achsenspiegelung Y, hat den Fixpunkt
A' und bildet wegen d(B,,A') = 4(B',A') den Punkt B4
auf B' ab; C, habe dabei das Bild C, .

3. Nun sind auch die Umkehrabbildungen von y; und Yz Achsen-
spiegelungen (nach Aufgabe 3.3 und 3.5, Seite 3.8).
Deshalb existiert mit Sicherheit eine Kongruenzabbildung,
welche A' und B' fest 1l#8t, und welche C, in C' ab-
bildet, nimlich 8y; 'va'@ .

4. Diese ist nach dem vorangegangenen Satz 5.3 entweder die
Identit&t (a) oder die Achsenspiegelung Ys an A'B' (b).
Im Fall (a) folgt aus By; 'va! = id sofort: B= YaY1.

Im Fall (b) folgt aus Bys ys'@ = Yas sofort: B = YaYaYs.

Eine Skizze zum Beweis siehe auf der ndchsten Seite.
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Skizze zum Beweis von Satz 5.4:

Definition 5.1:

Eine Punktmenge M'cE heiBt KONGRUENT zur Punktmenge McE ,
wenn es eine Kongruenzabbildung 8 gibt, die M auf M' ab-
bildet: BM = M' .

Man schreibt dafiir kurz M = M' und liest "M kongruent M' ".

Aufgabe 5.3: Man beweise, daB zwei Strecken genau dann zuein-

ander kongruent sind, wenn sie die gleiche Ldnge haben.
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Aufgabe 5.4: Man beweise, daB je zwei Geraden zueinander

kongruent sind.

Aufgabe 5.5: Man beweise, daB je zwei Halbgeraden zueinander

kongruent sind.

Satz 5.5:
Zwei Winkelfelder sind genau dann kongruent, wenn sie die
gleichen WinkelmaBe haben.

Beweis:
W mit dem Scheitel S und W' mit dem Scheitel S' seien
die beiden Winkelfelder.
@% (a)Sind @ und @' kongruent, so gilt wegen der WinkelmaB-
treue der Kongruenzabbildungen: (W) = wo(W') .

(b)Es sei w(¥g4+hq) = w( ¥gih}) .

1.Fall: w=0
Dann sind die Winkelfelder als Halbgeraden kon-
gruent (Aufgabe 5.5) .

2.Fall: 0 <w <180
Wir bilden g, kongruent mittels einer Kongruenz-
abbildung B auf g4 ab: Bg, = g} .
Hierbei sei g{ Halbgerade zu g'.

(bq)Gehdrt Bh, derselben abgeschlossenen Halbebene

wie hj an, so ist wegen der eindeutigen Abtrag-

barkeit der Winkelfelder zu gegebenem Winkelmas
(}m\
(Axiom VII) Bhs = h3 , d.h. B¥gshq = XBg4Bhy =
= ¥gihi .

(b, )Gehdren Bh4 und h} verschiedenen (abgeschlossenen)
Halbebenen zu g’ an, so spiegele man PXg.h, mit-
tels der Achsenspiegelung Yy, an g’. Danach ist
aus den gleichen Griinden wie unter (b,)

Y1B1 991hq = X(Y4B1ga,Y1B1hq) = ¥kgihi .
3.Fall: w=180
Aufgabe .



- 5.7 -

Aufgabe 5.6: Man 18se den Fall (bz) aus dem Beweis zu Satz 5.5

zeichnerisch mit folgenden Vorgaben:

4

),

-

4

Jv

Bemerkung: Bei der Abbildung von kongruenten Winkelfeldern
aufeinander kann beliebig vorgeschrieben werden, welche Schen-
kel aufeinander abgebildet werden sollen.

Wir kommen nun zur Kongruenz von Dreiecken:

Zwei kongruente Dreiecke stimmen wegen der Lidngentreue und

der WinkelmaS8treue der Kongruenzabbildungen in den Lé&ngen
entsprechender Seiten und in den MaBen entsprechender Win-
kelfelder iiberein.

Die bekannten vier Kongruenzsdtze besagen umgekehrt, wann man
aus der Ubereinstimmung gewisser Winkel- und SeitenmaBe auf die
Kongruenz zweier Dreiecke schliefen darf.

Satz 5.6 (1.Kongruenzsatz - S8S):

Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in den L&ngen aller

Seiten iibereinstimmen.
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Beweis:

Es seien {P,Q,R} und {P',Q',R'} die Dreiecke, und es gelte:
a(p,Q) = 4a(p',Q') , 4(Q,R) = 4(9Q',R') , d4(R,P) = 4(R',P') .
Die Kongruenzabbildung B bilde PQ auf P'Q' mit BP=P'

und BQ= Q' ab®) (siehe auch Aufgabe 5.3, S$.5.5)

R

Ist nun BR=R', so ist man fertig. Ist BR+R' , so bilde man
die Mittelsenkrechte m 2zu PBRR'. Mit Aufgabe 3.9, S.3.9
folgt nun: a(e',Rr")

a(Q',BR) = Q'€m ,
d(p',R') = d(P',FR) = P'€m ;
wegen P'=BP % BQ=Q' ist m=P'Q"'.
Die Achsenspiegelung an m, Yo hat P' und Q' als Fixpunkte
und bildet BR auf R' ab.
Die gesuchte Kongruenzabbildung heifBt also: YmB .

Satz 5.7 (2.Kongruenzsatz ~ SWS):

Zwel Dreiecke sind kongruent, wenn sie in den L&ngen zweier

Seiten und im MaBR des durch diese Seiten bestimmten Winkel-
feldes {ibereinstimmen.

Beweis:

Es seien {P,Q,R} und {P',Q',R'} die Dreiecke, und es gelte:
a(p,Q)= d(p',Q') , 4(R,Q)= d(R',Q') und w(¥XPQR) = w(¥P'Q'R')
Wir bestimmen eine Kongruenzabbildung gem#8 Satz 5.5 so, daB
das Bild des Winkelfeldes <¢PQR das Winkelfeld ¥P'Q'R' ist.
Dabei wird der Scheitel Q auf den Scheitel Q' abgebildet.

*
) Die Zusatzforderung BP=P' und BQ=Q' ist leicht zu erfiillen!
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!3-4:7: P
S
T 5-\pe
) l
Ist 'BOBP ='Q'P' und 'BOBR= 0'R’ , so ist wegen
a(Q,p) = d4(pQ,BP) = 4(Q',pP) = 4(Q',P')
und d(Q,R) = 4(BQ,BR) = d4(Q',BR) = d4(Q',R') ,
da BR von Q' auf dem Strahl durch R' und BP von Q'
aus auf dem Strahl durch P' abgetragen wird,
BR = R' und BP = P' . . .
Ist dagegen BQ BP = Q'R' und BQ BR= Q'P' , so liegen
BP und BR jeweils auf dem "falschen" Strahl des Winkel-
feldes <4P'Q'R' (siehe Abbildung oben).
Dann fiihrt jedoch die B nachzuschaltende Achsenspiegelung

Yw an der Winkelhalbierenden w dieses Winkelfeldes PBP
in P' und BR in R' tiber.

Vermdge der Abbildung YWB sind die Dreiecke kongruent.

Satz 5.8 (3.Kongruenzsatz - SsW):

Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in den L&ngen zweier
Seiten und im MaB des Winkelfeldes iibereinstimmen, dessen
Scheitel der ladngeren Seite gegeniiberliegt.

Beweis:

Es seien {P,Q,R} und ({P',Q',R'} die Dreiecke, und es gelte:
d4(Q,R) = 4(Q',R') 2 4(Q',P"') = 4(Q,P)

und w(¥XRPQ) = w(¥XR'P'Q") .

1. Das Innenwinkelfeld WP mit dem Scheitel P wird duxch
eine Kongruenzabbildung B auf das Innenwinkelfeld wl',
mit dem Scheitel P' abgebildet, so daB8 gilt:

BP= P' und BQ= Q' .



- 5010 -

PoP’
P A

Wegen der Lingentreue der Kongruenzabbildungen ist diese
Forderung (gemdB Satz 5.5) stets erfiillbar.

Fdllt bei dieser Abbildung B das Bild BR mit R' zu-
sammen, so ist alles bewiesen.

2. Angenommen: Es ist BR # R' . Dann liegt BR auf der
Halbgeraden 'P'R’' entweder
(a) zwischen P' und R' oder
(b) nicht zwischen P' und R' (d.h. auBerhalb von P'R').
Im Falle (b) betrachten wir obige Skizze. Dann ist
{Q',R',BR} ein Dreieck mit zwei gleich langen Seiten:
a(Q',R"') = 4(Q,R) = d(BQ,BR).
Dieses Dreieck hat bei R' und BR 2zwei gleich groBe In-
nenwinkelfelder mit einem Ma8 <90 (man vergleiche dazu
Satz 4.2, S.4.1 und Satz 4.4, S.4.2).
Das Nebenwinkelfeld Wﬁ bei R' hat infolgedessen das
Masg w ( W§)> 90 (siehe Folgerung 2.1, Seite 2.12).
Nach dem Satz iliber die Winkelsumme im Dreieck (Satz 4.20,
Seite 4.16) folgt: (n(wé) <180 - w( wé) <90
und damit: w( wé) > ol wl',) .
Hieraus erhdlt man im Widerspruch zur Voraussetzung:

a(',p') >d(Q',R")

(man vergleiche dazu Satz 4.8, Seite 4.4)

Aufgabe 5.7: Man filihre den Fall 2. (a) des Beweises von

Satz 5.8 zu einem Widerspruch.
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Satz 5.9 (4.Kongruenzsatz - WSW / SWW):
Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in der Léange einer

Seite und in den MaBen der beiden anliegenden Winkelfelder
(oder im MaB eines anliegenden und im Ma8 des Winkelfeldes,
dessen Scheitel der Seite gegeniiberliegt) iibereinstimmen.

Beweis:
{P,Q,R} und {P',Q',R'} seien die beiden Dreiecke, und es

gelte: d(P,Q) = 4(pP',Q') , wlW,) = olWwy) , w(wQ) = “(“’é)-

Qe

R W ?'-/m
™~ P ‘3 A
o/

Q R

Wir bilden PQ mittels B kongruent auf P'Q’ ab, so daB

BP= P' und BQ= Q' ist (siehe Aufgabe 5.3).

Dabei wird B so eingerichtet, daB PBR in derselben Halb-

ebene wie R' liegt (durch eine Spiegelung an Q'P' ist dies

stets erreichbar). Dann sichert die WinkelmaBStreue von B
@m und die eindeutige Abtragbarkeit der Winkelfelder in eine

Halbebene: BPR) = P'R" und B8(OR) = T°R" , 4.h.

BREP'R® und BRED'R' .

Damit ergibt sich op ¢ R"n'T'R" = (R'} , also BR=R' .

Bemerkung: Der Fall SWW des 4.Kongruenzsatzes ist sofort
auf den Fall WSW reduzierbar (mittels Satz 4.20, S.4.16
148t sich namlich das MaB des dritten Innenwinkelfeldes
direkt aus den MaBen der beiden gegebenen Winkelfelder
berechnen.)
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Wir betrachten nun wichtige Untergruppen der Gruppe der Kon-

gruenzabbildungen (Bewegungen). 2u jedem Punkt Z€E gehért
eine Gruppe von "Drehungen" um diesen Punkt 2, (DZ, o) .

Definition 5.2:

Z sei ein Punkt der beiden Geraden g und h: {2} cgnh .
Dann heiBt die Vevkettung der zu g und zu h gehdrigen Achsen-

spiegelungen, 6Z:= YhYg : E-——=E

eine DREHUNG UM Z . Der Punkt Z heiBft DREHZENTRUM .

Satz 5.10:

*
Schneiden )sich g und h in 2, so besitzt die Drehung

6Z:= YhYg auBer Z keinen Fixpunkt.

Beweis:
Die Drehung &, ist gegeben durch dlie. Verkettung ThYg der
Achsenspiegelungen Yg und Y, an g und h.

1. Da Z auf beiden Spiegelachsen liegt, gilt sicher
YhYg 2 =2 .

2. Ist P+2Z2, aber P€g oder ‘rgP €h , dann liegt YhYg P
in der anderen Halbebene zu h bzw. zu g wie P, und
P ist kein Fixpunkt.

3. Ist P%#Z und P¢gg und YgP £¢h , dann ist der Punkt
p" =YhYg P von P! =YgP und der Punkt P' = YgP von
P verschieden. Da sich g und h in genau einem Punkt
Z schneiden, schneiden sich die beiden Senkrechten zu
gund h, PP' und P'P", auch in genau einem Punkt, und

zwar in P' (vergleiche dazu Aufgabe 4.8, S.4.20).

) Man beachte: Wir sagen, zwei Geraden schneiden sich, wenn
der Durchschnitt genau einen Punkt enthilt.
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Deshalb miissen P" und P voneinander verschieden sein.

Bemerkung: Die einzige Drehung mit mehr als einem Fixpunkt

ist die Identit&dt; man erhdlt sie im Falle g=h als id==Yng.

Folgerung 5.1:

Ist YhYg:=GZ eine Drehung um Z, so kann GZ keine Achsen-
spiegelung sein, da nur ein Fixpunkt existiert oder 6z:=id

gilt.

Ehe wir n&her auf die Drehungen eingehen, beweisen wir fol-
genden wichtigen Satz:

Satz 5.11 (DREISPIEGELUNGSSAT3Z) :

Besitzen die drei Geraden g,h und k den gemeinsamen Punkt
Z , so gibt es eine Gerade 1 durch 2 derart, daB de Verket=
%unj der drei Spiegelungen ‘Yg’ Th und Yi mit Yy dberein-
stimmt: Y YRY

Beweis:

Man w&hle P€g mit P +Z. Auf P wende man die Drehung
. =p!
Yy Y, an: Y Y,P =P'#+P.
Wegen d(Z,P) =d(Z,P') geht die Mittelsenkrechte 1 von PP’
durch 2 ; spiegelt man P' an ihr, so ist das Bild P:
Y1 '=P.

Damit folgt: _ _

YlYth hat also die Fixpunkte P und 2 ; die Gerade g =P2Z
ist also Fixpunktgerade. Dann muB aber nach Satz 5.3, 8.5.3
Y1V Th die Identitdt id oder die Achsenspiegelung 'Yg an
g sein.

Wdre nun Y1 Yh = id , so folgte YfYth== Ylid , also:
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Y Yp = Ypi das ist unmdglich, da eine Drehung nach Folge- -
rung 5.1 keine Spiegelung sein kann. Also gilt:
2 - 2

Satz 5.12:

Die Drehungen um einen Punkt Z€E bilden eine kommutative
Untergruppe (DZ,O) der Gruppe (B ,o) der Kongruenzabbildun-
gen (Bewegungen).

Beweis:
Wegen D c B ist nur noch zu zeigen:

(1) 5“ 5/\> 6264 €D

(2) 663[6602=>5 ev ]

(3) 5/\

Zu (1):
Es seien 6,4= YhYg und 62==YlYk . Dann ist 6261:=Y1Yk7hyg.
Nach dem Dreispiegelungssatz gibt es eine Gerade j durch

Z derart, daB gilt:

55€ D 8162 =626, .

Damit erweist sich (1): 5264 =Y.y =:6 €D
g’

Aufgabe 5.8: Man beweise die noch ausstehenden Behauptungen

(2) und (3) aus dem Beweis zu Satz 5.12.
Hinweis zu (3): Nach dem Dreispiegelungssatz folgt:

Y1¥Th = ThYkY1 -

Aufgabe 5.9: Man zeige, daB die Menge {éz}= DZ der Drehungen
um einen Punkt Z, vereinigt mit der Menge S "{Y } aller

Achsenspiegelungen an den Geraden, die 2 enthalten, mit der
Verkettung eine Gruppe ({62} U(Ygz},O) bildet.
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Jeder Drehung kann ein bestimmtes Winkelfeld und dadurch

liber dessen WinkelmaB ein bestimmtes DrehmagB zugeordnet
werden. Die filir die Eindeutigkeit der Zuordnung notwendige
Orientierung der Ebene fiihren wir aus Griinden der Verein-
fachung nur anschaulich ein:

Bildet die Drehung 6Z:= YhYg die Halbgerade 1, mit dem

Anfangspunkt Z auf die Halbgerade 6Z11=: 17 ab, so erhilt
6Z als DrehmaB das doppelte MaB8 des Winkelfeldes W , wel-
ches als Rand eine Halbgerade g+ von g besitzt und dieje-
nige Halbgerade h,; von h, in welche ga "bei Linksdrehung
um 2" zuerst tibergeht.

Da die WinkelmaBe Elemente der Menge [0,180] sind, gehdren

die DrehmaBe der Menge [0,360] an.

Satz 5.13:
Ist GZ:= YhYg eine Drehung um 2% mit dem DrehmaB 2w( ¥gqh,y),

dann hat die inverse Drehung um 2, 6;1==YgYh, das Drehmaf
360 - 2w( ¥ g1h,).

Beweis:
Die Aussage wird durch die neben-
stehende Skizze klar:

6;1 hat das MaB8 2w( Xh,gz)=

2. (180-(.0( kg1h1))= 360"2&)( ¥g1h1) -

Man beachte: Oft werden negative Drehmafe

angegeben. Diesen liegt die Vorstellung einer 3&
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"Rechtsdrehung" von g4 um 2 in h 2zugrunde, wenn wieder

...1_
6Z := YgYh angenommen ist.

Aufgabe 5.10: Man beweise mit Hilfe des Satzes 5.11, daB in
einem Dreieck {A,B,C} die drei Mittelsenkrechten durch einen

Punkt gehen
Anl.: Sei gemdB nebenstehender 3
Skizze k die Mittelsenkrechte
zu BC, h die Mittelsenkv. zu AB \&-

und 1 die MittelsenkT. zu AC.
Sei g:= AM, wobei {M}I= hnk.
Man wende den Dreispiegelungs-

satz auf v,Y,.vy_  an und zeige

k'h'g
nittels YkThYgA==C , daB gilt: C
Y YhYg= V1 und somit: ME€1.

. y
/
1€
I

Neben den Achsenspiegelungen und den Drehungen bilden die
"Translationen" (Verschiebungen) wichtige Bewegungen der

Ebene.

Definition 5.3:

Jede Verkettung von zwei Achsenspiegelungen an parallelen
Geraden heiBft eine TRANSLATION.
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Satz 5.14:

(1)Jede Translation 1d8t sich als Verkettung von zwei Punkt-
spiegelungen darstellen.

(2)Jede Translation bildet jede Gerade k auf eine zu k paral-
lele Gerade ab.

(3)2u je zwei Punkten P,P'€ E gibt es eine Translation T , die
P in P' {iiberfiihrt: TP= P' .

(4)Die nach (3) existierende Translation ist eindeutig bestimmt.

(5)Die Menge T der Translationen bildet mit der Verkettung o
als Verknlipfung eine kommutative Untergruppe ( T,0) der Be-
wegungsgruppe ( B,o0).

(6)Bei jeder Translation ist der Abstand zwischen Punkt und
Bildpunkt doppelt so groB wie der Abstand zwischen den bei-
den Spiegelachsen.

(7)Jede Verkettung von zwei Punktspiegelungen ist eine Trans-
lation.

Beweis: Aufgabe

Wir bringen jetzt einen
1.Uberblick tiber die betrachteten Abbildungen:

(P,o) Permutationsgruppe
(B ,0) Bewegungsgruppe (Kon-
//,~\\\\\\\~ gruenzabbildungsgruppe)
Transla- (T ,0) (SZUDZ,O) Gruppe der Spiegelungen
tionsgruppe und Drehungen mit Fix-
punkt 2
(Dz,o) Gruppe der Drehungen
um 2

Aufgabe 5.11: Z&hlen Sie endliche Untergruppen von ( B,o) auf.

- 6.1 -
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§6 Ahnlichkeit

Uber Zhnlichkeit ist bis jetzt nur im Rahmen der Behandlung
der Ehnlichkeitsabbildungen gesprochen worden. Wir werden in
diesem Kapitel die bisher unsystematisch erarbeiteten Ergeb-

nisse zusammenstellen und weiter vertiefen.

In §3 haben wir festgelegt (s.S.3.3):

Definition 3.2:

Eine Bijektion «: E---» E heiBt AHNLICHKEITSABBILDUNG,
wenn sie (1)geradentreu, (2)ldngenverhdltnistreu und
(3)winkelmaBtreu ist.

Man kann nun die folgende Aussage beweisen:

Satz 6.1:

Jede geraden- und lingenverhdltnistreue Bijektion a:f---- E
ist

(a) streckentreu,

(b) halbgeradentreu,

(c) halbebenentreu und

(d) winkelfeldtreu.

Auf die Durchfilhrung des Beweises verzichten wir; denn der
Beweisaufbau wird analog dem Beweis zu Satz 3.1, Seite 3.2-
3.3 durchgefiihrt (dort war Geraden- und Lidngentreue voraus-
gesetzt worden).

Wir merken an, daB die Beweisbarkeit der Winkelfeldtreue (d)
die wesentliche Voraussetzung dafiir ist, da8 die Forderung
der WinkelmaBtreue in Definition 3.2 sinnvoll ist.

Satz 6.2

Die Menge der Ahnlichkeitsabbildungen A bildet mit der Ver-
kettung als Verkniipfung eine Gruppe ( A ,o0).

Beweis:
Als spezielle Bijektionen bilden die Ahnlichkeitsabbildun-
gen eine Teilmenge A der Menge aller Permutationen P der
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Ebene E. Nach einem Untergruppenkriterium ist ( K ,0) eine
Gruppe, wenn gilt:

(1) /\ /\ %20a.€ K

a1€ A 0,€ A

(2) aek .

a €A
Zu (1): Es ist sofort klar, daf mit a4 und a> auch azoa,
geraden- und lingenverh&ltnistreu ist.
Damit ergibt sich nach Satz 6.1 auch die Winkelfeldtreue
und wegen der vorausgesetzten WinkelmaBtreue von o4 und
&z auch die WinkelmaBtreue von &20a4 . DaB «2%a4, eine
Bijektion ist, ergibt sich aus der Permutationseigenschaft.
Demnach wird (1) erfiillt.

Zu (2): Es ist unmittelbar einzusehen, das a-j geraden-
und l&ngenverh&dltnistreu sein muB, wenn das fiir a« zutrifft.
Nach Satz 6.1 ist dann q-1 auch winkelfeldtreu.

Nun kdnnen wir die WinkelmaBtreue priifen:

w(a—1W):= ola o0 T W) = o , da o winkelmaBStreu ist.

Aufgabe 6.1: Man leite die Geraden- und Ld&ngenverh&dltnis-

treue von o ! aus der von a ab.

Wir wollen uns jetzt - entsprechend unserem Vorgehen bei
der Untersuchung der Kongruenzabbildungen - einen tiberblick
liber sdmtliche Khnlichkeitsabbildungen verschaffen.

Es ist klar, daB jede Kongruenzabbildung eine Zhnlichkeits-
abbildung mit dem Zhnlichkeitsfaktor c=1 darstellt.

Wir stellen damit fest:

Satz 6.3:

Die Gruppe der Kongruenzabbildungen ( B,©) ist eine Unter-
gruppe der Gruppe der ﬁhnlichkeitsabbildungen, (A,0).

Daneben haben wir weitere Khnlichkeitsabbildungen kennen-
gelernt:

Das STRECKUNGSAXIOM (Axiom IX - Seite 4.8) legt fest:

Jede Streckung o: E--- E ist eine Ahnlichkeitsabbildung.
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iber Streckungen wissen wir:

(1) Jede Streckung mit k#1 besitzt genau einen Fixpunkt,
Zentrum Z genannt. (S.Aufg.3.12, Seite 3.9)

(2) Geraden durch das Zentrum 2 werden auf sich abgebil-
det. (Def.3.7(2), Seite 3.9)

(3) Jede Gerade g wird auf eine zu g parallele Gerade
abgebildet. (Satz 4.10, Seite 4.9)

(4) Das Ahnlichkeitsverhiltnis einer Streckung ist gleich
dem Betrag des Streckfaktors k : c=1k| . (Satz 4.11,
Seite 4.9)

Wir wollen nun eine wichtige Beziehung zwischen den Ahnlich-
keitsabbildungen einerseits und den Kongruenzabbildungen
und Streckungen andererseits aussprechen.

Satz 6.4:

Jede Ahnlichkeitsabbildung a ist als Verkettung einer Kon-
gruenzabbildung B mit einer Streckung ¢ darstellbar:

a = Ccof .
Dabei kann das Zentrum Z von ¢ beliebig gewihlt werden.

Beweis:

1.8ei «a€A und ¢ >0 das Ehnlichkeitsverhdltnis von «,
so daB gilt: | d(aP,o0Q) =c-d(P,0Q) .

PEE Q€E

2.Z2u beliebigem Punkt 2Z wé&hlen wir eine Streckung o'

mit 2 als Zentrum und % =: k als Streckfaktor.

3.Dann ist 0¢'oa als Verkettung zweier Ehnlichkeitsab-
bildungen selbst eine Ahnlichkeitsabbildung. Wegen

d(g'oaP,0'0aQ) = 1.d(aP,aQ) = 1.c-d(P,Q) = d(P,Q)"

fir P,Q€f ist diese Ahnlichkeitsabbildung lingentreu
und daher eine Kongruenzabbildung f: B = ¢'ox .
)

*
4.Sei o die inverse Streckung zu o'. Dann gilt:
goB=a .

*) Man beachte die folgende Aufgabe 6.2 !
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Aufgabe 6.2: Man beweise, daB die Menge der Streckungen

zu einem festen Zentrum 2 mit der Verkettung als Verkniip-
fung eine kommutative Gruppe (Zz,o) bildet.

Aufgabe 6.3: Man zeige, daB man jede AZhnlichkeitsabbildung
« auch als Verkettung einer Streckung ¢ mit einer Kongru-
enzabbildung B darstellen kann: a = Boo .

2.Abbildungsiiberblick (Gruppen und Untergruppen) :

(P,o)
PERMUTATIONEN

(A,0)
AHNLICHKEITSABBILDUNGEN

/

( Blo) (zzlo)
KONGRUENZEN STRECKUNGEN MIT
ZENTRUM Z
(S,UD,, 0) (T,o)
DREHUNGEN UND SPIE- TRANSLATIONEN
GELUNGEN MIT FIXPUNKT Z
(Dzro) (T'zro)
DREHUNGEN MIT FIX- TRANSLATIONEN EINER
-
PUNKT Z RICHTUNG 2

Bemerkungen: Es gibt weitere Abbildungsgruppen, die unser
Uberblick nicht enth&lt. Ob eine gegebene Menge von Abbil-

dungen mit der Verkettung eine Gruppe bildet, ist von Fall
zu Fall zu entscheiden:
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- Die Menge aller derjenigen Abbildungen, die sich durch
Hintereinanderausfithrung endlich vieler Drehungen oder
Streckungen mit einem gemeinsamen Zentrum Z bilden lassen,

ist mit der Verkettung eine (sogar kommutative) Gruppe.

- Die Menge der Achsenspiégelungen bildet mit der Verkettung
keine Gruppe.

- Die Menge aller Drehungen in E bildet mit der Verkettung
keine Gruppe.

- Jede Achsenspiegelung bildet mit der Identitéat idE be-
zliglich "o" eine zweielementige Gruppe.

Entsprechend einer Aussage iilber Kongruenzabbildungen
(Satz 5.2, Seite 5.2) gilt:

" Satz 6.5:

Jede Ahnlichkeitsabbildung ist durch die Angabe von drei
nicht kollinearen Punkten und deren Bildern eindeutig be-
stimmt.

Die Beweisfiihrung entspricht der auf den Seiten 5.2-5.3
und entf&llt hier.

Definition 6.1:

Eine Punktmenge M'cE heiBt der Punktmenge McE AHNLICH,
wenn es eine Ahnlichkeitsabbildung o€A gibt, die M auf
M' abbildet, d.h. mit aoM= M' .

Aufgabe 6.4: Man beweise, daB zwei be- o
liebige Strecken einander &hnlich sind. >

Aufgabe 6.5: Warum sind je zwei Geraden,

je zwei Halbgeraden, je zwei Winkelfelder P’
mit gleichem WinkelmaB einander &hnlich?

Wir untersuchen jetzt die Ahnlichkeit von Dreiecken. Zwei
dhnliche Dreiecke stimmen in den MaBSen entsprechender Win-
kelfelder (WinkelmaBtreue) und in den Lingenverhdltnissen
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entsprechender Seiten iberein.

Die vier Ahnlichkeitss&dtze filixr Dreiecke besagen umgekehrt,
worin zwei Dreiecke iibereinstimmen miissen, damit sie &hn-
lich sind, d4.h. durch eine Ahnlichkeitsabbildung aufeinan-
der abgebildet werden kdnnen:

Sdtze 6.6 -6.9:

Zwei Dreiecke sind einander &hnlich, wenn sie ilibereinstimmen

(6)in den Verhdltnissen der Lidngen entsprechender Seiten.

(7)in den Verhdltnissen der Ldngen zweier Seiten und im Mas
des durch diese Seiten bestimmten Winkelfeldes.

(8)in den Verhdltnissen der Langen zweier Seiten und im Masg
des Winkelfeldes, dessen Scheitel der l&ngeren Seite ge-
geniiberliegt.

(9)in den MaBen zweier (also aller) Winkelfelder.

Beweis:

Es seien {P,Q,R} und {P',Q',R'} die beiden Dreiecke.

1.Wir bilden {P,Q,R} durch eine Streckung ¢ auf {ocP,0Q,0R}
ab, wobei wir den Streckfaktor k von ¢ so bemessen,
daB eine Seite von {oP,0Q,0R} genau so lang wird wie
die entsprechende Seite von {P',Q',R'} .

2.Dann sind fir {oP,0Q,cgR} und {P',Q',R'} im Falle
(6) die Voraussetzungen des 1.Kongruenzsatzes (SSS),
(7) die Voraussetzungen des 2.Kongruenzsatzes (SWS),
(8) die Voraussetzungen des 3.Kongruenzsatzes (SsW),
(9) die Voraussetzungen des 4.Kongruenzsatzes (WSW)
erfilillt. Es gibt daher in jedem dieser F&lle eine Kon-
gruenzabbildung B, welche das Dreieck {oP,0Q,0R} auf
{p',Q',R'} abbildet;
dann bildet aber die Ahnlichkeitsabbildung

Boo: E-=oE
das Dreieck {P,Q,R} auf {P',Q',R'} ab. R’.ﬂ.;'R
L

Beispiel-Skizze zu Satz 6.7:
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Wir sind nun in der Lage, die S&tze aus der pythagordischen
Satzgruppe zu beweisen.

Wir erinnern an zwei in Definition 4.4 (Seite 4.21) erklé&rte
Begriffe:

In jedem Dreieck heiBt das Lot durch eine Ecke auf die durch
die beiden anderen Ecken bestimmte Gerade eine HOHE. Die
durch die Ecke und den LotfuBpunkt bestimmte Strecke nennen
wir HOHENABSCHNITT.

Satz 6.10 (HOBHENSATZ von EUKLID):

In jedem rechtwinkligen Dreieck wird die Hypotenuse durch
die zugehdrige HBhe derart in zwei Strecken zerlegt, daB
das Produkt der Lingen dieser Hypotenusenabschnitte gleich
dem Quadrat der L&nge des Hohenabschnitts ist.

Beweis:

Ist F der LotfuBpunkt,

so sind die drei Dreiecke
{r,Q,R}, {R,Q,F}, {P,R,F}
dhnlich, da sie in den Ma-
Ben einander entsprechender
Winkelfelder {ibereinstimmen.
Infolgedessen gilt:

d(R,F) _ 4(F,Q) _ 4(R,0)
a(P,F) ~ d(R,F) _ d(P,R)

Gleichungskette ergibt sich aber sofort die Behauptung:
d(R,F)% = a(p,F)-d(F,Q) .

Aus dem linken Teil der

Satz 6.11 (KATHETENSATZ des EUKLID):

In jedem rechtwinkligen Dreieck wird die Hypotenuse durch
die zugehdrige Hbhe derart in zwei Strecken zerlegt, daB
das Produkt aus der Linge der Hypotenuse mit der L&nge
eines Hypotenusenabschnitts gleich dem Quadrat der L&nge
derjenigen Kathete, die dem Abschnitt anliegt.

R

Bewels:
In der nebenstehenden Figur
gilt aus Ahnlichkeitsgriinden:
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d(p,F) _ 4(P,R)
d(P,R) d(P,Q) .

Daraus folgt sofort die Behauptung:
d(p,Q)-d(P,F) = d(P,R)% .

Satz 6.12 (LEHRSATZ DES PYTHAGORAS):

Bildet man in einem rechtwinkligen Dreieck die Summe aus
den Quadraten der La&ngen der Katheten, so erhdlt man das
Quadrat der L&nge der Hypotenuse.

Beweis:
Wir wenden zweimal den Kathetensatz auf 12
das nebenstehende Dreieck an und
addieren:
d(p,R)? = d(p,Q)-d(p,F)
a(o,R)? = a(p,Q)-4a(F,Q) P

d(P,R) %+ da(Q,R)% = d(P,Q)-[d(P,F)+d(F,Q)]
Es folgt die Behauptung:
ap,R)? +d,n? = ar,0? .

Aufgabe 6.6: Man beweise:
Der H&henabschnitt eines Dreiecks

zerlegt jeden anderen HBhenabschnitt

dieses Dreiecks derart in zwei Strecken,
daB das Produkt von deren Lingen fiir alle
H6hen gleich grof ist; d.h. es gilt:

da(p,s).d(s,r) =d(Q,s)-d(s,G) =d(R,S)-d(S,H).

Wir betrachten nun ein beliebiges Dreieck mit seinem HBhen-
schnittpunkt H und dem Schnittpunkt der Mittelsenkrechten,
M.
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Aufgabe 6.7: Man beweise, daB8 die Seiten der Dreiecke

{A,H,C} und {M ,M,MC} paarweise parallel sind.

Aufgabe 6.8: Man beweise, daB die Dreiecke {A,H,C} und
{MA,M,MC} einander &hnlich sind.

Hinweis: Man fiihre durch Punktspiegelungen die Ecke MA
in A bzw. die Ecke MC in C iber und beachte Def.3.2
und Satz 4.10 auf Seite 4.9.

Aufgabe 6.9: Man beweise, daB die Dreiecke {C,H,S} und
{MC,M,S} dhnlich sind.

Aus den Aufgaben 6.7 -6.9 resultiert die folgende Pro-

portion:  ,  a(a,c) _ _d(c,H) _ d(c,S) _ d(H,S)
Aus % = %%%f%éy ergibt sich, daB S den Abschnitt CMC

der Seitenhalbierenden im Verh&ltnis 2:1 teilt und dem-
nach der Seitenhalbierendenschnittpunkt ist.

d(H,8) _ 2 ergibt sich somit der

Aus e, M) " 7

Satz 6.13:

In jedem Dreieck liegen der Schnittpunkt der HShen H, der
Schnittpunkt der Mittelsenkrechten M und der Schnittpunkt
der Seitenhalbierenden S auf einer Geraden, und S teilt

die Strecke HM im Verhdltnis 2:1 .

Definition 6.2:

Die Gerade durch den H6henschnit£punkt und den Mittelsenk-
rechtenschnittpunkt eines Dreiecks heift EULERsche GERADE.

H aC

Aufgabe 6.10: Man beweise: HA

In jedem Dreieck sind die drei

Produkte aus den Seitenlé&ngen

und den Langen der zu den Sei-

ten senkrechten Hohenabschnitte

einander gleich, d.h. A ﬂ& B
d(A,B)-d(C,HC) = d(A,C)-d(B,HB) = d(B,C)-d(A,HA) .
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§7 Kreislehre

Definition 7.1:

Ist M ein Punkt in der Ebene £ und r> 0, so versteht

man unter dem KREIS mit dem Mittel-

punkt M und dem Radius r die Menge k,
aller Punkte X € E, welche von M den

Abstand r haben:

kr:-‘= X 1d(X,M) =r}E .

X

Satz 7.1:
Jeder Kreis kr besitzt unendlich viele Punkte.

Beweis: Aufgabe

Satz 7.2:

Jede Gerade g durch den Mittelpunkt M eines Kreises kr
ist Symmetrieachse von kr . p
]
Beweis:

Mit Pekr gilt auch YgP Gkr, denn:

d(p,M) = d(YgPITgM) = d(YgP:M). k.r

Daraus folgt:
v .k ckr . (1)

gr
Wiederholte Anwendung von Tg liefert ?
jetzt: Yo'y k. g k. 3
o> id kr cYg kr
= kr cyg kr . (2)
(1) und (2) zusammen ergeben: Yg]%:= kr .
Satz 7.3:

M sei ein Punkt, gcE eine Gerade und M€g. F sei der FuB-
punkt des Lotes 1 von M auf g. Ist d(M,F) <r , so schnei-
det der Kreis.um M mit dem Radius r genau zweimal die
Gerade g.
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Beweis:
Auf der einen Halbgeraden g, von
g mit Anfangspunkt F trage man
von F aus das MaB

:= Vr2-d(M,F)2 >0 ab.
Der zugehSrige Punkt Q€ g4

liegt auf kr und auf g. Da
d(Q,F)2+d(M,F)2 = p2+d(M,F) 2 =r2
gelten muB, kann es keinen von

Q verschiedenen Punkt Q4 auf g,
geben, der auch auf kr liegt.

Entsprechend gibt es auf der Halb-
geraden g2:= g\g4 U{F} genau einen Punkt PEE mit

P Gkrn gz .
P Q

Aufgabe 7.1: Gegeben seien drei Punkte

P,Q,R eines Kreises kr im Raume
(E,G). Man bestimme den Mittelpunkt
M von kr' k}

Aufgabe 7.2: Durch zwei dhnliche Dreiecke in E sei eine

Ehnlichkeitsabbildung a: E--- E gegeben. Man konstruiere

Zzu einem gegebenen Kreis kr<:E das Bild akr .

Hinweis: Man zeige zuerst, daB das Bild wieder ein Kreis
ist.

Definition 7.2:

Eine Gerade g, die genau einen Punkt mit dem Kreis kr
gemeinsam hat, heift TANGENTE (an den Xreis).

Eine Gerade h, die kr(gemEB Satz 7.3 genau zweimall schnei-
det, heipt SEKANTE (des Kreises).

g: Tangente
h: Sekante
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Satz 7.4:

Die Gerade g schneide den Kreis kr im Punkte P. M sei
der Kreismittelpunkt. Dann sind folgende Aussagen &quiva-
lent:

(1) g ist Tangente an kr'

(2) g ist senkrecht zur Geraden MP, d.h. g LMP.

Beweis:

(1) =(2) :

Wir fdllen von M aus das Lot 1 auf g und fihren die
Spiegelung Y, an 1 durch.

Dabei geht der Kreis Zkr aus Symmetrieeigenschaften in
sich liber (s.Satz 7.2). Aus Symmetriegriinden geht auch
g in sich iiber (Satz 3.3, Seite 3.6).

Da das Bild des einzigen Schnittpunktes P von kr und
g wieder ein Schnittpunkt sein muB, gilt: YlZP= P .
Daraus folgt P €1l , und es ist MP=11lg .

(2) = (1) : 7)
Da MP das Lot auf g mit dem FuBSpunkt P ist,
gilt flir jeden anderen Punkt
Q €g (nach Satz 4.6, Seite 4.3):
d(M,Q) >d(M,P) = r .
Demnach kann nur Q ¢kr gelten. Q .L

P

Bemerkung: Man sagt, eine Gerade beriihrt einen Kreis,
wenn sie Tangente an ihn ist.

Satz 7.5:

In jedem Dreieck ist der Schnittpunkt der Winkelhalbie-
renden Mittelpunkt eines Kreises, der die drei Seiten

*
(vgl.Def.4.1) beriihrt ) (INKREIS). “54:

Beweis: Aufgabe

*)

Das Beriihren einer Seite ist analog der obigen Bem. zu
verstehen.
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Definition 7.3:

Ein Nebenwinkelfeld eines Innen-
winkelfeldes eines Dreiecks heift
ein (anliegendes) AUSSENWINKELFELD.

W' AuBenwinkelfeld zu

Aufgabe 7.3: Man beweise, daB im Dreieck jede Innenwinkelhal-

bierende auf der Halbierenden eines anliegenden AuBen-

winkelfeldes senkrecht steht. . l
\,\ 'c ‘
e
A we

Aufgabe 7.4: Man beweise, daB im Dreieck j?gg Innenwinkel-
halbierende genau einen gemeinsamen X

Schnittpunkt mit den beiden
Halbierenden der nicht an-
liegenden AuBenwinkelfelder
hat.

Anl: Man gehe aus vom
Schnittpunkt A' zweier

AuBenwinkelhalbierender, <?
fédlle die Lote auf die drei Drei- \
ecksseiten bzw. ihre Verlangerungen, be-
griinde, daf die an A' grenzenden Abschnitte der Lote gleich
lang sind und schlieBe, daB deshalb die von der dritten Drei-
ecksecke A durch A’ gezogene Transversale die Innenwinkel-
halbierende bei A sein muB.

Aus dem Beweis der Aufgabe 7.4 ergibt sich der

Satz 7.6:

Der Schnittpunkt zweier AuBenwinkelhalbierenden eines Drei-
ecks ist Mittelpunkt eines Kreises, der eine Seite des Drei-
ecks und die Verl&dngerungen der beiden anderen Seiten be-
rithrt (ANKREIS).

Q
w.
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Skizze zu Satz 7.6:

Satz 7.7:

Der Schnittpunkt der drei Mittel-
senkrechten eines Dreiecks ist
der Mittelpunkt eines Kreises
durch die drei Ecken des Drei-
ecks (UMKREIS).

Beweis: Aufgabe

Definition 7.4:

In einem Kreis heifit ein Winkelfeld iiber einer Sehne dieses
Kreises, dessen Scheitel auf dem Kreis liegt, ein PERIPHERIE-
WINKELFELD. Ein Winkelfeld liber einer Sehne, dessen Scheitel
im Kreismittelpunkt liegt, heiBt ein ZENTRUMSWINKELFELD.

Skizze:

¥ SRT : Peripherie-
winkelfeld

¥PMQ : Zentrumswin-
kelfeld

*
Satz 7.8 (von THALES ):

(a) Man beweise, daB im Kreis jedes Peripheriewinkelfeld
liber einem Durchmesser ein rechtes ist. C
(b) Man beweise, da8 beim rechtwinkligen
Dreieck der Kreis mit der Hypotenuse ‘B

%*
) Thales von Milet um ca. -600 A
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als Durchmesser den Scheitelpunkt des rechten Winkelfel-
des trifft.

Beweis: Aufgabe
Hinweis 2zu (a): Man betrachte die Dreiecke {A,Z,C}
und {C,Z,B} und beachte die S&tze
4.2 (S.4.1) und 4.20 (S.4.16)
zu (b): Verwende Satz 7.7 und zeige

{2} = mAntnmc .

Satz 7.9 (ZENTRUMSWINKEL-PERIPHERIEWINKEL-SATZ):

Im Kreis ist jedes Peripheriewinkelfeld {iber derselben
Sehne halb so groff wie das zugehdrige Zentrumswinkelfeld.

C

Beweis: Aufgabe
Hinweis: Man beachte [
die Fallunter- 15

scheidungen gemdf A B A
nebenstehender Skizze
und benutze die Sdtze 4.2 und 4.20.

Aufgabe 7.5: Man lege durch einen

gegebenen Punkt an einen gegebenen
Kreis die Tangenten (Beriihrpunktkon-
struktion - wvgl.Satz 7.4)

Hinweis: Beachte S&tze 7.4 und 7.8.

‘Aufgabe 7.6: Man beweise, daB8 in der Figur auf Seite 7.7
oben CHL1AB gilt, d.h. daB die drei HBhen des Dreiecks
{A,B,C} sich in einem Punkt, H, schneiden.




- 7.7 -

Skizze zu Aufgabe 7.6:

Satz 7.10:

In jedem Dreieck schneiden sich die drei Transversalen
durch die Ecken und die
Beriihrungspunkte des In-
kreises in einem Punkt.

Beweisanleitung: Man ver-

wende die Umkehrung des
Satzes von CEVA und zeige
somit: AFNBDNCE = {f% .

Aufgabe 7.7: Man betrachte die Figur auf Seite 7.8 oben.

Es sei s = a(a,B)+d(B,C)+d(C,A) . Man beweise:

2

(1) d(C,A)+d(A,Cc) = d(C,B)+d(B,Cc) = s p
(2) d(a,C') = d(B,Cc) = d(B,Ac)== s-d(C,B) .

Anmerkung: Entsprechende Beziehungen gelten fiir die iibri-
gen Ankreise.
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Skizze zu Aufgabe 7.7:

~
~\~~\\ I //
~S0
~C
Satz 7.11:
) ™ In jedem Dreieck schneiden sich die drei Transversalen

durch die Ecken und die 3 Seitenberiihrungspunkte der
Ankreise in einem Punkt (NAGELscher PUNKT).

Beweis: Aufgabe
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In jedem Dreieck schneiden sich die drei durch die Ecken

und die Seitenberiihrungspunkte eines Ankreises bestimmten

Transversalen in einem Punkt (s. Abb.).

Beweis: Aufgabe

Aufgabe 7.8: Im

Dreieck A4,B,C lege

man gemdf nebenste-
hender Abbildung 3
Transversalen, und

Zwar

1.

durch A und den
Beriihrpunkt A'
auf BC vom Ankreis
an die Seite AC ;
durch B und den
Beriihrpunkt B'
auf AC vom Ankreis
an die Seite BC ;

durch C und den

Beriihrpunkt Ci des

Inkreises mit der
Seite AB .
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Man beweise, daB die drei Transversalen sich in einem

Punkt schneiden.

Definition 7.5:

Ein SEHNENTANGENTENWINKELFELD eines Kreises ist ein Win-
kelfeld, dessen Scheitel auf dem Kreis liegt, dessen einer

Schenkel eine Halbgerade der Tangente

an den Kreis im Scheitel ist
und dessen anderer Schenkel
den Kreis noch ein ‘zweites
Mal schneidet.

Satz 7.13 (SEHNENTANGENTENWINKELSATZ) :

Jedes Sehnentangentenwinkelfeld eines Kreises ist halb
SO grofl wie das Zentrumswinkelfeld iiber dem Kreisbogen,
der im Sehnentangentenwinkelfeld liegt (vgl. Ssatz 7.9).

Beweis: Aufgabe

Satz 7.14 (SEHNENTANGENTENSATZ) :

Schneiden sich eine Tangente und eine Sekante eines Kreises
in einem Punkt, so ist das Produkt der von dem Punkt aus
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gemessenen Ldngen der Sekantenabschnitte gleich dem Qua-
drat der La&nge des Tangentenabschnitts.

Beweisanleitung:

Man begriinde die Ahnlichkeit der Dreiecke f{A,B,C} und
{A,D,B} durch Vergleich der Gr&Sen der Winkelfelder 4
und W, sowie W-, und W;.

Aufgabe 7.9: Auf den Umkreis eines Dreiecks {A,B,C} wende
man die Streckung Og mit dem Schwerpunkt S als Streck-
zentrum und mit k= -% als Streckfaktor an.

C .
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Wie verl&uft der Bildkreis des Umkreises unter o ?
Wo liegt (unter genauer quantitativer Angabe) sein Mittel-

punkt F?

Aufgabe 7.10: Man beweise den Lehrsatz des Pythagoras
(Satz 6.12, Seite 6.8) mit Hilfe des Sehnentangenten-
satzes.

Anl: Man lege durch eine geeignete Ecke des Dreiecks
einen Kreis mit entsprechend zu wihlendem Radius.

Definition 7.6:

Der Kreis durch die drei Seitenmitten eines Dreiecks
heiBt FEUERBACHscher KREIS.

C

A M. 8

Bemerkung: Der Mittelpunkt F des Feuerbachschen Kreises
halbiert die Strecke HM der Eulerschen Geraden.
(Beachte Aufgabe 7.9 !)

Satz 7.15:

Auf dem Feuerbachschen Kreis eines Dreiecks liegen die
*
drei HohenfuBSpunkte ) des Dreiecks.

* » .o

) In einem Dreieck heift der Schnittpunkt einer H&he
mit der zu dieser senkrechten Seite (oder ihrer Ver-
ldngerung) ein HOHENFUBPUNKT.
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Beweis:

B

Da F nach der Bemerkung von Seite 7.12 die Strecke HM
halbiert, halbiert der LotfuBpunkt F, die Strecke E;ﬁ;.
Ein Lot durch den Kreismittelpunkt auf eine Kreissehne
trifft diese in der Mitte (Symmetrieeigenschaft).

Da MA Kreispunkt ist, muB wegen d(MA'FA) = d(FA,HA)
auch H ein Kreispunkt sein.

A
Analog schlieft man bezliglich der anderen HShenfuBpunkte.

Satz 7.16:

*
In jedem spitzwinkligen ) Dreieck sind die H®hen die Win-
kelhalbierenden des zugehdrigen HShenfuBpunktdreiecks.

%
) das ist ein Dreieck mit WinkelmaB <90 fiir jedes der
drei Innenwinkelfelder.



- 7.14 -

Beweishilfen:

Um den Satz filir die H6he durch A zu beweisen, begriinde

man, daf

1. der Kreis mit HB als Durchmesser die HohenfuBpunkte
H, und H, enth#ilt und daB der Kreis mit HC als

A C
Durchmesser die HShenfuBpunkte IH& und HB enthdlt;
2. w(xH HAHB)= wE&H CHB) ist (Satz 7.9);

3. w():HC BH) = w(kH CHB) ist - (Ahnlichkeit der Dreiecke
{AIBIHB} und {A’Clﬁc} );
4. w():HCBH) = w(a:Hc Hy H) ist (satz 7.9).

Dann ist n&@mlich w&H HAHB)= w & HC HAH) .

Im Falle der beiden anderen HShen schlieft man analog.

Bemerkung: Enthdlt das Dreieck A,B,C ein stumpfes Win-
kelfeld W (w(W)> 90), so sind zwei seiner HShen AuBenwin-
kelhalbierende des HShenfuBpunktdreiecks (man zeichne den
Sachverhalt).

Satz 7.17:

Der Feuerbachsche Kreis eines Dreiecks enthdlt die Mitten
der HOhenabschnitte zwischen den Ecken und dem H8henschnitt-
punkt.

Beweis filir die HShe durch C:
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R sei der Mittelpunkt des Kreises mit CH als Durchmesser. Auf diesem Kreis liegen Hp und
H,. Das Winkelfeld £ Hg RH ist als Zentrumswinkelfeld dieses Kreises doppelt so grof8 wie
das Peripheriewinkelfeld £ Hg H4 H iiber demselben Bogen:

w(‘{ HBRH) = 2'(4)(‘ HBHAH) .

Da die Hohen Winkelhalbierende im FuSpunktdreieck sind, ist demnach das Winkelfeld £ Hg RH
genau so grofl wie das Winkelfeld £ Hg H4 He :

(.d(i HBRH) = U(AC HBHAHc) .

Beide kénnen auch als Winkelfelder iiber demselben Bogen Hg H¢ des Feuerbachschen Kreises
aufgefat werden. Da £ Hg Hs Hc hier ein Peripheriewinkelfeld ist, mu88 der Scheitel R des
gleich groBen Winkelfeldes £ Hg RH¢ ebenfalls auf dem Feuerbachkreis liegen (anderenfalls
ergibe sich ein Widerspruch zum Zentrums-Peripheriewinkelsatz).

Bemerkung: Der Feuerbachsche Kreis eines Dreiecks enthilt die drei Seitenmitten, die drei
HohenfuBpunkte und die drei Mitten der durch die Ecken und den Héhenschnittpunkt begrenz-
ten Strecken. Der Mittelpunkt des Feuerbachschen Kreises halbiert die Strecke zwischen dem
Schnittpunkt der Mittelsenkrechten und dem Hohenschnittpunkt.

Abschlielend wenden wir uns zwei weiteren Themen zu.
Der folgenden Inkreis—Ankreis-Figur entnehmen wir zwei Lingenverhiltnisse.

T Te

(STRAHLENSATZ) .
s—c¢
Dabei ist s die Lange des halben Umfangs des Dreiecks {A, B, C} und a, b, ¢ sind die Léngen

der Seiten. . )
S—a - Te ({I’ B ? A} - {As Bc, Mc}) .

2 _ (1=9(=a)(e=b)

s

Daraus folgt
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also die Berechnung des Inkreisradius aus den Lingen der Seiten.

Weiter gilt
252 = s(s—a)(s—b)(s—¢c)

rs = \/s(s-—a)(s—b)(s—c) .

Nun ist I(A) = % + %b + %c =rs der Inhalt der Dreiecksfliche (8§ 8 und 9).
Damit gilt

Satz 7.18:

I(A) = \/ s(s—a)(s—b)s—0¢) (HERONISCHE! DREIECKSFORMEL).

In Kreise lassen sich regelméflige Vielecke einbeschreiben. Es ist leicht, fiir das Quadrat und
fiir das Sechseck Losungen zu finden, bei denen man mit ,,Zirkel und Lineal“ auskommt. Damit

sind sofort auch Losungen fiir das Dreieck und das Achteck gegeben. Wie steht es aber mit dem
5-, 10—, 7- und 9-Eck?

Diese Frage wollen wir fiir die beiden ersteren beantworten. Dazu fiihren wir einen zweckdien-
lichen Begriff ein.
Definition 7.7:

Eine Strecke AB heifit nach dem GOLDENEN SCHNITT geteilt, wenn ihre Liinge sich zu der des
groferen Teils genauso verhilt wie die des grofieren Teils zu der des kleineren:

d(4,B) _ d(A,T)
dA,T) ~ 4(T,B) ' ¢ !

Satz 7.19:

Jede Seite des einem Kreise einbeschriebe-
nen regelméfigen Zehnecks ist so lang wie
der gréBere Teil des nach dem GOLDENEN
SCHNITT geteilten Radius:

d(By,B) = d(A,T).

Beweis: Aufgabe (vgl. Abb.).

Bemerkung;:

Mit Satz 19 ist das Problem auch fiir das Fiinfeck erledigt. Fiir das 7- und das 9-Eck gibt es
kein nur mit Zirkel und Lineal auskommendes Verfahren.

Zur Konstruktion eines regelméfligen Zehnecks mul man eine Strecke elementargeometrisch

'HERON von Alexandria (um +100)
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nach dem Goldenen Schnitt teilen kénnen. Ein praktisches Verfahren dafiir ist im Sekantentan-
gentensatz (Satz 14) ,versteckt“:

BI

L
A T B

AB sei zu teilen:

(1) Mittelpunkt M, MB L M'B, d(M',B)=d(M,B).

(2) AM' schneidet den Kreis um M’ in 7’ und in B’

(3) d(T',B") = d(A, B) nach Konstruktion.

(4) T’ teilt AB’ im Goldenen Schnitt nach dem Sekantentangentensatz (Satz 14):
d(A,B) _ d(A,B)
d(A,B)  d(AT)
d(A,B) _ d(T',B)
dT,B) ~ d(AT)

®) d(A,B) d(T",B’) _
d(T", B) d(A,T)
d(A,B")—d(T',B') _ d(T',B")—d(A,T) (_ d(A,B) - d(A,T))

d(T", B') - d(A,T") : d(A,T)

1 =

1

Es folgt
d(AT) _ d(T,B)
d(A,B) ~ d(A,T)’

Damit teilt T die Strecke AB nach dem Goldenen Schnitt.
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§8 Zerlegungsgleichheit

Dieses Kapitel enthdlt Voriiberlegungen dazu, .jeder Polygon-
fliche (Vieleckfliche) eine positive reelle Zahl als Flid-

cheninhalt zuzuordnen.

Definition 8.1:

Eine Punktmenge I heiBt eine POLYGONFLACHE, wenn sie in
Dreiecksflichen elementargeometrisch zerlegbar ist (s.Abb.)

Dem niheren Verstdndnis dieser Definition dienen die fol-

genden Begriffserkl&rungen:

Definition 8.2:
A:=Hz:nFl;nFlE

heiBft FLACHE DES DREIECKS {A,B,C} , wenn FIZ,F!; ,FIE die

abgeschlossenen Halbebenen zu den Geraden BC, CA, AB sind,
welche A,B,C enthalten.
Die Vereinigung der Seiten des Dreiecks,
ABUBCuUCA ,
heiBt RAND, der Durchschnitt der offenen Halbebenen,
HAnHBnHC,
INNERES des Dreiecks.

Die Punkte des Inneren heiBen INNERE PUNKTE, die des Ran-
des RANDPUNKTE der Dreiecksfliche.




P : innerer Punkt

Q : Randpunkt

Definition 8. 3:

Eine Punktmenge Mc E heiBft ELEMENTARGEOMETRISCH ZERLEGT
in die Dreiecksflichen A]""'An r wenn gilt:

(1) M= LnJAi

(2) &

i nAk besteht fiir itk ho6chstens aus Randpunkten.

Bemerkung: Elementargeometrische Zerlegungen sind von
den Zerlegungen im mengentheoretischen Sinne dadurch un-

terschieden, daB8 flir itk nicht unbedingt Ai nAk== )]
verlangt wird.

Definition 8.4:

I sei eine Polygonfliche.
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P €t heiBft INNERER PUNKT von Il , wenn es eine in Il ent-
haltene Dreiecksfldche A gibt, von der P ein innerer
Punkt ist. P€ E heiBt RANDPUNKT von I, wenn P von je-
der in 0 enthaltenen Dreiecksfliche A h&chstens ein
Randpunkt ist.

P: innerer Punkt
Q: Randpunkt

Satz 8.1:

Die Vereinigung zweier Polygonfl&ichen, die h&chstens
Randpunkte gemeinsam haben, ist eine Polygonfliche.

Beweis:

*
Die Zerlegungen ) der beiden Polygonfldchen seien
n = A1 UA2 U... UAm p

| Jp—" 1 ] 1
H - A]UA2U000 UAn .

Wir haben zu zeigen, das
| S ] ]
HUH - A.] Uo.o UAmUA1 Uo-o UAn

eine Zerlegung in Dreiecksflichen darstellt:
Wegen v _ ' '
- ] [} ]
=g nA) V(A NA) V... U (A, NAY)

gilt AinA]'(cnnII' fir i=17,..,m und k=1,..,n .

Deshalb ist - sofern Ai nAi +@ ist - jeder Punkt P EAi nai

ein Randpunkt der Polygonflichen und wegen

PeA. cl und P €A' !
i k

nach Definition 8.4 auch Randpunkt von Ai und von Ai .
Beide Dreiecksfldchen haben daher h&chstens Randpunkte

gemeinsam.

*
) Der Zusatz "elementargeometrisch" wird hier und im

folgenden weggelassen.
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Da fiir ik auch Ai und Ak bzw. Ai und Ai héchstens
Randpunkte gemeinsam haben, ist

- )
NUI' = A1 U... UAn

eine Zerlegung in Dreiecksflichen.

Aufgabe 8.1: Man beweise, daB der Durchschnitt zweier

Dreiecksfldchen, die einen gemeinsamen inneren Punkt be-
sitzen, eine konvexe Polygonfliche bildet.

Aufgabe 8.2: Man zeige, daB der Durchschnitt zweier Drei-

ecksflidchen, die keinen gemeinsamen inneren Punkt besit-
zen, entweder eine Strecke oder einpunktig oder leer ist.

Definition 8.5:

Eine Zerlegung {A],...,Ak} der Polygonfldche NI in Drei-

ecksflidchen heift FEINER als eine zweite Zerlegung
{Ai,...,Aé}, wenn jede Dreiecksfliche Ai Teilmenge einer

Dreiecksfl&che A3 ist , d.h. es gilt:

Aic:A! .
i€{1,..,k} j€{1,..,n} J

heift VERFEINERUNG von {A;,...,Aé} .

{A."-oo'A

Kk
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Satz 8.2:

Zu je zwei Zerlegungen einer Polygonfldche Il in Drei-

ecksflichen A;,...,Aﬂ bzw. A;,...,A; gibt es eine

gemeinsame Verfeinerung {61,...,Ak}.

Beweis: Aufgabe

Un zwei Polygonflichen zu vergleichen, versuchen wir, sie

in zueinander kongruente Teilmengen zu zerlegen.

In diesem Zusammenhang ist es sinnvoll, den Begriff der
Zerlegung einer Punktmenge in beliebige Polygonflé&chen
einzufihren.

Definition 8.6:

Eine Punktmenge Mc E heift ELEMENTARGEOMETRISCH ZERLEGT
in die Polygonfl&chen H1,...,Hn , wenn gilt:

n
(1) M= uni
l:

(2) Hi nnk besteht flir i%k hOchstens aus Randpunkten.

*
Aufgabe 8.3: Sei {H1,...,Hn} eine Zerlegung ) der Po-

lygonfldche N in n Polygonfldchen, deren jede wiederum

in Polygonfldchen 1M.,.,...,I, . zerlegt sei.
i1 iig

Man beweise, daB die Gesamtheit der Polygonfldchen, welche

*
) Das Wort "elementargeometrisch" lassen wir wieder weg.
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die Zerlegungen aller Hi bilden, eine Zerlegung von Il
darstellt.

Nunmehr kommen wir zu dem oben angekiindigten Polygonfli-
chenvergleich:

Definition 8.7:

Eine Polygonfliche @I heiBt zu einer Polygonfldche II'
ZERLEGUNGSGLEICH , nZn , wenn I und I’ in endlich
viele Polygonfldchen H1,...,Hn bzw. H%,...,Hé zer—

legbar sind, so daB die Kongruenzen Hi Eni , 1=1,..,n
bestehen.

In der Definition 8.7 wird von Polygonfldchen gesprochen,
deren Bilder unter Kongruenzabbildungen wieder Polygon-
flidchen sind. Allgemeiner gilt der

Satz 8.3:

Jedes dhnliche Bild einer Polygonfl&dche ist eine Polygon-
fl&che.

Beweis: Aufgabe
Anl: Man zeige zuerst, daB die Bilder von Dreiecksfldchen
wieder Dreiecksfl&chen sind.

Aus dem Satz 8.3 ergibt sich speziell die

Folgerung 8.1:

Das Bild einer Dreiecksflidche unter einer Kongruenzabbil-
dung ist die Fl&dche des Bilddreiecks.

Satz 8.4:

Zwei Polygonflidchen I und INI' sind genau dann zerlegungs-
gleich, wenn sie so in endlich viele Dreiecksfldchen
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A1,...,An bzw. A;,...,Aé zerlegbar sind, so dag die Kon-

gruenzen Ai EAi r 1=1,..,n ' bestehen.

Beweis:
(1) Besteht die Zerlegbarkeit mit Ai sAi fir i=t,..,n ,
so ist die Zerlegungsgleichheit nach Def.8.7 gegeben.

(2) Sei nun TN2n' .
Dann ist 1 in Polygonfl&chen H1""’Hm und ' in
Polygonfldchen H{,...,H& zerlegbar mit Hi sHi fir

i=],.o’m.

Nach Definition 8.1 ist jede Polygonfliche Hi"in Drei--
ecksfldchen A..,...,A. zerlegbar.
i1 imy
Sei Bi t:E-—-> E diejenige Kongruenzabbildung, welche
I, auf 1N} abbildet. Dann gilt:
1 1 mi
mo=\J a,.
i 3 ij
m; m;
Il = BN, = B, l:j A,. = k_) B.A.. .
i ivi i =7 13 &= 1i)
. . v
{BiAi1,...,BiAimi} ist eine Zerlegung von Hi in

Dreiecksflidchen (nach einem Abschnitt des Beweises
von Satz 8.3).
Nach Aufgabe 8.3 ist 1 in die Dreiecksflichen

T,

zerlegt und NI' deshalb in die Dreiecksfl&chen

A11,00’A1m1'A2]'-0'A ,.ool’Am1'..'A

2m2

BaBqqrerBabym rBaloqrecrBylop reveeerBpbngs

. m  mj
Es gilt also: /A\ /ﬁ\
A,.=B.A.. .
i=1 3=1 1] Bl 1J

Damit sind die im Satz behaupteten Kongruenzen abge-

LI ] BmAm

M

leitet. Nach geeigneter Umbenennung,

A A A A2,..., A = An H

P19 = B30 Bybqp = Byreees Bpbpy =

11~ Bq7 8927
Al

kdnnen wir sie auch in der Form

n
/\ 8, =
i=7 + 4

aussprechen.
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Satz 8.5:

Die Zerlegungsgleichheit ist eine Aquivalenzrelation in
der Menge der Polygonfléchen.

Beweis: Aufgabe

Definition 8.8:

Sei {A,B,C} eine Dreieck und DEE der Bildpunkt von B
bei der Punktspiegelung o, am Mittelpunkt M von AC.
Dann heiBt die Vereinigung der beiden Dreiecksflichen

Aapc Y3acp

PARALLELOGRAMMFLACHE mit den Ecken A,B,C,D und den
Seiten AB,BC,CD,DA.

Sind zwei Seiten mit gemeinsamem Endpunkt zueinander
senkrecht, spricht man von einer RECHTECKFLACHE , sind
auBerdem alle Seiten gleich lang, so nennt man die ein-
geschlossene Fldche eine QUADRATFLACHE.

g |

Parallelogrammfl&che Rechteckfldche Quadratfldche

Satz 8.6:

Zu jeder Dreiecksfldche gibt es eine zerlegungsgleiche Pa-

C

rallelogrammflé&che.

Beweis:
Gegeben sei das Dreieck {A,B,C} .

M E -a"'D

- --------’

Wir spiegeln den Mittelpunkt D

von AC am Mittelpunkt M von /
BC und erhalten den Punkt E. ‘/
Nach der Umkehrung des 1.Strah- /

:
o SR .2

>
CSE
o
o«
SN
o
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lensatzes (Satz 4.14, Seite 4.12) liegt E auf der Paral-
lelen DM zu AB. AuBerdem ist EB als Bild von DC un-

ter der Punktspiegelung Oy an M parallel zu DC.

Demnach ist {A,B,E,D} ein Parallelogramm.

Wegen GM{M,C,D}== {M,B,E} sind die Dreieckfldche AABC

und die Parallelogrammfl&che HABED zerlegungsgleich,

Nach dem 1.Strahlensatz (Satz 4.13, Seite 4.11) ist im Dreieck
{A,B,C} der Abschnitt der Hbhe h_, durch C doppelt so lang wie

der Abstand der Parallelogrammseite AB von der dazu parallelen

Seite DE, d.h.
d(C,H.) = 2-d(S,H.)

Satz 8.7:

Stimmen zwei Parallelogrammflichen in der Linge einer

*
Seite und in der Linge des HBhenabschnitts ) zu dieser
Seite {iberein, so sind sie zerlegungsgleich.

Beweis: 0

Es seien A,B,C,D —_— e = — H -
und A',B',C',D' die

Parallelogramme, und

es sei d(A,B) =d(aA',B').

Wir bilden die beiden

gleichlangen Seiten Asg’ ‘jé'sg

durch eine Kongruenzab-

bildung aufeinander ab, und zwar so, daB die beiden paral-

lelen Seiten in dieselbe Gerade fallen.

Wir unterscheiden zwei M&glichkeiten:

(1) Der Durchschnitt der beiden in dieselbe Gerade abge-
bildeten Seiten ist nicht leer (s.Abb. oben). In die-
sem Fall ergibt sich die Zerlegungsgleichheit der Pa-
rallelogramme aus dem 1.Kongruenzsatz filir Dreiecke
(Satz 5.6, Seite 5.7).

(2) Der Durchschnitt der beiden in dieselbe Gerade abge-
bildeten Seiten ist leer: DCND'C’' = @

(s.Abb. auf Seite 8.10 oben)

*
) Dies ist der Abstand dieser Seite von der zu ihr paral-
lelen Seite.
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A-p 3.3’

Es sei D'C'cDC . Dann werden auf 'ﬁE so oft Strecken

D1C1, D2C2,... der Ldnge d(D,C) nacheinander abgetragen,

bis ein Endpunkt (in unserer Abbildung ist dies C]) auf
der Strecke D'C' liegt.

Nach (1) sind benachbarte Parallelogrammflichen zerlegungs-
gleich und wegen der Transitivit&t der Relation " 2" sing
dann auch die beiden Parallelogrammflichen, von denen wir
ausgegangen sind, zerlegungsgleich.

Folgerung 8.2:

Zu jeder Parallelogrammfliche gibt es eine zerlegungsglei-
che Rechteckflidche derart, daB beide Flichen in der La&nge
einer Seite {ibereinstimmen.

Begriindung: Zu jeder Parallelogrammfliche 1l#B8t sich eine

Rechteckfldche konstruieren, welche mit jener in der Lin-
ge einer Seite und in der Linge des zugehdrigen HBhenab-
schnitts libereinstimmt.

ber den Satz 8.7 ergibt sich die

Folgerung 8.3:

Zwei Dreiecksflichen sind zerlegungsgleich, wenn sie in
der Linge einer Seite und in der Liange des zugehdrigen
H6henabschnitts i{ibereinstimmen.
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Aufgabe 8.4: Man zeige, daB jede Rechteckfliche zu einer

Rechteckfldche, bei der die L&nge einer Seite beliebig
vorgegeben ist, zerlegungsgleich ist.

Hinweis: Man mache die Fallunterscheidung
(1) a(B',C') >d4(B,C) wund (2) 4(B',C') <d(B,C).
Dabei sei d(A,B) 2d(B,C) vorausgesetzt.

Satz 8.8:

Zu jeder Polygonflidche existiert eine zerlegungsgleiche
Rechteckflédche.

Beweis: Aufgabe
Hinweis: Man beachte Def.8.1 und verwende Satz 8.6 und
Aufgabe 8.4.

Aufgabe 8.5: Man zeige, daB im rechtwinkligen Dreieck

die Quadratfldche iliber der Hypotenuse zerlegungsgleich
zu. der Polygonfldche ist, die aus den beiden Quadrat-
fl&dchen iiber den Katheten besteht.
]
A

Anl: Man zeige, daB
in nebenstehender
Abbildung gilt:

Z
Tacarc' = Tan pa" ¢
und entsprechend:

z
Tepers' = " _pB" -

- 9.1 -
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§9 Der Fl&dcheninhalt

Jeder Polygonfldche soll eine positive reelle Zahl als
Flacheninhalt zugeordnet werden. Dabei soll der Fl&chen-
inhalt der Polygonfldche -wie auch immer sie in Dreiecks-
fldchen zerlegt wird, - die Summe der Fldcheninhalte der
Dreiecksfldchen sein. Demnach muB8 die SUMME unabhé&ngig
von der Zerlegung sein.

l2e£!‘njtjgn 2 Il
® sei die Menge aller Polygonfléchen.
Die Funktion I: 7 — R* mit I~ I(I)
heift FLACHENINHALTSFUNKTION, wenn gilt:
1. I(N) = I(N4) +I(N2)
filr jede Zerlegung einer Polygonfldche II in Polygon-
fldachen 14 und 1.
2. /A\/A\]IBIP = I() = I(I') .
MePNeP
3. I(M) =1
fiir jede Quadratfldche I mit Seiten der L&nge 1 .

I(ll) heist FLACHENINHALT der Polygonflidche 1II.

Bemerkung: Da8 die Funktion eindeutig bestimmt ist, muB
noch bewiesen werden.

Im folgenden setzen wir zundchst die Existenz einer Fl&-
cheninhaltsfunktion I voraus.

Satz 9.1:
Sind I und INI' Polygonfldchen, so gilt:

z

I n' = I(IM) = I(I') .

Beweis: Aufgabe

Satz 9.2:

Fl&dcheninhaltsfunktionen sind streng monoton, d.h.
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/\ /\ MTEN' = I(N) <I(')

Nepll'e P

Beweishinweis:

Es 148t sich - miihsam - zeigen,
dag INI' in 2zwei Polygonfli-

*
chen T und NI elementar-
geometrisch zerlegbar ist
(s.Abb.) Dann ergibt sich
nach Def.9.1:
I(m +I(n*) = (") }

=

0 < I(m*)

= I(I) < I(Nn") .

Satz 9.3:

Bei jeder Fladcheninhaltsfunktion I haben die Quadrat-
fldchen I mit der Seitenldnge % (n EN) den Flichen-

inhalt I(m) = '%i . .

’ 11—
Beweis: exy ]
Eine Quadratfliche @' der 2 ﬂ
Seitenl&nge 1 kann man in lTM TC,,,
n? Quadratflidchen I

17"

Il der Seitenldngen

1n""nnn

% zerlegen. Diese Quadrat-

fl&chen sind kongruent. Sie
besitzen deshalb alle densel- TTid Trnn
ben Fl&cheninhalt. Also folgt:

EE: 22: I(Hij) = I(0') =1
5=

i=1

Hij EHk

1 3k, 1€(1,..,n})
Satz 9.4:

Bei jeder Fl&cheninhaltsfunktion I haben die Rechteck-
fldchen N mit den rationalen Seitenlingen a,b€ @+ den
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Fl&dcheninhalt I(N) = a*b .

Beweis: 4 |"
NN \ . =
a,b €p* kann man mit Hilfe

des Hauptnenners n dar-

Am

€21>>

stellen als

k
a= H ? b= % (k'm'n €N)n

I ist zerlegbar in k-m
Quadratfl&chen I

11'00.,
I '..,Hk1’..’nkm der W“4 lTkn

Seitenldngen % . Diese & b:

1m

33

sind alle zueinandﬁr kongruent. Demnach gilt:
m

I(M,.) = I(N)
é 3=1 1J

1
= I(m)
i=1 j=1 52
1
Keme == = I(I)
n2
k m _
an = I(m)
a-b = I1I(I1) .

Satz 9.5:

Bei jeder Fl&dcheninhaltsfunktion I haben die Rechteck-
fldchen I mit der rationalen Seitenliinge a> 0 und der
irrationalen Seitenldnge B >0 den Flicheninhalt

I(I) = a-B .

1 ) ) )

_"_"Q"

Irrationalzahl B
gibt es eine mono-

|
ton wachsende Fol- ' [ ll |
ge (bn)nGN ra= l

|

]

tionaler Zahlen

Beweis: . L.. ‘)llés
Zu der positiven T n; n;' TGI ﬁ
|
a |
|
!

und eine monoton

N

3 —



- 9.4 -

fallende Folge rationaler Zahlen mit

(b!'l)nElN
{e} bn <B <br" und (br'1 -bn)nEIN Nullfolge;
dabei kann b1>'0 gewdhlt werden.

Die Rechteckflidche 1 kann nun so zerlegt werden, dag
sie Rechteckfldchen H1,..,Hn,.. umfagt, deren eine
Seite die Li&nge a und deren andere Seite die L&nge
b1,b2,..,bn,.. hat (s.Abb. auf Seite 9.3 unten).
Andererseits kann sie als Bestandteil von Zerlegungen
von Rechteckfldchen ;, é,..,Hg,.. aufgefast werden,
deren eine Seite die Ldnge a hat und deren andere Sei-
ten die Léngen b',bé,..,bﬁ,.. haben (s.Abb. auf Seite
9.3 unten).

Fiir diese Rechteckfldchen gilt demnach:

n, cll C...CHnEHEHAC...CHECHi

1 2
Daraus folgt nun mit Satz 9.2:
- . . [} - ] - 1
a-b1 <a bzs... <a bn(I(II) <a bns... <a bzsa b] .
Da dies fiir nélN beliebig gilt, folgt:

I(m) '
bn< S <bn .

n
Andererseits gilt: /N\ bn'<6 <b$ .
nenN

Da (bé-—b ) eine Nullfolge ist, kann es keine zwei

n’  n€EN
I(m)
a

verschiedenen Zahlen 8 und mit dieser Eigenschaft

geben. Es gilt daher: I ()
a

I(I) = a<Bp .

Satz 9.6:

Bei jeder Fl&adcheninhaltsfunktion I haben die Rechteck-
flichen I mit den irrationalen Seitenlédngen «,B ER*\Q

den Fldcheninhalt
I(M) = a*B .

Beweis: Aufgabe
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Folgerung 9.1:

Auf der Menge der Rechteckfl&chen stimmen alle Flichen-

inhaltsfunktionen {iberein.

Satz 9.7:

Hat eine Dreiecksfldche A eine Seite der Linge a und
hat der zugehdrige HShenabschnitt die Linge h, so gilt
flir jede Fl&cheninhaltsfunktion I :

a-h
I(a) = 5 .

Beweis:

Die Dreiecksfldche ist zerlegungsgleich einer Rechteck-
fldche mit Seiten der Lingen a bzw. % (s.S&dtze 8.6
und 8.7 auf den Seiten 8.8/8.9). Mit Satz 9.4-9.6 folgt

die Behauptung.

Satz 9.8:

Es gibt h&chstens eine Flidcheninhaltsfunktion I.

Beweis:
Jede Polygonfldche I ist in Dreiecksflichen A1,..,An
zerlegbar. Die Fl&cheninhalte der Dreiecksflichen sind
nach Satz 9.7 unter allen Inhaltsfunktionen gleich gros.
Wegen I(m = i I(4,)

i=1 *
stimmen dann aber alle Inhaltsfunktionen auf allen Poly-
gonfldchen iliberein.

Aufgabe 9.1: Man beweise, daB der Inhalt einer Parallelo-

grammfldche sich als Produkt aus der Linge einer Seite
und der Linge des zugeh®rigen H8henabschnitts ergibt.

Definition 9.2:

Eine konvexe Viereckfl&dche, die ein Paar paralleler Sei-
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ten besitzt, heiBt
TRAPEZFLACHE . C - C

D&
7
/ Il )
A
Aufgabe 9.2: 1 sei eine | //
Trapezfldche mit zwei zu- N
einander parallelen Seiten 4 TT>/
der Ldngen a und c; h b /9/ )
- =3

sei die Lange des zugehdrigen R¢ Q

o=

Hbhenabschnitts. Man beweise:
Filr den Fldcheninhalt gilt

I(m = 312“2-11 )

Nachdem wir gezeigt haben, daB8 es hochstens eine Fl&dchen-

inhaltsfunktion geben kann, werden wir beweisen, daB min-
destens eine solche Funktion existiert.

Durch die vorangegangenen tiberlegungen wissen wir, wie
wir die Werte einer Flicheninhaltsfunktion fiir Dreiecks-
flidchen festzusetzen haben.

Definition 9.3:

Jeder Dreiecksfliche A wird durch die Fladcheninhalts-
funktion I als FLACHENINHALT I(A)}) das halbe Produkt
aus der Lidnge einer Seite und der L&nge des zugeh&rigen

HOhenabschnitts zugeordnet.

Bemerkung: Da8 die Fl&cheninhaltsfunktion I fiir Dreiecke
wohldefiniert ist, ergibt sich aus der Aufgabe 6.10 auf
Seite 6.9. Dort wurde gezeigt, das8 im Dreieck fiir die aus

den Seitenldngen a,b,c mit den Langen ha’hb’hc der
zugehdrigen HOhenabschnitte gebildeten Produkte gilt:
a-ha = b-hb = c-hC .
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Definition 9.4:

Sei II eine in die Dreiecksflichen A1,...,An zerlegte
Polygonfldche. Dann ist ihr FLACHENINHALT I(Il) die Sum-
me der Fldcheninhalte der Dreiecksfl&ichen:

(M = i I(a,) .

i=1

Wir haben noch zu zeigen, daB die so festgesetzte Zahl
I(I) nicht von der Art der Zerlequng in Dreiecksfl&chen
abhédngt.

Definition 9.5:

Eine Gerade g€ G, der ein

innerer Punkt einer Polygon-
fldche I angehért, heist TRANSVERSALE.

Bemerkung: Offensichtlich wird
jede Dreiecksflidche A von jeder
Transversalen g durch eine Ecke
dieses Dreiecks in zwei Teildrei-
ecksflidchen A1 und A2 zerlegt.

Definition 9.6:

Die Zerlegung einer Dreiecksfldche A in zwei Teildrei-
ecksflédchen A1 und A2
eine Ecke heift EINFACHE TRANSVERSALZERLEGUNG. Die Zerle-

gung einer Dreiecksfldche A in Teildreiecksfléchen A1,...,
A, heigt TRANSVERSALZERLEGUNG, wenn sie durch eine endliche
Folge von einfachen Transversalzerlegungen hergestellt wer-

den kann (s.2Abb.)

mittels einer Transversalen durch
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Wir kdnnen eine einfache hinreichende Bedingung fiir eine
Transversalzerlegung einer Dreiecksfldche formulieren:

Satz 9.9:

Die Zerlegung einer Dreiecksfldche A in Teildreiecks-

fldchen A1""'An ist eine Transversalzerlegung, wenn
zwel Seiten existieren, die alle Ecken der Teildreiecke
enthalten.

Beweis: (durch vollst.Ind. nach der Anzahl n der Teil-
dreiecksflidchen) C

Induktionsanfang:

Flir n=2 muB die einzige
™ Transversale durch eine
Ecke hindurchgehen, weil
sonst keine zwei Dreiecke
erzeugt werden. Demnach
liegt eine Transversalzerle-

gung VoOr.

Induktionsannahme:

Jede Zerlegung einer Dreiecks-
fldche A in ho6chstens n Teildrei-

ecksflédchen A1"‘°'An ist eine Transversalzerlegung,
wenn zweil Seiten existieren, die alle Ecken der Teil-
dreiecke A1,...,An enthalten.

ﬂh Induktionsschritt:
Die Fldche A eines Dreiecks {A,B,C} sei in n+1

Dreiecksfldchen A1,...,An,A derart zerlegt, dag

die Voraussetzungen des Sat;:;]erfﬁllt seien.

AB enthalte innen keine Ecken von Teildreiecken (s.
Abb. oben). Dann sind A und B Ecken einer Teildrei-
ecksfléche A  , , deren dritte Ecke T auf BCUCA
liegt; sei o.B.d.A. T €BC .

Die Flache des Dreiecks {A,T,C} ist in Teildreiecks-
flidchen A]""’An zerlegt, deren Ecken samtlich auf
TC UCA 1liegen, da es ja im Inneren von {A,B,C} kei-

ne solchen Ecken gibt. Nach der Induktionsannahme han-
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delt es sich dabei um eine Transversalzerlegung.
AuBerdem ist A in An+1 und die Fldche von f{A,T,C}
einfach transversal zerlegt, d.h. auch die Zerlegung

von A in A1,...,An,A kann durch eine Folge von

n+1
einfachen Transversalzerlegungen erzeugt werden und

ist somit selbst eine Transversalzerlegung.

Satz 9.10:

Jede Zerlegung einer Dreiecksfldche A in Dreiecksflichen
A1,...,An 188t sich durch Transversalzerlegungen der Ai

zu einer Transversalzerlegung von A verfeinern.

Beweis:

Durch die Ecken der Zerle-
gung {A1,...,An} werden
von einer Ecke A aus Ge-
raden gelegt, welche jeweils
A und einen Eckpunkt der

Ai (i=1,..,n) enthalten. Die-

se Geraden zerlegen A trans-
versal in Dreiecksfldchen
Ai,...,Aﬁ .

Zugleich zerlegen diese Geraden

die Dreiecksfldchen der urspriing-
lichen Zerlegung A1,...,An in Dreiecks- und Vierecks-
fldchen. Diese Vierecksfl&dchen werden diagonal in Drei-
ecksflidchen zerlegt.

Damit ist eine Verfeinerung der Zerlegung A1""’An in

Dreiecksflédchen q,...,A; entstanden.

Das Innere jeder Dreiecksflédche Aﬁ und ihre auf BC lie-
gende Seite enthalten nach Konstruktion keine Teilungs-
punkte; deshalb sind alle Aﬁ nach dem Satz 9.9 transver-
sal zerlegt.

Damit ist auch A transversal zerlegt.

Wir haben noch zu zeigen, daB auch die A, durch die

i
1r++.,A" transversal zerlegt sind:
1 p
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Sei Ai die Fl&che des Dreiecks ({X,Y,2} .

a) Dann kann eine Dreiecks- C

seite auf einer Transver-
salen durch A liegen
(etwa XYcAX, vgl.Abb.)
Dann ist diese Seite und
das Innere von Teilpunk-
ten frei, d.h. alle Ecken
der zerlegenden Dreiecke
befinden sich auf den bei-

den anderen Seiten
XZ UYZ .

b) Oder es kann eine Transversale durch A die Fl&che

Ai in 2zwei Teildreiecksflichen

zerlegen, ndmlich als Eck-

transversale des Dreiecks (:
{X,Y,2}. Sei AX diese
Ecktransversale und T der
Schnittpunkt von AX mit

YZ (s.Abb.) Dann ist die
Seite XT der beiden Teil-
dreiecksfldchen und das
Innere beider Teildreiecks-
flidchen von Teilpunkten
frei; beide Teildreiecksfli-
chen und damit auch Ai sind

nach Satz 9.9 transversal zerlegt.

Satz 9.11:

Ist eine Dreiecksfldche A in Dreiecksflichen A1,...,An

zerlegt, so gilt: 2?:

I(A) = I(4;) .

i=1

Bewels:
(a)sei A in A' und A" einfach transversal zerlegt.
Die Ecktransversale schneide die Seite BC in einem



inneren Punkte D. Sei
ha die Ldnge des zur
Seite BC gehdrigen HG-
henabschnitts. Dann gilt:

hay
2

ha
— -1a(s,D)+a(p,0)]

ha
=z

(a") + I(4')

I(4) = -d(B,0)

.d(B,D) +—-.d4(D,C)

-2
2
= I
(b)Sei A transversal zerlegt. Wir filhren einen Induk-
tionsbeweis nach der Anzahl n der zerlegenden Drei-
ecke:
Ind.-Anf:
Fiir n=2 liegt eine einfache Transversalzerlegung vor,
und die Aussage des Satzes ist nach (a) richtig.
Ind.-Ann:
Der Satz sei richtig filir jede Transversalzerlegung
von A in hdchstens n Dreiecksfldchen.
Ind.-Schritt:
Sei A transversal zerlegt

in die Dreiecksfl&chen
A1""’An+1 . Das bedeutet:
Die Ai sind durch eine Auf-

einanderfolge von einfachen
Transversalzerlegungen er-
zeugbar.

Bereits die erste dieser ein-
fachen Transversalzerlegungen
zerlegt die Dreiecksflidche A
in zwei Dreiecksfl&chen A’
und A", die jede fiir sich
weiterzerlegt werden (in unserer Abb. ist diese Zerle-
gung gegeben durch die Gerade AD).

Bei geeigneter Numerierung ist daher A' in A1,..,Ak
und A" in A

gilt:

k+1""An+1 transversal zerlegt. Dabei

1<k <n und n+l-k <n .
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Nach der Induktionsannahme ist +
I(A') = i I(A;) wuwnd I(A") = S I(a,) .
i=1 i=k+1
Nach dem Teil (a) ergibt sich damit:
I(a) I(A') + TI(A™)

5
I(4,) + I(a)

i=k+1

i=1
n+1

I(A,)
i=1 1

(c)Sei A beliebig in Dreiecksflichen A1,...,An zexr-
legt. Diese Zerlegung verfeinert man durch transver-
sale Zerlegungen der Ai genmdB Satz 9.10 zu einer
Transversalzerlegqung Aq,...,ﬁ; von A.

Damit ergibt sich nach Teil (b):
I(a) = I(ay) .
i=1

X3 S " " . s :
Fir alle i=1,..,n seien Ai1"“'Aipi diejenigen

Dreiecksflichen unter den A;,...,A; . welche Ai

transversal zerlegen. Fiir deren Inhalte gilt:

p
I(A,) =: I(AY) .
i o= iv

1pq ipi

und {A?,...,A;} sind identisch; sie sind durch

Umnumerierung derselben Dreiecksfldchen auseinander

Die Mengen {A;1,..,A ,...,A;1,..,A ,..,A;1,..,A

hervorgegangen.
Die Summe ihrer Fldcheninhalte ist daher gleich.
Damit ergibt sich auch in diesem Falle:

i 3
I(a,) = S > 1(ar) =S I(A") = I(A) .
=1 * i=yv=\oow 1

i=1

Nun kdnnen wir beweisen, daB die Definition des Flichen-
inhalts fiir beliebige Polygonflichen von der speziellen
Zerlegung in Dreiecksfldchen unabh#ngig ist.

np,

}
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Satz 9.12:
{A;,...,A&} und {A",...,A;} seien Zerlegungen der Po-
lygonfldche I in Dreiecksfl&chen. Dann gilt:

rap = Y zan .
i= * 3=1 ]

Beweis:
{A1,..,Ak} sei eine nach Satz 8.2, Seite 8.5 existierende
gemeinsame Verfeinerung der beiden Zerlegungen.
Jede Dreiecksfl&che Ai ist in gewisse Dreiecksflédchen Aj
zerlegt, und ihr Flédcheninhalt I(Ai) ist die Summe der
Fldcheninhalte dieser zerlegenden Aj. Jedes Aj ist zer-
legender Bestandteil genau einer Dreiecksfliche wvon
{Ai,...,Aﬁ} . Deshalg gilt:

> T(aD = i’ I(a) .

i=1 1 3=1 J
Mit der gleichen Bengndung gilt:

2. T =

I(A.) .
i=1 5=1 J

Daraus aber folgt die Behauptung.

Satz 9.13:

Die Zuordnung eines Fl&cheninhalts I(ll) 2zu jeder Poly-
gonfldche I gemdB Definition 9.4 definiert eine Flichen-
inhaltsfunktion (s.Def.9.1) auf der Menge der Polygonfli-
chen.

Beweis:
Sei {A1,..,An} eine Zerlegung der Polygonfliche 11 in
Dreiecksfldchen; seien ai’hi €R+ (i=1,..,n) die Lingen
einer zu Ai gehdrigen Dreiecksseite und des passenden
HShenabschnitts. Dgnn gilt n
aihj
m = 2 I(ay) = Y 5= eR* .

i=1 i=1

1. Sei {nj,nz} eine Zerlegqung der Polygonfldche 1 in

zwei Polygonfldchen. Diese seien wiederum in Dreiecks-
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fldchen Ai,...,Aﬁ bzw. A;,...,A; zerlegt.
Dann ist NI in die Dreiecksflichen A;,..,AH,A;,..,A;
zerlegt (vgl. LOsung zu Aufgabe 8.3, Seite 8.5),

und es gilt:
I(m

I(A;)+...+I(Aﬁ)+I(A¥)+...+I(A;)

‘Z I(A}) + f I(A})

i=1 i=1
I(H1)-+ I(H2) .

Sei InI=In" .
Dann existiert eine Kongruenzabbildung 8: E----> E mit
I =1" . {A1,...,An} sei eine Zerlegung von 1II:

C

nm= A, .

i=y *t

Nach dem Beweis von Satﬁ 8.3 (Seite 8.6) ist dann

nm' = gIl = 5:! BAi P
wobei {BAl""’BAn} eine Zerlequng von II' in Drei-
ecksflidchen darstellt. Mit den Dreiecksflichen sind
die zugehdrigen Dreiecke kongruent.
In kongruenten Dreiecken sind entsprechende Strecken
gleich lang. Da Kongruenzen winkelmaBtreu sind, gehen
HBhen wieder in HShen liber.
Dreieck und kongruentes Bild stimmen deshalb in den
Lidngen der entsprechenden Seiten und in den Li3ngen

der zugehdrigen HOhenabschnitte {iberein.
n

Das bedeutet:
/\I(Ai) = 1(B8,) .

i=1
i=1 i=1
I sei eine Quadratflidche mit Seiten der Linge 1.
Dann kann I in zwei kongruente rechtwinklige Drei-

ecksfldchen zerlegt werden,

- ¢!
die eine Seite der Linge 1 QF/
A
mit zugehdrigem HShenab- Eziéié/ Z\
schnitt der Linge 1 besit- 1 ///’
A
-~ A

4

zen. Jede dieser Dreiecks-
flachen A,,A, hat den Fli- j;;;
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; —_ _ 1.1 _ 1
cheninhalt I (A 1 ) = I{ AZ) = T = E .
Damit folgt: I(TT) = I(A1)+ I(Az) = % + % =1

Aufgabe 9.3: Man zeige, daB
mittels des Schnittpunktes
der Seitenhalbierenden jedes
Dreieck in 3 fl&chengleiche
Teildreiecke zérlegt wird,
d.h. es gilt:

I(A,ps) = T(A ) = T(A

CAS)'

Hinweis: Man beachte Aufgabe 4.9

. 1
auf Seite 4.2 : = = i=
u eite 1 und zglqgf_ml(lxi) 3 I(Z&ABC) r 1 j,2,3."“

Aufgabe 9.4: Anhand der ne-
benstehenden Skizze beweise

man nochmals den Satz des Py-
thagoras mittels der Eigen-
schaften der FlidchenmaBfunktion:

Es sei {A,B,C} ein Dreieck mit
Ww(LABC) = 90 . Die in der Skiz-
ze markierten Dreiecke seien alie
zZu {A,B,C} kongruent. Zeigen Sie:
a(a,c)2= a(a,B) %+ a,0)?

Hinweis: Man zeige zuerst, daR
W(<xACC')= 90 folgt
aus {A,B,CS = {C,B',C'}.
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