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Zusammenfassung

Pseudogeradenarrangements sind einfache Objekte mit faszinierenden Beziigen zu einer Vielzahl verwandter
Strukturen aus Kombinatorik, Geometrie und Informatik. Neben einem allgemeinen Einblick beschdiftigt uns die
Frage, wie diese zufillig mithilfe einer Markov-Kette erzeugt werden kénnen.

Hier ein kleines Rétsel fiir Sie: In Abb. [I] sehen Sie
links ein regelméfiges 12-Eck. Sagen wir, alle Seiten ha-
ben Lange 1. Rechts ist eine Rhombenpflasterung dar-
gestellt, d.h. eine Kachelung mit Rhomben der Sei-
tenldange 1. Wie viele Rhomben benétigen Sie, um auf
diese Weise ein regelméfliges k-Eck zu pflastern?

Abbildung 1: Rhombenpflasterung eines 12-FEcks

Vielleicht nehmen Sie sich die Zeit, um dariiber nach-
zudenken, bevor Sie unsere Antwort lesen.

Es geht nur, wenn k gerade ist, k = 2n. Sei R ei-
ne gegebene Rhombenpflasterung. An jeder Randkan-
te u des k-Ecks liegt in R ein Rhombus an, dessen ge-
geniiberliegende Seite u' parallel zu u ist. Dies setzt
sich fort zu einem Band von Rhomben, die durch Kan-
ten getrennt sind, welche alle parallel zu u sind. Es
verlduft zwischen u und der gegeniiberliegenden Seite
des k-Ecks, siche Abb. ] links. Zwischen je zwei ge-
geniiberliegenden Seiten des k-Ecks verlduft ein solches
Band. Dies zeigt schon, dass die Seitenzahl k£ gerade sein
muss. Jedes der n Bénder kreuzt alle anderen Bander
genau einmal und muss deshalb aus n — 1 Rhomben
bestehen. Nun gibt es in R also genau n Bénder, beste-
hend aus jeweils n—1 Rhomben, und jeder Rhombus ist
Teil genau zweier Béander. Es miissen dann insgesamt
genau n(n — 1)/2 Rhomben sein.

Abbildung 2: Von Rhombenpflasterungen zu Pseudo-
geradenarrangements

Ersetzen wir die Bander einer Rhombenpflasterung
durch Kurven, so erhalten wir ein Arrangement von
Pseudogeraden, sieche Abb. [2] rechts. Der Name riihrt
daher, dass sich die Kurven in einer Eigenschaft so
verhalten wie eine Menge nicht-paralleler Geraden: Je
zwei von ihnen schneiden sich in genau einem Punkt.
Ein Pseudogeradenarrangement (Arrangement) ist da-
her formal definiert als eine endliche Menge einfacher
Kurven fi, -, fn : R = R? in der Ebene, die in beide
Richtungen in die Ferne streben, d.h.

Jim [I7:(6)] = lim [ fi(t)]) = oo,

und die die Eigenschaft erfiillen, dass sich je zwei in ge-
nau einem Punkt kreuzen. In einem einfachen Arrange-
ment fordert man zusétzlich, dass sich in jedem Kreu-
zungspunkt genau zwei Pseudogeraden kreuzen.

Wir betrachten {ibrigens Arrangements stets nur bis
auf Homoomorphie. Das bedeutet, zwei Arrangements,
die sich wie die beiden Arrangements in Abb. [3| nur
durch Verzerrung der Ebene unterscheiden, sind fiir uns
das gleiche Arrangement. Denn uns interessiert nicht
die exakte Zeichnung des Arrangements, sondern nur
das kombinatorische Muster, welches durch die Rei-
henfolgen gegeben ist, in der sich die Pseudogeraden



untereinander schneiden. Die oben beschriebene Bezie-
hung zwischen Rhombenpflasterungen und einfachen
Pseudogeradenarrangements ist dann eine Bijektion. So
wird eine Briicke geschlagen von einer rein geometri-
schen Struktur zu einer kombinatorisch besser greifba-
ren Struktur.

Abbildung 3: Zwei Zeichnungen eines Arrangements

Pseudogeradenarrangements wurden zum ersten Mal
im Jahr 1926 von Levi beschrieben [I5]. Weitere be-
deutende Fortschritte erbrachten dann 1957 Ringel [20]
und 1972 Griinbaum [IT]. Es ist nur bis n = 16 bekannt,
wie viele Arrangements es mit genau n Pseudogeraden
gibt (Folge A6245 in der OEIS [19]). Bezeichnet B,
deren Anzahl, so kennt man fiir mehr Pseudogeraden
lediglich die Asymptotik

0.2083n? < log, B,, < 0.657n>,

siehe [3,[6] [5]. Die exponentielle untere Schranke erklért,
weshalb ein Abzéihlen durch vollstandiges Iterieren aller
Arrangements am Computer kein erfolgversprechender
Ansatz, ist.

Verwandt zu der Frage des Abzéihlens einer kombina-
torischen Struktur ist die Frage, wie Instanzen zufillig
erzeugt werden kénnen. Beherrscht man das eine effi-
zient, so oft approximativ auch das andere, und um-
gekehrt (Vgl. [I4, Kap. 3]). Wir hitten also gerne ei-
ne effiziente Methode, die ein Arrangement oder eine
Rhombenpflasterung zufillig generiert und dabei jedes
Arrangement mit gleicher Wahrscheinlichkeit erzeugt.
Spéter werden wir auf diese Frage noch einmal zuriick-
kommen.

Eine weitere spannende Frage ist die der Streckbar-
keit. Ein Arrangement heif8t streckbar, wenn es auch
mittels Geraden gezeichnet werden kann, wie zum Bei-
spiel das Arrangement in Abb.[3] Es konnte gezeigt wer-
den, dass alle Arrangements mit héchstens n < 7 Pseu-
dogeraden streckbar sind [§]. Auf Ringel [20] geht das
in Abb. [] gezeigte nicht-einfache Arrangement mit 9
Pseudogeraden zuriick. Dieses ist nicht streckbar: In ei-
ner geradlinigen Zeichnung wiirde aus dem Satz von
Pappus, angewandt auf die sechs griinen, quadratischen
Kreuzungspunkte, folgen, dass die drei orangen, runden
Punkte auf einer Geraden liegen. Doch dies schlieit die
Lage der , sich durchschldngelnden® orangen Pseudoge-
rade aus. Priifen auf Streckbarkeit ist ein NP-schweres
Problem [21].

Abbildung 4: Nicht-streckbares Arrangement

Sortierwerke und Reduzierte Worter

An Pseudogeradenarrangements faszinieren die Beziige
zu vielen weiteren kombinatorischen Strukturen, von
denen wir hier nur einige vorstellen kénnen.

Wir gehen im Folgenden von einfachen Arrangements
aus, in denen eine der duferen Zellen als Nordpol N
ausgezeichnet ist. Dies induziert eine Orientierung der
Pseudogeraden, in der der Nordpol zu ihrer Linken
liegt, siehe Abb. [5| links. Ein Drahtdiagramm ist eine
kanonische Zeichnung, in der die Pseudogeraden unter-
halb des Nordpols wie Dréhte horizontal von links nach
rechts laufen und sich mit anderen Drahten in Vertau-
schungen benachbarter Dréihte kreuzen, siehe Abb. [f]
rechts. Da sich per Definition je zwei Pseudogeraden
genau einmal kreuzen, verlassen sie auf der rechten Sei-
te das Drahtdiagramm in umgekehrter Reihenfolge.

N

Abbildung 5: Drahtdiagramm eines Arrangements

Als Sortiergatter bezeichnen wir ein Bauteil, das
als Eingabe zwei Zahlen einliest, und als Ausgabe die
groflere und die kleinere beider Zahlen ausgibt, siehe
Abb. []links. Legen wir nun wie rechts in Abb. [6] darge-
stellt Sortiergatter auf die Kreuzungen eines beliebigen
Drahtdiagramms, so erhalten wir ein Sortierwerk. Die-
ses hat namlich die Eigenschaft, dass gleich in welcher
Reihenfolge die Zahlen 1 bis n links eingegeben werden,
sie auf der rechten Seite immer sortiert herauskommen.
Sortierwerke kodieren Sortieralgorithmen, die auf Ver-
gleichen und Vertauschen benachbarter Elemente basie-
ren. So entspricht das Sortierwerk in Abb. [f] etwa dem
bekannten Bubble Sort Verfahren.

Die Sortierwerke, die wir aus Pseudogeradenarran-
gements gewinnen, sind genau die minimalen Sortier-
werke. Minimal bedeutet hier beziiglich der Anzahl der
Sortiergatter. Bei uns sind es n(n — 1)/2 Gatter, das
haben wir schon gesehen, und tatséchlich gibt es kein
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ein aus
a:l:l:: min(a,b) 1 2
b max(a,b) 3 3
2 | | 4

Abbildung 6: Sortierwerk

Sortierwerk, welches mit weniger auskommt und trotz-
dem alle Permutationen sortiert.

Bekanntlich kann jede Permutation als Verkniipfung
von Nachbartranspositionen o; := (i,7 + 1) geschrieben
werden, so zum Beispiel (1,4,3,2) = 05005 003. Hat
eine solche Produktdarstellung einer Permutation
minimale Lénge, so nennen wir sie Reduziertes Wort
von 7. Minimale Sortierwerke entsprechen genau den
reduzierten Woértern der Permutation

Trev(R) := (nyn —1,--- ,1).

Dazu schreiben wir einfach die Positionen der Gatter
von rechts nach links ab. Zum Sortierwerk in Abb.
gehort beispielsweise das reduzierte Wort

Trev(N) = 03 009 003 001 003 0 03.

Mehr noch: Wir konnen reduzierte Worter
von Tpev(n) als maximale monotone Pfade auf
dem Permutaeder auffassen. Der Permutaeder der
Dimension n — 1 ist ein Polytop, dessen Ecken genau
die Permutationen der Ordnung n sind, aufgefasst
als Vektoren des R™. Zwischen zwei Ecken liegt
genau dann eine Kante, wenn sich die beiden Per-
mutationen nur durch eine Nachbartransposition
unterscheiden. Oft zeichnet man den Permutader so,
dass Tyev(n) = (n,-+-,1) oben und mg(n) = (1,--- ,n)
unten liegt, siche Abb. [7] Liest man in Abb. [f] die
Pseudogeraden entlang der gestrichelten vertikalen Li-
nien ab, so erhilt man einen kiirzesten Pfad von miq(n)
nach ey (n).

Dreiecksflips

In einem reduzierten Wort von 7., kOnnen wir zwei
bzw. drei aufeinanderfolgende Transpositionen entspre-
chend folgender Gleichungen ersetzen und erhalten er-
neut ein reduziertes Wort von ey :

firli—j]>2 (1)
fiir alle ¢ (2)

0,005 =0400;

0i{00i4100;=0i4100;0 041

Eine Ersetzung nach Gleichung (1) bezeichnen wir als
Kommutation, eine Ersetzung nach Gleichung (2) als
Dreiecksflip. Abb. [§]illustriert die beiden Operationen.

Tatséchlich entsprechen Pseudogeradenarrangements
bzw. Rhombenpflasterungen genau den reduzierten
Woérter von e, bis auf Kommutation (Vgl. [4]). Das
bedeutet: Fasst man reduzierte Wérter von ey (n), die
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Abbildung 7: Permutaeder der Dimension 3

N —
i

Abbildung 8: Kommutationen und Dreiecksflips

sich jeweils durch Kommutationen ineinander iiberfiihr-
en lassen, zu Klassen zusammen, so stehen diese Klas-
sen in Bijektion zu einfachen Arrangements von n Pseu-
dogeraden.

Kommutationen erhalten also das zugrundeliegende
Arrangement. Dahingegen verdndern Dreiecksflips die
Reihenfolgen, in der sich die Pseudogeraden schnei-
den, und fithren daher zu einem anderen Arrangement.
Der Name Dreiecksflip wird versténdlich, wenn man
sich die Operation direkt auf Pseudogeradenarrange-
ments anschaut: Wie in Abb. [0]dargestellt, wird in einer
Dreieckszelle eine der drei Pseudogeraden iiber die ge-
geniiberliegende Kreuzung gezogen. Tatséchlich spielt
es hier keine Rolle, an welcher der drei man zieht, es
kommt immer das gleiche Arrangement heraus.

/SN

Abbildung 9: Dreiecksflip in einem Arrangement



Ringel [20] wusste bereits, dass sich jedes einfache
Arrangement in jedes andere durch Dreiecksflips iiber-
fithren ldsst. Das bedeutet, der Flip-Graph, der als Kno-
ten einfache Arrangements und als Kanten Dreiecksflips
enthilt, ist zusammenhéngend. Explizit in der Sprache
reduzierter Worter wurde dies erneut in [13] gezeigt.
In Abb. ist der Flip-Graph fiir n = 4 dargestellt,
wobei wir die Arrangements als Rhombenpflasterun-
gen visualisieren. In dieser Darstellung entspricht ein
Dreckecksflip dem Drehen eines Hexagons um 180°. Im
Fall n = 4 ist der Flip-Graph ein langweiliger Kreis.
Fiir groflere n ist die Struktur sehr viel komplexer, sie-
he zum Beispiel Abb. 2 in [7] fiir n = 5.
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Abbildung 10: Flip-Graph firn =4

Arrangements und Tableaux

Edelman und Greene entdeckten eine tiefgriindige Bi-
jektion zwischen reduzierten Wortern von ey (n) und
Standard Young Tableaux von Treppenstufenform. Ein
solches Tableau ist in Abb. rechts dargestellt. Die
Bedingung ist, dass jede Zahl von 1 bis n(n — 1)/2
genau einmal vorkommt, und dass Zeilen und Spal-
ten aufsteigend sind. Um nun von einem reduzierten
Wort myev(n) = oy, 00y, 0+ zu einem Tableau zu
kommen, fiigt man die Zahlen iy, 12, - nacheinander
mittels des Schensted-Algorithmus in ein anfangs leeres
Hilfstableau ein, und protokolliert in einem zweiten Ta-
bleau das Wachstum des Hilfstableaus, sieche Abb.

gt

3
— 1]3]6]
1 2[5
3 2 4
1]2]3] * [1]2] = [1]3] —
2[3 2(3 2]
3] 3] 3]

Abbildung 11: Beispiel der Edelman-Greene-
Bijektion: Das reduzierte Wort 03009003001 002003
entspricht dem Tableau rechts.

Mithilfe der Hook-Length-Formel, die auf Frame, Ro-
binson und Thrall zuriickgeht und aus dem Kontext
der Darstellungstheorie stammt, lassen sich Standard

Young Tableaux zéhlen und damit auch die Anzahl mi-
nimaler Sortierwerke bestimmen (Vgl. [22]):

(5)

1n3n=157-2.. (2n — 3)1

In [10] wird ein effizienter Algorithmus aufgezeigt,
mit dem sich zufillige Standard Young Tableaux er-
zeugen lassen. Dies wird in [I] genutzt, um zufillige
Sortierwerke zu erzeugen. Dabei zeigen sich fiir grofie n
beeindruckende Phédnomene: So néhern sich fiir n — oo
die Pseudogeraden Sinuskurven an, siehe Abb.

Abbildung 12: Ausgewdihlte Pseudogeraden eines zu-
falligen Sortierwerks fiir n = 200. Aus [I] entnommen.

Jedoch liefert dies noch kein effizientes Verfahren,
um Pseudogeradenarrangements zu zéhlen oder zufillig
zu erzeugen, da diese, wie oben beschrieben, lediglich
Aquivalenzklassen von Sortierwerken entsprechen und
die Klassen sehr unterschiedlicher Kardinalitét sind.

Verallgemeinerte Pseudogeradenarran-

gements

Eine plane partition ist eine Matrix, deren Eintrige
natiirliche Zahlen sind, und deren Zeilen und Spalten
monoton wachsend sind. Ein Beispiel ist die Matrix in
Abb. [[4] rechts.

Um den Zusammenhang zu Pseudogeradenarrange-
ments zu erkennen, miissen wir unsere Theorie etwas
erweitern. Zuvor haben wir Rhombenpflasterungen ei-
nes regelméfigen k-Ecks betrachtet, bei dem alle Seiten
Lange 1 haben. Nun pflastern wir ein konvexes k-Gon
und fordern nur, dass alle Seitenldngen ganzzahlig sind
und gegeniiberliegende Seiten gleich lang und parallel
sind. Abb. zeigt ein Beispiel einer Pflasterung zu
Seitenldngen 3, 2 und 3.

Wenn wir wieder Pseudogeraden durch Bénder von
Rhomben legen, so erhalten wir fiir jedes Seitenpaar
eine Klasse von Pseudogeraden, in Abb. die roten,
griinen und blauen Pseudogeraden. Diese Klassen nen-
nen wir Parallelklassen, denn Pseudogeraden derselben
Parallelklasse schneiden sich untereinander nicht, Pseu-
dogeraden verschiedener Klassen jedoch weiterhin ge-
nau einmal. Ein solches Arrangement nennen wir Ver-
allgemeinertes Pseudogeradenarrangement. Klassische



Abbildung 13: Verallgemeinertes Pseudogeradenar-
rangement

Arrangements entsprechen dem Spezialfall, dass jede
dieser Parallelklassen aus einer einzelnen Pseudogera-
de besteht.

Rhombenpflasterungen eines Hexagons sind ein wich-
tiger Spezialfall. Sie wirken optisch wie in einer Ecke ei-
nes Raumes gestapelte Kisten. In Abb. [[4]links wurden
diese Stapel farbig markiert. Schreibt man die Hohen
der Stapel in eine Matrix, so erhélt man tatséchlich eine
plane partition, siehe Abb. [14] rechts.

Abbildung 14: Pflasterungen und plane partitions

In Abb.[I3]links wurden die weiBen Bander der Pflas-
terung in Abb. [I4] zu gelben Pfaden geschrumpft. Man
erhiillt eine Familie von monotonen Gitterpfaden, die
sich beriihren aber nicht schneiden diirfen. Erweitert
man den Gittergraphen etwas, so lassen sich diese auch
als Familie von monotonen, knotendisjunkten Gitter-
pfaden betrachten, sieche Abb. [15| rechts.

Abbildung 15: Pflasterungen und Pfadsysteme

Solche Familien knotendisjunkter Pfade lassen sich
durch Anwendung des Lindstréom-Gessel-Viennot-Lem-
mas zéhlen. Dies liefert eine duferst elegante Formel fiir
die Anzahl R(a,b,c) hexagonaler Rhombenpflasterun-
gen mit Seitenléngen a, b, ¢, die bereits 1916 von Mac-
Mahon entdeckt wurde [I8] §429]:

t+j+k—1
R(a,b,c) HH;H’HJF’“_Q
Auch plane partitions der Grofe a x ¢, deren Werte
durch b beschriankt sind, werden durch diese Formel
gezihlt, ebenso wie verallgemeinerte Arrangements, die
aus drei Parallelklassen mit a, b und ¢ Pseudogeraden
bestehen.

Zufillige Pseudogeradenarrange-
ments

Kommen wir nun nochmal zuriick zur Frage der zufil-
ligen Erzeugung von Pseudogeradenarrangements, so-
wohl von klassischen als auch von verallgemeinerten. In
der Kombinatorik wiinscht man héufig von einer gege-
benen kombinatorischen Struktur gleichverteilt zufalli-
ge Instanzen zu erzeugen, hat dafiir jedoch nicht immer
einen effizienten direkten Algorithmus.

Markov-Ketten und Mischzeit

Einen universellen Ansatz fiir dieses Problem bieten
Markov-Ketten. Mochte man beispielsweise aus allen
Permutationen &,, der Ordnung n gleichverteilt ein
zufilliges Element m wihlen, so kann man das wie folgt
tun: Man startet mit einer beliebigen Permutation X €
&,, und vertauscht in jedem Schritt X; — X;,1 zufillig
zwei benachbarte Elemente. So ldsst sich auch ein
Kartenstapel mischen! Ein solcher Prozess (X;) heifit
Markov-Prozess oder Markov-Kette, da die Verteilung
von X;11 stets nur von X; bedingt ist, der Prozess also
geddchtnislos ist. Dieser Prozess wird gegen die Gleich-
verteilung auf &,, konvergieren, d.h. fiir jede Permuta-
tion 7™ € G, gilt

1

Am P =] = o0 =

Doch wie lange muss man mischen, ehe X; hinrei-
chend gleichverteilt ist? Diese Frage lasst sich durch das
Konzept der Mischzeit formalisieren. Nehmen wir an,
die Zusténde einer Markov-Kette (X;) sind die Elemen-
te einer beliebigen endlichen Menge 2. Unter bestimm-
ten Voraussetzungen (Ergodizitidt und Symmetrie) wird
die Verteilung von X; gegen die Gleichverteilung Unig
konvergieren, in der jedes x € 2 die Wahrscheinlich-
keit 1/]€2| besitzt. Allgemein, fiir zwei beliebige Ver-
teilungen g und g’ auf  definiert man deren Totale
Variationsdistanz als

o — o
e = ' llrv = max [u(A) = u'(A)]

und definiert damit die Mischzeit von (X;) als

1
T = min{t € N: || X; — Unig|rv < },
e



also als die Zahl der Schritte bis der Prozess nah an der
Gleichverteilung ist. Man kénnte statt 1/e auch einen
anderen Wert wihlen, doch das wiirde in der folgen-
den Analyse nichts wesentliches &ndern. Wir fragen uns
némlich, ob die Mischzeit 7 polynomiell in einem ge-
wissen Groflenparameter n ist, etwa im Beispiel oben
die Grofle der Permutation oder spéter die Anzahl der
Pseudogeraden. In diesem Fall nennen wir die Markov-
Kette schnell mischend.

FEin Ansatz die Mischzeit einer Markov-Kette abzu-
schétzen ist die Untersuchung auf sogenannte Flaschen-
hdlse. Sieht der Zustandsiibergangsgraph etwa so aus
wie in Abb. d.h. es gibt zwei Zustandsklassen, im
Bild rot und griin dargestellt, zwischen denen nur we-
nige Zustandsiibergénge bestehen, so verlangsamt das
intuitiv das Mischen. Dies ldsst sich auch formalisie-
ren. Bezeichne p : P(Q) — [0, 1] die Verteilung, gegen
die der Prozess (X;) strebt, und sei A C Q eine Zu-
standsteilmenge, etwa die Menge der roten Zustédnde in
Abb. [16] dann bezeichnet

O(A) := L Z

’U(A) T€A,yc AL

das Flaschenhals- Verhdltnis von A, und fiir die Misch-
zeit gilt dann 7 > 1/(4 - ©(A)) [16) Thm. 7.4].
Die Existens eines ,engen“ Flaschenhalses fithrt also
tatsichlich zu hoher Mischzeit. Allgemein findet man
schone Einfithrungen in das Thema Markov-Ketten und
Mischzeiten in [16], [I4, Kap. 3,4] und [12].

() - P[Xep1 = y| Xy = a]

Abbildung 16: Illustration eines Flaschenhalses

Markov-Ketten auf Pseudogeradenar-
rangements

Definieren wir nun auf der Menge der einfachen Arran-
gements bestehend aus n Pseudogeraden eine Markov-
Kette. Wir starten mit einem beliebigen einfachen Ar-
rangement. In jedem Schritt wéhlen wir zufillig ein Tri-
pel an Pseudogeraden. Falls diese drei wie in Abb.[J|eine
Dreieckszelle bilden, dann fithren wir den Dreiecksflip
aus. Und so fahren wir fort. Folgende Frage stellen wir
als offenes Problem:

Problem. Ist die Markov-Kette, die in einfachen
Pseudogeradenarrangements zufillige Dreiecke flipt,
schnell mischend?

Wir kénnen diese Frage noch nicht beantworten, doch
fokussieren wir uns im Folgenden auf eine eingeschréink-
te Markov-Kette. Zunéchst stellen wir fest, dass sich
die Markov-Kette der Dreiecksflips auch definieren l&sst
auf verallgemeinerten Arrangements, bei denen die An-
zahl und die Gréflen der Parallelklassen fest vorgege-
ben sind, etwa 3, 2 und 3 im Beispiel in Abb. In
jedem Schritt wird ein zufélliges Tripel von Pseudoge-
raden unterschiedlicher Parallelklassen gewihlt und ge-
flipt, falls diese Pseudogeraden ein Dreieck formen. Fiir
drei Parallelklassen wurde gezeigt, dass zuféllige Drei-
ecksflips schnell mischend sind (Vgl. [I7, 23]). Dadurch
lassen sich zuféllige hexagonale Rhomenpflasterungen
wie in Abb. [I7] effizient erzeugen. Hier zeigt sich ein
verbliiffender Effekt: Mit zunehmender Grofle der Pflas-
terung sind mit hoher Wahrscheinlichkeit die Rhomben
aulerhalb eines ellipsenférmigen Bereiches alle gleich
ausgerichtet; dieser Bereich ist gefroren.
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Abbildung 17: Zufillige hexagonale Rhombenpflaste-
rung, entnommen aus [9]

Markov-Kette auf Parallelklassen

Was passiert, wenn man nur Dreiecksflips zulésst, an
denen eine bestimmte, ausgezeichnete Pseudogerade
beteiligt ist, wie etwa die rote in Abb. 2 Oder wenn
man nur solche Dreiecke flipt, an denen eine bestimm-
te, ausgezeichnete Parallelklasse beteiligt ist? Sicherlich
erhilt man eine Markov-Kette, die nur auf einer Teil-
menge der Arrangements operiert, abhéngig von der La-
ge der anderen Pseudogeraden. Doch wie verhilt es sich
mit der Mischzeit? Tatsichlich zeigen wir:

Theorem (R., 2021). Die Markov-Kette, die in einem
Verallgemeinerten Pseudogeradenarrangement zufillig
Dreiecke mit Beteiligung einer ausgezeichneten Paral-
lelklasse flip, ist schnell mischend bei 3 Parallelklas-
sen, aber i.A. micht schnell mischend bei 4 oder
mehr Parallelklassen.



Im Fall von nur 3 Parallelklassen stimmt die Markov-
Kette mit der uneingeschrinkten Markov-Kette iiber-
ein, denn an jedem Dreieck sind stets alle Parallelklas-
sen beteiligt. Abb. [I§] zeigt ein Beispiel fiir 5 Parallel-
klassen. Erlaubt man hier nur Dreiecksflips mit Beteili-
gung der dicken roten Pseudogerade, so wére beispiels-
weise die hellblaue Zelle ein giiltiger Flip.
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Abbildung 18: Markov-Kette auf roter Parallelklasse

/

Bei genauer Betrachtung stellt man fest, dass sich
diese Markov-Kette wie in Abb. [[§ und Abb. 19 dar-
gestellt dquivalent als Flips des roten Bandes beschrei-
ben lésst: Die Zustédnde sind die monotonen Pfade von
links nach rechts durch die von den iibrigen Pseudo-
geraden definierte Rhombenpflasterung; die Ubergiinge
sind Flips des Pfades iiber Rhomben, die den Pfad an
zwei Kanten beriihren. Der eingezeichnete rote Pfad in
Abb. entspricht der aktuellen Lage der roten Pseu-
dogerade in Abb. und ein Flip iiber den hellblau-
en Rhombus entspricht genau dem Flip am hellblauen
Dreieck.

\f\/\/\/‘

Abbildung 19: Flaschenhals bei 5 Parallelklassen

In dieser Anschauung der Markov-Kette kann man
nun einen Flaschenhals ausmachen. Die Zustandsmenge
partitioniert sich in zwei Klassen: Einerseits die Pfade,
die unterhalb des hellblauen Rhombus und nie zwischen
roten Rhomben verlaufen, und andererseits jene Pfade,
die oberhalb des hellblauen Rhombus und nie zwischen
griinen Rhomben verlaufen. Der einzige Zustandsiiber-
gang, der beide Klassen verbindet, ist ein Flip des ein-
gezeichneten Pfades iiber den hellblauen Rhombus. Die
gezeigte Instanz ist natiirlich geschickt gewéhlt worden,

damit dieses Argument funktioniert, lasst sich aber be-
liebig skalieren. Dieser Flaschenhals liefert einen forma-
len Beweis des obigen Theorems fiir den Fall von 5 Par-
allelklassen. Auch fiir 4 Parallelklassen (siehe Abb.
oder fiir mehr als 5 Parallelklassen findet man analoge
Instanzen. In [2] wird indirekt danach gefragt, ob die
dort als slow fibers bezeichneten nicht schnell mischen-
den Instanzen existieren. Diese Frage ist nun beantwor-
tet.

N~/

Abbildung 20: Flaschenhals bei 4 Parallelklassen
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