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Kurzfassung

Pseudogeradenarrangements (engl. pseudoline arrangements) sind Anordnungen von n
Kurven in der Ebene, welche sich paarweise genau einmal schneiden. Fiir deren Anzahl
sind nur exponentielle Schranken bekannt (Vgl. [FV01], [DM20]). Diese Arbeit widmet
sich der Frage, wie Pseudogeradenarrangements gezahlt und zuféllig mit uniformer
Verteilung erzeugt werden konnen.

Basierend auf [FWO01] werden zunéchst verschiedene verwandte Strukturen aufgezeigt:
Arrangements lassen sich als Drahtdiagramme (engl. wiring diagrams) darstellen, durch
zuldssige Blocksequenzen (engl. allowable sequences) oder durch Schnittfolgensysteme
(engl. local sequences of unordered switches) kodieren und stehen mit Zonotopalen
Pflasterungen (engl. zonotopal tilings) in Bijektion. Als Beitrag dieser Arbeit werden
diese Verbindungen fiir Arrangements verallgemeinert, welche aus Klassen von sich
untereinander nicht schneidenden Kurven bestehen.

Markov-Ketten stellen ein generisches Werkzeug zur Erzeugung zufélliger Instanzen
kombinatorischer Strukturen dar. Es wird [LPW09] und |[Gurl6| folgend ein Litera-
turiiberblick iiber die Theorie der Mischzeit und iiber géngige Techniken zu deren
Abschétzung gegeben. Resultate aus [LRS95] werden wiedergegeben, die zeigen, dass
zuféllige Dreiecksflips auf Arrangements bestehend aus drei Klassen schnell mischen.
Heuristisch wird in [Des01]| nahegelegt, dass dies auch fiir mehr als drei Klassen gilt.
Wir zeigen, dass dies zumindest unter der Einschrankung nicht gilt, dass nur Dreiecke
mit Beteiligung einer bestimmten Klasse geflippt werden.

Arrangements aus drei Klassen stehen in Bijektion mit Plane Partitions. Diese kénnen
mit einer Formel von MacMahon gezahlt werden (Vgl. [Aig01], [Macl6l § 495]). Auf
der Menge der Plane Partitions definieren wir ein Optimierungsproblem und lésen
es durch Riickfiihrung auf das Finden eines kiirzesten Pfades. Ganz dhnlich fiihren
wir das zufillige Einfiigen einer neuen Klasse in ein bestehendes Arrangement auf das
Problem eines zufélligen Pfades zuriick. Dies ermoglicht eine Markov-Kette, die in
jedem Schritt eine Klasse aus dem Arrangement 16scht und zufillig wieder einfiigt.

Pseudogeradenarrangements sind Aquivalenzklassen sogenannter Sortiernetzwerke, die
iiber die FEdelman-Greene-Bijektion mit Standard-Young-Tableaus in Bijektion stehen
(Vgl. |[Fel01], [JAHRVO07]). Wir diskutieren den Ansatz, mittels der Verwerfungsmethode
(engl. rejection sampling) aus zuféalligen Tableaus zufillige Arrangements zu erzeugen.






1. Einfiihrung

1.1. Motivation

Man stelle sich ein Zimmer vor, dessen Grundriss einem regelméafigen 2n-Eck mit
einer Seitenldnge von einem Meter entspricht, etwa ein Stockwerk eines Turmes. Zur
Pflasterung des Bodens sollen nur rautenférmige Fliesen mit Seitenléngen von ebenfalls
einem Meter eingesetzt werden. Wie viele Moglichkeiten einer solchen Pflasterung
bestehen? Beispielsweise zeigt Abb. die beiden moglichen Pflasterungen eines
hexagonalen Zimmers und auferdem eine der vielzdhligen moglichen Pflasterungen
eines tetradekagonalen, also vierzehneckigen Zimmers. Kann ein Algorithmus helfen,
eine solche Pflasterung zuféillig zu erzeugen, sodass jede mogliche Pflasterung zu
gleicher Wahrscheinlichkeit gewahlt wird?

(a) Hexagon (b) Hexagon (c) Tetradekagon

Abbildung 1.1.: Beispiele fiir Pflasterungen mittels Rauten

Die Untersuchung der Pflasterungen fiihrt auf natiirliche Weise zum Studium soge-
nannter Pseudogeradenarrangements (dt. ,Anordnungen von Pseudogeraden®). Dazu
betrachtet man in den Pflasterungen Streifen parallel zueinander laufender Fugen und
verbindet sie durch Linien, wie in Abb. beispielhaft dargestellt. Die als Pseudoge-
raden bezeichneten Linien besitzen die Eigenschaft, dass sich je zwei in genau einem
Punkt kreuzen. Da dies fiir jede Pflasterung gilt, ist dadurch die Briicke von einer
geometrisch anschaulichen zu einer mathematisch besser greifbaren, kombinatorischen
Struktur geschlagen. Diese Arbeit widmet sich daher der Anzahl und Zufallserzeugung
solcher Pseudogeradenarrangements.
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Abbildung 1.2.: Von Pflasterungen zu Pseudogeradenarrangements

Die zufillige Erzeugung dieser Pflasterungen findet Anwendung in der Statistischen
Physik bei der Untersuchung von Quasikristallen (Vgl. [Coc00]). Pflasterungen mit
ausgepragten Symmetrien erinnern an Islamische Kunst. So finden sich Rhomben
beispielsweise in Sechsstern-Kacheln, sieche Abb. Innermathematische Motivation
ergibt sich durch Anwendung von Statistik auf zufillige Pseudogeradenarrangements.
Dadurch kénnen Durchschnittswerte einiger Eigenschaften wie beispielsweise die Anzahl
der vorkommenden Dreiecke bestimmt werden.

&

Abbildung 1.3.: Fenster im Topkapi-Palast, Instanbul, Tl'jrkei

Im Verlaufe dieses Kapitels werden der Begriff eines Pseudogeradenarrangements
formalisiert, verschiedene verwandte Strukturen eingefithrt und Verbindungen zwi-
schen diesen aufgezeigt. Kapitel 2 beschéftigt sich mit deren zufélligen Erzeugung
mittels Markov-Ketten. Schliefslich werden in Kapitel 3 die Anzahl von Pseudogeraden-
arrangements untersucht und weitere Methoden der zufilligen Erzeugung behandelt.

!Die gelben Rhomben wurden zwar kiinstlich in das Foto eingezeichnet, doch fiigen sie sich passend
in das Gesamtmuster ein.



1.2. Pseudogeradenarrangements

Abbildung 1.4.: Kein Pseudogeradenarrangement

1.2. Pseudogeradenarrangements

Pseudogeradenarrangements wurden erstmals 1926 von Friedrich Lev beschrieben
|[Lev26|. Weitere bedeutende Fortschritte erbrachten unter anderem Gerhard Ringel
[Rin56] und Branko Griinbaum |[Grii72|. Dieses einfiihrende Kapitel orientiert sich
hauptséchlich an [FWO01].

Definition 1.1 (Variante A). Ein Pseudogeradenarrangement der Ordnung n ist eine
Familie injektiver stetiger Kurven fi, ..., f, : R — R? mit

Jim (15,0 = tim i) = oc

von denen sich jeweils zwei in genau einem Punkt schneiden. Zwei Pseudogeraden-
arrangements sind identisch, wenn sie durch einen Hom&éomorphismus ineinander
tiberfithrbar sind.

Die Forderung der ,Flucht ins Unendliche ist erforderlich, um Instanzen wie die in
Abb.gezeigte auszuschliefsen. Hier ,enden” zwei der Kurven in unendlichen Spiralen.
Eine mathematisch geringfiigig elegantere Definition ist die folgende.

Definition 1.2 (Variante B). Ein Pseudogeradenarrangement der Ordnung n ist
eine Familie einfacher geschlossener Kurven C4, ..., C,, C P? in der projektiven Ebene,
von denen keine den Raum P? separiert, und von denen jeweils zwei sich nur einmal
schneiden. Zwei Pseudogeradenarrangements sind identisch, wenn sie durch einen
Homdéomorphismus ineinander iiberfiihrbar sind.

Der mit der projektiven Ebene weniger vertraute Leser stelle sich anschaulich eine
Kreisscheibe vor, bei der jeweils gegeniiberliegende Randpunkte miteinander identifi-
ziert werden. Eine wie in Def. geforderte geschlossene Kurve kénnte dann etwa von

2 % 1888, bis 1935 Prof. an der Uni. Leipzig, danach vor den Nazis geflohen, Prof. an der Univ. of
Calcutta, ab 1950 Riickkehr nach Deutschland und Prof. an der FU Berlin, 1 1966
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einem Randpunkt der Kreisscheibe durch deren Inneres verlaufen, die anderen Kurven
dabei schneidend, und sich schlieflich am gegeniiberliegenden Punkt schliefsen. Ganz
dghnlich einer Erdumrundung, die auf einer planaren Weltkarte verfolgt wird. Man
sieht leicht, dass sich Pseudogeradenarrangements der Varianten A und B jeweils zur
anderen Variante iiberfithren lassen und beide Definitionen in diesem Sinne dquivalent
sind.

Im Folgenden beziehen wir uns stets auf Variante A und bezeichnen Pseudogeradenar-
rangements auch kurz als Arrangements. Ferner nennen wir deren Kurven Pseudogera-
den oder auch einfach Geraden. Variante A 1adt zu folgender Verallgemeinerung ein,
von der wir intensiven Gebrauch machen werden.

Definition 1.3. Ein wverallgemeinertes Arrangement der Form (ni,...,n,) ist eine
Partition einer Familie von n; + ... + n, Kurven wie in Definition in Klassen
{fi . fﬁi}izl,...,m jedoch mit der Eigenschaft, dass sich je zwei Kurven f,i und f,z/, nur
dann genau einmal schneiden, wenn 7 # 4/, und sich ansonsten nicht schneiden. Zwei
verallgemeinerte Arrangements sind identisch, wenn sie durch einen Homéomorphismus

%

S

(a) Form (3,2,2,1), streckbar b) Ordnung 9, nicht streckbar

ineinander tiberfiithrbar sind.

Abbildung 1.5.: Beispiele fiir Arrangements

Jedes Arrangement der Ordnung n ist ein verallgemeinertes Arrangement der Form
(n x 1), daher verzichten wir weitestgehend auf den Zusatz ,verallgemeinert”. Wenn
ausschlieklich gewohnliche Arrangements gemeint sind, ergibt sich dies aus dem Kon-
text. Abb.zeigt ein Beispiel eines Arrangements der Form (3,2,2,1). In diesem
existieren vier Punkte, in denen sich jeweils mehr als zwei Geraden schneiden. Ein
Arrangement, in dem sich in jedem Punkt hochstens zwei Geraden schneiden, heifst
einfach, beispielsweise das Arrangement der Ordnung 6 in Abb. In diesem sind
die Arrangements nicht geradlinig gezeichnet.



1.3. Orientierte Arrangements und Drahtdiagramme

Eine interessante Figenschaft von Arrangements, die hier nur erwahnt sein soll, ist
die Streckbarkeit. Ein Arrangement heifit streckbar, falls eine geradlinige Zeichnung
existiert. Bereits Levi war die Existenz nicht streckbarer Arrangements bekannt.

Tatséchlich sind alle Arrangements bestehend aus bis zu 8 Geraden streckbar, das
Arrangement der Ordnung 9 in Abb.ist jedoch nicht streckbar: In einer gestreckten
Zeichnung wiirde aus dem Satz von Pappus, angewandt auf die sechs griinen Punkte,
die Kolinearitdt der drei roten Punkte folgen. Doch dann kénnte die sich durch
diese schlangelnde Gerade nicht gestreckt werden (Vgl. [Rin56],|GP80]). Priifen auf
Streckbarkeit ist ein NP-schweres Problem, siehe [Sho91].

1.3. Orientierte Arrangements und Drahtdiagramme

Definition 1.4. Ein Orientiertes Arrangement (A, F') ist ein Arrangement A mit
einem ausgezeichneten unbeschrankten Fliachensegment F', genannt Nordpol, dessen
inzidenten Geraden paarweise verschiedenen Klassen angehéren.

Da sich diese Arbeit im weiteren Verlauf ausschlieflich mit orientierten Arrangements
beschéftigt, wird kiinftig auf den Zusatz ,orientiert” verzichtet.

Das gegeniiberliegende Fléchensegment von F', das durch jede Gerade vom Nordpol
separiert wird, wird als Siidpol F bezeichnet. Fortan nehmen wir ohne Einschrinkung
an, dass die Klassen 1,...,r der ny + ... + n, Geraden in dieser Reihenfolge von F
ausgehend im Gegenuhrzeigersinn erscheinen, beschriften die Geraden entsprechend
ihrer Klasse und orientieren sie so, dass Nordpol bzw. Siidpol zu ihrer Linken bzw.
Rechten liegen. Als Beispiel siehe Abb.

Dies inspiriert die Darstellung als Drahtdiagramm (engl. wiring diagram), siehe
Abb. Geraden verlaufen als parallele, gestreckte Drahte in der Zeichnung zwi-
schen Nordpol (oben) und Siidpol (unten) von links nach rechts. Kreuzungen werden
als lokale Verdrehungen der Driahte dargestellt. Da sich je zwei Geraden verschiedener
Klassen genau einmal kreuzen, dreht sich die Reihenfolge der Klassen auf der rechten
Seite gegeniiber der linken Seite genau um.

Dass eine solche Darstellung stets moglich ist, zeigen Felsner und Weil in [FWO01]. Sie
zeigen fiir jedes Arrangement die Existenz eines sogenannten Sweeps.
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= W W W NN
—ND W W W

(a) Arrangement mit Sweep (b) Drahtdiagramm

Abbildung 1.6.: Entstehung eines Drahtdiagramms aus einem Sweep

Definition 1.5. Sei (A, F') ein Arrangement. Ein Sweep von (A, F) ist eine Sequenz
€, -++, ¢ von Kurven mit den folgenden Eigenschaften:

e Alle Kurven haben einen gemeinsamen Startpunkt z € F' und gemeinsamen
Endpunkt z € F' und sind ansonsten disjunkt, d.h. fiir ¢; # ¢; gilt ¢;Ne; = {z, T}.

e Keine der Kurven ¢; enthélt einen Schnittpunkt von Geraden.

e Jede Kurve ¢; hat mit jeder der Geraden genau einen Schnittpunkt.

e Zwischen ¢; und ¢; 11 liegt genau ein Schnittpunkt von Geraden.

e Jeder Schnittpunkt von Geraden befindet sich zwischen zwei eindeutigen Kurven
c; und ¢iq1.

Die gestrichelten roten Linien in Abb. zeigen einen Sweep, welcher den Bauplan
flir das Drahtdiagramm daneben darstellt. Diese Konstruktion funktioniert fiir jeden
Sweep.

Definition 1.6. Der von einem Arrangement (A, F') induzierte gerichtete Graph
G(A, F) = (V, E) besteht aus Knotenmenge

V = {p € R%: p Schnittpunkt zweier Geraden f,g in A}

und Kantenmenge £ C V x V mit (p,p’) € E genau dann, wenn sich eine Gerade
f € A in oben beschriebener Orientierung hintereinander in p und p’ schneidet.

Der Graph G(A, F) ist wohldefiniert, da unabhéngig von der homéomorphen Zeichnung,.
Felsner und Weil zeigen fiir den Fall eines Arrangements der Ordnung n, dass G(A, F')
azyklisch ist, was sich leicht auf verallgemeinerte Arrangements tibertragen lasst.



1.3. Orientierte Arrangements und Drahtdiagramme
Lemma 1.7. Der Graph G(A, F) ist azyklisch.

Beweis. Angenommen, G(A, F') enthélt einen einfachen gerichteten Kreis, und ange-
nommen, dieser ist im Gegenuhrzeigersinn orientiert, bestehend in dieser Reihenfolge
aus Kanten e, ...,es € F, welche zu Geraden der Klassen f1, ..., fs gehoren. Dann muss
f1 < ... < fs < f1 gelten, somit f; = ... = fs; und alle beteiligten Geraden gehoéren
derselben Klasse an. Doch Geraden derselben Klasse schneiden sich untereinander
nicht und koénnen keinen Kreis bilden, Widerspruch. Fiir im Uhrzeigersinn orientierte
Kreise argumentiere analog mit f1 > ... > fs > f1. O

Es folgt die Existenz von Sweeps: Aufgrund von Lemma [1.7] existiert eine topologische
Sortierung von G(A, F), und wie man leicht sieht, liefert jede topologische Sortierung
einen Sweep, in der die Schnittpunkte in dieser Reihenfolge auftreten.

Lemma 1.8. Zu zwei topologischen Sortierungen A, B eines gerichteten Graphen
G = (V, E) existieren stets topologische Sortierungen A =Ty, ...,Ts = B so, dass sich
konsekutive Sortierungen T;, Ty 11 nur durch Nachbartransposition unterscheiden, d.h.
T = [U1, .o, U, Vjp1s oor, Un) und Tipq = [U1, 00, Vjg1, U, oony Up).

Beweis. Bezeichne < die Partialordnung auf V' definiert durch G. Sei jp minimaler
Index mit A(jg) # B(jo). Es gilt

{AGio), -, A I\ {B(jo)} = {B(jo +1),..., B(n)} £ B(jo).

Dann kann in A Knoten B(jy) durch sukzessive Nachbartranspositionen zu Index jo
vorgeholt werden, wobei die entstehende Sortierung A’ (mit A’(jo) = B(jo)) und alle
auf dem Weg dorthin entstehenden Sortierungen giiltig bzgl. G sind. Setze dies mit A’
und B fort. O

Definition 1.9. Eine zulissige Blocksequenz (kurz: Blocksequenz) der Form (nq, ...,n,)
ist eine Sequenz (f1, ..., fr) von Abbildungen f, ..., fi : [n1+...+n,] — [r], also Zeichen-
ketten der Lange ny + ... + n, des Alphabets 1, ...,7, mit den folgenden Eigenschaften:

1) fo enthilt Zeichen z € [r] genau n, mal, d.h. |f; (2)] = n,.

2) fo ist monoton wachsend, fx monoton fallend.

3) fit1 geht aus f; durch Umdrehen einer zusammenhéngenden Teilzeichenkette
bestehend aus paarweise verschiedenen Zeichen hervor.

4) Zwei Zeichen z,y € [r],x # y sind an genau n, - n, Umdrehungen gemé&ft
Eigenschaft 3) beteiligt.
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Proposition 1.10. Fir jede zulissige Blocksequenz (fo, ..., fx) gilt:

1) FEig. 1) in Def. gilt micht nur fir fo, sondern fir alle f;.
2) Es gilt fo=[n1 X 1,...,n, X 7] und fr = [n, X r,...,ny X 1].
3) Alle gemdf Def. Fig. 3) umgedrehten Teilketten sind streng monoton.

Beweis. Auss. 1) folgt induktiv aus Eig. 3). Auss. 2) folgt mit Eig. 2) aus Auss. 1). Zu
Auss. 3): Seien 1 <z < y < r beliebig. Um von fy zu fj zu gelangen, miissen Zeichen
x,y an mindestens n, - n, Umdrehungen der Form [...,z,...,y,...] zu [...,y,...,z, ...]
(d.h. absteigend) beteiligt sein, und nach Eig. 4) an keiner weiteren, insbesondere an
keiner aufsteigenden. In jeder Umdrehung einer nicht monotonen Teilkette existiert
jedoch ein Zeichenpaar, welches aufsteigend gedreht wird. O

Blocksequenzen sind kombinatorische Beschreibungen von Drahtdiagrammen oder
Sweeps von Arrangements gleicher Form. Dazu betrachtet man die Reihenfolgen, in
denen die Sweepkurven die Geraden schneiden.

Beispiel 1.11. Der in Abb. dargestellte Sweep bzw. das zugehorige Drahtdia-
gramm liefern folgende Blocksequenz der Form (1, 1,3, 1). Unter den Pfeilen sind die
Indexintervalle der erfolgten Umdrehung angegeben.

fO = [17273535374] ﬁ)fl - [1727373)473] ﬁj& — [15273347373]

— f3=1[1,4,3,2,3,3] — fo = [4,1,3,2,3,3]

[2,4] [1,2]
— f3=104,3,1,2,3,3] — fo=1[4,3,2,1,3,3]
[2,3] [3,4]
— f3 = [47372737173] = f2 = [4a37273a37 1]
[4,5] [5,6]
— f3=14,3,3,2,3,1| — fo=14,3,3,3,2,1
[3’4} f3 [ b) ) M M M ] [4’5] f2 [ ) ) ) ) ) ]

Jedes Arrangement liefert somit einen Sweep, ein Drahtdiagramm und damit eine
Blocksequenz. Einfachen Arrangements werden dabei einfache Blocksequenzen zugewie-
sen, d.h. Blocksequenzen, bei denen alle Umdrehungen nach Def. Eig. 3) aus zwei
benachbarten Zeichen bestehen. Gewohnlichen Arrangements der Ordnung n werden
Blocksequenzen zugewiesen, deren Abbildungen Permutationen f; € \S,, sind und daher
Permutationssequenzen (engl. allowable sequences of permutations) genannt werden.

Doch die Zuweisung von Arrangements zu Blocksequenzen ist nicht eindeutig, da der

Sweep von der Wahl der topologischen Sortierung von G(A, F') abhéngt. Dies motiviert
die Einfithrung von Aquivalenzklassen.

10
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Definition 1.12.

1) Sei W = (fo, ..., fx) eine Blocksequenz und sei (11, ..., I;) die Sequenz der Index-
intervalle I; = [a;, b;] der von f;_1 zu f; umgedrehten Teilzeichenketten. Nun
seien fiir bestimmtes 4 die Intervalle I;, I; 11 disjunkt, d.h. I; N I;; 1 = (), und sei
W’ die eindeutige Blocksequenz gleicher Form zur Sequenz [I1, ..., i1, I;, ..., Ix].
Dann heiften W und W’ direkt dquivalent.

2) Seien W = Wy,...,W, = W’ Blocksequenzen und seien W; und W, fiir
1 <7 < s—1 direkt dquivalent. Dann heifen W und W' dquivalent.

Lemma 1.13 (Vgl. [FWO01] Th. 2|). Arrangements stehen mit Aquivalenzklassen von
Blocksequenzen in Bijektion.

Beweis. Wie bereits beschrieben, liefert ein Arrangement (A, F') iiber eine topologische
Sortierung von G(A, F') eine Blocksequenz derselben Form. Fiir die Wohldefiniertheit
dieser Abbildung als Abbildung in Aquivalenzklassen ist die Aquivalenz der von
topologischen Sortierungen T',T" gelieferten Blocksequenzen zu zeigen.

Es gibt nach Lemmatopologisehe Sortierungen T' = T7, ...,Ts = T’ so, dass sich
T;,T;+1 nur durch Nachbartransposition unterscheiden, d.h. fiir gewissen Index j ist
Ti = [p1,--sPjs Pjt1, - Dk} und Tipq = [p1, ..., Pjs1,Djs -, DkJ. Dann miissen p; und
pj+1 unvergleichbar in G(A, F') sein und koénnen nicht auf einer gemeinsamen Geraden
liegen. Sweeps zu T; und 741 unterscheiden sich nur in der Sweepkurve c;. In der
von T; gelieferten Blocksequenz werden erst die zu den sich an Punkt p; kreuzenden
Geraden gehorenden Ziffern umgedreht, danach die zu Punkt p; ;. Fiir die von T; 41
gelieferte Blocksequenz geschieht dies genau umgekehrt. Die beiden Blocksequenzen
unterscheiden sich nur in dieser Vertauschung indexdisjunkter Umdrehungen wie in
Def. 2), was deren direkte Aquivalenz zeigt. Dann sind die von 7 und T” gelieferten
Blocksequenzen &dquivalent.

Zur Surjektivitdt mache man sich klar, dass zu jeder Blocksequenz in der Tat ein
Drahtdiagramm gezeichnet werden kann, dessen Dréahte bereits die Geraden eines
gezeichneten Arrangements sind, welches ein Urbild ist.

Zur Injektivitdt: Drahtdiagramme, die direkt dquivalenten Blocksequenzen entsprechen,
sind zueinander homdomorph. Uber Verkettung von Homdomorphismen sind dann
auch Drahtdiagramme, die dquivalenten Blocksequenzen entsprechen, zueinander
homéomorph und gehéren zum selben Arrangement. O
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1. Einfiihrung

1.4. Zonotopale Pflasterungen

Wir formalisieren nun die eingangs anschaulich gezeigte Verbindung zwischen Pflaste-

rungen und Arrangements (Abb. .

Definition 1.14.

1) Seien v1, ..., v, € R? paarweise linear unabhiingig. Dann heifit

Z(Ul, ...,’UT> = {Z AiVi P AL, ey Ay € [—1, 1]}
i=1

das von vy, ..., v, erzeugte Zonotop.

2) Ein orientiertes Zonotop (Z,q) ist ein Zonotop Z mit ausgewiesener Ecke q € Z.

Zonotope sind konvexe 2r-Ecke, die in ihrer Ausgangslage punktsymmetrisch um
den Ursprung liegen und von denen Paare gegeniiberliegender Seiten der Léngen
2||v1]], ..., 2||vy|| parallel zu vy, ..., v, verlaufen. Folgendes Lemma ist zweidimensionaler
Spezialfall der Volumenformel fiir beliebig dimensionale Zonotope in [She74].

Lemma 1.15. Der Flicheninhalt eines Zonotops Z(vy, ..., vn) C R? betrigt

Vol(Z(v1, ..., vn)) = Y 4 [det([vj,vy])] -

J<y’

Beweis. Per Induktion iiber n: Fiir n = 2 gilt die Aussage, da der Betrag der Deter-

minante bekannterweise das Volumen des hier durch 2v; und 2vs aufgespannten Spats

bestimmt. Sei n > 2 und 0.B.d.A. det(vy,v;) > 0 fiir alle i > 1 (Ansonsten betrachte
/

v; := —wv;). Dann lésst sich Z(vy, ..., vy,) zerlegen in einen durch 2v; und 2vy + ... 4 20,

aufgespannten Spat und zwei Hélften des Zonotops Z(va, ..., v, ). Somit gilt:

Vol(z1, ..., zn) = |det | [2v, Z 20, + Vol(Z(va, ..., vp))
j=2

B3 ardet(ory)) + 3 4-det(logvp)

2<j<y’'<n

=2
= Z 4 - |det([vj, vy])|

J<y’

12



1.4. Zonotopale Pflasterungen

Definition 1.16. Sei (Z,q) mit Z = Z(vy,...,v,) ein orientiertes Zonotop. Seien
V1, ...,V SO numimeriert, dass zu ihnen die Seiten beim Ablaufen des Randes im
Gegenuhrzeigersinn ausgehend von ¢ in dieser Reihenfolge korrespondieren.

1) Eine Zonotopale Pflasterung der Form (n1, ...,n,) ist eine exakte Uberdeckung
von Z mit verschobenen Zonotopen der Form Z (V') mit V' C {n% ‘v i€ [r]} .

2) Eine Rhombenpflasterung ist eine Zonotopale Pflasterung nur durch Zonotope
der Form Z(V) mit |V|= 2.

Lemma 1.17 (Vgl. [FWO01| Th. 3]). Aquivalenzklassen von Blocksequenzen stehen mit
Zonotopalen Pflasterungen in Bijektion.

Beweis. Seien (Z, q) ein orientiertes Zonotop mit Z = Z(vy, ..., v,) und vy, ..., v, reihum

nummeriert wie in Def.

Gegeben P eine zonotopale Pflasterung von (Z,q). Rotiere (Z,¢) mit P, bis ¢ bzw.
die gegeniiberliegende Ecke ¢ eindeutige y-Maxima bzw. y-Minima von Z sind.

Ein Sweep von P bezeichne eine Sequenz von y-monotonen ¢-g-Pfaden (po, ..., pr)
entlang von Pflasterungskanten mit den folgenden Eigenschaften:

e Pfad py verlduft am linken Rand (z — —o0) und p am rechten Rand (z — o0)
von Z.

e Die Differenz von Pfaden p; und p;y1, d.h. das Innere von p; U p;11, besteht aus
genau einem Pflaster M;.

Anschaulich beschreibt ein Sweep eine Reihenfolge der Pflaster, in der sie durch
horizontales Wegziehen nach links kollisionsfrei entfernt werden kénnen. Ein solcher
Sweep existiert allgemein fiir disjunkte konvexe Mengen, siehe |GY80|. Ein Sweep ist
dquivalent zu einer topologischen Sortierung des gerichteten Graphen G mit Pflastern
als Knoten und gerichteten Kanten (M, M), wenn sich an einer Kante zur Linken
Pflaster M und zur Rechten Pflaster M’ beriihren (Tatséchlich ist G identisch mit
G(A, F) des zugehorigen Arrangements). Man beschrifte nun in P fiir i = 1,...,r alle
Kanten parallel zu v; (vor der Rotation) mit ¢ und lese die Beschriftungen entlang der
Pfade (po, ..., px) ab, was, wie wir behaupten, eine Blocksequenz liefert:

In jeder Zonotopalen Pflasterung von Z liegen am linken wie am rechten Rand an der
Kante parallel zu v; genau n; Pflaster an. Daher liefert Pfad py bzw. pi die monoton
steigende bzw. fallende Zeichenkette wie in Def. Eig. 1) und Eig. 2) gefordert. Es
gilt Eig. 3), denn beim Uberschreiten des Pflasters M; dreht sich von p; zu p;4; nur
die Reihenfolge der Kantenbeschriftungen an M; um. Es bleibt Eig. 4) zu zeigen.
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1. Einfiihrung

Fine Umdrehung mit beteiligten Zeichen 1 < x7 < ... < x5 < r entsteht an einem

Pflaster der Form Z (%Uru ey %’Uzs)y dessen Flacheninhalt sich nach Lemma|1.15
T Ts
auf
1 1 4
Vol | Z [ — ey —— = - | det U,
? ( (nxl Ve ,nCEs st)) Z nz]‘nxj/ | ¢ ([Ux],vxj ])|

J<y’

bemisst, worin jedes beteiligte Zeichenpaar x # x’ zu nzi -|det([vz, var])| beitrigt. Da
zwischen pg und pg jedes solche Paar an mindestens n, - n,y Umdrehungen beteiligt

sein muss, schopft dies die Gesamtflache von Z, welche sich nach Lemma auf

Vol(Z(v1, .., vn)) = Y _ 4| det(va, v)]

<z’

bemisst, vollstdndig aus, was beweist, dass keine weiteren Umdrehungen existieren.

Diese Zuweisung von Pflasterungen zu Blocksequenzen ist eine wohldefinierte Abbil-
dung in Aquivalenzklassen. Denn seien (pg, ..., pk), (Pf; ---» p}.) Sweeps zu topologischen
Sortierungen T,T” von G. Dann gibt es nach Lemma topologische Sortierun-
gen T = Ti,....,Ts = T’ so, dass sich T; und T;y; nur durch adjazente Vertau-
schung unterscheiden, d.h. fiir gewisses j ist T; = [My,..., M;, Mj41, ..., M) und
Tiv1 = [My, ..., Mjq1, Mj, ..., My]. Dann miissen M; und Mjy; in G unvergleichbar
sein, keines der beiden Pflaster kollidiert somit beim Ziehen nach links mit dem anderen
und folglich existiert eine horizontale Gerade, die M; und M separiert. Dies zeigt,
dass die beiden Umdrehungen der Beschriftungen an M; von p;_q zu p; und an M;q
von p; zu pjt1, welche von p’;_; zu p; und von pf; zu p;, ; genau vertauscht auftreten,
indexdisjunkt sind, und die aus 7T; und 7T;11 resultierenden Blocksequenzen direkt dqui-
valent sind. Dann sind die von (po, ..., p) und (pj, ..., p),) gelieferten Blocksequenzen
aquivalent.

Sei umgekehrt eine Blocksequenz (po, ..., pr) gegeben. Die Ecke ¢ von Z sei wieder
y-maximal. Starte mit dem leeren Zonotop Z und ¢ = 1 und iteriere Folgendes: Wenn
von p;_1 zu p; Zeichen iy, ..., 15 umgedreht werden, so fiige am linken Rand der noch

freien Fliche von Z ein Pflaster der Form Z %vil, e ,%.Uz's) ein, sodass dabei die
a1 15

folgende Invariante erhalten bleibt:

e Die Vereinigung U bereits eingefiigter Pflaster ist eine einfach zusammenhéngende
Teilmenge von Z.

e Der g-g-Pfad entlang des rechten Randes von U ist ein y-monotoner Pfad von
Kantensegmenten parallel zu vy, ..., v, in der Reihenfolge wie in p;.

14



1.5. Signotope und héhere Bruhat Ordnungen

1.5. Signotope und hoéhere Bruhat Ordnungen

Sei (A, F') ein einfaches Arrangement der Ordnung n mit Geraden fi, ..., f, im Ge-
genuhrzeigersinn von F' ausgehend. Fiir Indizes 1 < i < j < k < n betrachten wir das
von f;, fj, fr aufgespannte ,Dreieck und unterscheiden zwei Félle: Der Schnittpunkt
von f; und fj liegt zur Linken von f;, also in einem Drahtdiagramm oberhalb von
fj, oder er liegt zur Rechten, also unterhalb von f;, siche Abb. Die Orientierung
dieser Dreiecke wird durch eine Abbildung ([Z}) — {—,+} kodiert. Aus dieser kann
(A, F) eindeutig rekonstruiert werden. Doch welche der 2(5) moglichen Orientierungen
werden durch Arrangements realisiert?

fi fi
I fj
T Ji
(a) Positives Dreieck (b) Negatives Dreieck
Abbildung 1.7.: Orientierung von Dreiecken

Wir ordnen die Menge {—, 4} durch — < +. Fiir A C [n] sei AlJ die Menge A ohne
ihr i-t kleinstes Element, beispielsweise {3,5,7, 8, 9}L2J ={3,7,8,9}.

Definition 1.18.

1) Ein r-Signotop der Ordnung n ist eine Abbildung « : ([Zf]) — {—,+} so, dass
fiir alle A € (T[ﬁ]l) die Sequenz (a(AM), ..., a(Al"+1))) monoton (steigend oder
fallend) ist.

2) Fiir zwei r-Signotope «, o’ der Ordnung n gelte a < /, falls a(A) < o/(A)
fiir alle A € ([:f]). Bezeichne S, (n) die dadurch partiell geordnete Menge aller
r-Signotope der Ordnung n.

3) Fiir o, € S,.(n) gelte @ X p o, falls es r-Signotope o = a, ..., as = ' so gibt,
dass sich a; und a;41 nur in einem A € ([Z]) unterscheiden, fir das o;(A4) = —
und «a;+1(A) = + gilt. Bezeichne die Héhere Bruhat Ordnung B, (r) die dadurch
partiell geordnete Menge aller (r + 1)-Signotope (!) der Ordnung n.

Wir werden im Verlauf zeigen, dass 3-Signotope genau die Orientierungen sind, die
Arrangements kodieren. 2-Signotope stehen dagegen in Bijektion zu Permutationen.
In dieser Bijektion wird o € S2(n) die Permutation 7, € S, zugeordnet, in der
fir 1 <i < j < n genau dann 7,'(i) < 7,(j) gilt, wenn a({i,j}) = +. Die
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1. Einfiihrung

Monotonieeigenschaft von « ist dabei dquivalent zur Transitivitdt invertierter und
wohlgeordneter Paare in 7,. Die Partialordnungen S, (n) und By, (r — 1) stimmen fiir
den fiir Arrangements relevanten Fall = 3 iiberein. Dies zeigen Felsner und Weil in
[FWO00]. Fiir » > 3 gilt dies nicht.

Fiir a € Sy(n) definieren wir einen gerichteten Graphen G, mit Knotenmenge (r[f]l)
und fiir alle P € ([f]) und 1 < i < j < n einer Kante (P4, PUJ) falls a(P) = + und
cine Kante (PUJ, Pl) falls a(P) = —. Folgendes Lemma ist Spezialfall von [FWO01]
Lemma 10].

Lemma 1.19. Fir a € S3(n) ist der Graph G, azyklisch.

Beweis. Per Induktion tiber n. Fiir n < 3 ist (G, kantenlos, fiir n = 3 ist G, ein
azyklisches Dreieck. Fiir n > 3 partitioniere V(G,) = ([Z]) inV=V,uV,UV_ mit:

Vo i={{z,n}: 1<z <n-1}

Vi= {{az,y} S <[n ; 1]> rolte,y,n) = +}
Vo= {{x,y} € <[n ; 1]) ca({z,y,n}) = —}

Abbildung 1.8.: Aufbau von G,

Ga|V4], Go[V-] sind azyklisch: Betrachte o : (["g”) —{—,+}, M — a(M). Dann ist
o/ € S3(n — 1) und nach Induktionsvoraussetzung G,[V4 U V_] = G, azyklisch.

Go[Vy] ist azyklisch: Betrachte [ : ([";”) —{—,+} M — a(M U{n}). Man priift
leicht 5 € So(n—1). Gp ist ein vollsténdiger gerichteter Graph auf Knotenmenge [n—1].
In diesem gilt fiir 1 <14 < j < n—1 die Orientierung (¢, j) € E(Gg) <= B({i,j}) = —.
Dann ist G transitiv, insbesondere azyklisch. Identifiziert man die Knotenmenge
V(Gp) = [n — 1] mit Vj,, so sieht man G[V,,] ~ G. Dann ist auch G,[V;] azyklisch.
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1.5. Signotope und héhere Bruhat Ordnungen

In G, sind Kanten zwischen V_ und V,, von V_ nach V,, orientiert und Kanten zwischen
Vi und V;, von V,, nach V.

Fiir die Kreisfreiheit von G, bleibt zu zeigen, dass Kanten zwischen V_ und Vy von
V_ nach V, orientiert sind, sieche Abb. Seien {i,k} € V_ und {j,k} € Vi durch
eine Kante verbunden. Wegen «a({i,k,n}) = — und a({j,k,n}) = + erzwingt die
Monotonieeigenschaft «({i,j,k}) = — <= i < j und daher ({i,k},{j,k}) € Go. O

Lemma 1.20 (Vgl. [FWO01| Th. 7]). Die Menge der 3-Signotope S3(n) steht mit der
Menge der einfachen Arrangements der Ordnung n in Bijektion.

Beweis. Sei a € S3(n). Aufgrund von Lemma/|1.19|existiert eine topologische Sortie-
rung Aq, ...,A(n) von (G,. Definiere fiir 0 <1 < g‘ :
2

Bi : <[n]>_>{_7+} Aj'—>{+ s
- )=t
Dann sind ﬁo,...,ﬁ(g) € Sy(n) und 5(’5) =<HB ... 2gB Po. Sei m; € S, die von f3;

kodierte Permutation. Die Permutationen §; und ;1 unterscheiden sich nur durch
eine zusatzliche Inversion, d.h. §;11 entsteht aus ; durch eine Nachbartransposition.

Dann ist (7r0, e ﬂ'(n)) eine Permutationssequenz, also eine Blocksequenz.
2

Seien in dieser 1 < 1 < z9 < x3 < n drei Zeichen. Falls a({z1, z2,23}) = —, so beteili-
gen diese sich an paarweisen Umdrehungen in der Reihenfolge (x1, z2), (x1, z3), (2, x3)
und im zugehorigen Drahtdiagramm kreuzen sich f,, und f,, unterhalb von f;,.
Analog: Falls a({x1,z2,23}) = +, dann oberhalb.

Somit wird auf diese Weise jedem o € S3(n) ein Arrangement zugewiesen, in welchem
die Dreiecke geméfs o orientiert sind. Diese Abbildung ist injektiv, da in jedem
Arrangement die Dreiecke eindeutig orientiert sind, und sie ist surjektiv, da die
Orientierung der Dreiecke eines jeden Arrangements ein Urbild liefert. O

Definition 1.21. Sei (A, F') ein einfaches Arrangement der Ordnung n und fiir i € [n]
beschreibe m; : [n — 1] — [n] \ {¢} die Reihenfolge der Kreuzungen der i-ten Gerade
mit den Geraden [n] \ {i¢}. Dann heifst (71, ..., m,) das Schnittfolgensystem (engl. local
sequence of unordered switches) von (A, F').
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1. Einfiihrung

Beispiel 1.22. Schnittfolgensystem des Arrangements zu Abb. in Kapitel 3:

m=1[2,4,3] m=[1,4,3] m=[4,1,2] m=][3,1,2]

Die Theorie der Dreiecksorientierungen in Arrangements liefert nun eine Charakteri-
sierung, die beschreibt, welche der ((n — 1)!)” Kombinationen von Permutationen als
Schnittfolgensystem eines Arrangements der Ordnung n realisiert werden. Betrachten
wir dafiir zunéchst das Verhalten von drei sich schneidenden Geraden f;, f;, fi mit
i < j < k wie in Abb. in einem Arrangement. Man beobachtet abhédngig von
der Orientierung des Dreiecks, dass entweder jede dieser Geraden die jeweils anderen
beiden in der Reihenfolge i, j, k schneidet, oder sie sich alle in umgekehrter Reihen-
folge schneiden. Die Bedingung in folgendem Theorem ist folglich notwendig fiir ein
Schnittfolgensystem.

Theorem 1.23 (Vgl. [FWO01| Th. 8]). Fir1 < i < n seim; : [n — 1] — [n]\ {¢}
bijektiv. Es ist (71, ...,m,) genau dann ein Schnittfolgensystem eines Arrangements der
Ordnung n, falls fir alle 1 <i < j <k <n entweder

) < k) und 7w

i) < M(k) und w6 < ()

oder

Tri_l(k‘) < Wi_l(j) und w7t

5 (k) < ﬂ'j_l(i) und 7rk_1(j) < ﬂ'k_l(i)

gilt.

Beweis. Es bleibt zu zeigen, dass die Bedingung in Theorem [1.23 _ 3| hinreichend ist.
Erfille (7, ...,m,) diese Bedingung. Sei « : ([n]) — {—,+} der in der Bedingung
zutreffende Fadl7 dh firl<i<j<k<nse

+ o HG) < m (k)
— (k) <)

)

Oé({’i,j, k}) = {

Wir behaupten, « ist ein 3-Signotop, d.h. fiir beliebige 1 < i < j < k < < n ist die
Sequenz S = (a({j, k, 1}), a({i, k, 1}), a({i, j,1}), a({i, j, k})) monoton.

Aus S = (4, —,*,%) folgt S = (+,—,—,—): a({J, k,l}) = +, daher 7rl_ 1) < 7rl_ L(k)
und 71 (5) < 7 1) a({i, k,1}) = —, daher 7; *(k) < ;i) und 7,1 (1) < 7, (z)
Mit Transitivitit folgt m, ' (j) < ;' (i) und 7, * () < 7, ' (i) und damit a({i, j,1}) =
und a({i,j,k}) = —

Aus S = (+,+, —, %) folgt S = (+,+, —, —): a({i, k,1}) = +, daher T (k) < 7 (D),

a({i,j,1}) = —, daher 7; *(1) < 7; *(j). Mit Transitivitit folgt m; *(k) < 7, (j ) und
daher a({i,j,k}) = —
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1.5. Signotope und héhere Bruhat Ordnungen

Analog folgt aus S = (—, +, %, %) auch S = (—,+,+,+) und aus S = (—, —, +, %) auch
S =(—,—,+,+). Insgesamt zeigen diese Fille Monotonie von S.

Auch o/ := —a ist ein 3-Signotop. Wie im Beweis von Lemma gesehen, gibt es
ein Arrangement mit Dreiecksorientierung . In diesem schneiden sich Geraden in der
Tat in den Reihenfolgen (71, ...,7,). Denn angenommen fir 1 <i < j < k < n gilt

m (i) < @y '(k), dann ist o/ ({4, 5, k}) = —a({i,j,k}) = —, d.h. Geraden f; und f;
kreuzen sich unterhalb von f;. So kreuzt f; die Gerade f; vor f, also in der Reihenfolge
wie in 7;. Der Fall 773._1(147) < ﬂ]-_l(z') folgt analog. O

Der Begriff des Schnittfolgensystems lésst sich naheliegend auf Arrangements der Form
(n1,...,n,) erweitern: Sind die Geraden f7{, ..., f%w ey 15 ooy [, Teihum beschriftet, so
kodiert man fiir jede Gerade f; die Reihenfolge ihrer Kreuzungen als Abbildungen
ikt [n1+ ... +np —ng] — [r] mit |7r,;ll(z’)|: Ofyropi] - M

Auch hier lasst sich die Realisierbarkeit effizient mittels Theoremﬂuberprufen Fiir
zwei Klassen i # ¢ bezeichne dazu 7, k( k') den Index der Kreuzung von fi mit fk,.

Dieser Index lésst sich leicht bestimmen: Ist i < 7', so kreuzt fk die Geraden der Klasse
i’ in ihrer Reihenfolge fi, ..., f/ Lo und L(i', k') ist der Index des k'-ten Auftretens
von i’ in ;. Falls i < 1, so kreuzt fk dle Geraden der Klasse i’ in umgekehrter
Reihenfolge, und 7 ( k') ist der Index des k'-letzten Auftretens von i’ in m; ;. Nun

lasst sich Theorem [1.23|anwenden, indem man fiir alle Tripel an Geraden ( fk , fk , fkl)
Verschledener Klassen 2 j,l Ungleichungsbedingungen wie in Theoremm aber nun
der Form ;- L, ki) < T ki ! (1, k) iiberpriift.
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2. Erzeugung von Pseudogeradenarrangements
mittels Markov-Ketten

2.1. Grundlagen zu Markov-Ketten

Markov-Ketten sind stochastische Prozesse, die Anwendungen in verschiedensten
Bereichen finden: Zum Modellieren eines Besuchers von Internetseiten in Googles
PageRank-Algorithmus, in der Autovervollstédndigung natiirlichsprachiger Sétze, bei
der Analyse einiger Spiele oder beim Mischen eines Kartendecks. Es ist ein bislang
ungeltstes Problem, wie Arrangements effizient uniform zuféllig erzeugt werden konnen.
Wir werden sehen, dass Markov-Ketten zumindest in Spezialféllen hilfreich sein kénnen.
Der folgende Uberblick, der sich, sofern nicht anders angegeben, auf [LPWQ9) stiitzt,
beschrankt sich auf Theorie, die im Verlauf dieser Arbeit aufgegriffen wird.

2.1.1. Basiswissen

Definition 2.1. Grundlegende Definitionen zu Markov-Ketten

1) Sei X eine endliche Meng und P : X x X — [0,1]. Dann heifst eine Folge
(Xt)ten, von Zufallsvariablen in X Markov-Kette mit Zustandsraum X und
Ubergangsmatriz P, falls fir alle g, ..., x441 € X mit P[X = zg, ..., Xy = 24 > 0
gilt:

P[Xiy1 = 241 Xo = 20, o, Xt = 2] = P[Xp41 = 2441 | Xy = 2] = P24, 7141)
2) Die Markov-Kette (X¢)ien, heift irreduzibel, falls fiir alle z,y € X ein t € Ny
mit P!(x,y) >0 existiertﬂ

3) Fiir z € X heikt ggt({t > 1: P'(x,z) > 0}) die Periode von x. Die Markov-Kette
(Xt)ien, heilt aperiodisch, falls jeder Zustand x € X Periode 1 besitzt.

! Allgemeiner definiert man Markov-Ketten auch z.B. fiir abzahlbare Mengen X, in dieser Arbeit ist
jedoch nur der Fall |X|< oo relevant.
2Wir fassen P als Matrix [P(z, )]s,y € RI¥XI* auf und P* = [P*(z, )]+, bezeichnet deren Potenz.
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2. Erzeugung von Pseudogeradenarrangements mittels Markov-Ketten

4) Die Markov-Kette (X;)ien, heilt symmetrisch, falls P(x,y) = P(y,x) fur alle
z,y € X gilt.

5) Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung 7 : X — [0, 1] heift stationdre Verteilung der
Markov-Kette (X¢)ien,, falls 7 = 7P gilt

In Worten: Eine Markov-Kette ist ein Prozess, bei dem der Folgezustand nur vom letzten
Zustand gemif den Ubergangswahrscheinlichkeiten P abhiéingt (,Gedichtnislosigkeit).
Hat X Verteilung p, so ergibt sich induktiv X; ~ pP?. In einer irreduziblen Markov-
Kette ist ein (i.d.R. mehrschrittiger) Ubergang von jedem Zustand in jeden Zustand
moglich. In einer aperiodischen Markov-Kette kann von jedem Zustand zum selben
Zustand in einer Anzahl Schritten zuriickgekehrt werden, die nicht nur ganzzahliges
Vielfaches einer Periode p > 1 sein kann. Ist 7 stationdre Verteilung und gilt X; ~ 7,
so auch Xy ~ 7P =m.

Bekannterweise existiert fiir jede irreduzible Markov-Kette (|X| < oo) eine eindeu-
tige stationdre Verteilung m(x) (Gegeben fiir x € X als Kehrwert der erwarteten
Zahl an Schritten startend in x bis zur ersten Riickkehr zu z). Bei zudem aperiodi-
schen Markov-Ketten gilt unabhéngig von der Startverteilung von Xg die Konvergenz
tliglo P[X; = 2] = (). Ist die Markov-Kette aulerdem symmetrisch, so ist die unifor-

me Verteilung 7, auf X' (die eindeutige) stationdre Verteilung: In jeder Markov-Kette
hat P Zeilensummen 1, daher =, 7 = Pm,T, woraus mit P = PT schlieklich w, = 7, P
folgt.

Dies motiviert die sogenannte Monte-Carlo-Methode: Auf einem endlichen Zustands-
raum X wird eine irreduzible, aperiodische und symmetrische Markov-Kette definiert,
welche mit beliebigem Startwert Xg = xg eine grofse Zahl ¢ > 0 an Schritten simuliert
wird. Aufgrund dieser grofsen Zahl an Schritten wird schlieflich angenommen, dass X}
hinreichend uniform verteilt ist. Dies wirft folgende Fragen auf:

e Wie viele Schritte t sind notig, sodass in gewissem Sinne hinreichend uniforme
Verteilung von X; garantiert werden kann?

e [st auch ein exakt uniformes statt eines ndherungsweise uniformen Ziehens aus
X moglich?

2.1.2. Schnell mischende Markov-Ketten

Bevor wir oben genannte Fragen beantworten, formalisieren wir, was es fiir eine
Markov-Kette bedeutet, ,schnell* gegen ihre stationédre Verteilung zu konvergieren.
Dazu bedienen wir uns des folgenden Abstandsmafes.

SWir fassen Verteilungen p € RI*! hier und fortan als Zeilenvektoren auf.
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2.1. Grundlagen zu Markov-Ketten

Definition 2.2. Seien p,u' : X — [0,1] zwei Wahrscheinlichkeitsmafe auf der endli-
chen Ereignismenge X. Dann heifst

= 1 llev i= e [1(A) = 1/ (4))
die totale Variationsdistanz von p und p'.
Proposition 2.3 (Vgl. [LPW09, Prop. 4.2 S. 48|). Es gilt:

e — | oy = % @) =@ = D> () - ()

reX IEXI
w(z)>p' (z)

Beweis. Zur linken Gleichung: Sei B := {z € X' : u(z) > ¢/(z)} . In der Summe in

|1(A) = 1/ (A)] =

> () - u’(w))‘

€A

gehoren Summanden positiven bzw. negativen Vorzeichens zu Elementen x € B bzw.
z € B, Der Ausdruck |pu(A) — i/(A)| wird daher in einer der Mengen A = B oder
A = B maximiert. Da u(B) — i/(B) = #/(B%) — pu(BY), maximieren B und BC
gleichermafen. Es folgt:

2 |l — vy = u(B) — i (B) + p/'(B®) — u(BY) = >~ () — 1 ()]
reX

Zur rechten Gleichung: Es gilt:

0=1-1= (Z u(@) - (Z A/(fv)) = (ul(@) — ()

zeX reX TeEX

= D w@) @ |- D W) —p)
zeX xeX
p(x)>p' (x) w(x)<p/ (x)

Die beiden letzten Terme sind daher identisch, womit folgt:

1 1
5 2 ul@) —p(@)| =3 Soop@) —d@ [+ DD H@) - )
TEX rzeX rzeX
w(@)>p' (z) p(@)<p! ()
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2. Erzeugung von Pseudogeradenarrangements mittels Markov-Ketten

= Y (@ - r@)

reX
w(@)>p! ()

Definition 2.4. Fiir eine Ubergangsmatrix P einer Markov-Kette auf Zustandsraum
X mit stationdrer Verteilung 7 seien fiir ¢t € Ny definiert:

d(t) := max | P () — 7TV

d(t) := max ||P'(z,-) — P'(y

oyeX a')HTV

Proposition 2.5 (Vgl. [LPW09| Prop. 4.10 S. 53; Ex. 4.1 S. 57]).

1) Es gilt d(t) < d(t) < 2d(t)
2) Mit P ={p:X —[0,1] : u Wahrscheinlichkeitsmaf§ auf X} gilt:

d(t) = sup ||uP" — 7| Tv, d(t) = sup [|[uP® — /' P!y
HEP ! €P

Beweis. Zu 1): Da 7 stationdre Verteilung ist, gilt fiir jedes ' € X und ¢ € Np:

Y w )Py, y) = (xP)(Y) ==(y)

yeX

Aufsummiert iiber alle 3y’ € A fiir gewisses A C X ergibt dies
> w(y) Py, A) = m(A).
yeX

Damit folgt:

t o) — o 13 —
P! (a,) = vy = max |P' (@, 4) - m(4)]

= max| > (y) (P! (z, 4) = P'(y. 4)

yeX
< Z rnax |P'(x, A) — P'(y, A)|
yeX
=) wW)IP(x,-) = Py, )llrv
yeX
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2.1. Grundlagen zu Markov-Ketten

Daher gilt

d(t) = max||P'(z,-) — m|lrv < max |[|P'(x, ) — P'(y,-)|[rv = d(t) .
reX T,yeX

Die Ungleichung d(t) < 2d(t) folgt mit Einfiigen einer nahrhaften Null (7 — 7) und
Anwenden der Dreiecksungleichung, welche auch fiir ||-||py gilt.

Zu 2): Wir zeigen nur die linke Gleichung, die rechte folgt ahnlich. Es gilt

d(t) = Pt - < Pt — = — P'(y
(t) glg!! (z,") = 7lrv < supHu 7||lTv = sup Z\u —m(y)|

HE peP 2 yeX

= sup 72 > ul@)(P(z,y) — = (y))

uep 2 yex lzex

1

<sup Y ua)g Y P, y) — )| = sup > wl@)| P (e, ) = wllry

HEP Lex yeX P orex
<sup p(w)d(t) = d(t) ,

HeP reX

wobei wir zweimal Prop. angewendet haben. O

Proposition 2.6 (Vgl. [LPW09, Ex. 4.2 8. 57]). Fir Verteilungen p, ' : X — [0, 1]
gilt |uP — (/' P||ry < ||u — p'|| 7v. Auferdem sind d(t) und d(t) monoton fallend.

Beweis. Durch Anwenden von Prop. der Dreiecksungleichung und erneutem
Anwenden von Prop. erhélt man:

|uP — p'Pllrv = 72\ pP)(x) — (W' P)(x)|
zekX

=3 3| S Pleo, o) uteo) - iw0))

X |rgeX
1
<5 20 Y Pleoa) o) — i (wo)
ToEX xEX
= [l — 'y
Die Monotonie von d(t) folgt nun direkt mit Prop. Fiir die Monotonie von d(t)

wende man obige Ungleichung auf p = P!(x,-) und u’ = 7 (Stationire Verteilung) an
und benutze anschliefend Prop. O
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2. Erzeugung von Pseudogeradenarrangements mittels Markov-Ketten

Proposition 2.7 (Vgl. [LPW09| Lemma. 4.11 S. 54]). Die Funktion d(t) ist submul-
tiplikativ, d.h. firt,t' € Ng gilt:

d(t+1t') < d(t)d(t’)

Der Beweis von Prop.folgt spéter. Falls d(t) < e fiir gewisse Schrittzahl ¢ und € > 0
gilt, so bedeutet dies, dass X; e-nah w-verteilt ist. Nach Prop. sind dann auch die
weiteren Schritte X;41, X¢49,... e-nah m-verteilt. Dies motiviert folgende Definition:

Definition 2.8.
1) Der Wert 7(¢) := min{t € Ny : d(t) < €} heilt Mischzeit der Markov-Kette.

2) Eine Klasse von Markov-Ketten heiflt schnell mischend, falls ein Polynom
p € R[X] so existiert, dass mit N = |X| fiir jede der Markov-Ketten gilt:

&) €O <p <log f))

Mochte man Markov-Ketten zur hinreichend uniformen Zufallserzeugung verwenden,
so entspricht schnell mischend der wiinschenswerten Eigenschaft, dass die bendtigte
Anzahl an Simulationsschritten polynomiell in einem Parameter n ~ log |X| ist. Denn
wie folgende Proposition zeigt, gentigt es dafiir 7(g9) € O(p(log |X|)) fiir ein beliebiges
aber festes gy < % zu zeigen, da 7(¢) von € immer logarithmisch abhéngt.

Proposition 2.9 (Vgl. [LPW09| Absch. 4.5 S. 54|). Mit festem gy < % gilt fir
beliebiges € < ep:

(e) < {c log <iﬂ 7(¢0) wobei ¢ := _10g(1260)

Beweis. Sei l € Nsg. Mit Prop. 1) und Prop. folgt:
d(l - 7(20)) < d(l-7(e0)) < d(r(20))" < (2d(7(e0)))" < (220)’

Fiir I > [c-log (éﬂ mit ¢ := —m ist dann (2¢¢)! < € und damit 7(¢) < I-7(gg). O

Beispiel 2.10. Ein Kartendeck mit n Karten wird gemischt, indem wiederholt zuféllig
ein Paar hintereinanderliegender Karten gewahlt wird, eine Miinze geworfen wird,
und bei Kopf die beiden Karten aufsteigend und bei Zahl absteigend sortiert werden.
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2.1. Grundlagen zu Markov-Ketten

Dies entspricht einer symmetrischen Markov-Kette auf der Menge der |X| = n!
Permutationen. In [Wil04l Th. 6] wird gezeigt, dass nach

6
t> <7T2 + 0(1)> n3logn
Schritten d(t) < o(1) gilt, wobei sich o(1) auf eine nur von n abhéngige Funktion
bezieht. Fiir beliebiges ¢ > 0 ist dann 7(¢) € O(n3logn) und damit die Markov-Kette
(formaler: die Klasse der Markov-Ketten) schnell mischend.

Im Folgenden werden verschiedene Techniken aufgezeigt, die haufig zur Abschétzung
von 7 () und zur Uberpriifung von schnell mischend zum Einsatz kommen.

2.1.3. Schranken an Mischzeit iiber Eigenwerte

Im Spezialfall folgender Definition kann die Betrachtung der Eigenwerte der Uber-
gangsmatrix P Erkenntnisse iiber die Mischzeit liefern. Wir geben hier nur Resultate
und Intuition wieder, dabei der Ubersichtsarbeit [Gurl6] folgend.

Definition 2.11. Eine Markov-Kette mit endlichem Zustandsraum X, Ubergangsma-
trix P und existenter stationédrer Verteilung 7 heifst reversibel, falls fiir alle x,y € X
gilt:

m(x)P(x,y) = 7(y) Py, )

Die in dieser Arbeit betrachteten Markov-Ketten sind immer symmetrisch, woraus
reversibel sofort folgt. Man rechnet nach, dass im reversiblen Fall die Abbildung

zeX

ein Skalarprodukt des Raumes R¥ ist, zu dem P ein selbstadjungierter linearer Opera-
tor ist, d.h. die Eigenschaft (vP,w) = (v, wP) erfiillt. Aus der Linearen Algebra ist
bekannt, dass alle Eigenwerte Ag > ... > A x| reellwertig sind und eine Orthonormal-
basis bestehend aus Links-Eigenvektoren vo, ..., v x|-1 € R¥ von P existiert. Ferner
beobachtet man:

e Es gilt |\| <1 fiir jeden Eigenwert A von P. Denn mit einem Rechts-Eigenvektor
v gilt aufgrund der Zeilensummen [A| - [|v]lococ = || PV]|0o < ||V]]co-

e Im irreduziblen Fall ist die stationdre Verteilung eindeutig. Daher ist der Links-
eigenraum zum Eigenwert Ao = 1 eindimensional und wird vom Eigenvektor
vg = 7 aufgespannt. Es gilt also 1 = A\g > A1.
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2. Erzeugung von Pseudogeradenarrangements mittels Markov-Ketten

e Im aperiodischen Fall ist —1 kein Eigenwert von P. In der Tat kann man
v € RY v # 0,vP = —v annehmend zeigen, dass X_ := {z € X : v(z) < 0} und
Xy :={z € X :v(x) > 0} eine Bipartition von X bilden, fiir welche P(z,y) > 0
stets impliziert, dass entweder z € X_ und y € X} oder x € XL und y € X_.
Es muss fiir beliebiges * € X und ¢ mit P!(z,z) > 0 dann ¢ € 2Z gelten, im
Widerspruch zur Aperiodizitét (Details siehe z.B. |Lee| S. 3]).

Insgesamt also 1 = Ag > A1 > ... > A|xj—1 > —1 im Falle einer reversiblen, aperiodi-
schen und irreduziblen Markov-Kette. Eine beliebige Startverteilung 4 € R kann nun
in

n=com+civ1 + ... + Clx|-1Y|x|—1

zerlegt werden, wobei ¢; = (u,v;). Man berechnet ¢y = 1. Damit lésst sich die
Verteilung nach ¢ > 0 Schritten als

,uPt =T+ cl)\'ivl + ...+ Clx|-1 )\fX\—l Ulx|—1

ausdriicken. Aus obiger Gleichung folgt sofort die wohlbekannte Konvergenz pP? — 7.
Doch die Eigenwertbetrachtung liefert mehr: Man sieht, dass die Konvergenzgeschwin-
digkeit vom betragsmifig grofiten Eigenwert ungleich 1, A* := max{A1, [\|x-1]},
dominiert wird. Der Abstand 1 — A\* heifit Spektralabstand. Je grofer dieser, desto
schneller die Konvergenz. Dies wird durch folgendes Theorem quantifiziert, fiir dessen
Beweis auf [LPW09, Th. 12.4, 12.5 S. 163 f.] verwiesen sei.

Theorem 2.12. Von einer aperiodischen, irreduziblen, reversiblen Markov-Kette auf
endlichem Zustandsraum X mit stationdrer Verteilung m habe die Ubergangsmatriz
P die Eigenwerte 1 = Ao > A1 > ... 2 A\xj—1 > —1, und sei \* := max{A1, [A\y|—1]}-
Dann gelten fiir die Mischzeit folgende Schranken:

a lo 1 <7(e) < ! lo !
1 B\ ) =T/ =708 ¢ -min{r(x): x € X'}

Méchte man die ldstige Fallunterscheidung in A\* = max{A, |\ x|—1|} vermeiden, so
bietet es sich an, anstatt der Markov-Kette mit Ubergangsmatrix P die Markov-Kette
mit Ubergangsmatrix P’ := (I + P) zu betrachten. Diese besitzt ndmlich nur positive
Eigenwerte, denn P'v = \v impliziert Pv = (2\ — 1)v, daher [2XA — 1] < 1 und somit
A > 0. Die abgewandelte Markov-Kette zu P’ wird als zugehorige trage Markov-Kette
(engl. lazy Markov chain) bezeichnet, da sie in jedem Schritt mit Wahrscheinlichkeit %
im aktuellen Zustand verharrt und sich ansonsten wie die urspriingliche Markov-Kette
verhélt.

Theorem ist meist schwierig direkt anzuwenden, denn wie sollen Eigenwerte einer
Ubergangsmatrix berechnet werden, deren Grofe |X'| x |X| typischerweise exponentiell
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2.1. Grundlagen zu Markov-Ketten

und mitunter nicht einmal genau bekannt ist? Jedoch liefert es die theoretische
Grundlage, um aufbauend darauf weitere Werkzeuge zur Abschétzung von 7(¢) zu
entwickeln.

2.1.4. Obere Schranken an Mischzeit durch Kopplung

Definition 2.13. Seien p,pu’ : P(X) — [0,1] Wahrscheinlichkeitsmafe auf einer
endlichen Menge X'. Eine Kopplung von p und p' ist eine Zufallsvariable (X,Y) € X x X
mit Randverteilungen p und p/, das bedeutet:

Vo e X:) P(X,Y)=(z,y)] = p)
yeX

VyeX:) PIX.Y)=(z9)] =4y
TEX

Eine triviale Kopplung ist die Zufallsvariable (X,Y) mit dem Produktmafs pu @ p/,
d.h. mit unabhéngigen Komponenten X und Y. Als besonders interessant werden
sich jedoch abhéngige Kopplungen erweisen. Die Motivation von Kopplungen liegt in
folgendem Lemma.

Lemma 2.14 (Vgl. [LPW09| Prop. 4.7 S. 50|). Seien p,u' : P(X) — [0,1] Wahr-
scheinlichkeitsmafe auf einer endlichen Menge X. Dann gilt:

I — || 7v = min{P[X # Y] : (X,Y) ist Kopplung von pu und '}

Beweis. Fiir bestimmtes A C X und beliebige Kopplung (X,Y") von p und p’ gilt:

I = #llv = p(A) — #/(4) = PIX € A|—B[Y € 4]
SPX €AY ¢ A]<PX #Y]
Es bleibt zu zeigen, dass das Minimum angenommen wird. Dazu konstruiere folgende

Kopplung von p und p': Mit Kopf-Wahrscheinlichkeit p := 1 — ||u — p/||pv wirf eine
Miinze. Bei Kopf wahle XY gleich: Wahle zunéchst Z entsprechend der Verteilung

P[Z =] = min{p(2), p'(z)} _ min{u(z), /' (2)}
D L—|lp— v
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und setze X =Y = Z. Bei Zahl wéhle X, Y ungleich, ndmlich verteilt entsprechend

()= (z) '
x] = { = llrv falls u(z) > p'(x)

PX =
0 sonst

W (y)—p(y) /
PlY = 9] = lu—p' lov falls 1'(y) > u(y)
0 sonst

Wir zeigen, dass dies eine wohldefinierte Verteilung ist, und dass das Paar (X,Y") eine
Kopplung von x4 und p/ ist. Es gilt mit Prop.

domin{u(z), 4 ()} = > w@)+0+ > p(2)

zeX zeX ze€X
w(z)<p' (2) w(z)>p' (2)
= D owEH+ D) wx - D> w@+ Y K
zeX zeX zeX zeX
w(z)<p' (2) w(z)>p (2) p(z)>p (2) w(z)>p (2)
=1-| Y wx-wE) | =1-lp—rlrv=r

zeX
w(z)>p (2)

Dies zeigt die Wohldefiniertheit der Verteilung P[(X,Y) = (z, z) | Kopf |. Ebenso folgt
aus Prop. die Wohldefiniertheit von P[(X,Y) = (z,y) | Zahl ]. Es gilt ferner:

PX =z]=p-P[X =z | Kopf |+ (1 —p)-P[X =z | Zahl |

I / p(x) — p'(x) falls p(x) > p'()
= min{p(z), p'(z)} + {0 const

= p(x)
Analog gilt P[Y = y] = 1/ (y). Somit ist (X,Y) in der Tat eine Kopplung von p und z/
mit PIX # Y] =1-p=|u—prv. O

Als erste Anwendung von Kopplungen in Verbindung mit Lemma liefern wir den
ausstehenden Beweis von Prop.

Beweis (Prop. , Seien z,y € X beliebig. Nach Lemma|2.14|gibt es zu den Vertei-
lungen P!(z,-) und P!(y,-) eine Kopplung (X,Y) mit

1P (@, ) = P'(y, ) llrv = PIX #Y].
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Es gilt dann fiir beliebiges w € X

P (g, w) = ZPt z,2)PY (z,w) Z]P’ 2] PY (z,w) = E[PY (X, w)]
z2€X 2€X

und analog P (y, w) = E[P" (Y, w)]. Daraus und zweimalig mit Prop. folgt:

/ 4 1 ! '
1P ) = PP G e = 5 3 [P () = P ()
weX

1 / / 7
5> ‘E [Pt (X, w) — P! (Y, w)
weX .

Z ‘Pt/ ~ P (Y, w)

weX
:Eﬂw%xo—PWK»hﬁ

| S

Der letzte Term ist Null im Falle X =Y und andernfalls per Definition durch d(#')
beschriankt. Damit folgt schlieklich:

At +1) = max | P (@) = P (y, )y < max PLY # Y]d(¥)
= max || P'(z,-) = P'(y,-)||lrv - d(t') = d(t)d(t)
T, YyeX

O

Definition 2.15. Sei & endlicher Zustandsraum und sei P : X x X — [0, 1] Ubergangs-
matrix einer Markov-Kette auf X. Eine Markov-Kette (X3, Y;)ien auf Zustandsmenge
X x X heikt Kopplung von P, falls gilt:

1) Die Komponenten (X;) und (Y;) sind jeweils Markov-Ketten auf Zustandsraum
X mit Ubergangsmatrix P.

2) Fiir alle t/ > ¢ gilt P[ Xy =Yy | X, =Y = 1.
Ferner heifst die Zufallsvariable 7. := min{t € Ny : X; = Y;} Kopplungszeit.
Eine Kopplung lésst sich beispielsweise wie folgt konstruieren: Man definiert X

und Y) mit beliebigen Startverteilungen g, 1, : X — [0, 1] und setzt dies rekursiv
fort: Gilt X; # Y%, so werden Xy41 und Y41 unabhéngig Voneinandelﬂ entsprechend

4Dies ist nur ein Beispiel. Im Allgemeinen geschieht dies nicht unabhéingig.
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Ubergangsmatrix P gewihlt, d.h.

P[Xt11 = 21| X = 2] = P24, 7441)
PYiy1 = ye11Ys = ye) = P(ys, ye+1)

gilt jedoch X; = Y%, so werden X1 und Y1 identisch entsprechend P gewéhlt, also
Yit1 = Xiy1. Bei (X,,) und (Y;,) handelt es sich um Kopien der gleichen Markov-Kette
(ggf. mit unterschiedlichen Startverteilungen), jedoch mit der besonderen Eigenschaft,
dass wenn (X;) und (Y;) bei t = 7, erstmalig zusammenlaufen, sie sich nie mehr
trennen.

Der Knackpunkt, den es zu verstehen gilt, ist dieser: (X;) und (Y;) sind jeweils
fiir sich betrachtet Markov-Ketten mit Ubergangsmatrix P, es gilt also X; ~ p,P?
und Y; ~ p, Pt jedoch sind X; und Y; nicht unabhingig: Ab ¢ > 7. stammen die
Ubergiinge aus derselben ,Zufallsquelle*. Die gemeinsame Verteilung von (X;, Y;) ist
eine Kopplung der Verteilungen p, P* und p, P*. Durch folgendes Theorem ldsst sich
dann ||py Pt — py Pt|| v abschitzen. Dieses Theorem macht Kopplungen mit besonders
kleiner Kopplungszeit 7. interessant.

Theorem 2.16 (Vgl. [LPW09] Th. 5.4 S. 62]). Sei P Ubergangsmatriz einer aperiodi-
schen, irreduziblen Markov-Kette auf endlichem Zustandsraum X. Seien x,y € X und
(X1,Y:) eine Kopplung mit Xg = x und Yo = y und mit Kopplungszeit .. Dann gilt
fir alle t € Ny:

1P (z,) = P'(y, )l v < Plre > 1]
Beweis. Fiir jedes t € N sind die Randverteilungen der Zufallsvariable (X;,Y;) die
Verteilungen von X; ~ Pt(z,-) und Y; ~ P!(y, ), daher ist (X;,Y;) eine Kopplung von
P'(z,-) und P'(y,-) im Sinne von Def. Mit Lemma folgt:

1P (z,) = P(y,)llvv < PIX¢ # V] = Plre > 1]

Definition 2.17. Grofskopplungen

1) Eine Familie ((X})i>0)zex von Markov-Ketten (X7) auf Zustandsraum X" und
Ubergangsmatrix P mit X§ = = fiir alle z € X heift Grofkopplung von P (engl.
grand coupling), falls (X7,Y}) fiir alle z,y € X eine Kopplung von (X}) und
(YY) ist.

32



2.1. Grundlagen zu Markov-Ketten

2) Sei zudem auf X eine Partialordnung < definiert, so heifst die Grofkopplung
monoton, falls zusétzlich gilt:

Vt € NoVz,y € X : P[XE < XV |XT < X{] =

3) Fiir z,y € X bezeichne 7.(z,y) die Kopplungszeit 7. der Kopplung (X7, X}).

Eine Grokkopplung (X}),cx betrachtet also eine Markov-Kette fiir jeden Startzustand
x € X. Treffen sich zu einem Zeitpunkt ¢ zwei dieser Ketten, d.h. X} = Xt , so laufen
sie fortan zusammen: X3 = Xg fiir alle ¢/ > ¢.

Theorem 2.18 (Vgl. [LPW09, Cor. 5.5 S. 62|, [Ald83] (3.13) S. 252]). Sei (Xx)
Grofkopplung auf endlichem Zustandsraum X mit aperiodischer und irreduzibler Uber-
gangsmatrix P. Es gilt:

1) d(t) < maxg yex Plre(z,y) > 1]

2) T (21;) <2eT" mitT := max,;yex E[r.(z,y)] und e = exp(1)

Beweis. Es gilt mit Prop. und Theorem

d(t) < d(t) = max ||P'(z,-) = P(y,-)|lrv < max Plr.(z,y) > 1]
T,yeX T,yeX

Dies ist Aussage 1). Da fiir alle z,y € X dabei

1
Plre(z,y) > ZPTCajy ) =1t] Zt Plre(x,y) =] = E[Tc(:c y)]

t'>t t’>0

gilt, folgt d(t) < % Dies zeigt die Aussage 2), da fiir ¢ > 2¢T nun d(t) < 5 gilt. O

Um die Terme max, yex P[e(z,y) > t| und max, yex E[7.(z,y)] in Theorem m
abzuschétzen, kann im Falle einer monotonen Grofkopplung folgendes Lemma helfen.

Lemma 2.19. Sei (X[) monotone Grofikopplung auf einer Partialordnung (X, <),
die ein Minimum & € X und ein Mazimum & € X besitzt. Dann gilt 7.(z,y) < Tc( , )
fiir alle x,y € X.

Beweis. Man zeigt dies iiber ein Quetschargument: Fiir beliebigen Startzustand x € X
gilt # <z < 2, also X < X§ < X&. Induktiv folgt X7 < X7 < X7 fiir alle t € Ny,
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und zum Zeitpunkt ¢ = 7.(%, Z) gilt Gleichheit. Da & € X beliebig, sind dann bereits
alle Markov-Ketten gekoppelt. O

2.1.5. Kopplung aus der Vergangenheit

Es ist verbliiffend, dass Markov-Ketten eingesetzt werden kénnen, um einen Zustand
Z € X nicht nur approximativ, sondern exakt entsprechend ihrer stationéren Verteilung
7 zuféllig zu erzeugen. Die dafiir notwendige Technik ,Coupling from the past“ wurde
1996 von Propp und Wilson entwickelt, fast ein Jahrhundert nach der Einfithrung von
Markov-Ketten durch Markov [PW96.

Eine Groftkopplung wie in Def. mit Zustandsraum X und Ubergangsmatrix P
lasst sich wie folgt realisieren: Erzeuge unabhéngig fiir jedes t € Ny eine zufillige
Abbildung F; : X — X so verteilt, dass P[Fi(z) = y] = P(x,y) fiir alle z,y € X gilt.
Fiir z € & setze X§ := x und rekursiv X7, | := Fy(X{) fiir £ > 0. Dann ist die Familie
(X}) eine Grokkopplung. Der im Folgenden beschriebene Algorithmus basiert auf
der einfachen, jedoch zunéchst nicht sehr intuitiven Idee, dieselbe Konstruktion einer
Grofkkopplung zu verwenden, jedoch mit negativen Zeitindizes (daher ,Vergangenheit®),
und zwar so, dass (spitestens) zum Zeitpunkt ¢ = 0 alle Markov-Ketten gekoppelt
sind.

Man erzeugt also fiir jedes t € Ny eine zufillige Abbildung F_; : X — X so, dass
P[F_(z) = y] = P(z,y). Algorithmisch erzeugt man dabei die F__; nicht alle auf einmal,
denn dafiir wire unendliche Laufzeit vonnéten, sondern bei erstmaliger Verwendung.

Setze die Notation F, := Fyo...o F_;. Die Bildmenge von F, kann mit jeder weiteren
Komposition nur kleiner werden: |F{(X)|>|F°,(X)|>|F%(X)|> ... . Irreduzibilitiit
und Aperiodizitdt von P vorausgesetzt, existiert ein minimales 7' > 0 und ein
eindeutiges 7 € X so, dass FO,(X) = {z} fiir alle t > T gilt. Dieses T, ab dem
die Abbildung FY, die konstante Abbildung F°, = 7 ist, ist eine Zufallsvariable, denn
es ist abhéngig von der zufilligen Wahl der Fy, F_1, F_o, ... .

Nun ist & iiberraschend exakt nach m verteilt, denn mit beliebigem z € X gilt:

P[FO,(X) = {z}] = lim P[F°,(z) = 7] = lim P'(x,%) = 7 (%)

t—o00 t—o00

Dies fiihrt zu folgender algorithmischen Idee: Man wéahlt 7" > 0 zunéchst beliebig
groR. Gilt bereits |F°,(X)| = 1, so gib das eindeutige Bild von F° aus. Falls nicht,
so vergrofsere T', zum Beispiel durch Verdopplung, und iteriere. Dieses Verfahren
ist typischerweise interessant, wenn |X| unbekannt oder exponentiell grofs ist. Dann
entsteht jedoch unter anderem die Frage, wie |FO,(X)| = 1 algorithmisch effizient
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2.1. Grundlagen zu Markov-Ketten

iiberpriift werden kann. Eine allgemeine Antwort darauf existiert leider nicht, wohl
jedoch im Spezialfall, in dem die Abbildungen (F_;)¢cn, monoton bzgl. einer Par-
tialordnung < auf X mit Minimum Z und Maximum & erzeugt werden kénnen, d.h.
mit z,y € X,z <y gilt P[F_;(x) < F_4(y)] = 1 fiir alle ¢t € Np. In diesem Fall gilt
namlich F9,(X) = {z} genau dann, wenn F, (%) = F°,(#) = #, wie man durch ein
Quetschargument &dhnlich wie im Beweis von Lemma sieht. Algorithmus (1] setzt
dies wie beschrieben um.

Eingabe: Ubergangsmatrix P von irred. aperiod. Markov-Kette auf (X, <)
Ausgabe:z € X,z ~ 7

T + —1, T Tstart
while True do
fori«T+1,..,T" do
Wahle F_; : X — X zufillig so,
dass P[F_;(z) = y] = P(x,y) und F_; monoton bzgl. <
end
T+ T
if (F_po..o0oFy) ()= (F_ro..0Fy)(z) then
| return (F_po...0 Fp)(Z)
end
T + 2T
end

Algorithmus 1: Kopplung aus der Vergangenheit

Bei diesem Verfahren gilt es zwei mogliche Fallen zu beachten. Erstens ldsst sich
die Kopplung aus der Vergangenheit nicht (ohne weiteres) durch eine Kopplung ,in
die Zukunft® ersetzen: Erzeugt man sukzessive Fp,..., F; bis zum kleinsten ¢ mit
|(F}o...0 Fy)(X)|=1, so ist das eindeutige Bildelement im Allgemeinen nicht verteilt
nach 7. Zweitens ist es essentiell, jedes der F'_; nur einmal zufillig zu erzeugen, dann zu
speichern und zukiinftig wiederzuverwenden. Andernfalls gilt ebenso im Allgemeinen
nicht & ~ 7.

Letzteres wirft die Frage auf, wie die F_; technisch effizient kodiert werden koénnen,
ohne sich das Bild eines jeden x € X zu speichern. Es ist stets moglich, die F_;
mittels eines deterministischen Verfahrens aus einer uniform auf dem Intervall [0, 1]
verteilten Zufallsvariable U; zu generieren. Somit muss fiir jedes F_; nur eine reelle
Zahl (bis auf hinreichende Genauigkeit) gezogen und gespeichert werden. Wenn die
moglichen Zustandsiiberginge betrachteter Markov-Kette , Flips* entsprechen, wie
etwa im Beispiel des Kartendecks (Bsp. Sortierungen eines Kartenpaares an
bestimmter Position, so geniigt es, fiir jedes F_; nur eine Position fiir den Flip zu
wéahlen und diese zu speichern.

Abschliefsend sei zu diesem Verfahren angemerkt, dass es auch benutzt werden kann,
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2. Erzeugung von Pseudogeradenarrangements mittels Markov-Ketten

um die Kopplungszeit max, yex E[7c(x,y)] der Grokkopplung (X}) empirisch zu un-
tersuchen, denn diese entspricht genau dem minimalen 7', fiir das F0, (&) = FY,(%)
gilt und die Schleife terminiert.

2.1.6. Schranken an Mischzeit durch Flaschenhals

Ein Flaschenhals ist eine Partition der Zustandsmenge X in zwei dhnlich grofse
Klassen A, Al cx , zwischen denen Zustandsiibergdnge unwahrscheinlich sind. Es liegt
nahe, dass ein solcher Flaschenhals das Mischen, d.h. die Konvergenz zur stationéren
Verteilung, verlangsamt. Man stelle sich bildhaft eine Sanduhr vor, deren Sand man
durch Schiitteln mischt und dabei die Position eines einzelnen gefarbten Kornes verfolgt.
Es dauert lang, bis sich dieses nahezu gleich wahrscheinlich in beiden Kammern

befindet.

Definition 2.20. Sei P Ubergangsmatrix einer irreduziblen und aperiodischen Markov-
Kette auf endlichem Zustandsraum X und stationérer Verteilung 7. Fiir A C X heifst

B(A) :77(114) Y. w@)P(z,y)

zeA,yc AL

Flaschenhals-Verhdltnis (engl. bottleneck ratio) von A. Ferner heifst
* . 1
" = mm{CI)(A) tAC X, m(A) < 2}
Flaschenhals- Verhdltnis der gesamten Markov-Kette.

Angenommen X; ~ m und damit auch Xy ~ 7 fiir alle t > ¢, dann ist
(I)<A) = P[Xt+1 §é A’Xt S A] .

Also ist das Flaschenhals-Verhaltnis ®(A) in der Tat dann klein, wenn es unter der
stationdren Verteilung m unwahrscheinlich ist, A im néchsten Schritt zu verlassen,
gegeben man befindet sich in A. Falls A C X kein unwesentlich kleines Ereignis ist,
etwa moglichst w(A) = %, so fithren seltene Ubergéinge zwischen A und Ab dann
intuitiv zu einem langsameren Mischen. Zwar gilt fiir gewShnlich nicht X; ~ 7, doch
zumindest konvergiert X; — . Folgendes Theorem bestétigt diese Intuition.

Theorem 2.21 (Vgl. [LPW09, Th 7.4 S. 90|). Fir eine irreduzible, aperiodische
Markov-Kette auf Zustandsraum X mit stationdrer Verteilung m gilt fir A C X,
m(A) < 3 und e > 0:
1
T(e) >

(4)

(L)

KA
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2.1. Grundlagen zu Markov-Ketten

Beweis. Mit selbem Zustandsraum und Ubergangswahrscheinlichkeiten sei (X;) eine
stationiire Markov-Kette, d.h. Xy ~ 7 und folglich X; ~ 7P! = 7 fiir alle ¢ > 0. Fiir
AC X und t > 0 gilt:

t t
PXoe A X, ¢ AJ<P|\/[X, 1€ AX, ¢ A]| < PX, 1€ AKX, ¢ Al
r=1 r=1
=t-P[Xo € A X, ¢ A
=t Y PXo=2]P[X1 =y|Xo =1
zeA,ycAl

=t Y w(z)P(x,y) =tm(A)B(A)

zeA,yc AL

Dabei wurde fiir die erste Gleichheit genutzt, dass alle X, identisch verteilt sind.
Division beider Seiten durch w(A) zeigt P[X; ¢ A|Xo € A] < t®(A), und iiber das
Gegenereignis folgt P[X; € A| Xy € A] > 1 —tP(A). Nun ist

71'(.73) Pt _ 1 _ _
(x,A) = —= > P[X; € Al Xy = z]P[X( = 7]
;1 m(A) 7(A) % ! 0 0

_ 7T(1A)IP’[Xt € A Xp € Al = P[X, € A|X, € 4]

>1—-t®(A),
daher existiert € A mit P!(x, A) > 1 — t®(A). Also gilt fiir dieses
Pl(x,A) —7(A) > 1 —t®(A) — 7(A) .
Es gilt d(t) > 1 —t®(A) — m(A), denn ist die rechte Seite negativ, so gilt dies trivialer-

weise, andernfalls folgt dies mit der Definition von |[|-||Tv aus voriger Ungleichung. Fiir
3] l—&‘

1
AC X mit 7(A) <1 undallet < #0 ilt dann d(t) > e, daher 7(e) > S0 O

Theorem 2.22 (Vgl. [SJ88, Lemma 3.3|). Fir eine aperiodische, irreduzible und
reversible Markov-Kette gilt fir den zweitgrifsten Eigenwert A1 der Ubergangsmatrixz P:

(2*)?

AM<1— 5

Theorem liefert ein Gegenstiick zu Theorem da es in Verbindung mit Theorem
eine obere Schranke an 7(¢) liefert. Fiir den Beweis verweisen wir auf [SJ88].
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2. Erzeugung von Pseudogeradenarrangements mittels Markov-Ketten

2.1.7. Obere Schranken an Mischzeit durch Stauung

Im vorigen Abschnitt wurde gesehen, wie ein Flaschenhals das Mischen verlangsamt.
Nun iiberlegt man sich als Gegenstrategie, dass moglichst viele moglichst disjunkte
Pfade von Zustandsiibergingen zwischen beliebigen Paaren (z,y) € X x X einen
solchen Flaschenhals vermeiden und zu einem schnellen Mischen fiihren sollten. Genau
diese Idee wird vom Konzept der Kanonischen Pfade aufgegriffen.

Definition 2.23. Sei M Markov-Kette auf endlichem Zustandsraum X mit Uber-
gangsmatrix P und stationdrer Verteilung 7.

1) Der gerichtete und gewichtete Graph G(M) = (X, E) bestehe aus Kanten
EM) :={(z,y) € X x X : P(x,y) > 0} und Gewichten w(z,y) := n(x)P(z,y).

2) Eine Familie {7,y }s+, von gerichteten z-y-Pfaden in G(M) fiir jedes Paar
(z,y) € X x X, x # y heilst Familie kanonischer Pfade zu M.

3) Fiir eine Familie kanonischer Pfade I" = {, 4} heifit

1
P = max 3 w(a)(y)
eeE(M) w(e) v A
€€,y

die Stauung (engl. path congestion) von T'.

4) Der Wert p :=inf{p(T") : p Fam. kan. Pfade zu M} heifit Stauung von M.

Man stelle sich vor, dass von jedem Zustand x € X zu jedem anderen Zustand
y € X,z # y ein Fluss der Stérke 7(z)n(y) entlang des Pfades v, , fliefit. In dieser An-
schauung misst der zu maximierende Term in der Definition von p(T') die ,Auslastung"
oder ,Stauung an einer Kante e, d.h. das Verhéltnis von durch sie laufendem Fluss
zu ihrem Gewicht w(e). Will man eine Familie kanonischer Pfade niedriger Stauung
finden, so muss man den ,Fluss* zwischen Zustdnden gleichméfkig auf die Kanten von
G (M) aufteilen. Je besser dies gelingt, desto vernetzter sind die Zustdnde und desto
schneller die Mischzeit, wie folgendes Theorem bestétigt.

Theorem 2.24 (Vgl. |Gurl6] Lemma 4.1]). Fir jede reversible Markov-Kette mit
kanonischen Pfaden ' gilt fiir das Flaschenhals-Verhdltnis:
1

S
2p(T")
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2.2. Erzeugung einer hexagonalen Rhombenpflasterung

Beweis. Sei I' = {y;,}. Sei A C X mit 7(A) < 1 und ®* = ®(A). Betrachte die
Kanten im Schnitt [A : A]. Ein Pfad Va,y Wit ¢ € Aund y € AU enthilt mindestens

cine Kante in [A : A’ und tréigt in dieser mit einem Fluss der Stirke 7 (z)m(y) bei.
Summiert man iiber alle z € A und y € A®, so flieht insgesamt durch [A : A% ein

Fluss von mindestens m(A)r(AC) > ™A

—5—. Diesem Fluss steht ein Gesamtgewicht in
[A: A% von

S w(@)P(a,y)

zcA,ycAL
gegeniiber. Also gibt es eine Kante e mit Auslastung

-1

1 w(A 1 1
g X =T Y m@Pes)| =g =g

(z,y)EX XX rEA,yc Al
€Y,y
Maximieren linker Seite iiber e und Umstellen liefert das Ergebnis. 0

2.2. Erzeugung einer hexagonalen Rhombenpflasterung

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit dem zufélligen Erzeugen eines einfachen
Arrangements mit drei Klassen, d.h. der Form (ni,n2,n3). Dies ist dquivalent zum
zufilligen Erzeugen einer Rhombenpflasterung eines von drei Vektoren erzeugten
Zonotops, also eines Hexagons. Wir geben hier die Ergebnisse aus [LRS95| wieder.

2.2.1. Abschitzung von Kopplungszeiten durch Abstandsfunktion

Sei (X4, Y:) Kopplung zweier Markov-Ketten auf Zustandsraum X'. Wenn X; und Y;
mit jedem Schritt ¢ — ¢ + 1 im Erwartungsfall ;ndher” kommen, bis sie schliefslich
zusammenlaufen, erlaubt dies eine Abschétzung der Kopplungszeit 7.. Zur Formali-
sierung dient eine Abstandsfunktion, d.h. eine Abbildung § : X x X — Ny mit der
Eigenschaft §(z,y) = 0 <= x = y. Fiir die Untersuchung des Abstandes zwischen
(X:) und (Y;) setze 6(t) := §(Xy,Y:) und Ad(t) :=6(t+ 1) — (¢).

Lemma 2.25. Sei (Xy,Y;) Kopplung zweier Markov-Ketten mit einer entsprechenden
Abstandsfunktion 6 : X x X — {0,1, ..., 0maz}. Falls fir alle t € No E[A6(t)| X+, Y] <0
gilt und falls, wann immer X; # Yy, E[(AS())?| Xy, V3] >V gilt, dann folgt:

5(0) (26maz - 5(0))

E[r] < v
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2. Erzeugung von Pseudogeradenarrangements mittels Markov-Ketten

Folgender Beweis entspricht dem der korrigierten Fassung |[LRS01| von |[LRS95|.

Beweis. Setze Z(t) = §(t)? — 20maxd(t) — VT'(t), wobei T(t) := t fiir t < 7. und
T(t) := 7. fir t > 7.. Dieser stochastische Prozess erfillt E[Z(t + 1)| X, Y] > Z(t).
Denn wann immer X; =Y}, so ist t > 7. und damit

Z(t)=-VT{t)=-V5=-VTit+1)=Z(@t+1),
und wann immer X; # Y;, so ist ¢t < 7. und es gilt:

E[Z(t +1)|X:, Ye] — Z(2)

E[6(t + 1)%| X, Y] — 20maxB[6(t + 1)[ X4, Y] = V = 6(£)* + 26maxd(t)
(E[0(t +1)| Xt, Y] — 6(1) + 26(O)E[6(¢ + 1)| Xy, Yi] — 6(t)?

— WmaxB[0(t + 1)| X1, Yi] = V = ()% + 20maxd(t)

= (E[(A8(6)*1Xe, Ye] = V) + 2(5(£) — Smax) E[AG(1)[ Xe, V] > 0

>0 <0 <0

Der Prozess Z(t) wichst also in jedem Schritt im Erwartungsfall. Ein solcher Prozess
wird in der Stochastik Submartingal genannt, hier beziiglich der Folge (X¢, Y), und ein
zufélliger Zeitpunkt wie die Kopplungszeit 7. = min{t : §(¢) = 0} heilt Stoppzeit. In
dieser Situation liefert das Optional Stopping Theorem aus [Durl9, Th. 4.8.5 S. 256 {.]
(mit E[r.] < oo und nach oben beschranktem E[|Z(¢t + 1) — Z(¢)|| X¢, Yz]) die intuitiv
einleuchtende Aussage E[Z(7.)] > E[Z(0)], und da 6(7.) = 0, gilt

—VE[r] > 6(0)? = 261max6(0) = 6(0) (6(0) — 20max)

womit die Aussage durch Umstellen folgt. O

2.2.2. Markov-Kette auf Pfadsystemen

Das einzige Arrangement der Form (nj,n3) besteht aus n; und ns Geraden, die
sich gitterformig schneiden. Sdmtliche Arrangements der Form (ng,ng,ng) erhilt
man durch Einfiigen einer Klasse dazwischen, bestehend aus no Geraden, siehe
Abb. Abb. zeigt die nach Anwenden der Bijektion aus Lemma ent-
standene Rhombenpflasterung. Hier wird dieses Einfligen sehr anschaulich. Bezeichne
Z(r,s) :={0,...,7} x{0,...,s} das Gitter, das wir in Zeichnungen immer wie folgt
orientieren: (0,0) links, (7, s) rechts, (r,0) unten und (0, s) oben. Nun betrachte in
Z(ng,ny) kiirzeste Pfade von (0,0) nach (n3,n1), d.h. Pfade der Lange n; + ng, die
nur aus Schritten (0,1) und (1,0) bestehen, siehe Abb. Fiir zwei Pfade p,p’
gelte p < p/, wenn p niemals oberhalb von p’ verliduft. Eine Kette p; < ... < pj nicht
notwendigerweise verschiedener kiirzester Pfade (z.B. die drei Pfade in Abb.
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2.2. Erzeugung einer hexagonalen Rhombenpflasterung

heifte k-Pfadsystem. Einfiigen neuer Rhomben entlang eines no-Pfadsystems liefert
eine Rhombenpflasterung der Form (n1,n2,ng) wie in Abb.

ny
n
U]
ng
ns
(a) Pseudogeradenarrangement (b) Rhombenpflasterung (c) Pfadsystem

Abbildung 2.1.: Beispiel zur Erzeugung einer Rhombenpflasterung fiir (ny,ns,n3) = (4, 3, 6)

Folglich ist nur ein no-Pfadsystem in Z(ng,n1) zu erzeugen, da diese in Bijektion zu
Rhombenpflasterungen und Arrangements der Form (n1, ng,ng) stehen. Wir beschrei-
ben nun eine Markov-Kette mit der Menge aller no-Pfadsysteme als Zustandsmenge X.

Dazu fiihren wir die folgende Terminologie ein. Jeder Pfad p besteht aus ny +ns — 1
inneren Punkten, d.h. Gitterpunkten ohne Startpunkt (0,0) und Endpunkt (n1,n3).
Benenne diese in ihrer Reihenfolge p',...,p™ 7371 An einem Pfad p ist ein Flip von
p’ nach oben (d.h. iiber die dariiber liegende Gitterzelle) mdglich, wenn p bei p ein
,Tal“ bildet. In einem Pfadsystem impliziert ein solcher Flip fiir alle Pfade g > p des
Pfadsystems mit ¢° = p’ ebenso einen Flip von ¢* nach oben. Analog ist ein Flip von p
nach unten mdglich, wenn p bei p’ einen ,Gipfel* bildet, und impliziert fiir jeden Pfad
g < p mit ¢* = p’ einen Flip von ¢* nach unten. Werden mogliche Flips stets zusammen
mit ihren implizierten Flips ausgefiihrt, so bleibt die Eigenschaft des Pfadsystems
erhalten.

Dies erlaubt, auf Pfadsystemen p; < ... < p,,, folgende Zustandsiibergénge zu definie-
ren: Wéhle jeweils uniform verteilt zuféllig einen Pfadindex i € {1,...,n2}, einen Index
j €{1,...,n1 +ng — 1} eines inneren Punktes von p; und eine Zahl z € [0, 1]. Ist an
p; ein Flip bei pz nach oben moglich und impliziert dieser h weitere Flips nach oben
(gef. h=0),und ist z > 1 — 2(}171“), so fiihre alle diese Flips aus. Ist an p; ein Flip bei
p{ nach unten moglich und impliziert dieser h weitere Flips nach unten (ggf. h = 0),
und ist z < m, so fiihre alle diese Flips aus. In allen anderen Féllen fiihre keinen
Flip aus.

Fiir einen Pfad p bezeichne h(p) dessen Hohe, d.h. die Zahl der Gitterzellen unterhalb

von p. Fiir ein Pfadsystem P : p; < ... < py, setze h(P) := >, h(p;). Fiir zwei Pfade
p < p/ bezeichne §(p,p’) := h(p') — h(p) die Zahl der Gitterzellen zwischen p und p'.
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Fiir Pfadsysteme P < P’ setze ebenso 6(P, P') :== h(P') — h(P) = Y12, 6(pi, p};). Es
gilt P = P’ genau dann, wenn 6(P, P’) = 0.

Nun lésst sich eine Kopplung (X4, Y;) definieren. Sei Xg : p1 = ... = pp, das Pfadsystem,
in dem alle Pfade dem untersten, d.h. dem minimalen Pfad bzgl. < entsprechen, und
sei Yp : q1 = ... = qn, das Pfadsystem, in dem alle Pfade dem obersten, d.h. maximalen
Pfad bzgl. < entsprechen. Es gilt Xo < Yj. Seien nun (X;) und (Y;) von diesen
Startzustdnden ausgehende Markov-Ketten entsprechend den oben beschriebenen
Ubergéngen, jedoch so, dass in jedem Schritt 4, §, z fiir (X;) und (Y;) identisch gewihlt
werden. Dann bleibt die Eigenschaft X; <Y} in jedem Schritt erhalten und (X3, Y})
ist eine Kopplung. Setze d(t) := 0(X:,Y;) und AS(t) = 0(t + 1) — §(¢). Ferner
seien Ah(Xy) := h(Xi+1) — h(Xy) und Ah(Y:) := h(Yi41) — h(Y:). Damit gilt auch
AN(t) = Ah(Y;) — Ah(X}). Folgendes Lemma zeigt, dass der Abstand §(¢) zwischen
(X¢) und (Y%) mit jedem Schritt im Erwartungsfall kleiner wird.

Lemma 2.26. Fir oben beschriebene Kopplung (X,Y:) gilt E[A0(t)| Xy, Y] <0, und,
wann immer X; # Yy, gilt E[(AS(1))? Xy, Vi) > 27%2’ wobei n := n1 + ng + n3.

Beweis. Seien Xy < Yy, Xy = P :p1 < oo < ppyp, Yo = Q 1 < oo < @y Sel

N :=ng(n1 + ng — 1) die Zahl innerer Punkte von Pfaden in P bzw. Q.

Werden im néchsten Schritt die Werte 1, j, 2 so gewéahlt, dass an Punkt pz ein Flip
nach oben (bzw. nach unten) zusammen mit A implizierten Flips durchgefithrt wird,
so erhoht (bzw. senkt) dies h(P) um d := h+ 1. Dies geschieht mit Wahrscheinlichkeit
537 Sei Pf (bzw. P;) die Menge dieser Tupel (i, ), die h(P) um d erhdhen (bzw.
senken). Analog definiere Q;‘ und Q. Es gilt:

E[AS(1)|X1, Vi) = EIA(Y,) X, Yi) — EIAR(X,)| X, Vi

<Z|@+ . Z\Q;\ij,d)
<Z| d+2Nd Z’ d‘2Nd>

. ((;m . um) - (;w n |pd+r>>

Die rechte Summe im letzten Ausdruck entspricht der Zahl der Téler in Pfaden von
P und Gipfeln in Pfaden von @, im Folgenden gute Punkte (G) genannt. Ebenso
entspricht die linke Summe der Zahl an Télern in () und Gipfeln in P, im folgenden
schlechte Punkte (S) genannt (Ubereinander liegende Gipfel und Tiler verschiedener
Pfade werden einzeln gezahlt).
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Abbildung 2.2.: Gute und Schlechte Punkte auf korrespondierendem Pfadpaar p; < ¢;

Betrachte ein Paar p; < ¢;, wie in Abb.dargestellt. Die Pfade teilen sich abwechselnd
in Abschnitte tibereinstimmender und sich unterscheidender Kanten auf. In den inneren
Punkten tbereinstimmender Abschnitte fallen gute und schlechte Punkte zusammen.
An den beiden Randpunkte eines unterschiedlichen Abschnittes kann jeweils einer der
Pfade p; und ¢; einen schlechten Punkt besitzen. Dazwischen alternieren auf beiden
Pfaden gute mit schlechten Punkten, sodass in Summe die Zahl der schlechten Punkte
die der guten Punkte nicht iibertrifft. Dies zeigt E[AJ(¢)]| X, Yi] < 0.

Falls X; # Y}, also P < @, so gibt es ein Paar von Pfaden p; < ¢. In einem
unterschiedlichen Abschnitt dieses Paares wihle den ersten guten Punkt von links,
ungeachtet, ob dieser auf p; oder ¢; liegt. Werden im néachsten Schritt i, j, z so gewahlt,
dass an diesem Punkt ein Flip zusammen mit h implizierten Flips durchgefiihrt wird,
so senkt dies 6(¢) um d = h + 1, was mit Wahrscheinlichkeit ﬁ geschieht. Dies zeigt

d? 1 1

2 > — > —
E[(L6())71Xe Y] 2 57 2 5 2ny(n1 +n3 — 1)

S 1
~ 2n2

O]

Theorem 2.27 (Vgl. [LRS95, Theo. 10]). Fir oben beschriebene Markov-Kette auf
Arrangements der Form (n1,ma,n3) gilt 7(¢) € O (n®log 1), wobei n := ny + ny + ns.

Beweis. Fiir beliebige no-Pfadsysteme X <Y gilt 6(X,Y) < ninons =: dmax, eine
Schranke, welche vom Startzustand (Xo, Yy) oben beschriebener Kopplung (X4, Y;)
angenommen wird. Mit Lemmain Verbindung mit V := ﬁ aus Lemmagﬂt
flir die erwartete Kopplungszeit:

(S(X(), YO)(2(5maX - 5(X07 }/E]))
%4

IN

E[7] = (ninanz)*2n?

ond

IN

Die Kopplung (X}, Y;) lasst sich zu einer monotonen Groftkopplung erweitern, indem
nicht nur ausgehend vom <-minimalen Pfadsystem X und vom <-maximalen Pfadsys-
tem Yy, sondern von jedem Pfadsystem ausgehend eine Markov-Kette gestartet wird,
wobei fiir den Zustandsiibergang ¢t — t+ 1 alle Markov-Ketten oben beschriebene Flips
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2. Erzeugung von Pseudogeradenarrangements mittels Markov-Ketten

ausfiihren, basierend auf der identischen zufélligen Wahl von 4, j, z. Nach Lemma|2.19
gilt 7.(x,y) < 7. fur alle z,y € X und somit

Elre(z,y)] < Elr] .
nax Blre(z,y)] < Elrc]

Dann folgt mit Theorem 2) fiir die Mischzeit 7(s) < [4en®| und mit Prop.
gilt fiir beliebiges € > 0:

e < Pog j [4en®] € O <n8 log i)

O

Im urspriinglichen Artikel [LRS95] wird nicht genau obige Schranke, sondern die
dhnliche Schranke 7(g) < 12a* (1 + log %) gezeigt, wobel i = ning + nang + ning die
Zahl der Rhomben resultierender Pflasterung ist. Diese Schranke wird in [Wil04] durch
feinere Analyse der gleichen Markov-Kette auf 7(¢) € ©(n?logn) verbessert.

Es sei schliefslich angemerkt, dass fiir die Markov-Kette auf Pfadsystemen die in Absch.
beschriebene Technik Kopplung aus der Vergangenheit angewendet werden kann,
um ein Arrangement bestehend aus 3 Klassen effizient zufillig zu erzeugen.

2.3. Erzeugung einer neuen Klasse

Im vorigen Abschnitt fiigten wir in ein Gitter, d.h. in ein Arrangement mit zwei Klassen,
eine dritte Klasse ein. Die dabei zum Einsatz kommende Markov-Kette erwies sich als
schnell mischend. Ziel dieses Abschnitts ist die Untersuchung der Verallgemeinerung
dessen: In ein Arrangement aus r Klassen wird an ausgewiesener Stelle eine (r + 1)-te
Klasse eingefiigt. Unter allen Moglichkeiten soll dies zuféllig mit uniformer Verteilung
geschehen.

Wir zeigen, dass die naheliegende Verallgemeinerung dieser Markov-Kette auf r Klassen
wider erster Erwartung im Allgemeinen nicht schnell mischend ist, und schlagen
stattdessen ein anderes, nicht auf Markov-Ketten basierendes Verfahren vor.

Um keine falsche Hoffnung zu schiiren, sei erwihnt, dass das iterative uniforme Einfiigen
von Klassen ausgehend von einem Gitter nicht zu einem uniform verteilten Arrangement
mit 7 > 3 Klassen fiihrt. Zwar entspricht jedes Arrangement der Form (nq, ..., n,) einer
eindeutigen Einfiigefolge von ns, ..., n, sich nicht schneidender Geraden, startend mit
einem (n; x ng)-Gitter, doch ist die Anzahl der Einfiigemoglichkeiten abhéngig von
vergangenen Einfligungen. Trotzdem ist die Untersuchung des uniformen Einfiigens
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2.3. Erzeugung einer neuen Klasse

von unabhéngigem Interesse und wird zudem durch die Markov-Kette im spéteren

Abschnitt [2.4.2] motiviert.

2.3.1. Verallgemeinerte Markov-Kette auf Pfadsystemen

Von einem Arrangement der Form (nj, ..., n,) betrachte man die zugehorige Rhomben-
pflasterung und weise die beiden Ecken aus, an denen die (r 4+ 1)-te Klasse aus n,41
Geraden eingefiigt werden soll. Will man nun Geraden einfiigen, entspricht dies wieder
einem System kiirzester, die beiden Eckpunkte verbindender, nicht schneidender Pfade,

siehe Abb.

(a) Pfadsystem zwischen ausgewisenen Ecken (b) Einfiigen in Rhombenpflasterung

Abbildung 2.3.: Pfadsysteme entsprechen neuer Klasse in Rhombenpflasterung

Analog wie im vorherigen Fall eines Gitters (Absch. lassen sich Zustands-
iiberginge auf der Menge solcher Pfadsysteme definieren. Wir verzichten auf die
Ausfiihrung der Details dieser Markov-Kette, da wir zeigen kénnen, dass schon im Fall
eines einzelnen einzufiigenden Pfades, also im Fall n, 1 = 1, die Markov-Kette fiir r > 2
iiberraschenderweise nicht schnell mischend ist. In diesem Fall wird die Markov-Kette
vereinfacht wie folgt beschrieben: Man startet mit einem der moglichen kiirzesten Pfade
und flippt diesen in jedem Schritt an einem uniform zufillig ausgewéhlten Rhombus
nach oben oder unten, sofern dies moglich ist.

Verallgemeinerte Markov-Kette auf Pfadsystemen nicht schnell mischend

Fir den Fall » = 2 wurde in Absch. die Mischzeit beschrankt, indem fiir
eine monotone Kopplung zweier Pfade argumentiert wurde, dass sich die Zahl der
Zellen zwischen beiden Pfaden im Erwartungsfall stets hinreichend verringert. Dies
trifft schon im Fall 7 = 3 nicht mehr zu, wie das Beispiel der ,,Treppe* der Grofke N
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2. Erzeugung von Pseudogeradenarrangements mittels Markov-Ketten

zeigt, welche in Abb. fiir N = 5 dargestellt ist und einem Arrangement der Form
(N + 1,1, N) entspricht. Uber und unter den diagonalen Rhomben sind zwei Pfade
X <Y ecingezeichnet. Die Wahl eines der 2N roten Rhomben fithrt zur Vergroferung
des Abstandes, wohingegen nur bei der Wahl eines der beiden griinen Rhomben sich
der Abstand verringert.

Tatséchlich ist unklar, ob die Markov-Kette auf der Treppe schnell mischend ist. Wir
liefern stattdessen die Beispiele in Abb. In der Ausrichtung der Zeichnungen sind
kiirzeste Pfade z-monotone Pfade zwischen den markierten Eckpunkten. Die Menge
dieser Pfade partitioniert sich in Pfade R, die oberhalb des blauen Rhombus verlaufen,
und den Pfaden G = RC unterhalb des blauen Rhombus. Pfade R konnen griine Zellen
beriihren, verlaufen jedoch niemals zwischen diesen. Ebenso verlaufen Pfade G niemals
zwischen roten Zellen. Der einzige Zustandsiibergang zwischen R und G ist ein Flip
an der blauen Zelle. Dieser wechselt zwischen den beiden hervorgehobenen Pfaden.

Abbildung 2.4.: Treppe der Gréfse N =5

(a) r = 3 Klassen (b) r = 4 Klassen
Abbildung 2.5.: Instanzen, auf denen die Markov-Kette nicht schnell mischend ist
Theorem 2.28. Die Markov-Kette zum FEinfigen einer (r + 1)-ten Klasse in ein
Arrangement mit r Klassen (durch Flips von kiirzesten, sich nicht schneidenden Pfaden

zwischen gegeniiberliegenden FEcken der entsprechenden Rhombenpflasterung an deren
Zellen) ist fiir r = 2 schnell mischend und fiir r > 3 nicht schnell mischend.
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2.3. Erzeugung einer neuen Klasse

Beweis. Der Fall r = 2 ist Theoremm (Absch. [2.2.2) aus [LRS95|.

Fiir r = 3 betrachte die Instanzen wie in Abb. der Grofe (N, 1, N). Die Kardi-
nalitéten |G| und |R| wachsen exponentiell in NV, insbesondere auch |X| = |G| + |R].
Pfade in G korrespondieren durch Punktspiegelung am Mittelpunkt der Zeichnung
genau mit Pfaden in R, bis auf jene N + 1 Pfade in G, welche eine der NV + 1 Kanten
am ,Stufenabsatz enthalten. Fiir grofe N gilt daher |G| = |R|+ N + 1 ~ |R| und
m(G) ~ w(R) ~ %, wobei 7 die stationdre, d.h. uniforme Verteilung ist. Fiir das
Flaschenhals-Verhéltnis von R gilt:

2 1

®(R) = Mxegecﬂxﬂj(%y) ~ [X[(V? +2N) < x|

Daraus folgt mit Theorem fiir die Mischzeit fiir ¢ < %:

1
2 7% _

(R)

() > %1 (5 <) € 2explen)

b

mit einem gewissen ¢ > 0. Daher 7(¢) ¢ O (p (log (‘Eﬁ))) fiir beliebige p € R[X].

Fiir » = 4 betrachte analog Instanzen wie die in Abb. mit der Besonderheit, dass
hier Pfade in G sogar exakt durch horizontale Spiegelung den Pfaden in R entsprechen,
also exakt |G| = |R| gilt.

Fiir 7 > 4 betrachte in dem zu Abb.[2.5b|gehorigen Arrangement die beiden Geraden,
deren Kreuzung der blauen Zelle entspricht. Der beschriebene Flaschenhals entsteht
dadurch, dass diese beiden Geraden sich vor allen anderen Geraden selbst schneiden
und alle anderen Schnittpunkte des Arrangements sich zur Hélfte oberhalb und zur
Halfte unterhalb der beiden Geraden befinden, ohne dass sich eine Kreuzung zwischen
diesen befindet. Jedes Arrangement dieser Gestalt, auch mit r > 4 Klassen, fithrt zu
einem Flaschenhals, der schnelles Mischen verhindert. O

Simulation zur empirischen Untersuchung der Kopplungszeit

Im Hinblick auf Theorem [2.28] ist es interessant, die Kopplungszeit der eben be-
handelten Beispiele zu simulieren. Dies tun wir mit einem (N x N)-Gitter (Fur N = 4
16sche man aus der Instanz in Abb. die 2N Querrhomben des Zick-Zack-Bandes),
einem (N x N)-Gitter ,mit Band“ (Dies entspricht fiir N = 4 genau Abb. und
einem (N x N)-Gitter ,mit Treppe (Fiir N = 5 ist dies Abb. . Jede dieser drei
Instanzen wird fiir die Groken N € {6, 8, 10, 12} untersucht, indem jeweils 50 Mal eine
Kopplung (X;, Y;) vom tiefsten Pfad 29 und vom hochsten Pfad yo ausgehend gestartet
wird und hochstens fiir T ax Schritte simuliert wird. Jeder Schritt besteht aus der Wahl
eines zufélligen Rhombus und dem Flippen der Pfade an diesem, sofern moglich. Zu
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2. Erzeugung von Pseudogeradenarrangements mittels Markov-Ketten

jedem getesteten Zeitachsenabschnitt ¢ kann P, < ¢| Xy = x, Yo = yo| als Anteil der
50 Versuche, bei denen (X;) und (Y;) nach spétestens ¢ Schritten koppelten, geschétzt
werden. Mithilfe der Wilson-Methode wird ein 0.95-Konfidenzintervall bestimmt.

Abb. [2.6] zeigt die Ergebnisse iiber einer logarithmischen Zeitachse. Es ist zu sehen,
dass die Zeit fiir das Koppeln mit zunehmenden N fiir das (IV x N)-Gitter und das
(N x N)-Gitter mit Treppe langsamer wéchst als fiir das (N x N)-Gitter mit Band.
Fiir ersteres wurde in Theorem ja in der Tat eine gute obere Schranke an 7.
gefunden, wohingegen die Markov Kette auf dem (N x N)-Gitter mit Band nicht
schnell mischend ist. Fiir das (N x N)-Gitter mit Treppe scheint es, als konnten ebenso
gute obere Schranken an 7. gefunden und gezeigt werden, dass die Markov-Kette
schnell mischend ist.
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Abbildung 2.6.: Simulation der Kopplungszeit fiir drei verschiedene Instanzen und
N € {6,8,10,12}. Farbige Bereiche um die Kurven sind punktweise
Konfidenzintervalle zum Irrtumsniveau o = 0.05.
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2.3. Erzeugung einer neuen Klasse

2.3.2. Erzeugung einer Klasse mittels Dynamischer
Programmierung

Als Alternative zu Markov-Ketten stellen wir hier einen direkten, der Idee von dyna-
mischer Programmierung folgenden Ansatz vor, der in ein Arrangement bestehend
aus n Geraden eine neue Klasse bestehend aus k Geraden uniform zufillig einfiigt.
Dieser hat eine Laufzeit von O(p(n) - n?*) mit p € R[z], also polynomielle Laufzeit fiir
festes k.

Dazu betrachtet man die Rhombenpflasterung des Arrangements als gerichteten Gra-
phen G = (V, E): Die Knotenmenge V besteht aus den Eckpunkten der einzelnen
Rhomben. Zwei ausgezeichnete Knoten s,t € V' gehdren zu gegeniiberliegenden Eck-
punkten am Rand des Zonotops, und alle Kanten E sind von s blickend in Richtung ¢
gerichtet. Die Ecken s,t € V' bestimmen die Stelle, an der die neue Klasse eingefiigt
wird. Fiir v € V sei d(s,v) die Distanz in G von s zu v, und fiir 0 < i < n setze
Vii={veV:d(s,v) =i}, wobei Vy = {s}, V, = {t} und V =V U ... UV, gilt.

Im Falle £ = 1 ist nur ein einzelner s-t-Pfad in G zu wéahlen. Dies ist ein Musterbeispiel
dynamischer Programmierung: Man bestimmt effizient fiir alle v € V' die Anzahl ¢, an
s-v-Pfaden, und zwar iterativ fiir alle v € V; fiir ¢ = 1,...,n, indem man in jeder Itera-
tion fiir ¢, die Werte ¢,y der Knoten v’ € V;_; mit (v/,v) € E summiert. Anschliefend
rekonstruiert man zufillig einen der ¢; s-t-Pfade p: s = p°,pt, ..., p" L, p" = t iterativ
von hinten: Fiir i = n — 1, ..., 1 withlt man zufillig p' € {v € V; : (v,p'*!) € E}, und
zwar mit der Verteilung P[p’ = v|p*tl] = Ccﬁ Auf diese Weise wird tatséchlich ein
pl
zufélliger s-t-Pfad erzeugt, der uniform verteilt ist, denn:
n—1

P’ =vo,p' = v1,...p" = va] = [[ PI" = vilp"™"" = vig1, ... p" = vy

Cy; _ Cyy l

N ] Cvin e, G
Diese Idee lasst sich fiir Pfadsysteme bestehend aus k > 1 Pfaden verallgemeinern.
Dazu konstruiert man einen Hilfsgraphen G¥ = (V*, EF), in dem 3-t-Pfade genau
den k-Pfadsystemen von s nach t entsprechen. Die Mengen V; besitzen die Totalord-
nung <; entsprechend ihrer Anordnung ,yvon unten nach oben“ in einer Zeichnung
der Pflasterung, die so ausgerichtet ist, dass sich s und ¢ auf selber Hohe ganz links
und ganz rechts befinden. Bezeichne V* die Menge der Konfigurationen, in denen
ein s-t-Pfadsystem P : p; < ... < p in G die Knoten V; verwenden kann, formal
VE = {(pl, ey DL) € (Vl)k :pi < ... <; pi}. Der Graph G* besteht nun aus Knoten-
menge VF = VO’IC u..u VE. Kanten E* sind Paare kompatibler Konfigurationen
(P, .y L), (P, ...,p?jl)) € VFx V;]fH, die (p;-,p;H) € E fiir alle j = 1, ..., k erfiillen.

Es ist VI = {8} und V¥ = {7}, wobei 5 := (s,...,s) und t := (¢, ...,t). Da 5-¢-Pfade
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2. Erzeugung von Pseudogeradenarrangements mittels Markov-Ketten

in G* genau den Pfadsystemen bestehend aus k& Pfaden in G entsprechen, wurde das
Problem auf das Erzeugen eines einzelnen Pfades wie oben beschrieben zuriickgefiihrt.
In der Tat gilt fiir &k = 1 die Graphenisomorphie G* ~ G.

Zur Laufzeitanalyse werde angenommen, eine uniforme Zufallszahl X € {1,...,1} kann
in Laufzeit O(log(l)) generiert werde Fiir alle 0 < i < n gilt |[V/*] < [V;|F < nk.
Fiir die Bestimmung der ¢, fiir alle v € V;* miissen héchstens |V* ;| < n* Additionen
durchgefiihrt werden, also iiber alle Iterationen insgesamt hochstens n-n?* Additionen.
Zwar treten hier Summanden exponentieller Grofse in n auf, doch da die Laufzeit einer
Addition logarithmisch in der Gréfe ihrer Operanden ist, geht dies insgesamt in einem
in n polynomiellen Faktor auf. Fiir das Konstruieren des zufilligen Pfades muss an
jedem Pfadknoten v; € Vik ein zufélliger Vorgangerknoten v;—1 € Vlk_ 1 ausgewahlt
werden, was bis auf polynomiellen Faktor in Laufzeit O(n*) moglich ist. Es ergibt sich
eine Gesamtlaufzeit von O(p(n) - n?*) fiir ein Polynom p € R[z].

2.4. Markov-Ketten auf Arrangements

Wir betrachten nun zwei Markov-Ketten, die zum Mischen einfacher Arrangements
verwendet werden kénnen. Beiden sind symmetrisch, ndhern sich also der uniformen
Verteilung. Die spannende Frage ist, ob diese schnell mischend sind. Diese Frage werden
wir fiir beide Markov-Ketten erortern, jedoch nicht beantworten kénnen.

2.4.1. Flippen zufilliger Dreiecke

In einem einfachen Arrangement bilden drei Geraden f?, f7, f* verschiedener Klassen
i,7,k ein Dreieck, falls zwischen den drei Schnittpunkten von f?, f7, f¥ keine weiteren
Schnittpunkte liegen. Betrachte die Markov-Kette, welche in jedem Schritt uniform
drei Geraden f?, f7, f* wihlt und, falls diese ein Dreieck bilden, dieses wie in Abb.
gezeigt flippt. In den Rhombenpflasterungen entsprechen diese Flips 180°-Drehungen
von Hexagons, und in Signotopen entsprechen sie Flips zwischen den Orientierungen +
und — von Geradentripeln, welche die Signotopeigenschaft erhalten.

Fiir Arrangements mit drei Klassen, wie in Abb. unterscheidet sich die in
Absch. behandelte Markov-Kette auf Pfadsystemen nur dadurch, dass dort nicht
nur einzelne Dreiecke, sondern auch ganze ,/Tirme" in einem Schritt geflippt werden

5Dies ist insofern realistisch, als dass wenn Miinzwiirfe in konstanter Zeit simuliert werden kénnen,
dann im Average-Case O(logl) davon nétig sind, um eine uniforme Zufallszahl X € {1,...,1}
zu erzeugen. Tatséchlich benétigt jeder Algorithmus dafiir im Worst-Case unbeschrankt viele
Miinzwiirfe, mit hoher Wahrscheinlichkeit liegt man jedoch nahe am Average-Case.
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2.4. Markov-Ketten auf Arrangements

(a) Vor dem Flip (b) Nach dem Flip

Abbildung 2.7.: Flip eines Dreiecks

kénnen, wozu hier mehrere Schritte notig wiaren. Doch wenig {iberraschend ist auch
diese Markov-Kette schnell mischend, wie folgendes Theorem aus [RT00| zeigt:

Theorem 2.29. Die Markov-Kette, welche zufillige Dreiecke eines Arrangements der
Form (n1,ng,ns3) flippt, besitzt die Mischzeit

7(e) € O(N*log N + N3log Nloge™1) ,

wobei N := ning + naong + ning die Zahl der Schnittpunkte ist.

In [Des01] wird basierend auf statistischen Untersuchungen und heuristischen Argumen-
ten behauptet, dass selbige Markov-Kette auch fiir » > 3 Klassen schnell mischend ist.
Sei M deren Ubergangsmatrix. Sei ferner M; die Ubergangsmatrix der eingeschriankten
Markov-Kette, welche nur Dreiecke flippt, an denen Klasse i beteiligt ist. Dann l&sst
sich M zerlegen als
M+ ...+ M, — (r—3)Id

3

Die Normierung stellt sicher, dass eine giiltige Ubergangsmatrix entsteht, und beachtet
dabei, dass ein Flip des Dreiecks f7, f7, f* als Zustandsiibergang in M;, M; und M,
auftaucht.

M =

Die Markov-Kette zu M; ist zwar auf der Menge aller Arrangements der Form (ny, ..., n,)
definiert, hélt aber das Arrangement der » — 1 anderen Klassen untereinander fest und
verharrt in einer von diesem abhéngigen Zustandsteilmenge. Fasst man die i-te Klasse
wie in Abb. als Pfadsystem innerhalb der durch die anderen r—1 Klassen definierten
Rhombenpflasterung auf, so entspricht dies exakt der in Absch. behandelten
Markov-Kette, deren Zustandsiibergénge sich als Dreiecksflips auffassen lassen.

In [Des01| wird tiber die Theorie des Spektralabstandes wie in Theorem argumen-
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tiert, dass falls die Markov-Ketten der einzelnen My, ..., M, schnell mischend sind, dann
auch die gesamte Markov-Kette zu M schnell mischend ist. Experimentell wird gezeigt,
dass, falls iberhaupt Instanzen existieren, fiir die die Markov-Kette der M; nicht schnell
mischend ist, diese so selten sein miissen, dass, wie weiter heuristisch argumentiert
wird, dies fiir die Mischzeit der gesamten Markov-Kette unbedeutend sei.

Dazu sei angemerkt, dass wir in Theorem ja tatsiichlich mithilfe konkreter
Instanzen gezeigt haben, dass die Markov-Ketten der einzelnen M; im Allgemeinen
nicht schnell mischend sind. Es ist unklar, ob die heuristische Argumentation in [Des01]
zu einem strengen Beweis fithrt. Zumindest wird in [Des01| ein starkes Indiz dafiir
geliefert, dass die Markov-Kette zu M in der Tat schnell mischend ist.

Interessant wére eine Partialordnung auf der Menge der Arrangements der Form
(n1,...,n,) mit r > 3, die wie die Partialordnung in Absch.die Voraussetzungen
fiir Kopplung aus der Vergangenheit erfiillt. Damit konnte die Mischzeit experimentell
iiberpriift werden.

2.4.2. Neueinfiigungen zufilliger Pseudogeraden

Betrachte die Markov-Kette auf einfachen Arrangements der Ordnung n, die in jedem
Schritt eine der n Geraden uniform zuféllig auswéhlt, 16scht und an gleicher Stelle
unter allen Moglichkeiten uniform zuféllig wieder einfiigt. Man beachte, dass sich diese
Markov-Kette auf Arrangements der Form (nq, ..., n,) erweitern liasst, indem in jedem
Schritt eine der Klassen ausgewéhlt wird und mittels des Verfahrens in Absch.
zuféallig wieder eingefiigt wird.

Interessant ist, dass die Markov-Kette in nur n Schritten von jedem Zustand x € X zu
jedem anderen Zustand y € X iibergehen kann, was man wie folgt sieht: Zeichne das
Arrangement y als Blaupause in einem Rechteck unter das Arrangement z. Wahle dann
in beliebiger Reihenfolge o € S, die Geraden 1, ..., n, 16sche sie aus dem Arrangement
und fiihre sie stattdessen y aufbauend unten durch das Rechteck. Abb. stellt dies
mit der Reihenfolge o = [1,2, 3,4, 5] dar.

Fixiert man die Reihenfolge o, im Folgenden o = [1, ..., n], so definiert dies eine Familie
I' = {2, } kanonischer Pfade auf der Zustandsmenge X einfacher Arrangements der
Ordnung n. Um zu zeigen, dass die Markov-Kette schnell mischend ist, geniigte es

mit Theorem Theorem und Theorem zu zeigen, dass die Stauung p(T")
polynomiell in n beschrankt ist.

Fiir ein Arrangement z € X bezeichne Ext(z, {i1, ..., i;}) die Anzahl der Moglichkeiten,

x ohne die Geraden [n]\ {i1, ..., i}, also unter Festhalten der Geraden i1, ..., ix, erneut
zu einem Arrangement der Ordnung n zu erweitern. Sind Arrangements x,y € X
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2.4. Markov-Ketten auf Arrangements

S

(a) Arrangement x (b) Dritter von 5 Schritten

Abbildung 2.8.: Schrittweiser Ubergang von Arrangement x zu y

durch Neueinfiigung der Geraden i ineinander iiberfithrbar, so ist

1
n - BExt(z, [n]\ {i})

die Ubergangswahrscheinlichkeit von z zu y El Bezeichne G(M) den Graphen auf
Knotenmenge X wie in Def.|2.23| sei e = (x¢,yo) darin eine beliebige Kante und 7 der

Index der in diesem Ubergang neueingefiigten Gerade. Nun gilt

LY @)

w(e) (z,y)EX XX
€Y,y

o Ext(xo,{1,...,i-1}) Ext(yo, {¢ + 1, ..., n}) Ext(zo, [n] \ {i})
< X ;

P(x,y) >

da das Produkt Ext(xq, {1,...,i-1}) Ext(yo, {i + 1,...,n}) genau die Kombinationen
von Start- und Zielzustdnden (z,y) € X x X zihlt, fir die der Pfad ~,, die Kante

(z0,yo) benutzt, und aukerdem 7(x) = ﬁ fir alle z € X gilt.

Die Stauung p(I") erhélt man nun durch Maximierung tiber e. Zwar ist der Nenner
des letzten Ausdrucks exponentiell, jedoch ebenso die drei Ext-Ausdriicke im Zéhleﬂ
Vermutlich lasst sich der Term nicht polynomiell abschétzen.

Die kurzen Pfade in G(M) lassen es dennoch plausibel erscheinen, dass die Markov-
Kette schnell mischend ist. Um dies zu beweisen, konnte versucht werden, unter
Ausnutzung verschiedener Permutationen o eine geeignetere Familie kanonischer Pfade
mit polynomieller Stauung zu konstruieren.

SUnterscheiden sich z und y nicht nur durch einen Dreicksflip, so steht hier Gleichheit. Doch im
Falle eines Dreiecksflips kann der Zustandsiibergang auch durch Neueinfiigung einer der anderen
beiden am Dreieck beteiligten Geraden geschehen und ein Faktor von 3 ist zu beriicksichtigen.

"Fiir eine obere Schranke an Ext(zo, [n] \ {i}) siche Lemmain Absch.
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2. Erzeugung von Pseudogeradenarrangements mittels Markov-Ketten

2.5. Optimale Plane Partitions

Zeichnungen von hexagonalen Rhombenpflasterungen wie die in Abb. Wirken
optisch wie perspektivische Zeichnungen von in der Ecke einer Lagerhalle gestapelten
Kisten. Jeder Stapel hat von der unteren Ecke der Zeichnung ausgehend eine Koordinate
(,7) € [ng] x [n1] und eine Hohe 0 < h; j < ny mit der Eigenschaft h; ; < hijt1; und
hij < h;jt+1, da kein Stapel von vordergriindigeren Stapeln verdeckt wird. Dies
entspricht folgender Definition.

Definition 2.30. Eine r x s-Matrix [h; ;] mit h; ; € Ng und monoton wachsenden
Zeilen und Spalten heift Plane Partition der Grofe r x s und Hohe h := maxh; ;.

Proposition 2.31. Zonotopale Pflasterungen der Form (ni,ng,ns) stehen mit Plane
Partitions der Grifie ng x n1 und Héhe h < no in Bijektion.

Dabei lasst sich in Prop. die Form (n1,ng, ng) fiir beliebige Permutation 7 € S3
durch (nx(1), "r(2), Nr(3)) €rsetzen, da zonotopale Pflasterungen der Formen (n1, ng, n3)
und (7x(1); Mr(2), Mr(3)) liber Drehungen und Spiegelungen in Bijektion stehen.

Fiir folgenden Beweis und fiir spéter fithren wir fiir (i,7) € [r] x [s] die Bezeichnung
(i, j) fur die von (i—1, j—1), (¢—1, j), (4,5 —1), (i, 4) € Z(r, s) aufgespannte Gitterzelle
ein, und auferdem die Spiegelung ¢ : [r] X [s] — [r] x [s], (¢,5) — (r — i+ 1,7),
welche zwischen Gitterindizes und Indizes der Plane Partition transformiert. Beachte
ol =

Beweis. Ein np-Pfadsystem in Z(ng,ni) liefert eine Plane Partition H = [h; ;] der
Grofe ng x nq, in der h;; die Zahl der unterhalb von z(¢(i,j)) = z(n3 —i + 1,7)
verlaufenden Pfade ist, denn Monotonieeigenschaft und maxh; ; < no sind dann klar.

Sei umgekehrt eine Plane Partition H der Grofe ng x n; und Hohe h < no ge-
geben. Fir k& € {0,...,n2 — 1} betrachte die Grenzlinie p; zwischen den Zellen
IE = {2(p(3,5)) s hij < k}und I% == {z(p(4,5)) : hij > k} und verlingere diese iiber
Randkanten von Z(n3,n;) zu Pfaden zwischen (0, 0) und (n3,n1). Aufgrund der Zeilen-
und Spaltenmonotonie von H benutzen diese Pfade nur Kanten (0,1) und (1,0) und
sind daher kiirzeste Pfade. Es gilt I C IL C I2 C ..., daher schneiden sich die Pfade
pi nicht, sondern bilden ein Pfadsystem P : py < ... < Pngy—1 In Z(ng,n1). Dabei ent-
spricht die Zahl der unterhalb von Zelle z(¢(i, j)) verlaufenden Pfade pj genau h; ;.
Die Abbildung H +— P ist somit invers zu obiger. O

Die in Absch. bis behandelten Methoden koénnen also verwendet werden,
um uniform zuféllige Plane Partitions gegebener Grofe und beschriankter Hohe zu
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2.5. Optimale Plane Partitions

erzeugen. Fiir Gewichtsfunktionen f;; : {0,...,h} — Q betrachte das naheliegende
Optimierungsproblem auf Plane Partitions der Grofle » x s und Hohe h < h:

min szi’j(hi’j)

i=1 j=1

st hig < hijia fiir alle & € [r], 5 € [s — 1] (2.1)
hij < hisi, fiir alle i € [r— 1], € [s]
0<hi; <h
hij €T

Im Lichte der Bijektion in Prop. [2.31]fiihren wir[2.1] auf das Problem des Findens
eines minimalen h-Pfadsystems in Z(r, s) unter einer geeigneten Gewichtung zuriick.
Die Gewichte f; j(x) der Eintrége von Plane Partitions iibertragen sich zunéchst auf
Gewichte f,(; j)(z) der Zellen z(i,j) € Z(r,s), und anschliefend wie folgt auf die
Kanten von Z(r, s).

Fiir (4,7) € [r] x [s] bezeichne die Menge Z; ; die zueinander parallelen Kanten in
Z(r,s), die von Zelle z(i,j) gesehen in der Bahn in Richtung links unten liegen,
formal:

Zi;={((i-1.4).(,5)): 0< 5 <j -1}

Fiir k£ € [h] definiere nun folgende Kantengewichte: Fiir (,5) € [r] x {0,...,s — 1}
setze

wi((i —1,7), (i,§)) = Z fotir i (k) — foqir jry (k= 1) .
(@'.5")€lr]xs]
((i_l’j)v(i’j))EZ;’j/

Fiir alle anderen Kanten e in Z(r, s) setze wi(e) = 0. Betrachte nun auf der Menge P
der h-Pfadsysteme zwischen Gitterpunkten (0,0) und (7, s) folgendes Optimierungs-
problem:

min Z Z wg(e) (22)

Lemma 2.32. Fin Léser fiir lost unter oben beschriebener Gewichtung .

Beweis. Zulédssige Losungen von (2.1) und (2.2) stehen wie im Beweis von Prop. w
gesehen in Bijektion. Wir zeigen, dass unter dieser Bijektion und oben beschriebener
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2. Erzeugung von Pseudogeradenarrangements mittels Markov-Ketten

Kantengewichtung die Zielfunktionen von und dquivalent sind. Unter dieser
Bijektion laufen in einem Pfadsystem P : p; < ... < pj, genau die Pfade {p; : k < h; ;}
unterhalb der Zelle z(¢(7, j)) und benutzen dabei exakt eine der Kanten Z i gy sodass
jeder Pfad py mit k < h;; in Verbindung mit Zelle z(¢(4, j)) zu den Gesamtkosten
um f; (k) — fij(k — 1) beitragt. Aufsummiert tiber alle £ = 1,..., h; ; ergibt dies
fij(hij) — fij(0), was summiert iiber alle (i,7) € [r] x [s] die Zielfunktion in
abziiglich des konstanten Summanden ; - fi,;(0) ergibt. O

Theorem 2.33. Problem kann fir gewisses Polynom p € Rlx| in Laufzeit
O(p(r+ s)(r+ S)Qh) geldst werden.

Beweis. Benutze die Riickfithrung von auf in Lemma , und ferner die in
Absch. beschriebene Bijektion von Pfadsystemen zu 5-t-Pfaden des Hilfsgraphen
Gp = (VU ..U VI EM. Es ist nur die Gewichtung wy(e) zu einer dquivalenten
Gewichtung auf G zu iibertragen und ein kiirzester 5-&-Pfad in G" zu finden. Fiir

ersteres geniigt es, der Kante ((pi,...,p}), (p{™,....pi™")) € VP x VI, das Gewicht

S wr(ph, pit!) zuzuweisen. Die Laufzeit ergibt sich éhnlich wie in Absch.[2.3.2] O

Die Optimierung von Pfadsystemen {iber Kantengewichte wie in lasst sich
zum optimalen Einfiigen einer neuen Klasse in ein Arrangement beliebiger Grofe
verallgemeinern. Auch andere Zielfunktionen sind denkbar, was zu neuen Anwendungen
fiihren konnte. Es ist eine interessante Frage, ob auch ein effizienteres Losungsverfahren
existiert. Durch die Wahl zufilliger Kantengewichte und eines geeigneten Optimierungs-
problems konnte es gelingen, effizient uniform zufillig eine Klasse einzufiigen.
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3. Zahlen und Erzeugung von
Pseudogeradenarrangements

3.1. Zahlen von hexagonalen Rhombenpflasterungen

Wie im vorigen Kapitel gesehen, stehen einfache Arrangements der Form (ni,ns,ns),
hexagonale Rhombenpflasterungen, Pfadsysteme auf Gittern und Plane Partitions in
Bijektion. Wir leiten nun eine Formel fiir deren Anzahl in Abhéngigkeit von ny,no,ns
her. Die folgende Idee stammt aus [Aig01].

Anstatt no-Pfadsysteme in Z(ng,n;1) betrachte Systeme (pi, ..., pn,) vertexdisjunk-
ter s;-t;-Pfade p; in dem gerichteten Graphen G(ng,ni) wie in Abb. der aus
no-fachem ,Versetzen“ von Z(ng,n;) entsteht. Dies steht in Bijektion: Jeder der
si-t;-Pfade p; bildet einen kiirzesten Pfad in Z(ns3,n1), und zwei Pfade p;, piy1 sind
genau dann vertexdisjunkt, wenn nach jeder Anzahl an Kanten 0 < k < nj + n3 der
Pfad p; nicht mehr auf-Schritte (0, 1) enthalt als p;11 und sich somit p; und p;11 in
Z(n3,n1) nicht kreuzen. Fiir das Zahlen solcher vertexdisjunkter Pfadsysteme dient
das Lindstrém-Gessel-Viennot-Lemma, welches wir hier der Vollstdndigkeit wegen wie-
dergeben, jedoch aufgrund dessen Bekanntheit fiir den Beweis auf den Originalartikel
in |[GV89| verweisen.

ny
ny S1
9 t
S3 tg
n3
t3
ns
(a) no-Pfadsystem in (b) Pfade in G(ns3,n1)
Z(ng, n1)

Abbildung 3.1.: Pfadsysteme und Systeme vertexdisjunkter Pfade
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3. Zé&hlen und Erzeugung von Pseudogeradenarrangements

Lemma 3.1 (Lindstrom-Gessel-Viennot). Sei G = (V, E) ein gerichteter, azyklischer
Graph mit Gewichten w : E — R, ausgezeichneten Startknoten S = {s1,...,s5} CV
und Zielknoten T = {t1,...,tx} C V. FEin gerichteter Pfad p in G habe Gewicht
w(p) = L., w(e), und fir v,w € V bezeichne w(v, w) := 3 w(p) die Gewichtssumme
tber alle v-w-Pfade. Fin System vertexdisjunkter Pfade P = (p1,...,pr) verbinde S
mit T, wenn fir eine Permutation w(P) € Sy Pfad p; ein Si-tx(i)-Pfad ist. Dann gilt:

k

det ([w(si, tj)h<ijer) = Y, sen(w(P)) [ wp)

P verbindet S, T i=1

Angewandt auf G(ng,n1) mit uniformen Kantengewichten von 1 zdhlt die rechte Seite
der Gleichung des Lindstrom-Gessel-Viennot-Lemmas die vertexdisjunkten Pfadsyste-
me P, denn fiir alle Summanden gilt 7(P) = Id; und Hle w(P;) = 1. Es ist also nur
die Determinante auf der linken Seite auszuwerten. Da jeder Pfad Gewicht 1 besitzt,
zahlt w(s;, t;) die s;-t;-Pfade. Diese bestehen aus ni +n3 Kanten, von denen beliebige
n3 + j — i Kanten Abwértskanten sind. Somit ist w(s;,t;) = (5{1:7"3) Zur Berechnung
der Determinante geben wir im Folgenden einen Ansatz aus |[Kra99| wieder.

Lemma 3.2. (Desnanot-Jacobi-Formel) Sei M € R" ™. Bezeichne M]1 """ Js die

Slr

Matriz, die durch Streichung der Zeilen i1, ..., 1, und Spalten ji, ..., js aus M hervorgeht
Dann gilt:

det(M) det(M; ) = det(M{) det(M;r) — det(M") det(M,))

Lemma 3.3. Fir alle a,b € R, n € N gilt

a+b t+j+k—1
1<(%3t<n[<a—i+j)] HHH@+]+I<:—2

i=1j=1k=1

a—i+j
der Ausdruck der linken und Ry, (a,b) der Ausdruck der rechten Seite. Fiir n = 0 ist
die Gleichung trivial. Fiir n = 1 gilt ebenso

Beweis. Per Induktion iiber n. Seien M,,(a,b) := [( atb )} , Ly(a,b) := det My(a,b)
0rj

a

a b . k atb
-T2 - 115 —<+>:Ln(a,b).

j=1k=1 j=1

Fiir den Induktionsschritt nutzt man Lemma[3.2] Mit derselben Notation beobachtet
man M, (a,b)? = M,_1(a,b), My(a,b)i = M, _ 1(a b) w(a, b)) = M, 1(a+1,b—1),
My (a,b)} = Mp—i1(a —1,b+ 1) und My,(a, b) = M,_2(a,b). Damit folgt unter
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3.2. Exponentielle Schranken an Anzahl einfacher Arrangements der Ordnung n

Anwendung der Induktionsvoraussetzung;:
Ln(a,b)Rp_2(a,b) = Ry_1(a,b)> = Rp_1(a—1,b+1)R,_1(a+1,b—1).

Man kann nun L, (a,b) = R,(a,b) nachrechnen. O

Fiir einen ausfiihrlichen, jedoch anderen Beweis von Lemma sei auf |Gor21 Absch.
2.2 S. 28f] verwiesen.

Theorem 3.4 (MacMahon-Formel, [Macl6| § 495|). Die Zahl hexagonaler Rhomben-
pflasterungen der Form (ny,ng,ns) betrigt

R S I i+j+k—1
iRl

i=1j5=1k=1

Beweis. Folgt mit den Erlauterungen oben aus dem Lindstrém-Gessel-Viennot-Lemma
und Lemmal[3.3] O

3.2. Exponentielle Schranken an Anzahl einfacher
Arrangements der Ordnung n

Bezeichne B,, die Menge einfacher Arrangements der Ordnung n. Es sind aus [FVO0I]
und [DM20| die folgenden Schranken bekannt:

Theorem 3.5. Es gilt 0.2083n? < log, | B,| < 0.6571n? fiir hinreichend grofe n.

Wir geben im Folgenden nur den einfachen Beweis der dlteren und schwécheren oberen
Schranke log, | By| < 0.79251n2 von Knuth wieder und orientieren uns dabei an der
Beweisformulierung in [FVO1].

Theorem 3.6 (Vgl. [Kuu92 p. 39]). Es gilt | B,| < 3(2).

Jedes einfache Arrangement der Ordnung n entsteht auf eindeutige Weise durch
Einfiigen der n-ten Gerade entlang eines sogenannten Schnittpfades in das durch
die Geraden 1,...,n — 1 induzierte Arrangement, wie in Abb. dargestellt. Die
Schnittpfade entsprechen den s-t-Pfaden des Dualgraphen G = (V, E). Dieser ist
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3. Zé&hlen und Erzeugung von Pseudogeradenarrangements

S
e
G mimmmmm i) g

Abbildung 3.2.: Schnittpfad p bildet neue Gerade

schon aus Absch. bekannt, da er isomorph zum Graphen auf den Kanten der
zugehorigen Rhombenpflasterung ist.

Sei 7, die maximale Anzahl an Schnittpfaden, die in einem Arrangement der Ordnung
n auftreten konnen. Es gilt |B,| < 7, - [Bp—1|- Kann man v, < 3™ zeigen, so folgt
Theorem [3.6] unter Beachtung von |By| = 1 induktiv. Der Beweis beruht auf folgender
Idee: Alle Schnittpfade haben Lénge n. Zwar konnen in G Ausgangsgrade grofer als 3
auftreten, jedoch konnen die Ausgangsgrade entlang eines gesamten Schnittpfades in
Summe nicht beliebig grofs werden.

Sei v € V ein Knoten mit Ausgangsgrad d > 3. Die d — 2 ausgehenden Kanten von v,
welche nicht die ganz linke oder ganz rechte sind, bezeichnen wir als mittig ausgehende
Kanten von v. Wir sagen, v sehe Gerade ¢ mittig, wenn eine mittig ausgehende Kante
von v Gerade i schneidet. In Abb. beispielsweise sieht s die Gerade 4 mittig und
der zweite Knoten des Schnittpfades p sieht Gerade 2 mittig. Entlang von p werden
ansonsten keine Geraden mittig gesehen.

Lemma 3.7. Entlang eines gerichteten Pfades in G wird jede Gerade héichstens einmal
mittig gesehen.

Wt~

Abbildung 3.3.: Situation im Beweis vom Lemma
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3.3. Zéhlen und Erzeugung von einfachen Permutationssequenzen

Beweis. Angenommen, ein Schnittpfad p sieht Gerade j zweimal mittig, und zwar
zunichst bei Knoten ¢ und spiter nochmals bei Knoten ¢’. Betrachte dies in der
Zeichnung eines Drahtdiagrammes, in der die Geraden auf diskreten Tiefen 1,...,n
verlaufen, zwischen denen die Flachensegmente und damit Knoten von G liegen. Seien
w und w + t die Tiefen der Gerade j bei ¢ und bei ¢’. Abb. stellt die Situation dar.

Entlang der Knoten von p steigen die Tiefen, zwischen denen sich die Knoten befinden,
um jeweils 1. Daher hat p zwischen ¢ und ¢’ genau ¢ Kanten, schneidet also genau
t Geraden. Die Gerade j hingegen schneidet zwischen dem Abschnitt bei ¢ bis zum
Abschnitt bei ¢ mindestens ¢+ 2 Geraden, da sie stellenweise mindestens Tiefe w+¢+1
erreicht. Diese t + 2 Geraden miissen auch p im Abschnitt zwischen ¢ und ¢’ schneiden.
Widerspruch. O

Lemma 3.8. Es gilt v, < 3.

Beweis. Sei a, , die liber alle Arrangements der Ordnung n gréfstmogliche Zahl an
Pfaden, die in einem gemeinsamen Knoten starten kénnen, in ¢ enden, deren Lénge m
betrégt und entlang derer héchstens r Geraden mittig gesehen werden. Wir zeigen
am,r < 37277 per Induktion iiber m. Man sieht v, = a;, ,, woraus die Aussage folgt.

Fiir m = 0 ist ay,,» = 1 und die Ungleichung trivial. Sei also m > 0. Betrachte ein
Arrangement und in dessen Graphen G einen gemeinsamen Startknoten v € V', die
zusammen das Maximum a,, , realisieren. Sei d der Ausgangsgrad von v. Fiir die erste
Kante eines v-t-Pfades gibt es d Wahlmoglichkeiten, und da v genau d — 2 Geraden
mittig sieht, konnen entlang des restlichen Pfades der Lange m — 1 nach Lemma
diese d — 2 Geraden nicht mehr mittig gesehen werden. Deshalb gilt:

d-am_1.r falls d € {1,2}
Am,r < ’
d- Um—1,r—d+2 falls d > 3
Mittels der Induktionsvoraussetzung rechnet man nun a,,, < 3"2™~" nach. ]

3.3. Zahlen und Erzeugung von einfachen
Permutationssequenzen

Aus Kapitel 1 ist bekannt, dass einfache Arrangements der Ordnung n Aquivalenzklas-
sen von einfachen Permutationssequenzen entsprechen, im Folgenden kurz Sequenzen
genannt. Fasst man in einer Sequenz die Umdrehungen jeweils zweier benachbarter
Zeichen als Nachbartranspositionen auf, die nacheinander angewendet werden, begin-
nend mit der Identitdtspermutation, so entsprechen Sequenzen genau den minimalen
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3. Zé&hlen und Erzeugung von Pseudogeradenarrangements

Zerlegungen (engl. reduced decompositions) mey = Id o 75, © ... 0 75, der Permutation
Trey = [N, ..., 1] in Nachbartranspositionen 7; := [1,...,7 + 1,4,...,n] € Sy, wobei
N = (g) Diese lassen sich wiederum als maximale Ketten in der Bruhat-Ordnung
Sy (2) auf Permutationen auffassen, sieche Abb. Zwei Sequenzen sind genau dann di-
rekt dquivalent, wenn sich deren Ketten in S, (2) durch einen Flip an einem Diamanten
iiberfiithren lassen.

4321

34217 /f 4812
3412
431 )
S
4132
3241 i
i \
[l 23l \ ]_ 41
| | 4123 |
2341, 4 \
" | S 3
|| 3413 | 1432
3214 ’ N ¥/ 3 2
o Ny
3124 B2 4as
| v / -
2314 : )
AN /
2143
N 1324 1243
2134 K
1234
(a) Maximale Kette in S, (2) (b) Drahtdiagramm zur Sequenz

Abbildung 3.4.: Sequenzen als maximale Ketten der Bruhat-Ordnung

Im Jahr 1987 beschrieben Edelman und Greene eine Bijektion zwischen Standard-
Young-Tableaus in Treppenstufenform und maximalen Ketten in S, (2), welche als
Edelman-Greene-Bijketion bekannt wurde (Siehe [EG87]). Die Ubereinstimmung derer
Kardinalitdten war schon vorher bekannt (Vgl. [Sta84]). Wir folgen hier den Ausfithrun-
gen von Angel, Holroyd, Romik, Viradg in [AHRVO07|, die eine Methode aus |GNW79|
nutzen, um diese Tableaus und damit auch Sequenzen, die sie als Sortiernetzwerke
auffassen, zuféllig zu erzeugen.

3.3.1. Edelman-Greene-Bijektion

Wir erkldaren die bereits erwidhnte Edelman-Greene-Bijektion ohne Beweis, dabei
[AHRVOQ7| folgend. Fiir einen Beweis der Bijektion sei auf [EG87| verwiesen. Im
Folgenden bezeichne ©,, C [n — 1]V die Menge der Sequenzen bzw. wie oben der
Zerlegungen [n,...,1] = Id o 75, o ... 0 75, die wir als N-Tupel (s1, ..., sn) kodieren,
wobei N = (3).

Definition 3.9. Standard-Young-Tableaus

1) Ein Tupel (A1, ..., \x) € N¥ mit A\; > ... > A heift Partition von |A| := > \;.
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3.3. Zéhlen und Erzeugung von einfachen Permutationssequenzen

2) Das Young-Diagramm einer Partition A besteht aus den Zellen
ZN) ={(1,j) eN?:1<i <k, 1<j<M\},

die wir als Quadrate in einem nach unten und nach rechts ausgerichteten Koor-
dinatensystem zeichnen.

3) Ein Standard-Young-Tableau der Form A ist eine in beiden Argumenten mono-
ton wachsende Bijektion Z(\) — {1,...,|\|}, die wir im Young-Diagramm als
Beschriftung der Zellen Z(\) mit deren Bildern darstellen.

Es bezeichne SYT(\) die Menge aller Standard-Young-Tableaus der Form A. Fiir
T € SYT(N) sei (imax(T), jmax(T)) := TL(|A]) die Zelle mit dem gréRten Eintrag |-

Algorithmus beschreibt den sogenannten Schiitzenberger-Operator ® auf Standard-
Young-Tableaus.

Eingabe: T'€ STY(\) Ausgabe: T € STY())
Konvention: Falls i < 1 oder j < 1: T(i,j) = —00

1) Slide: Bestimmen eines Pfades cy, ..., ¢4:

C1 < (imax(T)>jmax(T)); 141
while ¢; # (1,1) do

if T(C,L — (0, 1)) > T(C,L — (1, 0)) then Citl < C — (0, 1)
if T(c; —(0,1)) < T(¢; — (1,0)) then ¢;41 < ¢; — (1,0)
1—1+1

end

2) Shift: Aufriicken der Werte T'(¢1), ..., T'(cq):
for i< 1,....,d—1do T(¢) « T(cit1)
T(1,1) = T(cg) + 0
3) Inc: Inkrementieren aller Werte um 1:
foreach (i,j) € Z(\) do T'(i,5) < T(i,7) +1

Algorithmus 2: Schiitzenberger-Operator

Lemma 3.10. Der Schiitzenberger-Operator ® ist eine wohldefinierte bijektive Abbil-
dung ® : STY(A) — STY()).

Beweis. ® ist wohldefiniert: Nach Schritt Shift ist 7'(Z(\)) = {0,...,|A] — 1} und
somit ist nach Schritt Inc T wieder bijektiv. Zeilen- und Spaltenmonotonie bleiben in
Schritt Shift innerhalb der Zellen ¢y, ..., ¢q sowie innerhalb der Zellen Z(A)\{c1, ..., cq}
trivialerweise erhalten, jedoch auch zwischen Zellen ¢y, ...,cq und Z(\) \ {ci, ..., cq},
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3. Zé&hlen und Erzeugung von Pseudogeradenarrangements

was durch Fallbetrachtung aus der Konstruktionsweise des Pfades ¢y, ..., ¢q ersichtlich
wird. Die anderen Schritte Slide und Inc beeinflussen die Monotonie nicht.

Ferner ist ® bijektiv: Durch Ausnutzung der Monotonieeigenschaft von T € SYT(\)
lasst sich aus dem Bild ®(7") der verwendete Pfad ¢y, ..., ¢4 eindeutig rekonstruieren,
indem man riickwérts, ausgehend von Zelle (1, 1), in jedem Schritt zu jener der beiden
unteren oder rechten Nachbarzellen wandert, die den kleineren Wert enthélt, bis man an
eine Ecke gelangt. Basierend darauf konstruiere man eine Umkehrabbildung 7-'. O

Es bezeichne im Folgenden Aa (n) := (n—1,n—2, ..., 1) die Partition von [Aa (n)| = (5),
deren Young-Diagramm Treppenstufenform besitzt.

Definition 3.11. Die Edelman-Greene-Abbildung EG : SYT(Aa(n)) — Qy, ist defi-
niert durch 7 — (jmax(®Y*(T)))k=1,...n, wobei N = (3).

Abb. demonstriert die Abbildung eines Standard-Young-Tableaus durch EG auf
die Sequenz in Abb.

Zur Definition der Umkehrabbildung von ® wird der Einfiigealgorithmus (Alg.
bendtigt. Dieser arbeitet auf Tableaus, die zwar die Monotonieeigenschaft erfiillen,
jedoch beliebige Ganzzahlen enthalten kénnen, auch mehrfach. Der Algorithmus fiigt
eine neue Zahl ein und erweitert die Form des Tableaus um eine Zelle.

124 1|35 146

3/6] —=+|2]4] —=>=|2]5

|5 | Jmax =2 16 | jmax =1 |3 | max =3
'

124 1[3]6] 1]2]5]

3/5] <= |2]4] <= [3]6

16 ] jmax =1 |5 | jmax =3 |4 | jmax =2

Abbildung 3.5.: Beispiel EG : T' +— (1,3,2,3,1,2) mit T oben linkem SYT.
Iterative Anwendung von ®. Pfad ¢y, ..., cg grau hinterlegt.

Definition 3.12. Die Inverse Edelman-Greene-Abbildung EG™!: Q, — SYT(Aa(n))
bildet (s1,...,sny) auf das Tableau T' der Form Aa(n) ab, in der T'(4, j) die minimale
Zahl k ist, so dass nach sukzessivem Einfiigen von si,...,s; in ein anfangs leeres
Tableau () mittels Alg. das resultierende Tableau die Zelle (i, j) enthélt.

Abb. demonstriert EG~!(w) mit w aus Abb.
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Eingabe: Tableau T : Z(\) — N; Einftigezahl u
Ausgabe: Tableau T': T(\) — N mit |X| = |A] + 1
Konvention: (i,j) ¢ Z(\) < T(i,j) = o0

Initialisiere: 1 < 1; ¢ + u
while ¢ # oo do
jo < min{j € N: T(i,j) > q}
if T'(i,jo) =qthen g+ qg+1
if T'(i,j0) > q then ¢’ « T(i,j0); T(i,j0) < ¢; ¢ ¢
141+ 1
end
Algorithmus 3: Einfiigealgorithmus

O—[1]»[[3] > ; 2]
T 112 (4
3¢ 3
1[2]3] < [1]2]3] < [1]2]3] ER
2 B 3]
3] 3]
(a) Iteratives Anwenden von Alg. (b) Res. T

Abbildung 3.6.: Beispiel EG™': (1,3,2,3,1,2) —» T
Lemma 3.13. Die Abbildung EG™! ist wohldefiniert.

Theorem 3.14. (JEG87]) Die Abbildungen EG und EG™! sind invers zueinander,
insbesondere bijektiv.

3.3.2. Zahlen und Erzeugung von Standard-Young-Tableaus

In diesem Abschnitt, in dem Ergebnisse aus [GNWT79| wiedergegeben werden, bewei-
sen wir das folgende Theorem und zeigen einen Algorithmus auf, mit dem effizient
uniform zuféllige Standard-Young-Tableaus erzeugt werden kénnen. Zusammen mit
der Edelman-Greene-Bijektion aus vorigem Abschnitt liefert dies Anzahl und Zufalls-
erzeugung von Sequenzen.

Fiir eine Partition A und (¢, j) € Z(\) bezeichne

Hij ={({.j)eZW\) : (' =inj >j)v(i'>ing =7}

den Hook von X an der Stelle (4,7), und h;; := |H; ;| dessen Linge. Eine Zelle
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3. Zé&hlen und Erzeugung von Pseudogeradenarrangements
(i,7) € Z(X) heike Eckzelle, falls h; j = 1, was j = A; impliziert.

Theorem 3.15. (Hook-Formel, Frame-Robinson-Thrall-Formel, [FRT5))

|
YT =
H(i,j)GZ(/\) hi

Korollar 3.16. Die Zahl einfacher Permutationssequenzen der Ordnung n betrigt

(5)!

[T 2n — 1 - 2i)

|Qn| =

Beweis. Ergibt sich direkt aus Theorem , angewandt auf Aa (n), und der Edelman-
Greene-Bijektion nach Theorem O

Betrachte folgendes Zufallsexperiment: Ziehe uniform eine Zelle (a1,b1) € Z(\), d.h.
jeweils mit Wahrscheinlichkeit ﬁ Wurde (a;, b;) gezogen, so ziehe uniform (a;11,b;11)

aus Hy, b, \ {(a;, b;)}, d.h. jeweils mit Wahrscheinlichkeit ;——. Iteriere dies bis zum

a;,a; -1

Erreichen einer Eckzelle.

Fiir zwei Mengen A, B C N, fiir die (a4, 8p) := (max A, max B) eine Eckzelle in Z(\)
ist, bezeichne P[A, B| min A, min B] die Wahrscheinlichkeit, dass {a1, ..., a,;,} = A und
{b1,...,bm} = B bedingt auf das Ereignis a; = min A und b; = min B. Aufserdem be-
zeichne P[(«, 8)] := P[(am, bm) = («a, 8)] die Wahrscheinlichkeit, dass das Experiment
in Eckzelle (o, 8) € Z()\) endet.

Lemma 3.17. Es gilt:

1 1
P[A, B|min A, min B] = H — H P
i€A .68 1 jEB haAaj -1
iFaa J#PB

Beweis. Seien A = {ay < ... < @ja) = aa} und B = {by < ... < bjg = B} und
bezeichne R4 p die rechte Seite der Aussage. Per Induktion iiber |A| und |B].

Falls |A| = 1, so ist A = {a;}. Dann entspricht P[A, B| min A, min B] der Wahrschein-
lichkeit der Sequenz (ai,bi), ..., (a1,bp) bedingt auf deren Anfang (ay,b1), welche
auch dem rechten Produkt in R4 g entspricht, wéhrend das linke Produkt verschwindet.
Der Fall |B| =1 folgt analog.
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Seien nun |A[, |B| > 1. Per Induktion erhalten wir
PlA\{a1}, Blmin A\ {a1}, min B] = Ra\{a,},B = (ha, 55 — 1) RaB
und
P[A, B\ {b1}| min A, min B\ {b1}] = Ry p\ (3,3 = (ha, 5, — DRaB -
Startet man mit (ay,b;) = (a,by1), so folgt als niichstes entweder (ag, by) = (a2, by)

oder (ag,by) = (@1, bz). Damit ldsst sich P[A, B| min A, min B] einen Schritt auflésen
und die Induktionsvoraussetzung nutzen:

. : 1 _ _ Y
P[A, Bl min A, min B] = PR (P[A\ {a1}, Blag, b1] + P[A, B\ {b1}|a1, b))
a;,br
Iv. 1
= =1 (s =+ (o~ 1) Rap

Es bleibt also hg, 5 —1 = (hay gz — 1) + (kg , 5, — 1) zu zeigen, was man jedoch
elementar leicht einsieht. O

Fiir A = (A1, ..., \y) € N setze
P Rlls A > >
F(\) = i ez bia (V) Z e Z
0 sonst

und fiir a € [k] setze Fo(A) := F(A1,.oe; Aa—1, Ao — L, At 1y ooy AR)-

Lemma 3.18. Sei \ eine Partition und («, 8) € Z(X\) eine Eckzelle. Dann gilt:
Fao

(M)

lle. 8] = sy

Beweis. Setzt man fiir F,, und F' obige Definition ein und kiirzt zu Hooks H; ; geho-
rige Faktoren, deren Langen h; ; in (A1, ..., \g) und (A1, ..., Aa—1, Aa — 1, gt 1y -0y Ak)
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3. Zé&hlen und Erzeugung von Pseudogeradenarrangements

iibereinstimmen, so erhélt man

Fo(d) 1 11 hip ha,j
FQ) A\ gz his =1 ) \ 22 has —1
1 1 1
=0 II1+h__1 IIl+h'_1
1<i<a u.58 1<j<p3 Q.

P Y (O ) (I
A ACla—1] (ieA hig = 1) jEB haj =1
BC[B—1]
Mit Lemma [3.17]sieht man dann:

F.(N) 1

N WAC[%:_”IP’[AU{a},BU{ﬁ}]minAU{a},minBU{5}]
BC[B-1]
= > Pl(a1,b1) = (a,b)]
a,beZ(N)

> PlAU{a}, BU{B}|(a1,b1) = (a,D)]
AC[a—1],min A=a
BC[B—1],min B=b

= Pl(e, 8)]
O
Beweis. (Theorem [3.15) Sei A = (A1, ..., \g). Jede Realisierung des oben beschriebenen

Zufallsexperiments endet in einer Eckzelle («, 3), wobei f = A,. Aufsummiert gilt
dann mit Lemmal[3.18]

k
1= Y Bl = 3 228
a=1

und damit F(\) = ZZ:l Fo(X\). Wir zeigen nun |SYT(X)| = F(\) per Induktion tiber
|A|. Der Fall |[A\| =1 ist klar, sei also |A| > 1.

Jedes T" € SYT(A) enthélt aufgrund der Monotonieeigenschaft die Zahl |A| in ei-
ner Eckzelle (a, Ay ). Loscht man diese aus T', so erhdlt man ein giiltiges Standard-
Young-Tableau 77 € SYT (A1, ...; Ada—1, Aa — 1, Aat1, ---s A ). Daher sieht man mit der
Induktionsvoraussetzung:

ISYT(\)| = E: ISYT(AL, o Aae 15 Aa — 1, Aok 1y oos Ak
Eckzelle (a,\a)
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3.3. Zéhlen und Erzeugung von einfachen Permutationssequenzen

I

1<

k
D FMy s damtAa = Ldagt, o M) = Y Fa(A) = F())
a=1

Dass nach der zweiten Gleichung auch tiber Werte fiir o summiert wird, fiir die (o, Ay)
keine Eckzelle ist (wenn Ay = Ag+1), stort nicht, da die Summanden per Definition
von F' dann verschwinden. O

Korollar 3.19. Sei X\ eine Partition. Wihle eine zufillige Eckzelle (o, 8) € Z(\)
durch oben beschriebenes Experiment, setze T(«, [3) = || und fahre rekursiv mit
Noi= (A1, a1, Aa— 1, a1, ooy M) fort, bis hin zu X' = 0. Dann ist das so erzeugte
T € SYT(X) uniform verteilt.

Beweis. Per Induktion iiber |A|. Fiir |A| = 1 ist die Aussage klar. Sei also |A| > 1. Nach

Lemma betragt die Wahrscheinlichkeit, zu Beginn Eckzelle (o, 8) € Z(A) zu wéh-
(

len, I;?(—/\), und nach Induktionsvoraussetzung wird rekursiv jedes 77 € SYT()\') nach
der Hook-Formel mit Wahrscheinlichkeit |SYT1()\,)| = Fal(/\) erzeugt. Das Produkt ﬁ
beider Wahrscheinlichkeiten entspricht erneut nach der Hook-Formel der uniformen
Verteilung auf SYT(A). O

3.3.3. Erzeugung einfacher Arrangements mittels
Verwerfungsmethode

Wie in Kapitel 1 ausgefiihrt, sind Arrangements (A, F') Aquivalenzklassen von Block-
sequenzen, und die Klasse von (A, F') entspricht der Menge der topologischen Sor-
tierungen von G(A, F'). Nun ist aus dem vorigen Abschnitt bekannt, wie Sequenzen
Q,, effizient iiber SYT (A, —1) gezdhlt und zufillig erzeugt werden konnen. Fiihrt dies
auch zu einer Moglichkeit, deren Aquivalenzklassen B,,, einfache Arrangements der
Ordnung n, zu zihlen oder zu erzeugen?

Zieht man uniform z € €),, so ist die Wahrscheinlichkeit, damit ein bestimmtes
Arrangement (A, F') € B,, zu ziehen, nicht ﬁ, sondern proportional zur Grofe der

Aquivalenzklasse, d.h. zur Zahl der topologischen Sortierungen von G(A,F).

Die Verwerfungsmethode ist ein Verfahren zum Ziehen aus einer Menge X mit Vertei-
lung f, wenn zunéchst nur ein Verfahren bekannt ist, welches Elemente mit Verteilung
g erzeugt. Wir betrachten hier nur den diskreten Fall.

Lemma 3.20. Seien f,g : X — [0,1] diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf
der Menge X, g(x) # 0 und M > 0 mit f(x) < M - g(z) fir alle x € X. Betrachte das
folgende Verfahren:
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3. Zé&hlen und Erzeugung von Pseudogeradenarrangements

Ziehe X € X entsprechend der Verteilung g. Mit Wahrscheinlichkeit A;(g)é))() akzeptiere

das Ergebnis. Andernfalls verwirf es und wiederhole das Verfahren.

Dann werden im Erwartungsfall M Iterationen bis zum Akzeptieren bendtigt und das
so erzeugte X hat die Verteilung f.

Beweis. Sei p die Wahrscheinlichkeit des Akzeptierens in einer einzelnen Iteration.

| (1=p)*Lg(a) g2y
P[X = x| Verfahren akzep. in Iter. k] = 1= 1p = oM

Dies muss in Summe iiber alle x € X genau 1 ergeben. Daher muss p = ﬁ gelten,
was auch direkt nachgerechnet werden kann. Damit folgt P[X = x| = f(z), und die
erwartete Anzahl an Iterationen ist der Erwartungswert einer geometrischen Verteilung
mit Erfolgswahrscheinlichkeit ﬁ O

In unserem Fall ist die Zielverteilung die uniforme Verteilung f(x) = ﬁ auf der
Menge B,. Nimmt man das Arrangement einer uniform aus 2,, gezogenen Sequenz,
so besitzt dies die Verteilung g(z) = %, wobei Top(z) die Menge der topolo-
gischen Sortierungen des Graphen G(z) bezeichnet. Es ist nun also ein konstantes
M > 0 zu finden, fir das |Q,| < |Top(x)| - |By| - M fiir alle = gilt, und dann die

Verwerfungsmethode mit Akzeptanzwahrscheinlichkeit

fa)
M-g(z) ~ Bl - M- [Top(a)]

anzuwenden. Hier stellt sich die Frage nach der Bestimmung oder zumindest Ab-
schitzung von |Top(x)|. Man beobachtet zunéchst, dass Instanzen x € €, existieren,

fiir die |Top(z)| = 1, siehe Abb. |3.7al Daher ist die Wahl der Konstante M := Egﬂ

optimal im Sinne obiger Ungleichung und dariiber hinaus duflerst giinstig, da sich
dann die Akzeptanzwahrscheinlichkeit wie oben angegeben als |TT1(I)\ ergibt und sich

die schwierige genaue Bestimmung von |By,| und |Q,| eriibrigt.

Genauso existieren Instanzen, fiir die |Top(z)| exponentiell in n wéachst. Betrachte
dazu eine Folge Aq, A, ... von Arrangements, in der A; aus einer einzelnen Gerade
besteht, und A;4+1 wie in Abb. dargestellt aus zwei Kopien von A; hervorgeht.
In dieser sind nun die Kreuzungspunkte obiger Kopie unabhéngig von denen unterer
Kopie, was eine exponentielle Anzahl an topologischen Sortierungen erlaubt.

In [BWO91] wird die #P-Vollstéandigkeit des exakten Zahlens linearer Erweiterungen
gezeigt. Es wird aber auflerdem gezeigt, dass es durch einen randomisierten Algorithmus
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moglich ist, in Laufzeit O(d” log® dlog (é) £ 2log (%)) ein L zu erzeugen, sodass

?| | > <2

gilt, wobei d die Dimension der Partialordnung ist und &, 5 > 0 beliebige Parameter
sind, die die Giite der dadurch erhaltenen Approximation festlegen.

6 —
W{, 9i-1 -
\_/

S U W DN =
/
g

(a) Arrangement (A, F') € B, mit (b) Folge von Arrangements mit
einzelner top. Sortierung von G(A, F) exponentiell vielen top. Sortierungen

Abbildung 3.7.: Anzahl topologischer Sortierungen von G(A, F)

Erfreulicherweise ist eine Abschétzung oder gar exakte Bestimmung der Akzeptanz-

wahrscheinlichkeit m zum Anwenden der Verwerfungsmethode gar nicht nétig,

wenn man eine der folgenden beiden Akzeptanzregeln verwendet.

Akzeptieren, falls x = z’ fiir zufilliges =’ € Top(x): Hat man z € §,, gezogen,
so ziehe man uniform zuféllig eine weitere Sequenz 2’ € Top(z) und akzeptiere genau
im Falle x = 2’ das zu z gehorige Arrangement (A, F'). In [FW97| wird beschrieben,
wie mittels Kopplung aus der Vergangenheit effizient uniform zuféllig eine lineare
Erweiterung einer Partialordnung (X, <) mit |X| < oo erzeugt werden kann, falls diese
zweidimensional ist, d.h. sich als Schnitt zweier Totalordnungen von X darstellen
lasst.

Diese Voraussetzung ist fiir die durch G(A, F') definierte Partialordnung in der Tat
erfiillt. Fligt man der Ordnung kiinstlich ein globales Minimum und ein globales
Maximum hinzu, so erfiillt sie die Definition eines Verbandes, dessen Diagramm planar
ist. Nach [Bird8| Kap. II, p. 20, Bsp. 7c| (J. Zilber) ist dessen Unvergleichbarkeitsgraph
dann zugleich Vergleichbarkeitsgraph einer anderen Partialordnung, was nach [DM41|
Theo. 3.61] dquivalent zur Zweidimensionalitat ist. Dieser Zusammenhang wird in
IBFR72| beschrieben.

Akzeptieren, falls x linksextrem: Nach dem Ziehen von x € 2, akzeptiere man
genau dann, wenn x linksextrem ist. Dabei bedeutet linksextrem, dass in der Kodierung

von z als Vektor (siehe Abschnitt [3.3.1),  beziiglich der lexikografischen Ordnung
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minimal unter allen 2’ € Top(z) ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass aus der Aquivalenz-
klasse Top(z) das eindeutige linksextreme Element gewéhlt wurde, entspricht dann
genau m. Priifung auf Linksextremitét ist in Linearzeit moglich, wie folgendes
Lemma zeigt. Daher ist diese Akzeptanzregel deutlich effizienter als die vorige, in der

Kopplung aus der Vergangenheit zur Erzeugung von 2’ € Top(z) erforderlich ist.

Lemma 3.21. Sequenz x € Q,, © = (s1,...,Sn) ist genau dann linksextrem, wenn
kein adjazentes Paar (s;, si+1) mit s; > S;+1 + 2 existiert.

Beweis. Ein adjazentes Paar (s;, s;y+1) heifie tauschbar, falls |s; — sj11| > 2. Zwei
Sequenzen z,z’ € €, mit x = (s1,...,sny) und &’ = (s7,...,)y) sind genau dann
aquivalent, wenn 2’ aus x durch Vertauschen tauschbarer Paare hervorgeht. Die
Notwendigkeit obiger Bedingung fiir Linksextremitét folgt sofort.

Sie ist auch hinreichend. Denn angenommen 2’ < x bzgl. lexikografischer Ordnung, und
angenommen z ~ . Sei k € N der minimale Index mit s} < s;. Da Vertauschungen
die Haufigkeiten der Eintrdge erhalten, gibt es mindestens einen Index k¥ > k mit
sk = 8. Sei k' minimal mit dieser Eigenschaft. In einer Sequenz von Vertauschungen
tauschbarer Paare, die z in 2/ {iberfiihrt, muss s; mit den Werten {sg, Sg11, ..., Sp/—1}
vertauscht werden. Sei ¥ € {k,k + 1,...,k" — 1} maximaler Index mit sg» > s;/. Die
Werte s und s treten als tauschbares Paar in einer der Zwischenstufen auf. Daher
ist spri1 < spr < sk — 2 und somit enthélt = das adjazente Paar (sgr, spry1) wie
gefordert. O

In einer Implementierung wurde die Verwerfungsmethode mittels dieser Akzeptanz-
regel umgesetzt. Dabei wurden auch das in Kor. gegebene Verfahren zur Erzeu-
gung zufélliger Standard-Young-Tableaus sowie die Edelman-Greene Bijektion wie
in Absch.[3.3.1] beschrieben implementiert. Damit konnten innerhalb kurzer Lauf-
zeit zufillige Arrangements mit bis zu 8 Pseudogeraden generiert werden, ein eher
erniichterndes Ergebnis.

Die Korrektheit dieser Implementierung wurde unter anderem iiberprift, indem die
a posteriori bestimmte Zahl M’ an erforderlichen Iterationen bis zum Akzeptieren mit
dem theoretischen, fiir kleine n bestimmbaren Erwartungswert M = ;gﬂ statistisch
verglichen Wurde[l Umgekehrt konnte fiir grofsere n ein Konfidenzintervall fiir M
bestimmt und dann herangezogen werden, um unter Kenntnis von [€,| (Kor.

den Wert | B,| probabilistisch zu approximieren.

Das Verfahren kann durch ,Sequenzialisierung* beschleunigt werden. Nach jeder Itera-
tion der Erzeugung des zufiilligen Standard-Young-Tableaus (Kor.|3.19) wird direkt von

'Mit Daten von OEIS: |Q,,| entspricht Folge|A005118, | B,| entspricht Folge|A006247|
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hinten ein weiterer Eintrag der resultierenden Sequenz = = (s1, ..., sy) € ,, aufgedeckt
und durch Vergleich der beiden zuletzt generierten Eintrége gepriift, ob x noch
linksextrem werden kann (Lemma. Im negativen Fall wird sofort abgebrochen,
sodass die teure Erzeugung weiterer Tableau-Eintriage eingespart werden kann. Die {iber
den Schiitzenberger-Operator ® definierte Abbildung EG lésst sich nicht sequenziell
verwenden. Fiir die iiber den Einfiigealgorithmus definierte Abbildung EG ™! lisst sich
jedoch eine direkte Umkehrung konstruieren, mit der dies funktioniert. Diese deutlich
bemerkbare Beschleunigung des Verfahrens hat in einem Versuch dennoch nicht zur
schnellen Erzeugung von Arrangements der Ordnung n > 8 gefiihrt.

Weitere Forschung kénnte darin bestehen, fiir die Verwerfungsmethode andere effiziente
Akzeptanzregeln in Verbindung mit Algorithmen zu suchen, die basierend auf diesen
wahrend der Zufallserzeugung des Tableaus noch frither zwischen Akzeptieren und
Verwerfen entscheiden.

In dem Verfahren in Kor.wird die jeweils nichste Eckzelle (o, Ao ) mit einer Wahr-
Verhéltnis fiir eine Funktion F’ bestimmen, die Standard-Young-Tableaus zahlt, deren
zugehorige Sequenzen unter der Edelman-Greene-Bijektion linksextrem sind, so wiirde
dies die ineffiziente Verwerfungsmethode iiberfliissig machen. Ein weiterer interessan-
ter Ansatz wére daher, dieses Verhiltnis mittels dynamischer Programmierung zu

bestimmen.

scheinlichkeit ausgewahlt, die dem Verhéltnis entspricht. Konnte man ebendieses

Fiir beide Ansétze kénnte die anschaulichere geometrische Fassung der Edelman-
Greene-Bijektion in [Fel01| helfen. Diese ahmt ,Viennots Geometrische Konstruktion®
der Robinson-Schensted-Bijektion aus |Vie77| nach.
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4. Fazit und offene Fragen

Ein effizientes Verfahren zum exakten Zihlen oder zum zufilligen Erzeugen mit
uniformer Verteilung wiirde einen Durchbruch in der Erforschung von Pseudogeraden-
arrangements darstellen. Beide Probleme sind eng verwandt. Fiir letzteres Problem,
sowie auch fiir das zufillige Erzeugen anderer kombinatorischer Strukturen, stellen
Markov-Ketten, wie in Kapitel 2 ausgefiihrt, ein Hauptwerkzeug dar. Fiir die Effizienz
ist die Frage entscheidend, ob diese Markov-Ketten schnell mischend sind.

Zuféllige Dreiecksflips definieren eine Markov-Kette auf Arrangements. Diese kann auf
Flips von Dreiecken mit Beteiligung einer einzelnen Klasse eingeschrankt werden. Fiir
Arrangements bestehend aus drei Klassen fallen der eingeschriankte und der uneinge-
schrankte Fall zusammen, und die Markov-Kette ist nach den Resultaten aus [LRS95]
und |Wil04] schnell mischend. Dabei erméglicht eine geeignete Partialordnung auf der
Menge der Arrangements, die Mischzeit {iber eine monotone Kopplung abzuschétzen.
Uberraschenderweise ist fiir mehr als drei Klassen im einschriankten Fall die Markov-
Kette wie in Theoremm gezeigt nicht schnell mischend. Fiir den uneingeschrinkten
Fall wird schnell mischend zwar in |Des01] nahegelegt, doch steht ein formaler Beweis
aus.

Frage 1. Ist die Markov-Kette, welche in jedem Schritt drei Pseudogeraden wdhlt und,
falls diese ein Dreieck bilden, dieses Dreieck flippt, schnell mischend?

Frage 2. Gibt es auf der Menge der Arrangements eine Partialordnung, fir die durch
Dreiecksflips eine monotone Grofskopplung definiert wird?

Im Falle einer positiven Antwort auf Fragelieﬁe sich Kopplung aus der Vergangenheit
einerseits zur Erzeugung von zufélligen Arrangements selbst, als auch fiir die empirische
Untersuchung der Mischzeit (Frage 1)) einsetzen.

Als Alternative zu Dreiecksflips wurde gezeigt, wie in ein Arrangement aus n Pseudo-
geraden eine neue Klasse mit & Pseudogeraden zufillig eingefiigt werden kann. Die
dafiir erforderliche Laufzeit ist zwar polynomiell in n, jedoch exponentiell in k.

Frage 3. Kann in einer Laufzeit, die polynomiell in n + k ist, in ein Arrangement
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4. Fazit und offene Fragen

aus n Pseudogeraden eine Klasse von k sich nicht schneidenden Pseudogeraden mit
uniformer Verteilung unter allen Mdglichkeiten zufdllig eingefiigt werden?

Im Spezialfall gewShnlicher Pseudogeradenarrangements entspricht das Einfiligen einer
Klasse dem zufélligen Erzeugen einer einzelnen Pseudogerade, was die folgende Frage
motiviert.

Frage 4. Ist die Markov-Kette, welche in jedem Schritt zufdillig eine Pseudogerade
auswdhlt, loscht, und mit uniformer Verteilung unter allen Maéglichkeiten zufillig an
selber Stelle wieder einfiigt, schnell mischend?

Sequenzen (einfache zuléssige Permutationssequenzen, Sortiernetzwerke) stehen mit
Standard-Young-Tableaus iiber die Edelman-Greene-Bijektion in Verbindung. Es
wurden verschiedene Ansétze diskutiert, um mittels der Verwerfungsmethode aus
zufélligen Tableaus zuféllige Arrangements zu erhalten. Zur Beschleunigung ist eine
Formulierung der Edelman-Greene-Bijektion hilfreich, mit der bereits wiahrend des
Erzeugens des Tableaus die zugehorige Sequenz Eintrag fiir Eintrag aufbaut werden
kann. Es konnen auf diese Weise in kurzer Laufzeit Arrangements mit bis zu 8 Geraden
erzeugt werden, was jedoch auch mit iterativen Verfahren moéglich wére. Kann das
Verfahren noch weiter beschleunigt werden? Arrangements stehen in Bijektion mit
linksextremen Sequenzen, daher sind die folgenden Fragen spannend:

Frage 5. Lassen sich Standard-Young-Tableaus, welche unter der Edelman-Greene-
Bijektion linksextreme Sequenzen (d.h. Sequenzen ohne Paare s; > s;11 + 2) liefern,
besser charakterisieren?

Lassen sich diese mittels dynamischer Programmierung (z.B. fir jede Partition) effizi-
enter zdhlen?

Insgesamt sind die Probleme des Zahlens und der Erzeugung von Pseudogeraden-
arrangements weiterhin offen, und auch die Schranken an deren Anzahl sind verbesse-
rungswiirdig. Doch wurden in dieser Arbeit neue vielversprechende Ansétze aufgezeigt,
die die Hoffnung bergen, im Rahmen weiterer Untersuchungen diese Probleme, die in
der mathematischen Forschung durchaus Beachtung gefunden haben, zu l6sen.
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