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Einleitung

Funk-Radon-Transformation

» Sphire S? = {¢ e R3: ||¢]| = 1}
» Funktion f:S? —» C
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Einleitung

Funk-Radon-Transformation

» Sphire S? = {¢ e R3: ||¢]| = 1}
» Funktion f:S? —» C

» Kreise auf der Sphare sind Schnitte
der Sphéare mit Ebenen:

{nes®:(&n) =a},

fire € 2, x € [-1,1]
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Einleitung

Funk-Radon-Transformation

v

Sphére S? = {¢ e R3: ||¢| = 1}
Funktion f:S*> — C

v

v

Kreise auf der Sphére sind Schnitte
der Sphéare mit Ebenen:

{nes®:(&n) =a},

fire € 2, x € [-1,1]

Funk-Radon-Transformation

v

F:C(S?) = CO(S?),
FrO= [ fmaxm
(&m=0

integriert f entlang aller GroRkreise
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Einleitung

Verallgemeinerte Radon—Transformation

Verallgemeinerte Radon—-Transformation [Salman, 2015]
Ersetzen O durch beliebigen Punkt

¢=(0,0,2)", 0<z<l1

im Inneren der Kugel.
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Einleitung

Verallgemeinerte Radon—Transformation

Verallgemeinerte Radon—-Transformation [Salman, 2015]
Ersetzen O durch beliebigen Punkt

¢=(0,0,2)", 0<z<l1

im Inneren der Kugel.
Kreis durch ¢ ist
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Einleitung

Verallgemeinerte Radon—Transformation

Verallgemeinerte Radon—-Transformation [Salman, 2015]
Ersetzen O durch beliebigen Punkt

¢=(0,0,2)", 0<z<l1

im Inneren der Kugel.
Kreis durch ¢ ist

nes*:(&n)= (&0}

——
=2z€3

Definieren
u:C (SQ) - C (SQ), >— &
(&m)=2&3
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Verallgemeinerte Radon—Transformation

Was iiber die Funk—Radon—Transformation bekannt ist

Satz [Strichartz, 1981]

Die Funk—Radon-Transformation
F: L% (S?) — HY?(s?)

ist stetig und bijektiv.
Der Nullraum besteht aus den ungeraden Funktionen f (&) = — f(—£).
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= Einleitung

Verallgemeinerte Radon—Transformation

Was iiber die Funk—Radon—Transformation bekannt ist

Satz [Strichartz, 1981]

Die Funk—Radon-Transformation
F: LA(S?) — HY?(S?)

ist stetig und bijektiv.
Der Nullraum besteht aus den ungeraden Funktionen f (&) = — f(—£).

Fragestellung

Wie verhalt es sich mit der verallgemeinerten Radon—Transformation?

29.01.2016 - Michael Quellmalz tu-chemnitz.de/~qmi


tu-chemnitz.de/~qmi

Faktorisierung

Herleitung

Aus Groftkreisen werden Kleinkreise

Definition
Definieren die Abbildung

h:S*—>S?, h=nloconr

bestehend aus
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Faktorisierung

Herleitung

Aus Groftkreisen werden Kleinkreise

Definition
Definieren die Abbildung

h:S*—>S?, h=nloconr

bestehend aus
1. Stereografischer Projektion 7: S — R?
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Faktorisierung

Herleitung

Aus Groftkreisen werden Kleinkreise

Definition

Definieren die Abbildung
h:S*—>S?, h=nloconr

bestehend aus
1. Stereografischer Projektion 7: S — R?

2. Skalierung in der Ebene o: R* = R?, @ +— /12

—z
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Faktorisierung

Herleitung

Aus Groftkreisen werden Kleinkreise

Definition

Definieren die Abbildung
h:S?—>S% h=nloocor
bestehend aus
1. Stereografischer Projektion 7: S — R?
2. Skalierung in der Ebene o: R* = R?, @ +— /12

—z

3. Inverser stereografischer Projektion 7—!: R? — S?
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Faktorisierung

Herleitung

Aus Groftkreisen werden Kleinkreise

Definition

Definieren die Abbildung
h:S*—>S?, h=nloconr
bestehend aus
1. Stereografischer Projektion 7: S — R?
2. Skalierung in der Ebene o: R* = R?, @ +— /12

—z

3. Inverser stereografischer Projektion 7—!: R? — S?

Wir zeigen
h bildet GroRkreise auf Kleinkreise durch ¢ ab.
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Faktorisierung

Herleitung

1) Stereografische Projektion 7

» (5 ... GroRkreis auf S2
» F ... Aquator von S?
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Faktorisierung

Herleitung

1) Stereografische Projektion 7

» (5 ... GroRkreis auf S2
» F ... Aquator von S?

» (5 schneidet E in zwei
gegeniiberliegenden
Punkten (oder ist gleich F)
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Faktorisierung

Herleitung

1) Stereografische Projektion 7

G ... GroRkreis auf S2
F ... Aquator von S?

v

v

G schneidet E in zwei
gegeniiberliegenden
Punkten (oder ist gleich F)

v

» T(E)=FE
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Faktorisierung

Herleitung

1) Stereografische Projektion 7

G ... GroRkreis auf S2
F ... Aquator von S?

v

v

» (5 schneidet E in zwei
gegeniiberliegenden
Punkten (oder ist gleich F)

» T(E)=FE
» 7(G) ist Kreis oder Gerade 7 )
und schneidet 7 (E) in zwei . . 7
gegeniiberliegenden

Punkten
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Faktorisierung

Herleitung

2) Skalierung o in der Ebene

» Zentrische Streckung um 0

mit Faktor s = |/ 1£2

™ (G)
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Faktorisierung

Herleitung

2) Skalierung o in der Ebene

» Zentrische Streckung um 0

mit Faktor s = |/ 1£2

» Einheitskreis wird zu Kreis
o(m(E)) mit Radius s
™ (G)

9 77(5) )
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Faktorisierung

Herleitung

2) Skalierung o in der Ebene

> Zentrische Streckung um 0 A
mit Faktor s = , /1%

1—2

» Einheitskreis wird zu Kreis
o(m(E)) mit Radius s

» o(7(G)) schneidet diesen
Kreis in v
e

gegeniiberliegenden )
Punkten o(mH(G))
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Faktorisierung

Herleitung

3) Inverse stereografische Projektion 7!
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Faktorisierung

Herleitung

3) Inverse stereografische Projektion 7!

» Kreis mit Radius s wird zu
Breitenkreis zur Breite z;
h(E)
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Faktorisierung

Herleitung

3) Inverse stereografische Projektion 7!

» Kreis mit Radius s wird zu
Breitenkreis zur Breite z;
h(E)

> W(G) =7 o(n(G)))
schneidet Breitenkreis z in
gegeniiberliegenden
Punkten
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Faktorisierung

Herleitung

3) Inverse stereografische Projektion 7!

» Kreis mit Radius s wird zu
Breitenkreis zur Breite z;
h(E)

> W(G) =7 o(n(G)))
schneidet Breitenkreis z in
gegeniiberliegenden
Punkten

» h(G) ist Kleinkreis durch ¢
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Faktorisierung
Satz

Theorem

Sei z € [0, 1). Es gilt die Zerlegung von U{ in die Operatoren
M, F N : L2(S?) — L(S?)

U=NFM.
Dabei ist fiir f € C(S?)
V1 — 22
> MIE) =T [Fonl©)

» F ... Funk—Radon-Transformation

» Nf(&)=f (\/1_17252 (51752, V1-— 2253)>
2763
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Faktorisierung

Folgerungen

Nullraum von &/

R ... Punktspiegelung der Sphare n
um den Punkt ¢
fe L*S?
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Faktorisierung

Folgerungen

Nullraum von &/

R ... Punktspiegelung der Sphare
um den Punkt ¢
fe L*S?

Es gilt
Uf=0

genau dann, wenn fiir fast alle n € S?

1— 22

fm) = —f(Rﬂ)m-
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Faktorisierung

Folgerungen

Bild von U/

Die verallgemeinerte Radon-Transformation

U: L2(S?) — HY*(S?)

ist stetig und bijektiv.

N - _ 1=
» L2(S?) feLls(S%) | f(n) f(Rn)1+22—2Z773

> HQ/Q(SZ) ... Sobolevraum der Glattheit 1/2, der nur gerade Funktionen
enthalt
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Faktorisierung

Folgerungen

Beweisidee
Zeigen )

U=NFM: L*(S?) — HY?*(S?)
ist stetig und bijektiv.

> M: L2(S?) — L2(S?) ist unitér
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Faktorisierung

Folgerungen

Beweisidee

Zeigen )
U=NFM: L*(S?) — HY?*(S?)
ist stetig und bijektiv.
> M: L2(S?) — L2(S?) ist unitér

> F: L2(S?) — Ho/*(S?) ist stetig und bijektiv
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Faktorisierung

Folgerungen

Beweisidee
Zeigen
U=NFM: L*(S?) — HY?*(S?)
ist stetig und bijektiv.
> M: L2(S?) — L2(S?) ist unitér
> F: L2(S?) — Ho/*(S?) ist stetig und bijektiv

» NN~ L2(S?) — L2(S?) sind steig und
N, Nt HY(S?) — HL(S?) sind stetig
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Faktorisierung

Folgerungen

Beweisidee
Zeigen
U=NFM: L*(S?) — HY?*(S?)
ist stetig und bijektiv.
> M: L2(S?) — L2(S?) ist unitér
> F: L2(S?) — Ho/*(S?) ist stetig und bijektiv

» NN~ L2(S?) — L2(S?) sind steig und
N, Nt HY(S?) — HL(S?) sind stetig

> N HY?(S?) — HY/?(S?) ist stetig und bijektiv (als
Interpolationsoperator)
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Faktorisierung

Folgerungen

Inversionsformel

Seien z € [0,1) und f € L2(S?). Fiirn € S? gilt

- (VI-Z+8(&,8).6)

fn) = 27(1 — zv) du/ /y’('rlw 1/1_22_’_2_2&% ds(€)
dw

u? — w? —t

Dabei ist ds die Bogenlange auf dem Kreis

77 — a2
yz(nvw):{£€SQ|<§7(V1+77§_2Z773(7717772)7Z_773>>: Z:IS _U;_ }
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Faktorisierung

Verwandte Resultate

DerFall z = 1 [Abouelaz & Daher, 193]
Spherical Slice Transform

» Kreise gehen durch den
Nordpol*

» Ist injektiv fiir alle
beschrankten Funktionen

[Rubin, 2015]
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