4 Schwache Konvergenz (Version 16.1.2018)

4.1 Grundlagen

In diesem Kapitel sei (F,d) ein metrischer Raum. Die Borel-o-Algebra auf F
bezeichnen wir mit B(E), die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafie auf (£, B(E))
mit M;(E) und die Menge aller beschrinkten stetigen Funktionen von E nach
R mit C,(E). Der topologische Rand der Menge A C E wird (wie tiblich) mit
0A bezeichnet. Zunéchst zeigen wir, dass zwei Wahrscheinlichkeitsmafle gleich
sind, wenn ihre Integrale {iber alle f € C,(E) iibereinstimmen (man beachte die
Analogie zum Eindeutigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen).

Proposition 4.1. Seien p,v € My(E). Gilt [ fdu= [ fdv fir alle f € C,(E),
so folgt p=v.

Beweis. Sei F' eine abgeschlossene Teilmenge von E. Fiir m € N sei f,,, € Cy(F)
definiert durch f,,(z) = (1 — md(z, F'))". Dann gilt mit dominierter Konvergenz

m—r0o0

wF)= lim [ f,du= liin /fmdyzy(F).

Da das System der abgeschlossenen Teilmengen von F ein durchschnittsstabiler
Erzeuger von B(FE) ist, folgt die Behauptung. O

Definition 4.2. (a) Seien u, i, € M;(E) fir n € N. Die Folge (u,) konver-
giert schwach gegen p (Notation: pu, = p), wenn lim,, o [ fdp, = [ fdu
fir alle f € Cy(E) gilt.

(b) Es seien X,,, n € Nund X (F,B(F))-wertige Zufallsgrofen auf den Wahr-
scheinlichkeitsrdumen ($,, F,,,) bzw. (2, F,P). Wenn P, X! = PX !,
so sagt man, die Folge (X, )n.en konvergiert in Verteilung gegen X und
schreibt oft £(X,,) = L(X).

Bemerkung 4.3. Proposition 4.1 zeigt, dass schwache Grenzwerte eindeutig
sind.

Der folgende Satz wir oft Portmanteau-Theorem genannt.

Satz 4.4. Seien i, p € M1(E) fir n € N. Die folgenden Aussagen sind dquiva-
lent:

(a) pin = pu.
(b) lim, o [ fdp, = [ fdu fiir alle Lipschitz-stetigen f € Cy(E).

(c¢) limsup,,_, . pn(F) < u(F) fir jede abgeschlossene Menge F C E.



(d) liminf, o 1, (G) > u(G) fir jede offene Menge G C E.
(e) lim, o0 pin(A) = p(A) fir alle A € B(E) mit 1(0A) = 0.
Beweis.
(a)=(b) Das ist trivial.

(b)=(c) Sei F abgeschlossen und f,,(z) := (1 — md(z, F))", m € N. Dann ist f,,
Lipschitz-stetig und beschriankt und

lim sup p,,(F) < lim /fmdun:/fmdu.
n—oo

n—o0

Es gilt f,, | 1p fiir m — oo und mit dominierter Konvergenz folgt lim,,, o0 [ frndp =
wu(F). Also folgt (c).

(c)<(d) Dies gilt, da das Komplement einer Menge genau dann offen ist, wenn die
Menge abgeschlossen ist.

(¢)+(d)=(e) Sei A € B(E) mit (0A) = 0. Sei A das Innere von A und A der Abschluss
von A. Dann gelten

lim sup i, (A) < limsup g1, (A) < p(A)

n—oo n—oo
lim inf p,(A) > limsup pa(A) > u(A).
n—00 n—oo

Nun gilt 0 = pu(8A) = u(A) — ju(A) und somit die Behauptung.

(e)=(c) Sei F C E abgeschlossen und F? := {x € E : d(x, F) < 6} fiir 6 > 0.
Man sieht leicht, dass O(F°) C {x : d(x, F) = ¢} (die Mengen sind nicht
immer gleich!). Die Mengen 9(F?°) sind daher paarweise disjunkt (und als
abgeschlossene Mengen messbar). Es gibt daher nur abzéhlbar viele 6 > 0
mit p(9(F?)) > 0 und somit eine fallende Nullfolge d;, > 0 mit p(O(F%)) =
0 fiir alle & € N. Somit folgt limsup,, . pin(F) < limsup,, . pn(F%) =
w(F%) fiir alle & € N. Da % | F (da F abgeschlossen ist), folgt mit
dominierter Konvergenz limsup,, .. in(F) < p(F).

(c)= (a) Sei f € Cy(E). Dann existieren a > 0 und b € R, so dass f(x) := af(z) +
b € (0,1) fiir alle z € E gilt. Die Menge F¥ = {z : f(z) > i/k} ist
abgeschlossen fiir £ € Nund 0 <i < k. Fiir v € M;(FE) und alle k£ € N gilt
daher




und daher (wegen Fék) =0)

= =
k 3 k
gZ W(FY) < [ Fav < S u(E®)
=1 1=0
Daher folgt mit (c)
hmsup/fdun < /fd,u+ 1/k.
n—oo

Da k beliebig war und a > 0, folgt

limsup/fdunS/fd,u.
n—oo

Wendet man dieselbe Ungleichung auf —f an, so folgt die Behauptung.
O

Das folgende Lemma liefert ein niitzliches hinreichendes Kriterium fiir schwache
Konvergenz.

Lemma 4.5. Seien p,,p € My(FE) fir n € N. Sei U ein durchschnittsstabiles
System in B(E) mit der Eigenschaft, dass jede offene Teilmenge von E als abzihl-
bare Vereinigung von Mengen inU dargestellt werden kann. Gilt lim,,_, o p, (U) =
w(U) fiir alle U € U, so folgt p, = p.

Beweis. Fiir m € Nund A,..., A, € U gilt

w(U4) -

Ms EMS

J1<j2<...<Jk
— ( ].)’H_l Z M(Ajl ﬂAmﬁmAM) :/L<UA])
k=1 J1<j2<...<Jk Jj=1

Sei G C E offen und € > 0. Dann existieren nach Voraussetzung m € N und
Apy oy A € U mit pu(G) < p(UjZ, Aj) + ¢ und UjL, A; C G. Somit ist

liminf u,,(G) > ligicgfun< Lm_J Aj> = ,u( LmJ Aj> > u(G) —
j=1 j=1

n—oo

Da e > 0 beliebig war, folgt die Aussage aus Satz 4.4(d). OJ
Warnung 4.6. Aus der Voraussetzung lim,, . t,(A) = u(A) fiir alle A in einem
durchschnittsstabilen Erzeuger U von B(FE) folgt nicht p, = p. Ein Beispiel ist
E=00,1), up=0,_1,u=06ud U = {[a,b) : 0 <a <b<1}.
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Satz 4.7. Seien p,, un € My(R) firn € N mit zugehorigen Verteilungsfunktionen
E, bzw. F. Es gilt i, = 1 genau dann wenn fir jedes t € R, in dem F stetig ist,
lim,, o F,(t) = F(t) ist.

Beweis.

“=7" Es gelte p, = u. Ist F stetig in t € R, so gilt u(d(—o0,t]) = pu({t}) =0
und die Behauptung folgt aus Teil (e) von Satz 4.4.

“<” Es gelte lim,, o F,(t) = F(t) fir allet € D := {x € R: F ist stetig in x}.
Dann ist D¢ abzéhlbar und somit D dicht in R. Das System U := {(a,b] :
a < b; a,b € D} ist durchschnittsstabil und jedes offene Intervall l4sst sich
als abzdhlbare Vereinigung von Elementen aus U schreiben und da jede
offene Menge in R eine abzéhlbare Vereinigung von offenen Intervallen ist,
erfiillt U die (erste) Bedingung von Lemma 4.5. Es gilt

nlggo fin((a, b)) = lim (F,(b)—F,(a)) = F(b)—F(a) = pu((a, b)) fiir (a,b] € U.

n—oo
Mit Lemma 4.5 folgt u, = pu.
O

Lemma 4.8. Seien (Ey,dy) und (Es,dy) metrische Rdume und h : Ey — Es
stetig. Weiter seien pi,, n € N und pu Wahrscheinlichkeitsmafe auf (Ey, B(Ey))
mit i, = p. Dann folgt p,h™" = ph™ auf (Fy, B(E,)).

Beweis. Ist f € Cy(Es), so folgt foh € Cy(E;) und daher (nach dem Satz tiber
die Integration beziiglich Bildmafien)

lim [ fd(u.h") = hm/fohdun /fohdu /fd ph!

n—oo

O

Fiir einige Anwendungen ist es niitzlich, das letzte Lemma etwas zu verallgemei-
nern.

Lemma 4.9. Seien (Ey,dy) und (Ey,dy) metrische Rdume und h : Ey — Es
messbar. Dann ist Dy, := {x € Ey : h ist nicht stetig in x} € B(E}).

Beweis. Fiir m,n € N sei

1 1
Apn={r € Ey: esgibt y,z € Ey mit dy(z,y) < s di(z,z) < - und ds(h(y), h(z))

Dann ist A,,, offen und D, =J, N, Amn € B(E}). O

>

SRS

}.



Satz 4.10. Seien (Ey,dy) und (Ey,dy) metrische Riume und h : Ey — FEs
messbar. Weiter seien pi,, n € N und p Wahrscheinlichkeitsmafle auf (Ey, B(E)))
mit p, = p und p(Dy) = 0. Dann folgt p,h™ = puh™' auf (Eq, B(Ey)).

Beweis. Sei F' C E5 abgeschlossen. Dann gilt

lim sup 11, (b~ (F)) < limsup p, (b~ 1(F)) < p(h=1(F)).

n—oo n—oo

Es ist h=1(F) C h™'(F) U Dy,. Wegen u(Dy) = 0 folgt pu(h=(F)) = u(h=(F))
und mit Satz 4.4(c) die Behauptung. O

4.2 Der Satz von Prohorov

Definition 4.11. (a) Die Teilmenge I' C M;(FE) heifit (sequentiell) relativ
kompakt, wenn jede Folge (p,,) in I" eine schwach konvergente Teilfolge hat
(der Grenzwert muss nicht in I" liegen).

(b) Die Teilmenge I' C M;(F) heifit straff, wenn fiir jedes ¢ > 0 eine kompakte
Menge K. existiert, so dass u(K.) > 1 — e fir jedes p € T ist.

Bemerkung 4.12. (a) Ist I' € M, (E) straff, dann auch jede Teilmenge von
r.

(b) Ist E kompakt, dann ist M;(FE) straff.
(c) My(R) ist nicht straff.

(d) Ist E o-kompakt, das heifit es existiert eine Folge K, kompakter Mengen
mit £ = (J -, K,, dann ist jede einelementige Menge (und somit jede
endliche Menge) I' C M, (E) straff.

Wir werden folgendes Lemma benotigen, welches direkt aus der Definition der
schwachen Konvergenz folgt.

Lemma 4.13. Seien u, pu, € My(E) fir n € N. Dann gilt u,, = p genau dann,
wenn jede Teilfolge (1) von (uy,) eine weitere Teilfolge (ul!), hat mit u!! = p.

Nun folgt einer der wichtigsten Satze der Wahrscheinlichkeitstheorie. Die wichti-
gere Richtung sagt, dass Straftheit eine hinreichende Bedingung fiir die relative
Kompaktheit ist. In vielen Anwendungen ist die Straftheit vergleichsweise einfach
zu zeigen. Wir werden eine Anwendung beim Beweis des Donskerschen Invarianz-
prinzips sehen.

Satz 4.14 (Satz von Prohorov). Sei (E,d) vollstindig und separabel. Dann ist
' C Mi(E) genau dann relativ kompakt, wenn ' straff ist.



Die Richtung “<” gilt dabei sogar allgemein auf metrischen Rdumen. Bevor wir
die Aussage beweisen zeigen wir folgendes Lemma. Dabei erinnnern wir daran,
dass eine Teilmenge A eines metrischen Raums (E, d) total beschrinkt heifit, wenn
es zu jedem € > 0 endlich viele Mengen mit Durchmesser kleiner e gibt, die A
iiberdecken.

Lemma 4.15. Sei (E,d) vollstindig, dann ist A C E genau dann kompakt, wenn
A abgeschlossen und total beschdnkt ist.

Beweis. Die Richtung “=" ist klar. Wir zeigen die Umkehrung. Dazu sei (x,,)
eine Folge in A. Zu jedem m € N betrachten wir eine endliche Uberdeckung von A
aus Mengen mit Durchmesser < 1/m. Dann exisiert zu jedem m eine Teilfolge von
(x,,), deren Elemente alle bis auf endlich viele in einer Menge der zu m gehorigen
Uberdeckung liegen. Mit dem iiblichen Diagonalfolgenargument konstruiert man
eine Teilfolge, fiir die das fiir jedes m gilt. Diese ist eine Cauchyfolge in £ und
konvergiert daher gegen ein x € E. Da A abgeschlossen ist, gilt © € A. Daher ist
A kompakt. U

Bemerkung 4.16. Ohne die Voraussetzung “vollstéindig” ist die Aussage des
Lemmas falsch. Sei zum Beispiel £ = Q mit der euklidischen Metrik und A =

(—=v/2,v/2) N Q. Dann ist A abgeschlossen (!) und total beschrénkt aber nicht
kompakt.

Nun zeigen wir die Richtung “=" im Satz von Prohorov. Diese ist einfacher als
die Umkehrung aber auch nicht ganz so wichtig. Den Beweis der Richtung “<=”
diskutieren wir im Spezialfall £ = R im Anschluss daran und im allgemeinen Fall
am Ende des Kapitels.

Beweis von Satz 4.14 “=-". Wir zeigen, dass aus relativer Kompaktheit die
Straftheit folgt. Sei also I' C M;(F) relativ kompakt und € > 0. Weiter sei
{s; : j € N} eine abzéhlbare, dichte Teilmenge von E und By(s;) die offene
Kugel mit Radius 1/k und Mittelpunkt s;, j, k € N. Sei

Gin = Bi(s;), k,n €N,

j=1

Wir behaupten, dass fiir jedes k gilt, dass lim,_, inf,er p(Gyn) = 1. Ange-
nommen, dies gilt nicht fiir ein bestimmtes k. Dann existiert eine aufsteigende
Folge (n;) von Zahlen in N und p; € I' mit lim;_ p1;(Grp,) = ¢ < 1. We-
gen schwacher relativer Kompaktheit besitzt die Folge (4;) eine Teilfolge, die
gegen ein pu € M;(FE) schwach konvergiert. Mit Satz 4.4 folgt dann (wegen der
Monotonie der Mengen Gy, als Funktion von n) u(Gy,) < c fir alle n € N.
Da die Mengen Gi,, n € N fiir jedes feste k den Raum E iiberdecken, gilt



aber 1 = p(F) = lim, 00 t(Grpn) < ¢ < 1, was ein Widerspruch ist. Also gilt
lim,, o0 infer (Gi) = 1 fiir alle & € N. Somit existiert zu jedem k ein ny, mit

Gry,) =1 —¢/2"

fiir alle p € I'. Wir setzen nun
K = ﬂ kak.
k=1

K ist abgeschlossen und total beschrankt und daher nach Lemma 4.15 kompakt.
Weiter gilt u(K) > 1 — ¢ fiir jedes u € T'. Da € > 0 beliebig war, folgt die
Straftheit von T. O

Beweis von Satz 4.14 “<” im Fall £ = R. Dieser Spezialfall ist einfacher als
der allgemeine Fall, da wir hier mit Verteilungsfunktionen arbeiten kénnen. Sei
I' € M;(R) straff und (u,) eine Folge in I'. Wir bezeichnen die zu p,, gehorige
Verteilungsfunktion mit F},. Mit dem iiblichen Diagonalfolgenargument finden wir
cine Teilfolge (pi,, ) so dass F(q) := limy_, F, (q) fiir alle ¢ € Q existiert. Wenn
F sich zu einer Verteilungsfunktion fortsetzen lisst, dann ist das zu F' gehorige
Wahrscheinlichkeitsmaf sicher ein heifler Kandidat fiir den schwachen Grenzwert
der Teilfolge und der Beweis ist komplett. Es ist aber leider nicht ganz klar, dass
sich F so fortsetzen lisst und daher definieren wir einen besseren Kandidaten,
néamlich

F(z) :=inf{F(q): ¢ >, ¢ Q}, z€R.

Die Funktion x — F(x) ist offensichtlich monoton wachsend, rechtsseitig stetig
und nimmt Werte im Intervall [0,1] an. Um zu sehen, dass lim, . F(z) = 1
und lim, , ., F(x) = 0 gilt, brauchen wir die Straffheitsvoraussetzung. Diese
impliziert, dass zu jedem € > 0 ein M > 0 existiert, so dass u([—M, M]°) < ¢
fiir alle p € T' gilt. Daraus folgt insbesondere F, (M) > 1 — ¢ fiir alle n € N und
damit F(M) > 1 — ¢ und, da € > 0 beliebig ist, folgt lim, ,~, F'(z) = 1. Ebenso
folgt F,(—M — 1) < ¢ fiir alle n € N und damit F(—M —2) < e und, dae >0
beliebig ist, folgt lim, , ., F'(z) = 0. Also ist F' eine Verteilungsfunktion. Sei u
das zugehorige Wahrscheinlichkeitsmafl auf R. Wir zeigen, dass pu,, = p gilt.
Dazu verwenden wir Satz 4.7. Sei also x € R eine Stetigkeitsstelle von F' und
e > 0. Dann existieren rationale Zahlen ¢;, ¢o und ¢3, so dass ¢; < @2 < < @3
und F(g3) — F(q1) < e. Nun gilt fiir jedes k € N

woraus man nach Grenzwertbildung k£ — oo sofort

F(q) < F(g) < li]gn inf F, (z) <limsup F,, (z) < F(g3) < F(gs)
—00

k—o0



erhélt. Da ¢ > 0 beliebig war, folgt also limy_, F,, () = F(z) und somit ist die
Aussage gezeigt. O

Nun skizzieren wir den Beweis im allgemeinen Fall. Details finden sich in der
Monographie “Wahrscheinlichkeitstheorie” von Achim Klenke (S. 153ff).

Beweisskizze von Satz 4.14 “<” im allgemeinen Fall. Sei (F,d) ein metri-
scher Raum (nicht notwendig separabel oder vollstandig) und I' C M, (F) straff.
Dann existiert eine aufsteigende Folge kompakter Mengen Ky C Ky C ... von E
so dass pu(Kp) > 1 —1/m fiir alle p € I' und m € N gilt. Setze £ := (J,, oy K-
Dann ist £’ mit der auf E’ eingeschrankten Metrik d ein o-kompakter metrischer
Raum und damit insbesondere separabel. Da jede Funktion f € C,(E) durch
Einschriankung auf E’ zu einer stetigen und beschrankten Funktion auf £’ wird,
geniigt es, die Aussage fiir (E’, d) zu zeigen. Zur Vereinfachung der Notation neh-

men wir nun oBdA an, dass E' = E gilt.

Aufgrund der Separabilitit von (F, d) existiert eine abzdhlbare Basis der Topolo-
gie von F, das heifit eine abzéhlbare Menge U von offenen Mengen in E, so dass
sich jede offene Menge in E als Vereinigung von Mengen in U darstellen l&sst.
Setze C' :=={UNK, : UeU,n €N} und

C.— { LNJ Ch: NeNund C,...,Cy ec’}.
m=1

Sei nun (i, )nen eine Folge in T'. Mit dem {iblichen Diagonalfolgenargument finden
wir eine Teilfolge (fin, )ken, fir die der Grenzwert

a(C) = lim p,, (C)

k—00

fir jedes C' € C existiert. Wenn es ein u € M;(E) gibt mit
w(G) =sup{a(C) : C € C mit C C G} fiir G C E offen,
dann ist p eindeutig und es gilt fiir jedes offene G und jedes C' € C mit C' C G

a(C) = lim p,, (C) < liminf u,, (G)
k—o00 k—o00

und somit pu(G) < liminfy o pin, (G). Aus Satz 4.4(d) folgt nun pu,, = p und

damit die Behauptung. Es bleibt also nur zu zeigen, dass ein solches p € M;(F)

existiert. Dies ist ein Maffortsetzungsproblem, das man &dhnlich wie beim Satz

von Carathéodory (positiv) l6sen kann. Den etwas lédnglichen Beweis findet man

in der zitierten Monographie von Klenke. U



4.3 Der Zentrale Grenzwertsatz

Unser néchstes Ziel ist der Beweis des mehrdimensionalen Zentralen Grenzwert-
satzes. Wir hatten diesen im eindimensionalen Fall bereits in Wahrscheinlich-
keitstheorie 1 bewiesen und zwar ohne die Verwendung von charakteristischen
Funktionen. Wir formulieren die Aussage nun noch einmal und skizzieren einen
alternativen Beweis mit charakteristischen Funktionen und Straffheit und zwar
ohne Benutzung des (nicht ganz einfachen) Konvergenzsatzes fiir charakteristi-
sche Funktionenen. Danach zeigen wir den Satz von Cramér-Wold und als Fol-
gerung den mehrdimensionalen Zentralen Grenzwertsatz. Wie vorher bezeichnen
wir die charakteristische Funktion eines Wahrscheinlichkeitsmafies v auf RY mit

A

v.
Proposition 4.17. Seien p,, p Wahrscheinlichkeitsmafe auf R¢ fiir n € N.

a) Gilt pi,, = p, so folgt fin,(z) — fi(x) fiir alle z € RY.

b) Ist {pin}nen straff und gilt ji,(x) — ja(z) fir alle x € R, dann folgt p1,, = p.
Beweis.

a) Dies folgt aus der Definition, da cos und sin beschréinkte stetige Funktionen
sind.

b) Aus der Voraussetzung und dem Satz von Prohorov folgt, dass zu jeder
Teilfolge von (i) ein Mal v € M;(R) und eine weitere Teilfolge existie-
ren, so dass diese schwach gegen v konvergiert und daher nach a) auch die
charakteristischen Funktionen der Teilfolge punktweise gegen & konvergie-
ren. Da nach Voraussetzung aber fi,(z) — fi(x) gilt, folgt 0(z) = f(z) fur
alle x € R%. Aus dem Eindeutigkeitssatz 2.2 folgt somit v = p und daher
aus Lemma 4.13 die Behauptung p,, = p.

O

Bemerkung 4.18. Die Aussage b) in Proposition 4.17 gilt sogar ohne die Straff-
heitsvoraussetzung, ist dann aber schwieriger zu zeigen (siehe Klenke, Satz 15.23).

Satz 4.19 (Eindimensionaler Zentraler Grenzwertsatz). Seien X, Xo, .... un-
abhdngige und identisch verteilte Zufallsgrofien mit 0 < V(X;) < oo. Dann gilt
fﬁ'r Sn = Z?:l Xz

1y = E(Sn —nEX;

T ) = N(0,1) = p.

Beweis. Wir verifizieren die Voraussetzungen von Proposition 4.17b). Die Straff-
heit folgt, da fiir jedes M > 0 und n € N mit der Tschebychevungleichung gilt
Sn — nEXl

i (=04,001%) = 2|2t | > 1) < =

9



Die punktweise Konvergenz von fi,,(t) gegen exp{—t?/2} verifiziert man leicht.
Da wir bereits wissen, dass dies die charakteristische Funktion von p = N (0, 1)
ist, folgt die Behauptung. 0

Satz 4.20 (Satz von Cramér-Wold). Sei d € N. Fiir v,y € R? sei m,(y) := (z,y),
wobei (.,.) das Standardskalarprodukt auf R ist.

Seien p und p, Wahrscheinlichkeitsmafe auf (R, BY). Dann gilt p,, = u genau
dann wenn p,m,; = pnt fir alle v € RY gilt.

Beweis. Da 7, : R? — R stetig ist, folgt die Richtung “=" aus Lemma 4.8.
Zum Beweis der Umkehrung betrachten wir zunéchst die Projektionen 7; := 7,
1 < j < d auf die Einheitsvektoren e; € R%. Da fiir jedes j € {1,...,d} die Folge
,un7rj_1 schwach konvergiert, ist die Folge nach Satz 4.14 straff auf R, das heifit zu
e > 0 existiert eine kompakte Menge K; C R mit j,,(7; ' (Kj)) > 1 — £ fiir alle n
und j. Die Menge K := K; x ... x K  ist kompakt in R? und

(K £ 3 g () < .

Also ist die Folge pu,, n € N straff. Die Behauptung folgt nun aus Proposition
4.17, sobald wir die punktweise Konvergenz von fi,, gegen fi haben. Sei dazu
r € R%. Dann gilt

jnle) = [ pam (@0 = [ ") = )
und die Aussage folgt. O

Warnung 4.21. Im letzten Satz geniigt es fiir die Konvergenz p,, = p nicht,
dass ,Lbnﬂ'j_l = mrj_l fir alle j € {1,...,d} gilt. Als Beispiel nehme man d = 2,
p= 3011 + 300 und g = 3010 + 300,-1)-

Satz 4.22 (Mehrdimensionaler Zentraler Grenzwertsatz). Sei (X,,) eine Folge

unabhdngiger, identisch verteilter Re-wertiger Zufallsgrofien mit E|X,]? < oo.
Seia =EX, € R und ¥ die Kovarianzmatriz von X;. Dann gilt

o, i= E(% i(Xz - a)) = N(0,%) =: pu.

Beweis. Sei T, := " | (X; — a)//n. Wegen Satz 4.20 geniigt es zu zeigen, dass
fiir jedes z € R? gilt: L((x,T;,)) = pr;*. Nun ist pr;t = N(0,273z) und

<x>Tn> = Z (<x>XZ> - <x,a>)/\/ﬁ

i=1
Aus dem eindimensionalen Zentralen Grenzwertsatz 4.19 folgt nun leicht die Be-
hauptung. OJ
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4.4 Konvergenz in Wahrscheinlichkeit

Um Konvergenz in Wahrscheinlichkeit definieren zu kénnen, werden wir in Kiirze
Ausdriicke der Form d(X;(w), Xo(w)) fiir E-wertige ZufallsgroBen X, Xo be-
trachten und es stellt sich dabei die Frage, ob die Abbildung w — d(X;(w), Xa2(w))
messbar ist. Allgemein muss das nicht sein. Im folgenden Lemma werden wir aber
hinreichende Bedingungen dafiir formulieren.

Definition 4.23. Seien (£, d;) und (Ej, dy) metrische Raume. Dann definieren
wir auf Fy x Fy die Metrik d((x1,22), (y1,92)) := di(x1,11) + da(xa, ya).

Lemma 4.24. Seien (Ey,d,) und (Ey,dy) separable metrische Raume. Dann gilt
B(El X Eg) = B(El) X B(EQ)

Beweis.

“C” Da (Ey,dy) und (FEs,ds) separabel sind existieren abzdhlbar dichte Teil-
mengen {uy,...} von Ey und {vy,..} von Es. Sei Uy,,; = {x € Ey :
di(z,u;)) < 1/m} und Usypy := {x € Ey : do(z,v;) < 1/m}, i,m € N.
Dann ist Uy := {Uyms; m,i € N} eine abzéhlbare Basis der Topologie von
(Ey,dy) und Uy == {Usm,i; m,i € N} eine abzdhlbare Basis der Topologie
von (Fy,ds). Damit ist V := {U x U:Uel,U e Us} eine abzdhlbare
Basis der Topologie von F; x E,. Es gilt V C B(F;) ® B(E;) und somit
B(El X Eg) - B(El) X B(EQ)

“D” Diese Richtung gilt sogar ohne Separabilitit: Sei

M1 = {A € B(El) A X EQ € B(El X Ez)}
M2 = {B € B(Eg) . E1 x B e B(El X EQ)}
Dann ist M eine Teil-o-Algebra von B(E,), welche alle offenen Mengen in

E; enthélt und somit gilt M; = B(FE;). Ebenso folgt M, = B(FE>). Daher
gilt fiir A € B(E) und B € B(FE>)

AXB:(AXEQ)H(E1XB)€B(E1XBQ)
und die Behauptung folgt.
OJ

Ist (F,d) ein separabler metrischer Raum, so zeigt das Lemma, dass fiir E-wertige
Zufallsvariablen X, Y die Abbildung w — d(X(w), Y (w)) (F, B)-messbar ist. Da-
her ist die folgende Definition sinnvoll.

Definition 4.25. Sei (F,d) ein separabler metrischer Raum und X und X,, Zu-
fallsgroBen auf (2, F,P) mit Werten in (F,d) fiir n € N. Wir sagen, die Folge
(Xn)nen konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen X, wenn d(X,, X) in Wahr-
scheinlichkeit gegen Null konvergiert.
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Satz 4.26. Konvergiert X,, in Wahrscheinlichkeit gegen X, so folgt L(X,) =
L(X).

Beweis. Sei p, := L£(X,,) und p = L(X). Weiter sei I’ C E abgeschlossen und
F* die abgeschlossenene e-Umgebung von F'. Dann gilt

pn(F)=P(X, € F)=P(X,, € F,X € F ) 4P(X,, € F, X ¢ F°) < u(F*)+P(d(X,, X) > ).
Nun folgt die Behauptung mit Satz 4.4(c). O
Das folgende Lemma wird sich als niitzlich herausstellen.

Lemma 4.27. Sei (E,d) ein separabler metrischer Raum und X, und Y, Zu-
fallsgrofen auf (0, F,P) mit Werten in (E,d) firn € N. Gelten L(X,,) = p und
d(X,,Y,) = 0 in Wahrscheinlichkeit, so folgt L(Y,) = pu.

Beweis. Sei F' C E abgeschlossen und F* wie im letzten Beweis definiert. Dann

gilt

P(Y,e F)=P(Y, € F,X,, € F )+P(Y,, € F, X,, ¢ F*) <P(X,, € F°)+P(d(X,,Y,) > ¢)
und die Behauptung folgt wiederum mit Satz 4.4(c). O

4.5 Der Satz von Donsker

Sei nun £ = C = C([0,1]) der Raum der reellen stetigen Funktionen auf
dem Intervall [0,1]. Wir betrachten auf C' die Metrik d(f,g) = ||f — 9|l =
SUPepo [f(t) — g(t)|. Dann ist (C,d) ein separabler vollstéindiger metrischer
Raum. Zunéchst zeigen wir, dass die Borel-o-Algebra B(C) mit der durch die
Projektionen erzeugten o-Algebra auf C iibereinstimmt. Dabei sei fiir m € N
und 0 <t < ty < ... < t,, < 1 die Projektionsabbildung 7, :C — R™
definiert als m,
stetig (und daher messbar) ist.

Lemma 4.28. FEs gilt

B(C)=\/ = '(B).

Beweis. Sei B := ;) 7, '(B). Wir zeigen B(C) = B'.

“D” Da m stetig ist, ist fiir offenes U C R auch 771 (U) offen in C' und liegt
daher in B(C). Also folgt B’ C B(C).

“C” Fir feCund e > 0sel Bo(f) :={g€C: d(f,g) <e}. Dann ist
B(f)= () {geC:lgt)—f@®)<et= () m ' ([f(t)—< f(t)+e]) € B.

te[0,1]NQ te[0,1]nQ

Da (' separabel ist, ist jede offene Menge in C' eine abzihlbare Vereinigung
von solchen Kugeln und es folgt B(C) C B'.
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Wir wollen nun den Satz von Donsker formulieren. Dazu betrachten wir eine Folge
von unabhéngigen und identisch verteilten reellwertigen Zufallsgrofien Xy, Xo, ...
mit EX; =0 und V(X;) =1.Sei S, :=>" | X;,n € Ng. Fir n € Nund w € Q
definieren wir die Abbildung Y,,(w,.) : [0,1] — R durch
k 1
Yo(w, =) = —
(w n) vn
und interpolieren linear auf den Intervallen [k/n, (k + 1)/n] fir £ = 0,...,n — 1,
das heifit

Sp(w), E=0,1,....,n

1
Y, (t) = %(SWSJ + (nt — [nt])X|ney21), t € [0,1].
Wir koénnen Y,, als Abbildung von 2 nach C' auffassen. Fiir festes ¢ € [0,1] ist
Y, (t) offensichtlich messbar und daher ist Y;, nach Lemma 4.28 eine (C,B(C))-
wertige Zufallsgrofie. Wir bezeichnen die Verteilung von Y,, mit u, (wobei wir

beachten miissen, dass i, natiirlich von der Verteilung von X; abhéngt).

Satz 4.29 (Satz von Donsker). Es existiert ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ o auf
(C,B(C)), so dass p, = p. Das Maf$ p ist charakterisiert durch die Figenschaft,
dass fiir alle 0 <t < ... <t, <1 gilt pr;" , = N0, (t; At;)i;). Insbesondere

hingt p also nicht von der Verteilung von X1 ab. Das Mafl ;v wird als Wienermafl
bezeichnet und (C,B(C), ) als Wienerraum.

Bevor wir eine Beweisskizze geben, formulieren wir eine sehr niitzliche Folgerung,
die als Donskersches Invarianzprinzip bezeichnet wird, und die direkt aus Satz
4.29 und Satz 4.10 folgt.

Satz 4.30. Ist h : C — R messbar mit p(Dy) = 0 (Dy, wurde in Lemma 4.9
definiert), so gilt L(h(Y,)) = puh™!.

Beweisskizze von Satz 4.29. Man zeigt die folgenden Aussagen:

77777

ii) Die Menge {u,} ist straff auf (C, B(C)).

Angenommen, man hat beide Aussagen gezeigt, dann folgt die Aussage des Sat-
zes sofort: wegen der Staftheit und des Satzes von Prohorov besitzt jede Teilfolge
von (u,) eine weitere Teilfolge, die gegen ein Wahrscheinlichkeitsmafl v konver-
giert (wobei v von der Teilfolge abhéingt). Aus Lemma 4.8 folgt, dass die endlich
dimensionalen Verteilungen der letzten Teilfolge gegen die von v schwach kon-
vergieren. Wegen (i) folgt aber mr;,l__’tm = N(0, (t; A t;);;) fiir jedes m € N und

0<t <..<t, <1 Dadie endlich dimensionalen Verteilungen die Verteilung
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festlegt ist v eindeutig bestimmt und hidngt damit nicht von den gewéhlten Teil-
folgen ab. Setzen wir nun p := v, so folgt die Aussage des Satzes aus Lemma
4.13.

Die Beweise der Aussagen i) und ii) sind leider nicht ganz so einfach. Wir werden
in der Vorlesung kurz darauf eingehen. An dieser Stelle nur soviel: i) folgt aus
dem mehrdimensionalen zentralen Grenzwertsatz und fiir ii) verifiziert man ein
Straffheitskriterium auf dem Raum M, (C'), welches man wiederum aus den Satz
von Arzela-Ascoli herleitet, welcher ein notwendiges und hinreichendes Kriterium
fiir die relative Kompaktheit einer Teilmenge von C' enthilt. Ubrigens ist die Aus-
sage 1) im Spezialfall m = 1 und ¢; = 1 exakt die Aussage des eindimensionalen
zentralen Grenzwertsatzes. 0

Warnung 4.31. Allgemein folgt fiir eine Folge (u,) von Wahrscheinlichkeits-
mafen auf C' und einem weiteren p € M;(C) aus der Konvergenz der endlich
dimensionalen Verteilungen nicht die schwache Konvergenz u,, = p. Es ist durch-
aus moglich, dass {u,} nicht straff ist. Ein einfaches Beispiel ist das folgende:
fir n € N sei g, € C die “Dreiecksfunktion” g,(t) = n’ fir 0 < ¢ < o,
gn(t) =n —n?t fiir 5~ <t <1 undg,(t) =0 fiir ¢t € [£,1]. Setze p, := 4, fir
n € N und g := dp. Dann konvergieren die endlich dimensionalen Verteilungen
der u,, gegen die von u, aber es gilt nicht p,, = p. Dies sieht man zum Beispiel so:
Sei g(f) := supepoy(If (1) A 1) fiir f € C. Dann gilt g € Cy(C) und [ gdp, =1
fiir alle n € N, aber [ gdu=0.

Nun présentieren wir noch zwei Anwendungen des Donskerschen Invarianzprin-
zips 4.30.

Beispiel 4.32. Wir wenden Satz 4.30 an auf die Funktion A(f) := supy<;<; f(t)
fir f € C. Offensichtlich ist h : C — R stetig. Wir betrachten zunichst die
symmetrische Irrfahrt S, := > | X; mit unabhéngigen und identisch verteil-
ten Zufallsgrofien Xp,... mit P(X; = 1) = P(X; = —1) = 1/2 und definieren
M, := maxo<i<n Sn, n € Ny. Wir berechnen gleich die Verteilung von M,, und
leiten damit eine Formel fiir die Verteilungsfunktion von ph~! her. Aus dem Inva-
rianzprinzip von Donsker folgt dann aber auch, dass fiir jede Folge von unabhéngi-
gen und identisch verteilten Zufallsgrofien Y7, ... mit EY; = 0 und V(Y;) = 1 die
asymptotische Verteilung des Maximums der zugehdrigen Partialsummen diesel-
be ist wie fiir die symmetrische Irrfahrt.

Ist nun wie oben S, = > | X;, n € Ny die symmetrische Irrfahrt auf Z, so gilt
fir k,I,n € Ny

P(S, =1 +k) =P(S, =l +k M, >k)=P(M, >k, Sy =k—1),

wobei die letzte Gleichheit eine Anwendung des Spiegelungsprinzips ist. Damit
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P(M,>k) = > P(M,>k S,=1+k)
l=—00
1 00
= S P(My >k, Sy =k+1)+ > P(S, =k+1)+P(S, = k)
l=—00 =1

= 2P(S, > k) +P(S, = k).
Insbesondere folgt also
P(M, > k) <2P(S, > k), P(M,>k)>2P(S, > k).

Sei ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung. Weiter seien t,& >
0. Ist n € N hinreichend gro8, so existieren k; = k1(n) und ko = ko(n) in Ny mit
t—e <ki/yn<t<ky/y/n<t+e. Mit dem zentralen Grenzwertsatz folgt
- M, o ko
n > > =
hﬂgﬂ?(\/ﬁ>t> _hgl;lfP(\/_ \/_>

>2117111_1>g1fP<\/_ \?_)

> 9 lim ]P’(S—>t+€>

n—oo \/_
=2(1—®(t+2)).

Analog folgt
limsupP’(% > t> <2(1—9(t—2)).

n—oo

Da € > 0 beliebig ist und & stetig ist, folgt

lim P<% < t) — 20(t) —

n—o0 n

Fiir t < 0 gilt natiirlich limn_mIP’<% < t) = 0. Damit haben wir fiir obige

Funktion h und das Wienermafl u gezeigt:
e uh! hat die Verteilungsfunktion ¢ — max{2®(¢) — 1, 0}.

e Fiir jede Folge von u.i.v. Zufallsgrofien X, ... mit EX; =0 und V(X;) =1
gilt fiir allet € R

lim P Si

n—00 <0§i§n n

< t) — max{20(¢) — 1, 0}.



Beispiel 4.33. Wir betrachten nun die Abbildung ¢g : C' — R, die definiert ist
durch

g(f) =A({t €10,1]: f(t) = 0}),
wobei A das Lebesguemaf auf [0, 1] sei. Nun ist ¢ leider nicht stetig, zum Beispiel

nicht im Punkt f = 0, so dass wir erst iiberpriifen miissen, ob die Voraussetzungen
von Satz 4.30 fiir die Abbildung ¢ erfiillt sind. Wir zeigen, dazu

(a) g ist (B(C), B)-messbar.

(b) u(Dy) = 0.
Um diese Aussagen zu zeigen, definieren wir die Abbildung ¢ : C' x [0,1] — R
durch ¥(f,t) = f(t). Offensichtlich ist ¢ stetig und damit (B(C' x [0,1]), B)-

messbar. Da sowohl C' als auch [0, 1] separable metrische Rdume sind, folgt aus

Lemma 4.24, dass B(C'x[0,1]) = B(C)®B(|0, 1]) gilt. Damit ist ¢» B(C)®B(]0, 1])-

messbar.
Beweis von (a): Esgilt A := {(f,t) € Ox[0,1] : f(t) >0} =¢7([0,0)) € B(C)®B([0,1]).
Fir f € C ist

1
o) = [ LM,
0
Aus dem Satz von Fubini folgt, dass g (B(C'), B)-messbar ist.

Beweis von (b): Diese Aussage werden wir in der Vorlesung zeigen.

Um Satz 4.30 anwenden zu kénnen, bendtigen wir das folgende bemerkenswerte
Arcus-Sinus-Gesetz. Sei S,,, n € Ny die symmetrische Irrfahrt auf Z und =, :=
[{k € {0,..,m =1} : S, > 0,541 > 0}| die Anzahl der Segmente der Irrfahrt
bis m, die oberhalb der z-Achse liegen. Dann gilt fir 0 <a <b <1

. T
lim IF’(a <=
n—oo n

1 1
< b) /a - \/m dzx.
Der Integrand ist die Dichte der sogenannten Arkus-Sinus Verteilung, die ihren
Namen deshalb tragt, weil die zugehorige Verteilungsfunktion eine Arkus-Sinus
Funktion ist. Ein Beweis der Aussage findet sich zum Beispiel in der Monographie
Probability: Theory and Examples von R. Durrett.
Nun gilt E(%) = 1,g~ ! und daher folgt mit dem Satz von Donsker

e ug~! hat die Verteilungsfunktion ¢ — 2 arcsinv/t, 0 < ¢ < 1.

e Fiir jede Folge von u.i.v. Zufallsgrofien X7, ... mit EX; =0 und V(X;) =1
gilt fiir alle ¢ € [0, 1]

lim P(g(Yn(.)) < t) = %arcsin NG

n—oo
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