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Aufgabe 13 (Charakterisierung extremer Eigenwerte bei symmetrischen Matrizen)
Die symmetrische Matrix A € R™*™ habe die Eigenwerte A\1,...,\,, wobei A1 > --- > \,. Zeige:

2L Ax 2L Az

A1 = max T und A, = min T
zeR?\{0} x=* T zeR"\{0} x* X

Aufgabe 14 (Zusammenhang zwischen Krylovriumen und dem Minimalpolynom)

Seien A € C™*" x € C" und sei P(t) = t"™ + ap_1t™ 1 + - -+ + a1t + oy das Minimalpolynom von
x bzgl. A, d.h. das normierte Polynom kleinsten Grades m mit

P(A)x = A"z + Am_1 A" e+ 4+ o Az + apz = 0.
Zeige:
a) dimKCy(A,z) =p < p < m.
b) K (A, z) ist A-invariant.

c) Kp(A,z) = K (A, x) fir alle p > m.

Aufgabe 15 (Zusammenhang zwischen Krylovriumen und Hessenbergmatrizen I)

Sei A € C™*" und ¢ € C", so dass g1, Ag1, ..., A" g linear unabhingig sind. Ferner sei
G =[91,92,---,9n] € C"™™ nichtsingulédr und

bir ... bin
B=G'AG=| : oo
bpt ... bun
bzw. Algi,...,9n] = [91,- .., 9n|B. Zeige:
a) Fiir jedes k =1,...,n— 2 gilt:
bjr =0fir j =k+2,...,n <= Agy € Span(g1, ..., gr+1)

b) bjr=0firk=1,.... m—1lundj=k+2,...,n
<= Span(gi,...,9p) = Kp(A,qn) firp=1,...,m.

Aufgabe 16 (Zusammenhang zwischen Krylovriumen und Hessenbergmatrizen II)

Ist in Aufgabe 15 m = n und Span(gi,...,9p) = Kp(4,¢1) fiir p = 1,...,n, so ist B nach 15b)
insbesondere eine Hessenbergmatrix. Zeige, dass B dann unreduziert ist.



