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Kapitel 0

Motivation

Die Hauptprobleme der Numerischen Linearen Algebra lassen sich i.w. in drei grofle Klassen
teilen:

(a) Eigenwertprobleme:

Az =Xz, € C" A e C

(b) Lineare Gleichungssysteme:

Ar =b,z e C"beC"
mit nichtsinguldrem A.
(c) Uberbestimmte LGS und daraus folgend: Least squares-Probleme.

Wir konzentrieren uns in dieser Vorlesung auf die Probleme (a) und (b). Entsprechend be-
zeichne A fiir den Rest der Veranstaltung eine Matrix A € C™*", falls nichts anderes gesagt
wird.

Anwendungen:

(a) & = Az mit dem Ansatz z (t) = zge? fithrt auf das Eigenwertproblem:

AzoeM = AeMzg
(b) viele ... (vgl. Einf. in die Numerische Mathematik)
Wir begegnen hier zwei typischen Situationen:

e A ist klein und voll besetzt (n = 102, 10%)

e A groB, aber sparse (schwach besetzt) (n = 10,...)

A klein A grofl
EWP | QR-Algorithmus Lanczos, Arnoldi, Jacobi-Davidson
LGS | LR-Zerlegung, QR-Zerlegung CG, GMRES



Kapitel 1

Matrixtheorie

1.1 Grundlagen

1.1.1 Eigenwerte und Eigenvektoren

Sei A € C™*", dann heilen v € C"\ {0}, A € C, die die Gleichung

Av = v

erfiillen Eigenvektor bzw. Eigenwert von A. Die Menge
o (A) := {\ € C|\ Eigenwert von A}

heifit dann Spektrum von A.

1.1.2 Matrixnormen

A e C™*" dann ist

A
Al = sup 1221l
w0 ||Zllp

die Matrix p-Norm, p € NU {oo}.

rp (A) = Al - 1147,

heifit fiir m = n Konditionszahl.
Spezialfille:

(a) p =1~ Spaltensummennorm:

m
|A]l; = max " |ag|
i A
1=1
(b) p = 00 ~» Zeilensummennorm:

4]l = (1411



(¢) p =2~ Spektralnorm

||All2 = Wurzel des grofiten Eigenwertes von A*A
mit A* = AT, manchmal auch A" statt A*.

Vereinbarung:

Al = [|All2, < (A) = K2 (A)

Weitere Norm: Frobeniusnorm:

AllF =

1.1.3 Isometrische und unitire Matrizen

Definition: Sei U € C* | < n.
(a) U heifst isometrisch, falls U*U = I, (Einheitsmatriz)

(b) U heifit unitir, wenn U isometrisch ist und n = k.

Satz 1.1 Sei U € C™*F k < n. Dann sind dquivalent:
(a) U ist isometrisch
(b) die Spalten von U sind orthonormal
(c) (Uz,Uy) = (z,y) Yx,y € C" ((-,-,): Standart-Skalarprodukt)
(d) [[Uz|| = ||z]| vz € C"
Ist k =n, so sind (a)-(d) dquivalent zu:
(e) UU* =1,
) Ut = v
(9) die Zeilen von U sind orthonormal

In diesem Fall gilt auferdem:

[Ull=1=[lU7"=&(U)



1.1.4 Unterrdume

Definition: U C C™ heifit Untervektorraum, falls fir alle x,y € U, € C gilt:

r+yel,ax el.

Satz 1.2 Sei Y C C™ ein Unterraum mit Basis (x1,...,%m) und X = [x1,...,2n], d.h.

rang(X) = m. Dann gilt:
(a) U =R (X):={Xyly € C"} (Spaltenraum von X, Bild von X, engl. range)
(b) Sei Y € C™*™ mit rang(Y) = m. Dann gilt:
R(X)=R(Y) & X =YB, B e C"™

Insbesondere ist dann B invertierbar und dementsprechend:

XBl=Y
(¢) Das Gram-Schmidt-Verfahren fiir (x1,...,xy) liefert eine Orthonormalbasis (qu, .
von U mit
Span{qi,...,q;} = Span{z1,...,x;}
fir j=1,...,m. Diese Bedingung ist dquivalent zu:

Es gibt eine obere Dreiecksmatric R € C™ ™ mit X = QR wobei Q = [q1,.

(QR-Zerlegung)

Beweis: Zu (c):

X = QR mit
T11 T1m
R= 0o .. - X =21, zm],Q = g1, -+, qm]
0 ... Tmm

r1 = q17r11 = r11q1 und weiter:

To = (qir12 + q2ro2

x]- = qlle 4+ ...+ qJT]]

- m)

<5 Gm]-



1.1.5 Invariante Unterridume

Definition: Sei A € C"*™ und U C C™. Dann heifit U A-invariant, falls

reU = ArcUVr € C"
Falls U # {0} ,C™ so heifst U nicht-trivial.

Satz 1.3 Sei A € C"*", X € C" mit rang(X) =k und U = R (X). Dann sind dquivalent:

(a) U ist A-invariant

(b) Es gibt eine Matriz B € CK**, so dass erfiillt ist:

AX =XB
Ferner gilt in diesem Fall fir A\ € C und v € CF:

By =M= AXv = AXv

Also ist jeder Eigenwert von B auch ein Figenwert von A.

Bemerkung: A, X, B wie oben, AX = X B ist formal &hnlich zur charakteristischen
Gleichung:

Ax =z

somit kann man die Matrix X als “verallgemeinerten Eigenvektor” auffassen. B ist dann ein
“Eigenwertpaket”.

1.2 Matrix-Zerlegung

1.2.1 Schur-Zerlegung

Satz 1.4 (Schur, 1909)
Sei A € C"*", dann gibt es U € C™*™ unitdr, so dass

T:=U"AU
eine obere Dreiecksmatrix ist.
Beweis: per Induktion: n = 1 trivial.
“n—1=n": Sei v € C" Eigenvektor von A zum Eigenwert A € C. Sei ¢q; := ﬁ und erginze
¢1 zu einer Orthonormalbasis (q1, ..., ¢,) von C". Dann ist Q = [q1, .. ., ¢ unitér und es

gilt:



Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein Usg unitér, so dass Ty := Uz, A22Us9 in oberer
Dreiecksform ist. Setze

1] 0
U:Q[O U22]

Dann ist T'= U* AU eine obere Dreiecksmatrix. O

Bemerkung: U kann so gewihlt werden, dass die Eigenwerte von A in bel. Reihenfolge auf
der Diagonalen erscheinen.

Definition: T € R™*"™ heifit quasi-obere Dreiecksmatriz, falls T eine
Block-obere-Dreiecksmatriz ist und die Diagonalblécke hdchstens die Grofie 2 x 2 haben.

Satz 1.5 (Murnaghan, Wintner, 1931)
Sei A € R"™ ™, Dann g¢ibt es eine orthogonale Matrixz (), so dass

T=0Q"AQ
eine quasi-obere Dreiecksmatriz ist.

Beweis: analog zum Satz von Schur

Skizze: Falls A einen reellen Eigenvektor hat, verfahre wie im komplexen Fall. Andernfalls
sei v = v1 + w2 ein komplexer Eigenvektor zum komplexen Eigenwert A = A1 + i\2, wobei
v1,v2 € R™ und A1, A2 € R, Ay # 0. Wegen

A (v1 +iv2) = (M1 +iA2) (1 + ivg)
folgt:

Avl = )\11)1—)\21)2

Al A
Avy = Mwva + Aovy

} = Alv1 vo] = [v1 vg] [ -2 A

Somit ist Span {v1, v} ein A-invarianter Unterraum. Sei (¢1,¢2) eine ONB von Span {vy, v}
und @ = [q1, 42,93, - - -, qn] orthogonal, dann gilt:

A Ao A
QIAQ=| - A\ 2
0 ‘ AQQ

Weiter wie im komplexen Fall. O




Definition: A € C™*™ heifit normal, falls AA* = A*A.
Beispiel: hermitische Matrizen, schief-hermitische Matrizen, unitidre Matrizen

Satz 1.6 Sei A € C™*" normal und U € C™*™ unitir, so dass

A A ]

UAU:{O Aoy

Dann gilt: A1o =0

Beweis: Ubung O
Folgerung: Sei A € C"*™ normal, so gibt es U € C™*™ unitér, so dass U* AU diagonal ist.

Beweis: Ubung a

1.2.2 Die Singulidrwert-Zerlegung

Beobachtung: Das Bild der Einheitsspdhre unter einer beliebigen Matrix A ist ein Hyperel-
lipsoid.

(m=n):

01,...,0p: seien die Langen der Hauptachsen, der Léinge nach geordnet o1 > 09 > ... >
o, > 0.

uf, ..., up: seien die Einheitsvektoren in Richtung der Hauptachsen. u; L w; fiir 7 # j.

V1,...,Vpn: seien die Urbilder von w1, ..., u, unter A. Auch hier gilt v; L v;.

Somit gilt also:

01 0

Alvr, ..o 0p] = [ug, ..., up)

Satz 1.7 (Singuldrwertzerlegung, SVD)
Sei A € C"™ ™ mit Rang (A) = r. Dann gibt es unitire Matrizen U € C™*™ und V € C™*",
s0 dass:

01
* . 0 mxn
A=USV* % = cC
Or
0 10
Ferner: o1 = ||Al]2 und o1, ...,0, sind eindeutig bestimmt.



Definition: Seien A,U = [u1,...,upy],V = [v1,...,v,], 2 wie oben und oy := 0 fir
E=r+1,...,min{m,n}.

(a) 01, Omingmn) heifen die Singuldrwerte von A.

(b) u1,...,un heiflen linke Singuldrvektoren von A.

(c) vi,...,vy heiflen rechte Singuldrvektoren von A.

Bemerkung:
(a) Es gilt:
A*A = VXU USV* = VISV = VR2v*
bzw.
AA* = USV*VSU* = USS*U* = UX2U*

d.h. 02,...,02 sind die von Null verschiedenen Eigenwerte von AA* bzw. A*A.

(b) Wegen AV = UX gilt: Kern (A) = Span{v,41,...,v,} und
Bild (A) =R (A) = Span{uy,...,u}.

(c) Neben der “vollen” SVD gibt es noch eine “reduzierte” SVD. z.B. fiir m > n:
A=UxV*

mit U = [ut,...,up] € C™*™ isometrisch und 3 € C"*" quadratisch. Analog fiir
m <n.

(d) Die SVD erlaubt eine optimale Niedrigrang-Approimation an A, wegen

A = UXV*
o1 0

= U _ +.t V*

T
—_— . . *
= g OjUjV;
J=1

dabei ist ujv;‘ jeweils eine Rang-1-Matrix der Grofle m x n. Fir 0 < v <r ist

v
AV = E Uiu]'v;k
=1

10



die “beste” Rang-v-Approximation an A in folgendem Sinn:

A= 4ll= inf  [|A- Bl =0y

BeCmXn

Rang (B)<v
(dabei ist op11 :=0).
e) Anwendungen der SVD:
(e) g

e numerische Rangbestimmung

e Datenkompression z.B. in der Bildverarbeitung

1.3 Storungstheorie

Frage: Wie “gut” sind berechnete Eigenwerte, Eigenvektoren und invariante Unterriume?

1.3.1 Kanonische Winkel und Vektoren

Problem: U/,V C C" seien Unterrdume der Dimension k. Wie “nah” sind & und V?
Strategie: Berechne sukzessive die Winkel zwischen ¢/ und V beginnende mit dem kleinsten.
Wiéhle also normierte Vektoren z € U und y € V, so dass:

|
[ (@) £ max.

0O.B.d.A. kénnen wir x und y so wéhlen, dass das Skalarprodukt reell und nichtnegativ ist.
(Andernfalls wihlen wir z € C mit |z| = 1, so dass (zx,y) = z (x,y) reell und nicht-negativ
ist. Dann gilt

[(z,9) | = [(z2,9)[.)

(a) Wahle z; € Y und y; € V mit ||z1]| = ||[y1]| = 1, so dass

(z1,91) = max{Re (z,y) [+ €U,y € V, [|z]| = [[y|| = 1}

Dann ist (z1,y1) reell, ¥1 = (x1,y2) heifit 1-ter kanonischer Winkel und z1,y; heilen
1-te kanonische Vektoren.

(b) Angenommen wir haben nun j — 1-Richtungen und Winkel bestimmt, d.h.:

Tlyee.,Tj-1 Gu,yl,...,yj_l eV

sind schon bestimmt, wobei (z1,...,2;-1) und (yi,...,y;j—1) orthonormal sind.

Wihle ; € Y und y; € V mit z; L z1,...,25-1 und y; L,y1,...,yj—1 und ||z;|| =
lyill = 1, s0 dass

<$j,yj>

11



maximalen Realteil hat. Dann ist (z;,y;) reell und

¥ 1= arccos (z;,y;)
heifit j-ter kanonischer Winkel, x;,y; heiflen j-te kanonische Vektoren. Dies liefert k
kanonische Winkel 0 < 9 < ... < ¥ < T und Orthonormalbasen (z1,...,%,) und
(y1,---,yk) von U bzw. V.
Lemma 1.8 Firi,j=1,...,k undi# j gilt: (x;,y;) = 0.

Beweis: Ubung O

Folgerung: Sei X = [z1,...,2;] und Y = [y1,...,yx]. Dann gilt:

cos 0
XY = ((zi,y5)) = :
0 cos Vg,

mit cos®¥y > ... > costh > 0.
Dies ist eine SVD.

Praktische Berechnung der kanonischen Winkel und Vektoren:

(a) Bestimme Orthonormalbasen vn U und V bzw. isometrische Matrizen P,Q € C™** mit
R(P)=UTR(Q)=V
(b) Berechne die SVD von P*Q:
P*Q =U%V*

mit der Diagonalmatrix X.

~ X =UP*QV
—~—
X* Y

(c) Setze U = [uq,...,ur] und V = [vy,...,vg]. Dann gilt:

(a) ¥ =arccosoj,j=1,...,k sind die kanonischen Winkel

(b) Puj,Quj,j=1,...,k sind kanonische Vektoren.

12



1.3.2 Abstand von Unterrdumen

Definition: U,V € C" Unterridume der Dimension k.
(a) Fir x € U heifit
d(z,V) := mi —
(2, V) = min ||z -y

der Abstand von x zu V.

(b)

d(U,V) := max d(z,V)

zelU
[J][=1

heifst Abstand von U und V.

Satz 1.9 Seien U,V C C" Unterrdume der Dimension k mit kanonischen Winkeln 91 <
oo < V. Dann gilt:

d(U,V) =sinvy,

Beweis: siehe z.B. Stewart/Sun (siehe Website) O

13



Kapitel 2

Eigenwertprobleme mit voll
besetzten Matrizen

Situation: A € C™*™ n “klein”, A ist voll besetzt.
Wir kénnen:

e Die Matrix konventionell speichern.

e Die Matrix manipulieren (durch Ahnlichkeitstransformationen)

2.1 Die Potenzmethode

Idee: ¢ € C™\ {0}. Bilde ¢, Aq, A%q, . ... Was passiert dann?

Annahme: A ist diagonalisierbar. Seien A1,..., A, mit |A;| > ... > |\,| die Eigenwerte von
Aund (vy,...,v,) eine zugehorige Basis aus Eigenvektoren. Dann gibt es ¢y, ..., ¢, mit:

q=cCv1+...+cpvp
Weitere Annahme: ¢; # 0 (denn ¢; = 0 wére ein ,,grofler Zufall“), dann ist:

Ag = cihvr+ ...+ cp g
Akq = cl)\]fvl +...+ anvan

Fiir [A\1] > 1 wird |A\¥| immer groBer, daher skalieren wir:

1 A2\ A\
—Akg = cju1 4 ¢ <—2> Vot ...+ ¢y <—n> Un

AF A A
3.Annahme: [A1| > X2 > ... > |\,
Dann gilt:
1 Ay k k
—Akq—clvl < Co| | — voll+ ...+ |C -l (¥
s eal [ 32 teall .+ lend 32 lonl
)\2 kk—>oo
< (leallloall + -+ lenllfenll) | | =0

also klim /\%Akq = cyv1 und die Konvergenz ist linear mit Konvergenzrate r < |:\\—f\
—00 1

14



Definition: FEine Folge (z1) konvergiert linear gegen x, falls es r mit 0 < r < 1 gibt, so dass

e — ol _
k—oo ||xg — ||

r heiffit dann Konvergenzrate der Folge.

In der Praxis is 1/ )\If unbekannt. Daher normieren wir die betragsgrofite Komponente von
Akq auf eins. Dies liefert:

Algorithmus: (Potenzmethode)
Berechnet den dominanten Eigenwert A\; und den zugehorigen Eigenvektor v;.

(a) Wihle o € C™\ {0}

(b) Iteriere, fiir k = 1,2,... bis Konvergenz:

1
gk ‘= _Aqk717
Qg
wobei «j, die betragsgrofite Komponente von Agp_q ist.
Wir haben im wesentlichen bewiesen:

Satz 2.1 A € C™"™ habe die Figenwerte Ay,..., A\, mit |A1| > [Xao| > ... > |\u|. Falls
qo € C"\ {0} eine Komponente im zu Ay gehérigen invarianten Unterraum hat (,c1 # 0%), so
konvergiert die im obigen Algorithmus definierte Folge (qi) gegen einen Eigenvektor assoziiert
mit A\1. Die Konvergenz ist linear mit Rate r < \%] Ferner konvergiert die Folge (o) gegen
den Figenwert \y.

Bemerkung:
(a) Der Satz gilt auch fiir nicht-diagonalisierbare Matrizen.

(b) Bilden des Produkts Agy kostet 2n? flops. Die Skalierungsoperation kostet O(n) flops.
Somit kosten m Iterationen ca. 2n’m flops.

(¢c) Im Allgemeinen ist |§—f] ~ 1 und die Konvergenz ist extrem langsam.

15



2.2 Shift-and-Invert und Rayleigh-Quotient-Iteration
Beobachtungen: Sei A € C"*" und (\,v) € C x C" mit Av = \v. Dann gilt:
(a) A~'v = A~lv fiir A invertierbar.
(b) (A—pol)v=(A—p)v fiir alle p € C.
Seien Ay, ..., A\, die Eigenwerte von A mit |[A1| > ... > |\,].

Inverse Iteration:

Potenzmethode fiir A=!. Falls |\,| < |\n,_1|, dann konvergiert die inverse Iteration gegen

cinen Eigenvektor zu A, mit Konvergenzrate |22~ (sehr klein, falls [A,| < [Ap—1]).

n—1

Shift and Invert: Potenzmethode fiir (4 — oI)~':
Seien Aj, A, die Eigenwerte, die am dichtesten an o liegen und |A\; — o| < |\ — o|. Dann
konvergiert die Potenzmetotde fiir (A — oI)~! gegen einen Eigenvektor zu Aj mit Rate

bt
A — 0

(klein, falls [A; — o| < |A\x — 0|); optimal wére: A\; ~ o.
Problem: Wir brauchen “gute” Shifts! ~» zwei Fragen:
Frage 1: Woher wissen wir, wann eine Eigenwertapproximation gut ist?

Definition: Sei A € C™*" und (u,w) € C x C". Dann heifit Aw — pw das Residuum von
(1, w) bzgl. A.

Satz 2.2 Seien p € C,e >0 und A € C™", sowie w € C" mit ||w|| = 1. Ist ||Aw — pw|| = ¢,
so gibt es eine Matriz E € C™™ mit ||E|| < e, so dass

(A+ E)w = pw.

Merksatz: ‘kleines Residuum = kleiner Riickwértsfehler in Eigenpaaren

Beweis: Sei r := Aw — pw und E = —rw* Dann gilt:

(A+ E)w = Aw — rw*w = pw
=1

und [ |B[[ = |lrw*]] < ||r|[[[w’|] = [[r]| = &

16



Frage 2: Wie bestimmen wir Shifts? oder: Wie bestimmen wir eine gute Eigenwertapproxi-
mation aus einer gegebenen Eigenvektorapproximation?

Idee: Minimiere ||Aw — pw||. Wir betrachten das iiberbestimmte LGS:
wp = Aw

mit der n x 1-Matrix w, dem unbekannten 1 x 1-Vektor x4 und der rechten Seite Aw. Aus der
Einfithrung in die Numerik wissen wir (hoffentlich): Wir erhalten die Loésung des Problems
»|[Aw — pw|| = min!“ durch Losen der Normalengleichung:

w* Aw

wrwp = w* Aw bzw. p=—
w*w

Definition: Sei A € C"*™ und w € C"\ {0}. Dann heifit

*A
r(w) := wow

w*w

der Rayleigh-Quotient von w bzgl. A.

Der folgende Satz liefert eine Abschatzung dafiir, wie stark die Abweichung eines Rayleigh-
Quotient von einem Eigenwert ist.

Satz 2.3 Sei A € C"™ und (\,v) € Cx C" ein Eigenpaar von A mit ||v|| = 1. Dann gilt fir
w € C" mit ||w| =1, dass

A = r(w)] < 2[A[l - flv = w].

Situation:

‘ approximierter Eigenvektor ‘
Rayleigh-Quotient |
‘ approximierter Eigenwert ‘
Shift-and-Invert |
‘ approximierter Eigenvektor ‘

Durch Kombination dieser beiden Techniken erhalten wir:

Algorithmus: Rayleigh-Quotient-Iteration (RQI)
Dieser Algorithmus berechnet ein Eigenpaar (A, v) € C x C" zu einer Matrix A € C™*".

(a) Start: Wéhle ein go € C™ mit ||go|| = 1 und setze Ao := ¢jAq;.
(b) Iteriere: fiir k = 1,2,... bis Konvergenz:
(a) Lose das LGS (A — A\p_1])x = qx_1 fiir .
x
() ar =7
||

(¢) A= q;Agy

17



Bemerkung:

(a)

Die Konvergenzanalyse ist schwierig, allerdings l&sst sich beobachten, dass der
Algorithmus fast immer konvergiert. Im Allgemeinen konvergiert er quadratisch, fiir
Hermitesche Matrizen sogar kubisch.

Erinnerung: (x;) — = konvergiert von der Ordnung m > 2 genau dann, wenn gilt:

i 1P =2l

k—oo ||z — x||™

speziell spricht man bei m = 2 bzw. m = 3 auch von quadratischer bzw. kubischer
Konvergenz.

Kosten: O(n?) flops pro Schritt, da jeweils eine LR-Zerlegung berechnet werden
muss. (O(n?) fiir Hessenbergmatrizen (siche Kaptiel 2.4.2))

A — M\_11 ist “fast singuldr”, falls A_1 nahe an einem Eigenwert ist, d.h. A — Ag_11
ist i.A. schlecht konditioniert. Wenn wir das LGS riickwérts stabil 16sen, dann erfiillt
die berechnete Losung exakt:

(A + AA— )\k_ll)ﬁ? = (k-1

mit ||AA|| klein. Die Kondition von Eigenwerten und Eigenvektoren hat allerdings i.A.
nichts mit der Konditionszahl der Matrix zu tun, d.h. auch Matrizen mit grof3en
Konditionszahlen kénnen gut konditionierte Eigenwerte und Eigenvektoren haben.
Falls Eigenwert und Eigenvektor gut konditioniert sind, kénnen wir wegen des kleinen
Riickwértsfehlers also trotzdem durch die Rayleigh-Quotien-Iteration gute
Approximation an einen Eigenvektor und einen Eigenwert erwarten.

(Exkurs: Kondition von Eigenwerten: Ist A ein einfacher Eigenwert von A, d.h. die
algebraische Vielfachheit ist eins, und sind v, w normierte Rechts- bzw.
Linkseigenvektoren, d.h.

Av =2, wA=x ", |v|=1=|uw],

so gilt fiir kleine Storungen A A in erster Ndherung, dass A + AA einen Eigenwert
A+ AX hat mit
1

AN <
el

[AA].

Also ist 1/|w*v| eine Konditionszahl fiir einfache Eigenwerte. Fiir normale Matrizen
gilt v = w, also |[w*v| = 1. Normale Matrizen haben also gut konditionierte
Eigenwerte.)
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2.3 Simultane Unterraumiteration

A € C™" mit Eigenwerten \q,..., A, mit [A1] > ... > |A\,].

Idee: Statt gy € C™ betrachte eine linear unabhéngige Menge {w1,...,wy,} C C". Setze
Wo = [wi, ..., wy] € CV™

Bilde Wy, AWy, AW, ... bzw.

Wy, = APW, = [Akwo, .. .,Akwm] , k>1

Vermutung: R(Wy) — konvergiert gegen den invarianten Unterraum U assoziert mit den m
betragsgrofiten Eigenwerten Aq, ..., A\, falls kein Ausnahmezustand vorliegt (wie “c; = 07
bei der Potenzmethode). Dies nennt man simultane Unterraumiteration. (Warum ,simultan
spéter!)

Satz 2.4 Sei A € C™*" mit Figenwerten \1,...,\n, so dass

Seien U,V die invarianten Unterrdume assoziiert mit Ai, ..., Ay bzw. Apy1, ..., Ay Ferner
sei W € C"™™ mit Rang (W) = m und R(W) NV = {0}. Dann existiert fir die Iteration

Wo :=W und Wiy, = AWy, fiur k > 0 und fir jedes o mit ‘)‘f\"—:‘ < 0 < 1 eine Konstante c,

so dass
ARWL),U) < c o k>1.

Fiir den Beweis des Satzes brauchen wir das folgende technische Hilfsmittel:

(G A )

m-dimensionale Unterrdume von C™. (X € C=m)xm ) ynd seien 1, . .., O, die kanonischen
Winkel zwischen U und U. Dann sind

Lemma 2.5 Seien

tan©q,...,tan O,

die Singuldrwerte von X. Insbesondere gilt dann ||X|| = tan ©,,.

Beweis: siehe Stewart/Sun. Matriz perturbation theory. Boston, 1990. O

Beweis: (des Satzes) fiir den Spezialfall, dass A diagonalisierbar ist.
Koordinatentransformation:

- A 0
Aneu = S 1AaltS = |: ! :|

0 A
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mit A; = diag (A1,...,A\p) und Ag = diag (Ap+1, ..., Ay). Dann ist A; nichtsingulér, da

IA1] > ... > |Am| > 0.
_ I,
Uneu = S 1ualt:7—‘)’<[ 0 })

und

_ 0
Vneu = S lvaltznq D

In-m

Weiter sei

Z
W, _ —1”7 _ 1
fiir ein Z; € C™*™ und Zy € C*=™)*™_ Eg gilt dann:

(a) d(R(Wneu),Uneu) < K(S)d(R(Wyt),Usyy)  (Ubung)

(b) R(Wneu) NV = {0} < Z; ist nichtsingulir  (Ubung)

Im Folgenden lassen wir den Index “neu” weg. Dann gilt:

Tz [ I [
vl lai a5 ]a

mit Xo = ZoZ; !, somit ist

und
k k| 1
ROV = R(AMW) = R(4* | ()
Xo
Nun gilt:
el 1 A’f 0 1 Alf Ak;mA_k k
4 [XO]_[ 0 A’;HXO]_[AQXO]_ N W Ay
=:Xk
Also ist
I,
Ry == (| )
Z.7. bleibt:

d(R(Wk),U) — 0.
Sei O der grofite kanonische Winkel zwischen R(W}) und Y. Dann gilt:
dR(Wi),U) = sin®f) < tan©F) = || X|| < [|A5]1]| X0l A7l
= Ml XollIAG]
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Daraus folgt direkt:

d(R(Wy),U) < é

Machen wir nun die Koordinatentransformation riickgéngig, dann erhalten wir die Form wie
im Satz. (Fiir den diagonalisierbaren Fall brauchen wir die Schranke g aus dem Satz nicht.
Diese kommt aber ins Spiel, wenn man nicht-diagonalisierbare Matrizen betrachtet.) O

Bemerkung: Fiir Wy = [wy, ..., w,] ist
AFW, = [Akwl, N .,Akwm] ,

d.h. wir fithren die Unterraumiteration nicht nur fiir Wy aus, sondern gleichzeitig auch fiir
alle Wéj) = [wi,...,w;], denn

AW = [Akwl, - ,A’fwj} .
Unter gewissen Vorraussetzungen (vgl. Sitze) konvergiert also:
Span {Akwl, e ,Akwj}

gegen den invarianten Unterraum assoziiert mit Ay, ..., \; und zwar fiir alle j = 1,...,m.
Deswegen spricht man von ,,simultaner Unterraumiteration®.

Problem:

Theorie: AWV, = [Akwl, e ,Akwm] hat i.A. immer Rang m (falls nicht irgendwelche Aus-
nahmesituationen vorliegen).

Praxis: Fiir alle i = 1,...,m gilt (unter gewissen Vorrausetzungen):
R(A*w;) — R(v1)

wobei v; der dominante Eigenvektor ist. Durch Rundungsfehler fallt R(W},) irgendwann
zu R(v1) zusammen.

Die Grundidee zurr Lésung des Problems ist: Orthonormalisiere die Basis des Spaltenraums
in jedem Schritt.

1. Schritt: Wy = [wy, ..., wn] = QoRp mit Qp € C™*™ isometrisch und Ry € C™*™ obere
Dreiecksmatrix, dann ist R(Wy) = R(Qop). Wir haben sogar:

Span{wi,...,w;} = Span{qgo),..., 50)} ,7=1,...,m,
wobei Qg = [q%o), ceey qﬁ,?)}. Dies folgt aus der oberen Dreiecksform von R.
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Situation vor dem k-ten Schritt: R(Wj_1) = R(Qk—1) mit

k— _
Qk*l = |:q§ 1)7 e q,'g;j 1):| c CnXm
isometrisch und

Span {Akilwl, ceey Akile} = Span {q%kil), e q(Ak*l)} , Jj=1,...,m.

Y]

k-ter Schritt: Sei nun AQp_1 = QR eine QR-Zerlegung mit Q; € C™*™ isometrisch und
R;. € C™*™ obere A-Matrix. Dann ist:

R(Wg) = R(AWk-1) = R(AQk-1) = R(Qx),
sogar:
Span {Akwl, e ,Akwj} = Span {qgk), e ,q](-k)}, j=1,...,m.
Algorithmus: Unitédre simultane Unterraumiteration
(a) Start: Wéhle Qo € C™*™ isometrisch.
(b) Iteriere, fiir k = 1,2,... bis Konvergenz:

(a) Berechne 7, = AQk—1
(b) Berechne eine QR-Zerlegung Zj = Qi Ry.

Bemerkung: Theoretisch hat die unitire simultane Unterraumiteration dasselbe
Konvergenzverhalten wie die simultane Unterraumiteration. Sie leidet aber nicht unter
denselben praktischen Problemen.

2.4 Der QR-Algorithmus

2.4.1 Der einfache QR-Algorithmus ohne Shifts
A € C™" habe die Eigenwerte Ai,..., A, wobel |A1] > ... > |\,

Idee: n-dimensionale unitdre QR-Iteration, d.h. wihle im obigen Algorithmus m = n und
Qo = I,,. Falls Q = [qik), e ,q%k)}, so konvergiert

Span {qgk), .. .,qﬁ,’f)}

fir jedes 1 < m < n gegen den invarianten Unterraum assoziiert mit A,..., A, mit Rate
‘% falls |Am+41| < |Am| und falls keine Ausnahmesituation vorliegt.
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Frage 1: Wie machen wir die Konvergenz sichtbar?

Antwort: Bilde A, = QIZIAQ;C. Konvergiert Span{q%’g)7 . ,q,(,]f)} gegen einen invarianten
Unterraum, so erwarten wir, dass in der Matrix

m A Ap
Ak_n—m |:A21 Ago

der Block As fiir kK — oo gegen Null konvergiert. Dies passiert aber fiir viele m gleichzeitig,
d.h. Aj ,nihert sich einer oberen Dreiecksmatrix®.

Frage 2: Kommen wir direkt von Ap_1 zu Ag?

Antwort: Es gilt:

Apor = QplAQr
Ay = QprAQy

= A = Q' Q1451 Q1 Qk = U ' A1 Uy,
U

Damit kénnen wir den k-ten Schritt der unitdren Unterraumiteration
AQk-1 = QxR
wie folgt umformulieren:
Ap1= Q1 AQk—1 = Q. 1, Qi Ry = U Ry,
Dies ist eine Q R-Zerlegung von Aj_1. AuBerdem gilt:
Ap = U AUy = U UG R Uy = Ry Uy,

Zusammenfassend erhalten wir den folgenden

Algorithmus: (QR-Algorithmus)(Francis 1961)
Dieser Algorithmus erzeugt zu einer gegebenen Matrix A € C™*™ eine Folge (Aj) von #hnli-
chen Matrizen, die “sich einer oberen Dreiecksmatrix ndhern”.

(a) Starte mit Ag=A
(b) TIteriere, fiir k = 1,2,... bis Konvergenz:

(a) Berechne eine QR-Zerlegung von Ay_1: Ap_1 = UpRg
(b) Berechne Ay durch: Ay = RyUy
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Satz 2.6 (Konvergenz des QR-Algorithmus)

Sei A € C™™ mit den Eigenwerten A1, ..., Ap, wobei |A1| > ... > | Apn| > [Amt1]| > -0 = [ Al
SeiV C C" der invariante Unterraum assoziiert mit A1, ..., An, sowie (Ay) die vom QR-
Algorithmus erzeugte Folge von Matrizen. Falls

Span{ei,...,enm} NV = {0}

und

k k
Al A
A21 A22

A=

n—m

so existiert zu jedem o mit ”\S\”—ﬂtl < o <1 eine Konstante ¢, so dass:

(k) ~ k
[ A3y | < o
Beweis:(Skizze) Sei U der invariante Unterraum assoziiert mit Aq, ..., Ay, und

U), = Span {qgk), .. ,qT(T’f)}

wobei

Qi = [CJW S ,qék)]

die unitére Matrix mit Q;lAQk = A}, aus der unitéren Unterraumiteration ist. Mit etwas
Aufwand zeigt man:

k
A8 || < 2v2||AlldU, Uy,)

Dann folgt mit dem Satz {iber die simultane URaumiteration die Existenz einer Konstanten
¢ > 0 mit

Wiihle nun ¢ := 2v/2||4]|c. O
Spezialfall: Ist A hermitisch, so konvergiert (Ay) unter den gegebenen Vorraussetzungen
gegen eine Diagonalmatrix.
Bemerkung: In dieser Form hat der Algorithmus zwei wesentliche Nachteile:

(a) Der Algorithmus ist sehr teuer: O(n?) flops pro Iterationsschritt:

e QR-Zerlegung =~ %n?’ flops.
e Matrix/Matrix-Produkt ~ 2n3 flops

Abhilfe: ~ 2.4.2

(b) Die Konvergenz ist sehr langsam, da nur linear.
Abhilfe: ~» 2.4.3
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2.4.2 Hessenberg-Reduktion

Definition: FEine Matrix A = (ai;) heifst Hessenbergmatrixz oder in Hessenbergform, falls
a;; =0 fiir i > j + 1. Die Hessenbergmatriz A heifst unreduziert, falls a;41,; # 0 fiir alle
i=1,....,n—1.

Erinnerung: Householder-Transformationen
haben die Form:

2
P:I*TUU*
Vv

fiir v € C™ \ {0} und sind Hermitesch und unitr. (Ubung.)

Wirkung: P spiegelt x € C™ an der Hyperebene Span {’U}L. (Ubung.)

Ziel: Spiegele x € C"\ {0} auf ein Vielfaches des 1. Einheitsvektors, d.h. finde v und berechne
P, so dass:

Pz = +£||z||e1
Berechnung von v: Der Ansatz v = x 4+ ey liefert:
v=ux=|z||er und Pz = F||z||e1. (Ubung.)

Aus numerischen Griinden wihle

_ ZL‘+H.Z'H€1, 1‘120,
x — ||z|ler, x1 <O0.

Vorteil: “billige Produkte”. (Ubung.) Fiir B € C™*™ benétigt die Berechnung von PB nur ca.
4mn flops (statt 2n?m flops bei herkmmlicher Matrix/Matrix-Multiplikation). Anwendung;:

(a) Berechnung der QR-Zerlegung
(siehe http://www.math.tu-berlin.de/ mehl/lehre/05ss-nla/qr.pdf).

(b) Hessenberg-Reduktion: Zu A € C™*" berechnen wir U unitér, so dass U ' AU in Hes-
senbergform ist. Kosten: ca. %n?’ flops
(siehe http://www.math.tu-berlin.de/ mehl/lehre/05ss-nla/hessenberg.pdf).

Bemerkung:

(a) Ist H € C™*" eine Hessenbergmatrix, so ldsst sich eine QR-Iteration mit
Givens-Rotationen in O(n?) flops durchfiihren.

é(c,s):[ ¢ 5]

Givensrotation:
—S C

mit |c|? = |s|> = 1. Sind ¢ und s so gewiihlt, dass —5a11 + caz; = 0, so erhalten wir:
A all a2 * ok
G(e, s =
(’)[azl a22] [0 *]
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(b) Hessenbergmatrizen sind invariant unter QR-Iterationen
(siehe
http://www.math.tu-berlin.de/ mehl/lehre/05ss-nla/qr_iteration.pdf)

Frage: Ist die Hessenbergreduktion eindeutig? Nein, aber es gilt der folgende Satz:

Satz 2.7 (Implizites Q-Theorem)
Sei A € C"™ und seien Q = [q1,-..,qn),U = [u1,...,uy| unitire Matrizen, so dass:

H=Q 'AQ = (hy) und G =U'AU = (gi5)
Hessenbergmatrizen sind. Gilt g1 = w1 und ist H unreduziert, so gilt:
q; = Cily

fir ein ¢; € C mit |¢;| =1 und |hii—1| = |gii—1| firi=2,...,n, d.h. Q ist im wesentlichen
durch die erste Spalte q1 schon eindeutig bestimmit.

Beweis: Ubung O

2.4.3 Der QR-Algorithmus mit Shifts

Deflation: Sei H € C™*" in Hessenbergform. Falls H unreduziert ist, d.h. falls Ay, 41m =0
fiir ein m, so gilt:

m n—m
o m Hyy  Hyo
m=r

d.h. unser Problem zerfallt in zwei kleinere Teilprobleme: H11, Hoo.
Ziel: Fiihre Deflation herbei mit Hilfe von Shifts.

Algorithmus (QR-Algorithmus mit Hessenbergreduktion und Shifts):
Gegeben: A € C"*":

(a) Berechne Uy unitér, so dass:
H :=UjAUy

in Hessenbergform ist. 0.B.d.A. sei Hp unreduziert (andernfalls tritt Deflation ein und
wir betrachten ein kleineres Teilproblem).

(b) Iteriere, fiir k = 1,2,... bis Deflation eintritt, d.h.:

p) = O(eps)

m+1,m

fir ein m:

(i) Wahle einen Shift u € C.
(ii) Berechne eine QR-Zerlegung Hy_1 — pupl = Qx Ry von Hy_1 — 1.
(iii) Bilde Hy = RpQp + pl.

Dabei entsprechen Schritt (ii) und (iii) gerade einer QR-Iteration fir A — py1.
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Bemerkung:

(a)
(b)

(¢)

Der Subdiagonaleintrag hgﬁrlm in Hj, konvergiert mit Rate ‘)‘;\”J—;’Zk gegen Null.
Falls hgﬁrl’m = 0 oder hgjllvm = O(eps), so findet Deflation statt. Fahre mit den zwei

kleineren Teilproblemen fort.

Falls py ein Eigenwert ist, so findet wegen (a) schon nach einem Schritt irgendwo (fiir
ein m) Deflation statt.

Shiftstrategien:

(a)

()

Rayleigh Quotient-Shift:
Fiir den Speziallfall, dass A Hermitesch ist, konvergiert A im QR-Algorithmus gegen
(k)

eine Diagonalmatrix. Insbesondere ist dann ¢, ’ eine Approximation an einen Eigenvek-
tor. Eine zugehorige gute Eigenwertapproximation ist der Rayleigh-Quotient
k k k
r(ad)) = (@) AglP.
Dies ist aber gerade der n-te Diagonaleintrag a,(f% von QFAQy.

(k)

Heuristisk: Auch im allgemeinen Fall vermuten wir a, , als gute Approximation an
einen Eigenwert. Wihle also einfach:

(k)

n,n—1

Damit konvergiert A i.A. quadratisch gegen Null.

Wilkonson-Shift:

Probleme ergeben sich beispielsweise bei der Matrix:
0 1
a=[4 5]
Eine QR-Iteration fiir Ay = A liefert: Qo = Ao, Rp = I damit ist aber auch:

RoyQo = IAg = Ay,

d.h. der Algorithmus stagniert. Der Rayleigh Quotient-Shift wére hier p = 0, &ndert
also nichts an der Stagnation des Algortihmus. Darum betrachten wir (fir A € C™*")
im k-ten Schritt die Submatrix B gegeben durch

(k)

Nun wihle py als den Eigenwert von B, der néher an ayy liegt.

Weitere Strategien: z.B. Doppelshifts ~» 2.4.4.

Bemerkung: Meist werden nur etwa zwei Iterationen benétigt um entweder einen 1 x 1
oder 2 x 2 Block abzuspalten.
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2.4.4 Implizite Shifts und “Bulge-Chasing”

Sei H € C™*"™ eine Hessenbergmatrix und puq, ..., u; € C. Fiihre [ Schritte des QR-Algorith-
mus mit Shifts uq, ...,y aus:

H—ml = Q1R
Hy = RiQ1+ml

H_y—wl = QR
H = RQi+wml
Dann gilt
Hy = QiQiRiQ + Q[ Q= Q[ (QiRy + wl)Qr = Qr Hi1Q
und somit per Induktion
=Q[...QIHQ1...Q, = Q"HQ.
~—_——
=Q

Frage: Konnen wir ) direkt berechnen, ohne | Q) R-Iterationen durchzufiihren?

Lemma 2.8 M :=(H—yl)...(H—mI)=Q1...Q;R;... R = QR.
=R

Beweis: per Induktion nach j zeigen wir:

(H—ﬂjI)...(H—,ulI):Ql...QjRj...Rl, jzl,,l

j = 1: Hier lautet die Aussage des Lemmas H — pu1I = Q1 R;. Dies ist gerade der erste
Schritt des QR~Algorithmus.

j—1— g

Qi...Q;R;...Ry

Q... Qj1(Hj—1 —pil)Rj—1... Ry

Q1...Qj (Q;_l QIHQy... Qi1 — ujI)Rj,l Ry
(H = p;)Q1...Qj1Rj1 ... Ry

(H = piI)(H — pjr 1) ... (H — pa 1)

~
=

Gute Idee: Berechne M und dann die Householder-QR-Zerlegung von M, d.h. M = QR,
und setze ~
H = Q"RQ = H,.

Wir benétigen also nur eine QR-Zerlegung statt [ QR-Zerlegungen in der QR-Iteration. An-
dererseits miissen wir M berechnen, d.h. I — 1 Matrix-Matrix-Multiplikationen.

Bessere Idee: Berechne H direkt aus H unter Benutzung des impliziten ()-Theorems.
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Implizite Shift-Strategie:

(a)

Bereche
M€1 = (H - /,LZI) oo (H - ,ull)el,

d.h. die erste Spalte von M. Dabei sind nur die ersten {41 Eintriage von Null verschieden.
Falls ! nicht zu grof} ist (z.B. [ =2,...,6) kostet dies nur O(1) flops.

Bestimme eine Householdermatrix Py, so dass Py(Me;) ein Vielfaches von e; ist. Trans-
formiere H mit Fy:

I+1 n—-I1-1

_I+1 [ % 0 |

Po= 1 0 I
1+2 n—1-2

_l+2 [« * 1
PR = n—1-21 0 |

Py verdndert nur die Zeilen und Spalten 1,...,1 4+ 1 von H. Daher entsteht eine Hes-
senbergmatrix mit Buckel (engl. bulge), d.h. H ist immer noch in Hessenbergform.

Bestimme Householdermatrizen Py, ..., P,_o um die Hessenbergform zu restaurieren:
Bulge chasing: Wir jagen den Buckel die Diagonale hinab!
(siche http://www.math.tu-berlin.de/ mehl/lehre/05ss-nla/bulgechasing.pdf)

~ H:=P, 5...PAPRHPy... P, >
ist wieder in Hessenbergform und Preq = e fiir k=1,...,n — 2.

Py hat die gleiche erste Spalte wie ), denn wenn wir Q mit der Householder QR-
Zerlegung bestimmen, berechnen wir im ersten Schritt Py. Da jeweils Pre; = e; ist, hat
nun auch

PP ... P, o

dieselbe erste Spalte wie Py bzw. Q. Mit dem Impliziten Q-Theorem miissen nun ¢) und
Fy ..., Py—2 und damit auch H und Q*H( im wesentlichen gleich sein. Wir haben also
(i.w.) H bzw. H; direkt aus H berechnet.

Algorithmus (QR-Algorithmus mit impliziter Doppelshift-Strategie): (Francis 1961)
Gegeben A € C"*"™:

(a)
(b)

Bestimme Uj unitér, so dass Hy := Uj AUy in Hessenbergform ist.
Iteriere, fiir k = 1,2,... bis Konvergenz (Deflation):

(a) Berechne die Eigenwerte p1, 1o des rechten unteren 2 x 2 Blocks von Hy_1.

(b) Berechne mit der impliziten Shiftstrategie fiir [ = 2 die Matrix Qp, die man nach
2 Schritten des QR-Algorithmus mit Shifts u1, po erhalten wiirde.

(c) N N
Hy = QpHp_1Qk

29



Bemerkung:

(a) Empirische Gesamtkosten fiir die Berechnung aller Eigenwerte von A: ca. 10n? flops,
falls auch die Transformationsmatrix @ benétigt wird ca. 25n3 flops.

(b) Konvergenzanalyse schwierig, kein globaler Konvergenzbeweis bekannt

(c) Das Verfahren funktioniert auch im Reellen mit reeller Arithmetrik.
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Kapitel 3

Eigenwertprobleme mit grofien,
schwach-besetzten Matrizen

Situation: Gegeben sei eine Matrix A € C™*™ mit n sehr grof (z.B.: n &~ 10%,107,...). Dabei
sei A “sparse”, d.h. schwach-besetzt. A hat also nur wenige von Null verschiedene Eintrége.
MATLAB verfiigt bspw. iiber die Datenstruktur sparse: Eine Matrix A € C™*" wird durch
6 Parameter beschrieben:

(a) m: Anzahl der Zeilen

(b) m: Anzahl der Spalten

(¢) nnz: Anzahl der von Null verschiedenen Elemente
(d) a: Liste der von Null verschiedenen Eintréige

(e) irow: Liste der zugehorigen Zeilenindizes

(f) jeol: Liste der zugehorigen Spaltenindizes

e Wir kénnen: zu z € C" das Produkt Ax berechnen;
(Dies geht oft mit O(n) flops statt O(n?) flops);

e Wir kénnen nicht: Ahnlichkeitstransformationen anwenden (da die transformierte Ma-
trix dann i.A. nicht mehr ,sparse* ist);

Manchmal ist A auch gar nicht explizit gegeben, sondern nur durch eine Subroutine, die zu
gegebenem z € C™ das Produkt Ax berechnet.

# — [black box| - Az

Dies ist dann die einzige Moglichkeit, um Informationen iiber die sonst unbekannte Matrix A
zu erhalten.
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Beispiel:

(a) Diskretisierter Laplace-Operator auf einem uniformen Gitter

Zu einer gegebenen Funktion u(z,y) erhalten wir auf einem zweidimensionalen Gitter
an jeden Gitterpunkt (7,j) Approximationen u;; = u(x;,y;) fiir, sagen wir,
i=1,...,mund j =1,...,n. Geméaf des Differenzenstern berechnet sich eine
Approximation an v = Awu im Gitterpunkt (i, j) wie folgt:

!
— — V] = AU — U1 — U1 — Wit1,j — Ui—1,5s
!

wobei ggf. noch Randwerte hinzugenommen werden. Dies ldsst sich auch als
Matrix-Gleichung schreiben:

[Ull,.--,’Uln,'U21,..-,U2n,.--,Um1,.--,Umn] = Au

u = [ulla--->u1n7u21>~"7u2n7-"7um17-"7umn]

Anstatt A explizit anzugeben, reicht es, eine Subroutine zu schreiben, die v = Au aus
u berechnet, z.B.:

for i=1,...,m
for j=1,...,n
v[i,jl=4*uli,jl-uli,j+1]-uli,j-1]1-uli+1,jl-uli-1,j]
end
end

(b) Toeplitzmatrizen:

ay a—-1 ... Q_p
ai

A=
Qp, al ao

A ist eindeutig bestimmt durch den Zeilenvektor
[Any ey @1,G0,Q-1,. ., Q_p]

und es reicht, diesen Vektor abzuspeichern. Wir kénnen wieder Subroutinen schreiben,
die zu gegebenem = das Produkt Ax berechnen.

Frage: Wie berechnen wir Eigenwerte und Eigenvektoren von A? (Oder zumindest: Wie
berechnen wir einige Eigenpaare von A7 Denn i.A. sind wir nur an einigen Eigenwerten
interessiert, z.B. den betragsgréfiten, und es wird i.A. auch zu teuer sein, alle Eigenpaare der
Matrix zu berechnen.)
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1. Idee: Simultane unitére Unterraum-Iteration (populér um 1970)

e Starte mit m < n orthonormalen Vektoren qgo), cee qﬁfi) und setze Qg = [qg)), e ,qﬁ,?)} .

e Berechne AQj_1 = Qy, also m-Matrix Vektor Produkte. Dies kostet bei sparsen Matri-
zen i.A. nur O(mn) flops statt O(mn?) bei herkémmlichen Matrizen.

e Berechne eine @ R-Zerlegung: )
Qr = QrRy,

wobel @ € C™*™ isometrisch und Rj € C"™*™ eine obere Dreiecksmatrix ist.

Erfahrungswerte: Diese Methode ist nur bedingt geeignet.

2. Idee: Projektionsmethoden: Benutze, das fiir Paare (A,v) € C x C™\ {0} gilt:

(A\,v) Eigenpaar < Av—Xv=0, & Av—X v LC"
a) Konstruiere einen Unterraum K C C™, den sogenannten Suchraum.
(a) g

(b) Wihle einen zweiten Unterraum £ C C", den sogenannten Testraum. Dann bestimme
Paare (X, 7) € C x K mit

Ab—X o L L. (Oft gilt £=K.)

Hoffnung: Einige der Paare (), ?) sind gute Approximationen an Eigenpaare von A.

3.1 Krylov-Riume

Frage: Wann enthélt ein Unterraum XC gute Approximationen an Eigenvektoren von A7

Zur Motivation betrachten wir dazu zuerst einen Spezialfall: A € R™ "™ symmetrisch mit
Eigenwerten A1 > ... > \,. Dann gilt:

A1 =max r(x) und A, =min r(z) obei r(x)= v A (Ubung)
1= 17768( ) ’ W 2Ty 8
Sei nun R(Qy,) durch Qp = [q1,. .., qx] € R™* gegeben und
T TA
M= max r(x)=max M,
2€R(Qr)\{0} v#0 Y Q. Qry

sowie analog

min  r(z
z€R(Qr)\{0}

Klar: \y > My > my > M. Insbesondere ist M} eine Approximation an A\; und my eine
Approximation an A,. Unser Ziel ist nun, die Vektoren ¢i1,qo,...,qx, ... S0 zu Konstruieren,
dass M} und mj moglichst schnell A\; und A,, approximieren, d.h. es soll gelten:

My — X1 und mp — A, moglichst schnell.
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Seien qi, ..., g schon konstruiert und seien ug,wy € Span{qi, ..., qx} so gewéhlt, dass
M =r(ug) und mg=r(wg).

r (x) wichst am stérksten in Richtung des Gradienten:

2
2T

Vr(zx) (Ax - r(a?)ac) (Ubung 2 Aufgabe 6)
Also gilt My1 > My, falls Vr (ug) # 0 und
Vr(ug) € Span{q,...,qr, qus1} - (¥)

Analog: mygy1 < my falls Vr (wg) # 0 und

Vr (wk) € Span {Q17 <oy gk, q]C-‘rl} . (**)

Wegen Vr (z) € Span {z, Az} sind die Bedingungen (%) und (k) erfiillt, falls:

Span{qi,q2} = Span{q,Aq}
Span{qi,q2,q3} = Span{q,Aq, A%q}
Span {QIa s 7Qk‘+1} = Span {C]h ACJh A2q17 o 7Akq1}

Definition: Sei A € C™"*" und x € C", sowie | € N.
(a) K; (A, x) = [:1:, Az, A%x,. .., Al_lm] heifst Krylovmatriz bzgl. A und x.

(b) Ki (A z) =R (K (A z)) = Span{z, Ax, A%z,..., A"z} heifit Krylovraum bzgl. A

und x.

Wir haben eben gesehen, dass fiir symmetrische Matrizen A € R"*" Krylovradume schnell
Approximationen an die Eigenwerte A; und \,, also die Eigenwerte am Rand des Spektrums
enthalten. Wir vermuten, dass das auch fiir beliebige Matrizen A € C"*" gilt:

Heuristik: Krylovraume sind ,,gute” Suchrdume!
Im Folgenden leiten wir einige Eigenschaften von Krylovraumen her. Insbesondere stellen wir
Zusammenhénge mit dem Minimalpolynom eines Vektors bzgl. unserer Matrix A und mit

Hessenbergmatrizen her.

Erinnerung: Seien A € C"*" z € C", dann gibt es ein eindeutig bestimmtes normiertes
Polynom kleinsten Grades mit

0=p(A)z=A"z+an A" o+ ... +a Az + apz.

p heifit dann Minimalpolynom von z bzgl. A.
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Lemma 3.1 Seien A € C"*", x € C" und sei v der Grad des Minimalpolynoms von x bzgl.
A. Dann gilt:

(a) dim K, (A,z) =m <= m <.
(b) K, (A, x) ist A-invariant.

(¢) Kp, (A, x) = K, (A, ) firm>v

Beweis: Ubung |

Lemma 3.2 Seien A € C™" und g1 € C", so dass g1, Ag, ..., A" g linear unabhingig
sind. Sei G = [g1,92,...,9n) nicht singulir. Ferner sei B = G™'AG = (b;;). Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(a) bjp =0 firk=1,.... m—1und j=k+2,...,n, dh

[ b1y biy |
ba1 :
0
B = b1 bmm bn
0
|0 0 bn.,m b |

(b) Spa’n{glu'-'vgl} :Kl (Aagl) furl: 17"'7m

Ist eine der Bedingungen erfillt, und ist m = n, so ist B insbesondere eine unreduzierte
Hessenbergmatrix.

Beweis: Ubung O

3.2 Der Arnoldi-Algorithmus

Gegeben sei A € C™*". Dann haben wir die folgenden Zerlegungen kennen gelernt:

QR-Zerlegung | Hessenbergreduktion
A=QR A=QHQ*
Householder Householder
Gram-Schmidt neu: Arnoldi
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Das Prinzip hinter der Transformation mittels Householder-Matrizen nennen wir ,,orthogona-
les Strukturieren®, denn die Struktur der Matrix wird schrittweise erzeugt durch Anwendung
von orthogonalen Transformationen. Das Prinzip hinter dem Gram-Schmidt-Verfahren ist
dagegen ein ,,strukturiertes Orthogonalisieren*, denn die orthogonale Transformationsmatrix
wird schrittweise erzeugt, indem wir Kenntnisse iiber die gewiinschte Matrixstruktur (hier:
obere Dreiecks-Struktur) ausnutzen. Arnoldi entwickelte nun einen Algorithmus, der auf dhn-
liche Weise die Hessenbergreduktion berechnet, indem auch hier die Transformationsmatrix
Q, die A auf Hessenbergform transformiert, schrittweise berechnet wird.

Ansatz: Sei @ = [q1,...,qy] unitir und H eine Hessenbergmatrix. Gelten soll Q*AQ = H
bzw.

hll e oo hln

b .
Algr,- ) =g, ya) |

0 hn,n—l P

Ein Vergleich der k-ten Spalten ergibt:

Aqr = hipqr + ...+ hprqgr + hk+1,ka+1-

Also ist

k
<AQk -3 hiin) :

k 1 =
qk+ i :
=1

1k

Weiter gilt wegen der Orthogonalitét der ¢;, dass

Also kann g1 aus qi,. .., g, bestimmt werden, falls hy1;, # 0. (Dies ist gewahrleistet, falls
H unreduziert ist).

Algorithmus (Arnoldi, 1951):
Berechnet zu x € C" \ {0} und A € C™™" eine unitdre Matrix Q = [qi1,...,qn), so dass
Q~'AQ = H in Hessenbergform ist.

1) Start: ¢ = \i_ll

2) Firk=1,2,...,n—1:

K
(8) Gryr = Age — Y hirgi, hir = ¢; Ag
i=1

() Per1 e = [|Gral|

1
(€) qu+1 = h qk+1
k+1

)
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Bemerkung:
(a) Der Algorithmus bricht ab, falls hy,41,m = 0 fiir ein m (Breakdown). Dann haben wir

K
Agr =Y hjrg;

j=1
firk=1,...,m—1 und

Agm = Z Pjm ;-

j=1
Also haben wir

hi1 ... him-1 ham

A[Ql:n-me]:[QIa---an] 0

Der Unterraum Span{qi,...,¢n} ist also A-invariant.

(b) Falls hyy41,m # 0, dann erhalten wir

h11 Ce hlm
L .
A[le---an]:[Q1;---7Qm+1] 21 .
0 :
0 hm+1,m

Dies ist gleichbedeutend mit

AQm = QmHm + Gm+1 [07 cee 707 herl,m}

= QmHn, + hm+1,QO+1€£

Dies nennt man Arnoldi-Konfiguration. Wegen der Orthogonalitét der g; gilt auflerdem

Q;I;zAQm = Hm-

Folgerung: Wegen des Zusammenhangs von Hessenbergmatrizen und Krylovraumen (siehe
Abschnitt 3.1) gilt
Span {QL R ql} =K (A,IE)

fur I =1,...,m + 1. Der Arnoldi-Algorithmus berechnet also Orthonormalbasen von Krylo-

vraumen.
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Anwendung: Der Arnoldi-Algorithmus als Projektionsmethode fiir A € C*"*", n grof3:
1) Berechne fiir einen Startvektor x # 0 die Vektoren ¢1, g2, . .. mit Arnoldi.
2) Hoére nach m < n Schritten auf

(a) wegen Breakdown;

(b) freiwillig, denn wir kénnen vielleicht nicht n Vektoren speichern. Auflerdem wird
die Berechnung

k
Qi1 = Age — Y hjrg;
j=1

mit jedem Schritt aufwendiger.

Dies liefert Orthonormalbasen von Krylovridumen:
Ki(A,xz) =Span{q1,...,q} =R (Q;), l=1,...,m

3) Falls hyyy1,m =0, dann ist R (@) = K (A, x) invariant.

4) Falls hypq1,m # 0, so wihle Ky, (A,2) = R(Qn) als Such- und Testraum fiir eine
Projektionsmethode, d.h. bestimme p € C und v € R (@) \ {0} mit

Av —pv L R (Qm) -

Hoffnung: Da R(Q.,) ein Krylovraum ist, sind einige der berechneten Paare (u,v) gute
Approximationen an Eigenpaare von A.

Definition: Sei A € C"*" und C" D K # {0} ein Unterraum. Dann heifst (u,v) € C x C"
Ritzpaar von A bzgl. K bzw. p Ritzwert und v Ritzvektor, falls

ve KL\{0} wund Av—puv LK.

Frage 1: Wie berechnen wir Ritzpaare von A bzgl. K,,(A, x)?

Antwort: Wir berechnen Eigenpaare von H,, = Q5 AQ,, € C™*™ denn es gilt allgemein
(also nicht nur fiir den Fall, dass H,,, eine Hessenbergmatrix ist):

Lemma 3.3 Sei A € C™*", sei Q,, € C™*™ isometrisch, sowie u € C, z € C™ und v = Q2.
Dann gilt:
QAQuz = pz <= Av—pv L R (Qm)

Beweis:

QnAQmz = pz = pQp,Qmz = @ (Av—w)=0 <= Av—pv L R(Qn)
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Bemerkung: Die Eigenwerte von H,, kénnen wir z.B. mit dem @ R-Algorithmus berechnen.
Dabei ist H,, sogar schon in Hessenbergform. Zur Berechnung der Eigenvektoren fiithren wir
einen Schritt der inversen Iteration mit Shift fi aus, wobei ji einer der berechneten
Eigenwerte von H,, ist, d.h. wir wihlen einen Startvektor wg € C™, ||wp|| = 1 und 16sen

(Hyp — fily,) w1 = wo

fiir Wy und setzen w; = ||w]|. Meist reicht hier eine Iteration, weil fi sehr nahe an einem
Eigenwert, also auch ein sehr guter Shift ist.

Frage 2: Woher wissen wir, ob ein Ritzpaar gute Approximation an ein Eigenpaar ist?

Antwort: Ein “kleines Residuum” bedeutet einen “kleinen Riickwértsfehler” fiir Eigenpaare,
d.h. falls Av—pwv “klein” ist, dann folgt, dass (u,v) eine gute Approximation an ein Eigenpaar
von A ist (modulo Kondition). (Vgl. hierzu Abschnitt 2.2.)

Satz 3.4 Seien A, Qpm, Hp, hypy1,m wie oben nach m Schritten des Arnoldi-Algorithmus er-
zeugt. Ferner sei z = (z1,. .., zm)T € C™ ein Figenvektor von H,, assoziert mit u € C. Dann
ist (u,v) mit v = Quz ein Ritzpaar von A bzgl. R (Qn) und es gilt

[Av — po|| = |hm1,ml2m]-
Beweis: Unter Ausnutzung der Arnoldi-Konfiguration folgt:

Av—pv = AQmz — uQmz
= (QmHm + hm+1,QO+1€%) z— pQmz
Qm (Hpmz — p12) +hmi1 mZmGm+1
=0
= [[Av —pol| = |hmr1mll2|

Bemerkung:

(a) Wir brauchen fiir die Berechnung des Residuums Av — pv den Ritzvektor v nicht
explizit zu bstimmen.

(b) Im Laufe der Zeit geht in der Praxis die Orthogonalitét der ¢; verloren. Dies passiert
immer, wenn |hy,41,m| klein ist. Abhilfe schafft ein Durchlauf des modifizierten
Gram-Schmidt-Verfahrens fiir ¢, ..., ¢mn. Dies nennt man Reorthogonalisierung.

(c) Wir wissen bisher nur, wie wir gute Approximationen erkennen kénnen. Wir wissen
jedoch noch nicht, ob auch welche auftauchen! ~» Kapitel 3.5
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3.3 Der symmetrische Lanczos-Algorithmus

Spezialfall: A = A* € C™*" ist Hermitesch.
Sei H = Q*AQ in Hessenbergform, dann ist T := H tridiagonal. Angenommen T ist mit dem
Arnoldi-Algorithmus berechnet. Dann ist

a1 ﬁl 0 N 0
g . . :
T: O ..‘ .'. ..' O GRTLXTL
Lo Ba
L 0 “e O /Bn_l an
sogar reell, denn die Diagonale einer Hermiteschen Matrix ist reell und auflerdem haben wir
Bm = hm+1m = ||Gm+]|] fir m =1,...,n— 1. Ist Q = [q1,...,qm], so erhalten wird durch

Vergleich der Spalten in AQ = QT, dass

A = a1 + f1ge
Age = Br—19k—1+ argr + Beqr+1, k=2,...,n
Dies bezeichnet man als 3-Term Rekursion. Da g, ..., g, orthogonal sind, gilt ferner
ar = qAgk.

Algorithmus (Lanczos, eigentlich Lénczos, 1950)
Der Algorithmus entspricht i.w. dem Arnoldi-Algorithmus fiir den Spezialfall A = A*. Gege-
ben sei also A* = A € C"*".

1) Start: Wahle x # 0. Dann setze qo := 0, q; := ”x—”
T

und Gy :=0
2) Firk=1,2,...,m:

(a) ar = q;Aqs

(b) rr = Aqr — Br—1qk—1 — kqr

1
(c) Falls r, = 0 STOP. Andernfalls setze () := ||rx|| und 41 := 5—7%.
k

Bemerkung:

(a) Wie bei Arnoldi gilt nach m Schritten:
Span{qi,...,q} =K;(A,x), 1=1,...,m

Die Eigenpaare der Matrix

ay B 0
T, — B1
5m—1
0 ﬁm—l (0749

liefern Ritzpaare fiir A bzgl. R (Qm)-
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(b) Wie bei Arnoldi: In der Praxis verlieren wir wieder die Orthogonalitét der
q1, - - -, qm ~ Reorthogonalisierung.
(c) Wegen der 3-Term Rekursion brauchen wir die “alten” ¢; nicht zu speichern
~» wir kdonnen m viel grofler wihlen als bei Arnoldi
Aber: Wenn wir die “alten” ¢; nicht speichern, kénnen wir nicht reorthogonalisieren.
~» Verlust der Orthogonalitét

~» Geistereigenwerte (7}, kann mehrfache Eigenwerte haben, die einem einfachen
Eigenwert von A entsprechen.)

3.4 Der unsymmetrische Lanczos-Algorithmus

Wir haben wieder eine groflie Matrix A € C™*™ gegeben. Das Problem bei Arnoldi ist: Die
Rekursion wird schnell immer teurer. Gibt es auch fiir A # A* eine 3-Term Rekursion?

Idee: Bringe A auf Tridiagonalform und verzichte dabei auf die Orthogonalitét der Transfor-
mationsmatrix. Der Ansatz ist nun also:

X lAx =T
mit 7" tridiagonal, bzw.
ar M 0
Ax=x | P @
T T Tn—1
0 ﬁnfl (079
Betrachten wir X nun als
XZ [(L‘l,...,l‘k],

so erhalten wir:
Azp = Yp—1Tp—1 + Tk + BpTrp1

fuir k=1,...,n— 1 und mit 79 := 0, zg := 0. Auflerdem gilt:
T = X*A*X * =Y '4"Y
mit Y := X~*. Dann gilt natiirlich Y*X = I, d.h. y;-‘:):i = 0;; mit
Y =[yi,...,yn]-

Diese Familien von Vektoren (x1,...,z,) und (y1,...,y,) heilen deswegen biorthogonal. Wir
nehmen nun in der Gleichung A*Y = Y'T* auch wieder einen Spaltenvergleich vor:

Ay = Br_1Yr—1 + Qrlr + ThUki1
firk=1,...,n—1und Gy :=0,yp := 0. Wegen Y*X = I folgt damit

Q. = yZAl’k
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Weiter erhalten wir

BrTkt1 = ATgp — Ye—1Tk—1 — QxTE =: Tk,
sowie

YYr+1 = A Yp — Br—1Yr—1 — Ok =: Sk-
Ferner muss gelten:

l =yj 1 Tpy1 = ——SLT
+1Yk+1 Tk
Br vk

fir alle k > 1. Damit haben wir im Prinzip alles was wir brauchen. Allerdings haben wir in
der Berechnung von [, yx noch Freiheit. Wir kénnten nun also eine der folgenden Varianten
ansetzen:

Br = lIrrlls v = lIskll, B = ks - - -

Algorithmus: (unsymmetrischer Lanczos, mit Wahl 8y, = ||ri||)
Gegeben: A € C™*" x1,y; € C" mit yfx; = 1.

1) Start: By := 0,7 := 0,29 :=0,yp :=0

2) Firk=1,2,...
a = ypAxg
TR o= Arp — Ypo1Tp—1 — Tk
s = A"k — Brk—1Yk—1 — Vi

Falls s;ry = 0, dann STOP. Andernfalls:

Be = llrell
e = S SpTk
G, "
1
Tk+1 = Tk
* B
1
Yk+1 = —Sk
Yk

Bemerkung:

1) Nach m Schritten ohne Abbruch haben wir

a1 M 0
pr
Alxy,...,xm] = [21, .., Ty Tt 1] . .
N——— : : Ym—1
=Xm ﬂm—l Qm
L 0 B

Bezeichnen wir die aus den ersten m Zeilen der obigen Matrix bestehende Submatrix
mit 7,,, dann haben wir
AXp = XTI + ,Bm.CUm_H@Z;

und analog
A*Yy = Y I 4 Y Y€l .
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2)

7)

Wegen des Zusammenhangs von Krylovrdumen und “partiellen Hessenbergmatrizen”
(siehe Abschnitt 3.1) gilt

Span{xi,...,x;} = K (A, z1), 1=1,...,m,

und
Span{yi,...,yi} =K (A", y1), 1=1,...,m.

Fir A = A* und z; = y;, d.h. ||z1|| = 1, ist der Algorithmus mit dem symmetrischen
Lanczos-Algorithmus identisch.

Der Algorithmus bricht ab, falls s3r, = 0:
(a) Falls rp =0, so ist Span{z1,...,x;} ein A-invarianter Unterraum.
(b) Falls s = 0, so ist Span{yi,...,y;} ein A*-invarianter Unterraum.

(c) Falls siry =0, aber sy, r, # 0 so bricht der Algorithmus ohne Information iiber
invariante Unterrdume ab. Dies nennt man “serious Breakdown”, da wir keine
Informationen gewinnen, den Algorithmus aber dennoch nicht fortfithren kénnen.

Der unsymmetrische Lanczos-Algorithmus ist nicht stabil. Immer wenn s;ry, ~ 0
kommt es zu Instabilitdten.

Lanczos als Projektionsmethode: Nach m < n Schritten haben wir
AXpm = XTI + B (wm—i—le%;) .
Wegen Y» X, = I, gilt:
T =Y AX,,

Einige Eigenwerte dieser Matrix sind (hoffentlich) gute Approximationen an
Eigenwerte von A. Seien nun p € C und z € C™, v = X,,z". Ist (u,v) ein Eigenpaar
von T, so gilt

Y AX 2z =Tz = pz = pY, Xmz

und dies ist dquivalent zu
Y (AXpz — pXmz) = 0.

Wir haben also Y, (Av — pv) = 0 bzw.
Av —pv L R (Vi) .

Ein solches Paar (u,v) heifit dann Petrovpaar: Hier nutzen wir R (X,,) = Ky, (4, 21)
als Suchraum und R (Y,,) = K (A%, y1) als Testraum.

Lanczos in der Praxis:

(a) Betrachte Look-ahead-Varianten: Abschwichung der Biorthogonalitéit, um um
Breakdowns herumzukommen. Dabei wird an den Breakdown-Stellen einfach die
Tridiagonal-Struktur der Matrix aufgegeben und um zusétzliche Parameter
erganzt.

(b) Biorthogonalitét geht im Laufe der Zeit durch Rundungsfehler verloren.
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3.5 Konvergenz von Krylovraumverfahren

Zusammenfassung: Krylovraumverfahren konstruieren zu A € C"*" und x € C" ein
X = [z1,...,2m] € C"*™ so dass

Span{zi,...,x;} =K (A,z1), (=1,...m

Wir brechen nach m < n Schritten ab und wihlen I = I, (A4, z1) als Suchraum und einen
Testraum £ C C" und bestimmen Paare

peC, vek\{0},

so dass
Av —pv L L.

Bei Arnoldi und dem symmetrischen Lanczos wéhlen wir £ = K, beim unsymmetrische Lan-

czos L =Ky, (A%, y1).

Frage: Gibt es unter den berechneten Paaren (u,v) gute Approximationen an Eigenpaare?
Wie sieht der Krylovraum eigentlich genau aus?

Lemma 3.5 Bezeichnet 11,1 die Menge der Polynome vom Grad kleiner gleich m — 1, so
gilt:

Km (A, z) = {p(A)z|p € 1}
Beweis: Sei w € K, (A, z). Dann gibt es ag,...,an—1 € C mit

w= oo + Az + ... + ay A"z = p(A)x,

wobei p(t) = ap+ a1t + ...+ Q1ML O

Prizisere Frage: Enthilt der Krylovraum gute Approximationen an Eigenvektoren?

Sei A nun vorerst diagonalisierbar. (Da die Menge der diagonalisierbaren Matrizen dicht in
der Menge der Matrizen liegt, ist dies keine bedeutende Einschrinkung.) Dann gibt es eine

Basis aus Eigenvektoren (vy,...,v,), d.h. es gilt
A?}i = /\ivi
firi=1,...,nund A1,..., A\, € C. Sei x € C" dann gibt es ¢y, ...,¢, € C mit

T =cCv1+ ...+ cpuy.

Ist x zuféllig gewéhlt, so ist wahrscheinlich, dass keines der ¢; sehr kleinen Betrag hat (im
Vergleich zu den anderen ¢;). Dann hat w € ICp, (A4, z) fiir ein p € II,,_; die Form

w = p(A)z=p(A) (crv1+ ...+ chvy)
= cp(M)vi+ ...+ cap (An) vn.
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Die Eigenwerte von A sind i.A. iiber die komplexe Ebene verteilt. Das Spektrum einer Matrix
konnte z.B. wie folgt aussehen.

15 T T T T T T T
10+ R
*
* *
* X «
5 - * + + * -
*x o+ ¥ %
+ ak+
* * % %
or * o * ¥ + 7
* +x N * * 0 k%
+
A T
-5} * * T i
x *
* *
*
_10 - .
_15 1 1 1 1 1 1 1
-15 -10 -5 0 5 10 15 20 25

Dabei steht jedes * fiir einen Eigenwert der Matrix. Sei nun A;7 der Ausreifler am rechten
Rand des Spektrums und As; einer der Eigenwerte mittendrin. Wéhle ein Polynom p € 11,
mit Nullstellen nahe den Eigenwerten, z.B. mit Nullstellen in +. Dann ist |p(A17)]| sehr
wahrscheinlich sehr grof8 im Vergleich zu [p ();) |, @ # 17. Definieren wir nun

p(t)
t) = = ,
p{t) p (A7)
dann ist p (A7) = 1 und |p (\;) | klein fiir 7 # 17. Das bedeutet aber, dass
w=p(A)x

eine gute Approximation an vi7, den Eigenvektor assoziiert mit 17 ist. Umgekehrt ist es fiir
m < n nahezu unmdglich, ein Polynom p zu finden, so dass

p(A31) =1 und |p(\;)| klein fir ¢ # 31,
da in der Néhe von A3y viele andere Eigenwerte liegen.
Fazit: Wir finden zunéchst Eigenwerte am Rand des Spektrums.

Fiir quantitative Aussagen benutzt man z.B. Tschebyscheff-Polynome.
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3.6 Der implizit neugestartete Arnoldi-Algorithmus
Ziel: Berechnung einiger Eigenwerte von A € C"*", n grof.

Problem (immer noch): Arnoldi wird im Laufe der Zeit immer teurer. Der unsymmetri-
sche Lanczos ist eine Alternative, ist aber auch instabil. Kénnen wir vielleicht den Arnoldi-
Algorithmus verbessern?

Ideen:
1) Neustarts: Nach m Schritten Arnoldi mit Startvektor = wéhle ein p € Il,,—; mit

p(\) | = grof§  fiir interessante \;
piAJT= klein fiir uninteressante \;

Wiéhle nun p(A)z als neuen Startvektor und beginne erneut mit Arnoldi. Da der Start-
vektor in den Komponenten in Richtung der interessierenden Eigenvektoren verstérkt
wurde, erwarten wir, dass die erzeugten Krylovriume insbesondere gute Approximatio-
nen an die interessanten Eigenvektoren enthalten.

Nachteil: Dadurch, dass wir mit einem einzigen Vektor neustarten, verlieren wir jede
Menge bereits gewonnene Informationen. Wie wihlen wir also den neuen Startvek-
tor p(A)z optimal in dem Sinn, dass wir moglichst viel “Information” behalten, d.h.
moglichst viele Approximationen an interessante Eigenwerte erhalten?

2) Behalte mehr Information: Falls & Eigenwerte gewiinscht sind, lasse den Arnoldi-Algo-
rithmus m = k + [ Schritte laufen. Dann behalte k£ Vektoren und wirf [ Vektoren weg.

~ IRA (implicitly restarted Arnoldi method), Sorensen, 1992.

Die Strategie des implizit neugestarteten Arnoldi-Algorithmus ist die folgende:
1) Nach m Schritten Arnoldi ohne Abbruch haben wir eine Arnoldi-Konfiguration
AQm = QumHpm + hing i mGm+1€0,-
Qm = [q1,--.,qm] ist dabei isometrisch und H,, € C™*™ ist in Hessenbergform.
2) Wihle [ Shifts vy, ...,y € C. (Wie? Spéter!)
3) Fiihre [ Schritte des QR-~Algorithmus mit den Shifts v1, ..., aus:

HY = H,,

firj=1,...,1:
H(J:) —v;I =U;jR; (QR-Zerlegung)
HUT) = R;U; + v;1

end
H,, = HUD
u =U,...U;

Dann gilt H,, = U*H,,U. Aulerdem hat jedes U; die Form U; = GSZQ) o G;?_Lm
Givens-Matrizen G%) ...,fol)flym. Dann ist jedes U; eine Hessenbergmatrix, d.h. U ist
als Produkt von [ Hessenbergmatrizen eine Bandmatrix mit unterer Bandweite [, d.h.

eine obere Dreiecksmatrix mit [ zusétzlichen unteren Nebendiagonalen.

mit
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4) Es gilt: AQm = QmHp + fmi1€el, mit fri1 = g1 m@mt1. Somit ist:
AQmU = QuU U HnU +fmi1 €U,
—— N—— ~—~—
=:Qm Hp, =l
wobei ul, die letzte Zeile von U ist. Also erhalten wir
AQm = Qmﬁm + fm+1u5

mit

fiir ein @ € C. Teile nun Q,,, entsprechend auf:

k l

~

Qm= [Qr Q] =11, -+ dm

und setze Qj =[¢1,...,¢;] fir j =1,...,m. Analog teilen wir auch H,, auf:
k l
ro_ k IA{]€ *
Hun T L@’ele{ ﬁk}
Dann gilt
A~ A~ H *
A[ }:[ } kX 0,00y 0,0, %, .04
QrQr| = |QrQ Bere? I, + frmtr [ %, ]

Wirf nun die letzten [ Spalten weg. Dann erhalten wir

A~

AQk = Qkﬁk+ﬁc~2l€1€£+fm+l [0,...,0,0&]
= QrH + (5@161 + afm+1> ef

:5fm+1
= QuHy + finiiet.

Dies ist eine Arnoldi-Konfiguration! Und zwar diejenige, die wir nach k Schritten erhal-
ten hitten, wenn wir den Arnoldi-Algorithmus mit dem Vektor §; neu gestartet hitten
Deswegen spricht man hier von einem “impliziten Neustart”.

5) Mache nun [ weitere Arnoldi-Schritte und beginne wieder bei 1) bis geniigend Eigenwerte
gefunden wurden.

Fragen:
1) Wie wihlen wir die Shifts vq,..., 17
2) Wie héngen ¢; und §; zusammen?

3) Wie hingen die zugehorigen Krylov-Riume zusammen?
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Lemma 3.6 Seip(t) = (t —vi)...(t —v;). Dann gilt mit obigen Bezeichnungen und Vor-
aussetzungen

p(A) Qm = QmUR+Fm7

k l
wobei F,, = [0 Fm} und R=Ry, ... Ry.

Beweis: Wir haben bereits gezeigt (vgl. Abschnitt 2.4.4):
p(Hp) = Hpm—vl)...(Hn—wl)=UR
Jetzt zeigen wir per Induktion nach [, dass

p(A) Qum = Qup (Hp) + Fir.

‘l =1’: Wir haben die Arnoldi-Konfiguration AQ., = QmHm + hmt1, mGmeiel . Dann gilt

(A - Vll) Qm = Qm (Hm - Vll) + hm—i—l,QO-‘rle%
—_———

=:F
‘! —1=1": Es gilt:
p(A4) Qm
= (A-wnl)(A—wl)...(A—yl)Qn
Y (A ) (Qm (Hyy — o] ... (Hp — 1) + Fm_1>
= [Qm (Hm — 1) + hinstmmirer, | (Hp — vol) ... (Hpm — vI) + (A — 1) Frpy
m—1+1 -1
= Qup (Hpn) + hins1,mmr1 € (Hp —vol) ... (Hp —v)+ [ 0 (A=) Fpq],
hat Bandweite [—1
=0,..,0,%, ..., %
|: l ]
=:Fp,
kool
wobei F,, = [O Fm] die gewiinschte Form hat. O

Satz 3.7 Mit obigen Bezeichnungen und Vorraussetzungen gilt:
1) 1 = ap(A)q fir ein o € C.

2) R(Qj) =p(A)R(Q;) =R (p(A)Qy), fiirj=1,...,m

48



Beweis:
1) Es gilt
P(A)Qm = QuUR+Fy=QunR+ Fy
D
:Qm
™1 .- Tim m—1 l

= Qnm + [ 0 Fu]

Vergleich der ersten Spalten ergibt

p(A)q1 = qir.
Wihle also a = 1/r1;. Dabei ist 11 # 0, denn sonst wiire p (4) g1 = 0, d.h. das
Minimalpolynom von ¢; bzgl. A hitte Grad <. Dann ist aber der Krylovraum
Ki (A, q1) invariant, d.h. Arnoldi wire nach | Schritten abgebrochen. Dies ist ein
Widerspruch zu m > [ Schritten ohne Abbruch.
2) Koénnte man analog zu 1) zeigen. Stattdessen gehen wir folgenden Weg:

Wir wissen:
R(Qj)=K;(Aq), j=1,....m
und

Somit folgt

R(Q;) = Span{p(A)q, Ap(A)q1,..., A7 'p(A)q}
= Span {p(A)q1,p(A) Aqi,...,p(A) A g1}
= p(A)Span{q, Aq1,..., AV q1}

= p(A)R(Q))
O
Folgerung: R(QJ) =A-wnl)..(A-yD)R(Q;), j=1,...,m.
Dies entspricht [ Schritten simultaner Unterraumiteration mit Shifts v1, ..., ;. Daher konnen

wir davon ausgehen, dass IC;j (4, q1) i.A. bessere Approximationen an Eigenvektoren enthélt
als K; (A, q1).

Shiftwahl: Angenommen A ist diagonalisierbar und (vy,...,v,) ist eine Basis aus Eigenvek-
toren zu den Eigenwerten A, ..., \,. Dann gilt

@ =cv1+...+cv, mite eC.
Wegen ¢1 = ap(A)q folgt
41 = acip (A1) v1 + ... + acpp (An) Up.

Dann ist aber |p (\;) | grof bzw. klein, falls \; weit weg von allen v; bzw. nahe einem v; ist.
Die Komponenten zu Eigenwerten weit weg von vy, ...,v; werden in §; verstirkt. Also wihle
vi,..., weit weg von Eigenwerten, die interessieren.
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Beispiel: Gesucht: k Eigenwerte nahe p € C. Berechne die m = k 4 [ Eigenwerte von H,,
und wéhle dann die [ am weitesten von p entfernten Eigenwerte von H,, als Shifts.

Bemerkung:

1) Locking- und Purging-Techniken

Falls (A, v) ein konvergiertes Ritzpaar ist, so wollen wir verhindern, dass weitere
Ritzpaare gegen dieses bereits gefundene Paar konvergieren. Dies kann man auf
verschiedene Art und Weisen verhindern:

(a) A ist gewiinscht: v wird “geblockt” (locking)

(b) A ist unerwiinscht: v wird “gestrichen” (purging)

Dazu gibt es viele Details, nachzulesen z.B. bei Lehoucq/Sorensen 1996 “Deflation
techniques for an TRA iteration”.

2) Die Funktion eigs in MATLAB benutzt IRA.

3.7 Der Jacobi-Davidson-Algorithmus

Ziel: Berechnung eines gezielt ausgewihlten Eigenpaars (A, u) einer grofien, sparsen Matrix
A € C"" (z.B. konnte A\ der betragsgrofite Eigenwert, der Eigenwert mit dem geringsten
Abstand zu i € C, etc. sein).

1. Idee: Arnoldi-Algorithmus mit Shift-and-Invert-Techniken, d.h. wir wenden den Arnoldi-
dlgorithmus auf (A — v1) ™" an. Dies hat den Nachteil, dass wir in jedem Schritt ein LGS mit
A — vI 16sen miissen. Die Praxis zeigt, dass dieses LGS sehr genau gelost werden muss. Wir
brauchen also eine (sparse) LR-Zerlegung von (A — vI). Diese zu berechnen ist extrem teuer.

2. Idee: Wir benutzen wieder eine Projektionsmethode: Wir wihlen eine isometrische Matrix
Qm € C™™ mit m < n und benutzen R (Qy,) als Such- und Testraum. Dann gilt wieder

QuAQuz=pz & Av—jw LR(Qm),

=V

d.h. wir erhalten nach wie vor Ritzpaare (u,v) aus Eigenpaaren von Q; AQ,.
Neu: R (Qn,) braucht kein Krylov-Raum zu sein.

Aufgabe: Zu ¢; € C", ||q1|| = 1 konstruiere eine isometrische Matrix

Qm:[q17"'>qm]>

so dass das Eigenpaar (A, u) moglichst schnell durch Ritzpaare von A bzgl. R(Q,,) approxi-
miert wird. Seien ¢, . .., ¢ schon konstruiert. Berechne nun die Ritzpaare von A bzgl. R(Qx).
Sei (uk,vx) das Ritzpaar mit ||vg|| = 1, das (A, u) am besten approximiert.
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Ansatz:

u = v+, mit x L v

A= uptn
Dabei sei 0.B.d.A. das (ohnehin unbekannte) u so skaliert, dass tatséichlich (u —vg) L vy gilt.
Idee: Approximiere x und berechne g;+1 aus x durch Orthornomalisieren gegen ¢, .. ., qk.
Berechnung von z: Wir suchen orthogonal zu vi. Wir betrachten daher

P =1—v,v;.
Dies ist der Orthoprojektor auf Span (vk)L. Ferner sei
T 1= Avg — pgvg

das Residuum von (g, vg) bzgl. A. Dann gilt

Pv, =0, Px=wzx, Prp=nrg,

denn da (pg, vg) ein Ritzpaar ist, gilt 7, L R (Qk) D vk, also 1 L vg. Ferner gilt

Au = lu
S A(vg+x) = Mg +2)
= (A=X)z = —(A—=X)vy
= —(A—ppl) v+ nuk = =1k + Uy
<~ PA-X)z = —Prp=—-rg
< PA-X)Px = —r, undz Loy

Wir koénnen nun leider die letzte Gleichung nicht direkt 16sen, da wir A nicht kennen. Daher
ersetzen wir A einfach durch den Ritzwert p:

P(A—ul)Px=—rg, x L. (3.1)

Diese Gleichung nennt man die “Jacobi-Korrektor-Gleichung”.

Bemerkung: P (A — ;1) P ist die orthogonale Projektion von A — ju,J auf Span {vj,}*.

Algorithmus: (Jacobi-Davidson-Algorithmus, Slijpen/van der Vorst, 1996)

Dieser Algorithmus berechnet zu einer gegebenen Matrix A € C"*™ ein @, € C™™ isome-
trisch, so dass M,, = @}, AQ,, gute Approximationen an ein vorgegebenes Eigenpaar (\, u)
enthalt.

1) Start: Wéhle ¢; € C™, ||q1]| = 1.
2) Iteriere, fiir k = 1,2,... bis Konvergenz:

(a) Qr=I[aq1,---,q1], wp=Aq,, Wi =[wi,...,w;] = AQx und M = Q;Wy.
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(b) Berechne die Ritzpaare (bzw. die Eigenpaare von M}) und wihle das Ritzpaar
(i, vg), dass (A, u) am besten approximiert. Es gilt vy, = Q2 fiir ein z € C*.

(c) Berechne 1y, = Wiz — uQpz. (Dies ist das Residuum, denn rp = Wiz — uQrz =
AQwz — pQrz = Avg — pgvy.)

(d) Ist ||rg|| hinreichend klein, dann STOP, wir haben ein konvergiertes Eigenpaar
gefunden. Andernfalls 16se die Jacobi-Korrektor Gleichung (3.1) nach x.

(e) Berechne gj41 aus x durch Orthnormalisieren gegen qi, ..., g.
Interpretation: Wegen Pz = x folgt aus (3.1):
(A—ppl)z = —r + avy
mit o = v}, (A — pil) z. Also folgt:

T = —(A—ukl)_lrk—|—a(A—,ukI)_1vk
= —vpta(Ad—ml)

Da vy, schon in dem Suchraum enthalten ist, haben wir R (Qy) also effektiv um den skalierten
Vektor (A — 1)~ " vy, erweitert. Da

v Avg

vp (Avg — o) =0, pgp = 22—

ViU
entspricht das dem Vektor, den man erhélt, wenn man einen Schritt der Rayleigh-Quotient-
Iteration auf vi anwendet. Diese konvergiert fiir A = A* kubisch, bzw. allgemein mindestens
quadratisch.

Folgerung: (heuristisch) Jacobi-Davidson konvergiert quadratisch gegen ein Eigenpaar
(A, u), falls (3.1) in jedem Schritt exakt gelost wird.

Bemerkung:

1) LA. ist es unméglich (zu teuer) die Gleichung (3.1) exakt zu 16sen. Deswegen wird
(3.1) iiblicherweise nur approximativ gelost. Mogliche Approximationen sind:

(a) P(A— ppl) P ~ I damit folgt = —ry. Dies ist formal dquivalent zum
Arnoldi-Algorithmus (Ubung).

(b) P(A— uil) P~ (D — ppl) wobei D der Diagonalteil von A ist.
(~ Davidson-Methode in der Quantenchemie) Dies funktioniert gut fiir
diagonal-dominante Matrizen.

(c) Lose (3.1) mit iterativen Verfahren (siehe Kapitel 4).

2) Warum heifit der Algorithmus “Jacobi-Davidson”-Algorithmus? Der Algorithmus hat
im Wesentlichen mit dem Davidson-Algorithmus das schrittweises Vergrofiern eines
Suchraums gemeinsam. Fiir die Approximation P (A — pil) P ~ (D — pI) erhalten
wir den Davidson-Algorithmus zuriick.
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Andererseits stammt der folgende Ansatz von Jacobi:
1 a c']l1 1
SEEIYIHEN

A = a+clz
(F=X)z = —b.

Dies ist dquivalent zu

Jacobi empfahl, das LGS (F' — AI)z = 0 — b iterativ zu losen und aus der Losung gemif3
X\ = a + ¢!z eine verbesserte Eigenwertapproximation zu berechnen. Die Grundidee ist
hier das orthogonale Suchen nach Korrekturen, denn der Korrekturvektor [0, z7]7 ist
orthogonal zu dem Ansatzvektor [1,0]7. Im Jacobi-Davidson-Algorithmus suchen wir
nun ebenfalls in jedem Schritt wieder orthogonal zu unserer letzten Approximation.

Vergleich: Jacobi-Davidson und Arnoldi mit Shift-and-Invert fiir die Aufgabe, ein
ausgewahltes Eigenpaar zu berechnen.

Jacobi-Davidson besteht i.w. aus zwei Schritten. Durch Losen der
Jacobi-Korrektor-Gleichung P (A — ugl) Px = —ry bestimmen wir die neue
Suchrichtung. Dann miissen wir fiir die Berechnung der Eigenwerte von M} den
Operator A anwenden in dem Schritt Wj, = AQj. Wir konnen also die
Jacobi-Korrektor-Gleichung approximativ 16sen, denn hier bestimmen wir nur die
Suchrichtung. Die spektrale Information des Operators A wird in dem Schritt

Wi = AQ} injiziert, denn hier berechnen wir schlieflich die Matrix M} und deren
Eigenwerte. Wenn wir die Jacobi-Korrektor-Gleichung approximativ 16sen wird
vielleicht die Konvergenz verlangsamt, aber die spektrale Information des Operators A
wird nicht verfilscht, da sie an anderer Stelle eingeht.

Bei Arnoldi sind diese beiden Schritte “Wahl der neuen Suchrichtung” und
“Anwenden des Operators” kombiniert in der Gleichung

k
Grr = (A=vD) g =Y hikgs.
i=1

Die Losung des LGS muss hier exakt erfolgen, denn dies ist die einzige Stelle, wo wir
den Operator A anwenden, also spektrale Information injizieren. Wenn wir das LGS
nur approximativ 16sen wird die spektrale Information des Operators A verfilscht.

Weiter lasst sich sagen, dass sich Neustarts, Locking und Purging bei Jacobi-Davidson
einfacher bewerkstelligen lassen, da wir keine Arnoldi-Konfiguration aufrecht erhalten
miissen.

Andererseits approximiert Jacobi-Davidson i.A. zunéchst nur das ausgewihlte
Eigenpaar (A, u), wihrend Arnoldi gleichzeitig auch andere Eigenpaare approximiert.

93



Kapitel 4

Iterative Verfahren zur Losung von
Linearen (Gleichungssystemen

Situation: A € C™*" schwach besetzt, n grof}, b € C".

Ziel: Bestimme x € C" mit Az = b.

4.1 Spliting-Methoden

Die Grundidee ist hier die Matrix in zwei Summanden aufzuteilen: A = M — N, so dass man
das Problem in ein Fixpunktproblem umwandeln kann:

Mx=Nz+b
Dadurch ergibt sich ein Iterationsverfahren vermoge der Rekursion
Mz = Nz® 4 p
Bemerkung: Sind A, M nichtsingulér und o (M‘lN) < 1, wobei

B) = A
o(B) Ag}%)l l,

dann konvergiert die Iteration fiir jeden Startwert o gegen A~'b (siche Ubung).

0O ... 0 * 0 0 * =
Beispiel: Wir zerlegen A= | , .. | + + 0
* % 0 0 * 0 ... 0

) =D =R

(a) Setze M = D und N = —L — R. Dles entspricht der Jacobi-Iteration.

(b) Setze M = L+ D und N = —R entsprechend. Dies entspricht dem
Gaujs-Seidel-Verfahren.
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4.2 Die Methode der konjugierten Gradienten
(CG - ,,Conjugate Gradients*)

Spezialfall: A € R™*™ symmetrischen und positiv definit, b € R™.
Grundidee: Betrachte

QO:R"HR,J:HQQ(:U):g:CTAxf:CTb.

Dann gilt:
Vo (x)=Ax —b, Hessp(z)=A,

d.h. unser Lineares Gleichungssystem entspricht einem Extremwertproblem, denn in & = A~'b
ist das eindeutig bestimmte globale Minimum von ¢:

o () = —%bTA‘lb

Wir minimieren also ¢ einfach schrittweise und hoffen, dass wir uns dadurch auch der Losung
des linearen Gleichungssystems annéhern.

4.2.1 Steilster Abstieg, Gradientensuchrichtung

Idee: p fillt am stérksten in Richtung des negativen Gradienten ab:

—Ve(z)=b— Az
Definition: Seien A € C"*™ und x,b € C™. Dann heif§it

r=»b— Ax

das Residuum von x bzgl. A und b.
Fiir r # 0 ist ¢ (z + ar) < ¢ (x) fir ein @ > 0. Daher kénnen wir ¢ verkleinern, indem wir
so einen Parameter o bestimmen. Dabei minimieren wir in jedem Schritt {iber a:
Lemma 4.1 Das Minimum von a — ¢ (x + ar) ist in

TTT

o= ——.
rT Ar

Beweis: Ubung. O

Damit erhalten wir den folgenden Algorithmus.
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Algorithmus (,,Steepest Descent” bzw. ,Steilster Abstieg®)
Berechnet fiir A € R™*" symmetrisch positiv definit und b € R" die Losung x = A~'b des
linearen Gleichungssystems Ax = b.

1) Start: Wihle zp € R™
2) Iteriere fiir kK = 1,2,... bis Konvergenz:

(a) rp—1 =b— Axp_q

Th 1 Th-1
(b) Falls 7,1 = 0 STOP! (2,1 = A~'b). Andernfalls setze oy, = — .
T Ark_1

(€) xp = Tp—1 + agTE—1

Bemerkung: Man kann zeigen, dass:

Lp,-1 1 Lr,1
il < _ -
o (Tpy1) + 2b AT < (1 . (A)) <<,0(:Uk)—|— 2b AT

Wir erhalten also globale Konvergenz fiir alle Startwerte. Dabei miissen wir aber folgende
Nachteile in Kauf nehmen:

(a) Die Konvergenz ist sehr langsam, falls ko (A) grof ist.

(b) Die Konvergenzaussage bezieht sich auf ¢, aber wenn ¢ schnell klein wird, muss dies
nicht auch automatisch fiir das Residuum gelten.

Diese Nachteile entstehen uns im wesentlichen aus folgenden Griinden:

1) Wir minimieren nur iiber eine Suchrichtung r;. Wir haben aber mehr Richtungen zur
Verfiigung (némlich ro,...,7%).

2) Die Suchrichtungen sind ,nicht verschieden genug®.

4.2.2 A-konjugierte Suchrichtungen

Wir versuchen nun das Konvergenzverhalten des Algorithmus aus Abschnitt 4.2.1 durch eine
kleine Modifikation zu verbessern. Die Grundidee dabei ist: Wéhlen wir in jedem Schritt statt
des negativen Gradienten als Suchrichtung ein p € R™, mit p } r, so finden wir auch in dieser
Richtung (oder der Gegenrichtung) einen Abfall von ¢. Wir wihlen nun also in jedem Schritt
statt ri eine Suchrichtung pp mit p%rk #0.

Dazu stellen wir folgende Forderungen an die Wahl von pg41 und 2g41:

1) p1,...,Pk+1 sind linear unabhéngig.

2) ¢ (Tp41) = Din ¢ (), wobei Ryy1 := o+ Span {p1,...,prt1}
+

3) xg4+1 kann ,leicht“ aus xjp berechnet werden.
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Die Bedingungen 1) und 2) garantieren zusammen Konvergenz nach spétestens n Schritten,
denn dann minimieren wir ¢ {iber den gesamten Raum R".

Wir diskutieren im folgenden die Berechnung von pg41 und xy41. Dazu seien die Suchrich-

tungen p1,...,pr € R™ und zj mit ¢ () = m%l ¢ (x) bereits bestimmt.
rERE

Gesucht: piy 1 und a1 mit ¢ (zg1) = zemRin @ (z), so dass 1)-3) erfiillt sind.
k+1

Dazu schreiben wir x = 29+ Pryr mit Py, = [p1,...,pr] und yx € R* und machen den Ansatz

Tr4+1 = o + Pry + apr+1

fiir y € R¥, o € R. Unser Ziel ist dann die Bestimmung der Parameter y und «. Nun gilt:
1
¢ (orp1) = 5 (wo+Pry+ aps1)” Ao + Pey + aprr1) — (zo + Pry + apt 1) b

1
= ¢ (20 + Pey) + apip A (2o + Pry) — api b+ §a2pf+1Apk+1

1
= p(zo+ Pry) + ozprAPky + §a2pf+1Apk+1 — apzﬂro
N——

nur y

nur «

Wire der stérende Mischterm nicht, dann kénnten wir getrennt {iber die beiden Variablen
minimieren. Also wahlen wir pgy1 so, dass gilt:

szrlAPk =0.

Damit erhalten wir:

. . (1
S0 ¢ (x) = min ¢ (w0 + Piy) + min (5042195“141%1 - apfﬂro)

Lsg: y=yx Pl 70
Lsg: ak+1:prz—wk+
k+17Pk+1
Die erste Minimierungsaufgabe wird durch y = y gelost, denn x = zg + Py erfiillt ja
gerade

p (x) = min ¢ (z).
TER

Die zweite Minimierungsaufgabe ist eine Minimierungsaufgabe iiber den reellen Zahlen und
T
Pr4170

T Ao gelost. Durch diese Vorgehensweise haben wir die Forderungen
k+1Pk+1

wird durch oy =
2) und 3) erfiillt.

Fazit: Wihle A-konjugierte Suchrichtungen py, d.h. wéhle

Dr+1 € Spa‘n{Apl)' "aApk}J_7k = 1525"'

Dann folgt:
pidp; =0, i#j ij=1... .k
d.h. p1,...,pg sind orthogonal bzgl. des Skalarprodukts:

(@, y) 4 = yTAx
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Es stellt sich nun die Frage, ob sich auch immer A-konjugierte Suchrichtungen finden lassen.

Die Antwort erhalten wir aus dem folgenden Lemma.

Lemma 4.2 Istry =b— Axyp # 0, so gibt es pp11 € Span{Ap1, ..., Apk}L mit pz_HTk #0.

Beweis: Fiir k = 0 ist dies klar (wéhle z.B. p; = r¢). Fiir £ > 1 folgt wegen ri # 0:
A7 ¢ Ry, = mo + Span {p1, ..., Pk},
d.h. insbesondere ist das Minimum von ¢ noch nicht erreicht. Somit ist dann auch
b ¢ Axg+ Span{Ap, ..., Api}

bzw.

o = b—Al’o ¢ Span{Apl,...,Apk}.

Also gibt es pg+1 € Span{Apy, ... ,Apk}L mit p;‘gH?“o # 0. Wegen xj, € xo+ Span {p1,. ..

gilt:
ry =b— Axp € ro + Span {Ap1, ..., Api}
also ist auch
T T
Pi417k = P70 7 0. O

Bemerkung: Wir halten folgende Beobachtung aus dem obigen Beweis fest: Wegen

plry = pTrg fiir p € Span {Apy, ... ,Apk}T gilt speziell pgﬂrk = pzﬂrg, also auch
p;f“ro p£+17'k
Ap+1 = =

P APker  PE AP

Wir zeigen nun, dass durch unsere Vorgehensweise auch die Forderung 1) erfiillt ist:

Lemma 4.3 Die Suchrichtungen pi,...,pr sind linear unabhdngig.

7pk}

Beweis: PkTAPk = diag (p{Apl, e ,pgApk) ist insbesondere invertierbar (da A pos. def.).

Also hat Py vollen Rang, d.h. die Spalten pq, ..., pg sind linear unabhéngig.

Zusammenfassend erhalten wir folgenden Algorithmus:

Algorithmus (A-konjugierte Suchrichtungen)

a

Berechnet fir A € R™" symmetrisch positiv definit und b € R” die Losung = A~ des

linearen Gleichungssystems Ax = b.

1) Start: Wahle zp € R”
2) Iteriere fiir k = 1,2,... bis Konvergenz:

(a) r, =b— Axy

(b) Falls 7, = 0 STOP! (), = A~'b). Andernfalls wiihle pj,1 € Span {Ap1,..., App}*-

mit pfﬂrk # 0 und berechne

T
D+1Tk

A1 = T .
Py 1APk+1

(€) Zpy1 = Tk + Ap41Pk+1

Man beachte, dass wir noch Freiheit in der Wahl von pg1q haben.
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4.2.3 ,,CG =steilster Abstieg+ A-konjugierte Suchrichtungen*

Wie wir gesehen haben, bietet die Wahl von A-konjugierten Suchrichtungen einige Vorteile
(einfache Berechnung von x4, aus z, Garantie der Konvergenz nach n Schritten). Anderer-
seits mochten wir auch die Idee des ,steilsten Abstiegs“nicht aufgeben, denn unsere Funktion
p féllt ja in Richtung des negativen Gradienten besonders schnell ab und wir sehen diese
Richtung daher heuristisch als eine ,gute Suchrichtung“an. Die Idee ist nun, die Freiheit
in der Wahl von pgy; demhingehend zu benutzen, d.h. wir wihlen das pgy1, welches ,,am
néchsten“an r, also in Richtung des negativen Gradienten liegt. Wir wihlen also das pgy1,
fiir das gilt

|lpr+1 = ril| = min e =7ill (*)
pESpan{Ap1,...,Apy}

Dies mutet zunéchst eigenartig an, denn im Abschnitt 4.2.2. hatten wir uns Miihe gegeben,
die Suchrichtungen so zu wéhlen, dass das zugehorige Optimierungsproblem besonders ein-
fach gelost werden kann. Und nun bestimmen wir die jeweilige Suchrichtung {iber eine neue
Optimierungsaufgabe. Macht das iiberhaupt Sinn? Wir werden im Folgenden sehen, dass sich
die neue Optimierungsaufgabe (*) mit {iberraschender Einfachheit 16sen lidsst, denn es wird
sich herausstellen, dass die neue Suchrichtung py,1 einfach nur eine Linearkombination der
vorhergehenden Suchrichtung p; und des Residuums ry, ist.

Grundvoraussetzung: Im Folgenden seien mit denselben Bezeichnungen und Vorausset-
zungen wie in 4.2.2 die A-konjugierten Suchrichtungen so gewihlt, dass (*) erfiillt ist fiir
k=0,...,m. Ferner sei P, = [p1,..., Dkl

Ziel: Zeige piy1 € Span {pg,ri}-
Lemma 4.4 Seik € {1,...,m} und z; € R so, dass
||t — APgzg|| = min ||r, — APz||.
z€Rk
Dann gilt: pxr1 = 1 — APy2y.

Beweis: Sei p := rp — APyzi, dann ist durch die Voraussetzung des Lemmas p gerade die
orthogonale Projektion von rj auf R (APk)J‘, also ist

lp—rell = min |lp—rl].
PER(AP)

Damit folgt: p = pgy1- O

Satz 4.5 Istriy #0 firk=0,...,m, so gilt fir k=20,...,m:
1) Thi1 = Tk — 01 APt
2) Span{pi,...,pp+1} = Span{rg,...,rx} = Krs+1 (A, r0)
3) rpe1 Ly firj=0,....k

4) Pr41 € Span{py,ri}
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Beweis:

1)

2)

Wegen zx11 = g + Qpp1pp41 gilt

Thp1 =b— Axpy1 = b— Ary —ap 1 Apr1.

=Tk

Durch wiederholtes Anwenden von 1) folgt:
Span {Ap1,..., Apr} C Span{ro,...,7x}, k=1,...,m.
Im Lemma haben wir gezeigt, dass fiir alle £ =0, ..., m gilt:
Pr+1 =Tk — APyzp € Span{rg,...,rp}.

Damit erhalten wir

Span{p1,...,pk+1} C Span{ro,..., 7%}
fir k =0,...,m. Ferner gilt mit 1):
rp+1 € Span {rg, Api11} = Span {ry, Arg, ..., Arg}
fir k =0,...,m. Dann ist also:

r1 € Span{rg, Aro},
ro € Span{rg, Arg, Ar1} C Span {ro, A?"(),AQT()} ,

usw. G usw.
Mit Induktion erhalten wir schliefilich

Span {p1,...,pr+1} C Span{rg,..., 7k} C Kr+1 (A,70) .
Die Gleichheit folgt aus Dimensionsgriinden.

Wir zeigen Pgrk =0d.h. p1,...,pp Ly fiiralle k =1,...,m. Wegen 2) gilt dann auch
Ty ..., Tk—1 L T wie gewilinscht. Nun gilt xx11 = xg + Pyyx, wobei y; die Funktion

1
90(530 + Pk:y) = 5(:170 + Pky)TA(a:O + Pky) - (;UO + Pky)Tb
1
= SO(SCO) + ?JTPJ;[(A% - b) + §yTP,§FAPky

minimiert. Der Gradient von y — ¢(xg + Pry) wird also an der Stelle y = y; gleich
Null, d.h. es gilt

PI APy + PE(Azg — b) = 0.

Dies ist gleichbedeutend mit 0 = PkT(b — Azg — APyyy) = PkT(b — Azxy) = PkTrk.
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4) Ist k = 1, so folgt mit 2), dass pa € Span{rg,r1}. Wegen p; = r¢ gilt dann py €
Span{pi,r1}. Fiir £ > 1 partitionieren wir den Vektor z; aus Lemma 4.4 als

zk:[zj}, wERk_l,ueR.

Mit 7, = r—1 — o Ap, wegen 1) erhalten wir aus Lemma 4.4:
Pl = Tk — APz
= 1 — AP_1w — pApy,
n
= 1 — AP qw+ —(rk — rp-1)
ag

= (14—&) T + Sk,
ay,

e — AP
a

Span{ry_1, AP,_jw}
Span{ri_1, Ap1,..., Apr_1}
Span{rg,...,rp_1}.

wobel

Sk

N 1N m

(Man beachte, dass aj, nach Konstruktion von Null verschieden ist!) Wegen 3) sind 7,
und s dann orthogonal. Damit kénnen wir das Optimierungsproblem in Lemma 4.4
16sen, indem wir w und @ bestimmen, so dass

2
1
P2 = (1 n a—k) Irall? + llsil?

minimal wird. Dann ist aber insbesondere sj so, dass auch |sg| (bei festem g und
variablen w) minimal ist. Nun wird |rx_1 — AP;_12|| aber nach Lemma 4.4 durch
z = 2zp_1 minimiert und es ergibt sich pp = rp_1 — APx_12r_1. Folglich ist sz ein
Vielfaches von pj. Damit haben wir aber

Pk+1 € Span{rg, s} = Span{rg,pr}. O
Folgerung: Gegebenenfalls nach Skalierung von pgy1 haben wir
Pr41 = Tk + Brpk-
Wegen p;‘gApkH = 0 gilt auBerdem:

 PLAT
pl Apy,

Br =

Damit ldsst sich pgy1 unmittelbar aus py und r; konstruieren, ohne dass wir die
Minimierungsaufgabe () explizit 16sen miissen.

Wir fassen nun die erzielten Ergebnisse in folgendem Algorithmus zusammen:
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Algorithmus: (CG, Konjugierte-Gradienten-Methode - Hestenes/Stiefels, 1952)
Berechnet fiir A € R™" symmetrisch, positiv definit und b € R™ die Losung x = A~'b des
LGS Az =b.

1) Start: g € R™, 1o = b — Azg, p1 =10
2) Iteriere, fiir k = 1,2,... bis n oder Konvergenz:

pirg—1
pF Apy

)

k=

 pLAT

)
)

(C) Tk = b—AaZk
) i Apr,
)

Bemerkung: Die Kiirze und Einfachheit des Algorithmus lésst vergessen, wie viele
theoretische Resultate sich in seinem Hintergrund verstecken. So ist z.B. Konvergenz des
Algorithmus nach spétestens n Schritten garantiert, denn der CG-Algorithmus ist ja ein
Spezialfall des Algorithmus mit A-konjugierten Suchrichtungen aus Abschnitt 4.2.2. Die
Iterierte x; erfiillt daher die Bedingung

¢ (rg) = Lcmin, ¢ (z),

wobei p(x) = %Z‘TA.CE —27b und Ry = ¢ + Span{pi, ..., pr}. Nun ist aber
Span{p1,...,pr} = K (A,70) nach Satz 4.5, d.h. wir minimieren ¢ iiber dem affinen
Krylovraum z¢ 4+ K (A, o). Unsere Iterierte zj erfiillt also

Tr) = min ).
SD( k) :CExoﬁ»/Ck(A,To)SO( )

Aus diesem Grund nennt man den C'G-Algorithmus ein Krylovraumverfahren.

4.2.4 Konvergenzeigenschaften von CG

Der Zusammenhang des C'G-Algorithmus mit Krylovrdumen erlaubt eine detaillierte Konver-
genzanalyse. Dazu fithren wir zunéchst eine spezielle Norm ein:

Definition: Sei A € R™*™ symmetrisch und positiv definit. Dann heifst die durch
l|z||a := VaT Az
definierte Norm auf R™ die A-Norm.

Ziel: Abschitzung des Fehlers
e 1= A — T = A1 (b — Al’k) = AilT‘k

wobei (z) die durch CG erzeugte Iterationsfolge ist.
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Satz 4.6 (Optimalitit von CG im Sinne der A-Norm) Sei A € R™*" symmetrisch und
positiv definit und (xy) die fiir einen Startwert xo durch CG erzeugte Folge. Ist r_1 # 0, so
qgilt:

llewlla = 1|41 — @lla < [JA70 — 2|4

fiir alle x € xo + Ky (A, 10) mit zp, # x.

Beweis: Wir wissen: xy, € £9+Kj (A, 70). Sei nun x € x¢+Kj, (A, 79) beliebig und Az = xp—x,
d.h. Az € K (4, ro), sowie

=A% —gx=A"1p— (rp, — Azx) = e, + Az
Dann gilt:

lellZ = éTAe = (ex + Ax)" A(ey, + Ax)
= el dep +2eF ANz + AxT ANz

und
2et ADx = 2rF AT AAx = 2rf Ax = 0

da Az € Ki (A,r9) = Span{rg,...,r,—1} und rp, L r; fiir j = 0,...,k — 1 geméaf Satz 4.5.
Wir erhalten damit:

el = llexllZ + 1A|% > Jlexl3,  falls Az #0. O

Korollar 4.7 Sei Il := {p € I;|p (0) = 1}. Mit den Bezeichnungen und Voraussetzungen
aus Satz 4.6 (insbesondere ri,_1 # 0), gibt es genau ein Polynom py, € I, mit

[Pk (A) eol[4 = min [[p (A) eof|a

pelly
Ferner gilt: ey, = pr (A) eg und
A
lewla _ ot eolla o e gy ()| ()
lleolla  perm, Ileolla pelly, A€o (4)

Beweis: Es gilt: z € ¢ + Ky (A, ro), d.h.
T = 20 + Pr—1(A4) 10
fiir ein pp_1 € lg_1. Aulerdem gilt:
re =0— Az =b— Axg —Apr—1 (4A) o
———
=:rg
Damit erhalten wir
e =A""ry = A" rg —pr_1 (A) 1o = eq — pr_1 (A) Aeg = (I — p_1 (A) A) eg
——

=0 =pr(A)€ll

Damit folgt die Eindeutigkeit von pg, sowie die Gleichheit in () aus dem vorigen Satz. Fiir

die Ungleichung in (*) sei (v, ..., v,) eine Orthonormalbasis aus Egenvektoren von A zu den
FEigenwerten A1, ..., \,. Ferner sei p € Ilg, sowie
eg=Clv1 + ...+ cuup mit ¢1,...,c, € R.
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Dann gilt:
p(A)eg =cip(M)vr+ ...+ cnp (M) Un.

Wegen der Orthogonalitit der v; erhalten wir
n
lleol [ = €5 Aeo = Y i\
i=1

und

Ip(A)eolf = D cip(0)* A < max p(V)? Db
=1 =1

Daraus folgt aber
A 2

Hp( )GQOHA < x ’p()\)|2 0

[leoll Aea(A)

Bemerkung:

1) Aus Korollar 4.7 kénnen wir folgern, dass CG schnell konvergiert, falls A ein
ygutes“Spektrum hat, d.h. fiir das Polynome p mit p (0) = 1 und kleinem Grad
existieren, so dass |p ()| fiir alle A € o (A) klein ist. Dies ist z.B. der Fall, falls

(a) die Eigenwerte in Clustern auftreten,

(b) alle Eigenwerte weit weg vom Ursprung liegen.
(Dann ist ko (A) = :\\T"J nicht zu gro8.)

2) Mit Hilfe von Tschebyscheffpolynomen kann man die folgende quantitive Abschitzung

beweisen:
N ) b

wobei k := kg (A) und

k
llex]|2 g?ﬁ(ﬁ_l> _
|leoll2 VE+1

3) Verbesserung der Konvergenzrate von CG erreicht man durch Vorkonditionierung:

(a) Fiir allgemeine LGS: Az = b betrachte:
M 'Az=M""b

wobei M 1A ein “gutes” Spektrum hat und Mz = c leicht zu lésen ist.

(b) Fiir LGS Az = b mit A symmetrisch und positiv definit betrachte:
(ctAac™h) (Cx)=C""

wobei C~'AC~T ein “gutes” Spektrum hat und C'z = d leicht gelést werden
kann. C~'AC~7 ist wieder symmetrisch und positiv definit.
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4.2.5 CG und Lanczos

In diesem Abschnitt verwenden wir dieselben Bezeichnungen wie in den vorangegangenen
Abschnitten. Betrachten wir dann einmal die folgenden Matrizen:

1 -5 0
1 .
Rk:[r(]?"wrkfl]? Pk:[p17--'apk]a Bk:
*ﬂn
0 1

Aus den Gleichungen p; = ro und p; = r;_1 + Gipi—1 fiir i = 2,...,n (sieche Abschnitt 4.2.3)
erhalten wir
Ry, = P.B,.

Dann ist die Matrix RzARk aber tridiagonal, denn

Pl Apr 0
RIARy, = BFPL AP,B), = B By,.
0 Pk Apk
AuBlerdem wissen wir aus Satz 4.5, dass die rq, . . ., rx_1 orthogonal sind und einen Krylovraum
aufspannen, d.h. ”:—8”, ey H:Z—j\\ ist eine Orthonormalbasis von Ky (A4, o).
Daraus ergibt sich eine sehr interessante Folgerung. Ist namlich ¢; := =2 und sind ¢, . . ., g

lIoll
die durch den Lanczos-Algorithmus erzeugten Vektoren, so gilt wegen des impliziten Q-

Theorems
Tj_l

qj =% ;
’ 71l

i=1,....k

Die beim Lanczosalgorithmus erzeugte Tridiagonalmatrix 7T} entspricht also (bis auf einige
Vorzeichen) der Matrix R%ARk. Wir merken uns also:

,,CG = Lanczos*

Anwendung: Im Laufe des CG-Algorithmus kénnen wir die Tridiagonalmatrix RZARk be-
rechnen und erhalten damit Informationen iiber extreme Eigenwerte von A. Insbesondere lésst
erhalten wir dadurch Information iiber die Konditionzahl ko(A) = %

4.2.6 GMRES

Situation: A € Cn x n invertierbar, n grofl, A schwach besetzt, b € C"
(A kann also Hermitesch und i.A. indefinit oder auch nicht-Hermitesch sein.)

Ziel: Bestimme x € C™ mit Axz = b.

4

Im Abschnitt 4.2 haben wir festgestellt, dass (gewisse affine) Krylovraume ,gute Suchrdume
sind, d.h. wir finden dort gute Approximationen an die gesuchte Losung. Es liegt daher nahe,
auch fiir den allgemeinen Fall ein Krylovraumverfahren zu verwenden. Im CG-Algorithmus
haben wir benutzt, dass die gesuchte Losung & + A~'b das eindeutig bestimmte Minimun der
Funktion ¢ = %xTAx — 2Tb. Dies gilt aber i.A. nur unter der Voraussetzung, dass A € R"*"
symmetrisch positiv definit ist.
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Idee: Zu einem gegebenen Startvektor o € C™ und rg := b — Axy bestimme x; mit

Ib — Azg|l2 = min |b — Az||2.
xE:Eo-HCk(A,To)

A Hermitesch ~» MINRES (mininmal residuals), Paige/Saunders 1975
A allgemein  ~»  GMRES (generalized minimal residuals), Saad/Schultz 1986

Frage: Wie losen wir das Least-Squares-Problem ||b — Azy||2 = min I|b — Az||2?
m€w0+Kk(A,T0)

Antwort: In Abschnitt 4.2.5. haben wir festgestellt, dass CG im wesentlichen dem Lanczos-
Algorithmus entspricht. Nun befassen wir uns mit unsymmetrischen Matrizen, also erwarten
wir:

»,GMRES = Arnoldi“

Nach k Schritten des Arnoldi-Algorithmus haben wir die Arnoldi-Konfiguration
AQk = QuHy, + his1 ki€l = Qrir Hip

mit Qr = [q1, - - - qk], Qr+1 = [Qk, qk+1] isometrisch und

hi1 ... ce hig
ha1 :
HkJrl,k _ 0 e (C(k-i-l)xk’.

: hir—1  hgk
0o ... 0 hk+1,k i

Ist g1 = ”:—8”, so gilt Span{q1,...,q} = Ki(A,rg). Seinun = € xg+Kp(4,79), d.h. z = xo+qry
fiir ein y € C*. Dann gilt

[b— Azl = [[b— A(zo+ ay)ll
= |[lro — AQyyll
= |lro — Qry1Hr11,Yl
= ||Q7;+17”0 - Hk:+1,ky|| da Qx+1 isometrisch
= ‘ [[roll - €1 — Hk—i—l,kyH da g2,...,qre1 L @1 = - ()

Erinnerung: Losung von Least-Squares-Problemen ||c — Myl|| < min, M € CF*" k < n:

1) berechne eine @ R-Zerlegung von M:

M =QR, Qe C"" unitr, R:k,k [Rl];
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2) Da @ unitér ist, gilt

k
2
o= anyl? = j@re—mylP = || [T wobei qre=t [
) n—k | Co

Falls R; invertierbar ist, so wird dies minimal, wenn Riy = c. Lose also das lineare
Gleichungssystem Ry = c.

Kommen wir zuriick zu unserem Least-Squares-Problem (sx). Die Matrix Hj 1y ist in Hes-
senbergform und wir wollen das LS-Problem fiir alle k£ 16sen. Angenommen, wir haben das
Problem bereits fiir £ — 1 gelost, d.h. wir haben eine () R-Zerlegung fiir Hy, 1 berechnet:

Hyp1 = @kék, @k unitér, ]Aék_l = [ Rlz)*l ] ,  Rjp_1 obere Dreiecksmatrix.
Dann gilt:
Q; 0] [@* 0}[17%1@—1\ Pk ] [Ekl‘@*hkk}
CH — k , — k
[ 0 1 ktLk 0 1 0 | hkrin 0 | hrrik

k—1 1

k-1 | Rp_q *

= 1 0
1 0 hrs1g

Das Element hj1j kann nun durch eine einzige Givens-Rotation eliminiert werden. Wir
erhalten also eine QQR-Zerlegung von Hj 1} aus der bereits berechneten von Hy ;1 durch
Anwenden einer Givens-Rotation und durch Berechnung von @thk (kostet O(n) flops). Zu-
sammenfassend erhalten wir den folgenden Algorithmus.

Algorithmus (GMRES) Berechnet fiir A € C"*" invertierbar, b € C™ und einen Startvektor
xo € C" die Losung & = A~1b von Az = b.

1) Start: 7o = b — Axzg, hig = ||ro]|-

2) Tteriere: fiir k = 1,2,... bis Konvergenz:
) -~
a) gk =
P l—1
k
b) r, = Agqr — Z hjkq; mit hjp = Qir
j=1

¢) hirrk = [l
d) bestimme yy, so dass H lroll - e1 — Hk+1,kka minimal wird

e) xp = xo + Qryk
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Bemerkung: Wie CG lésst sich auch GMRES auf polynomiale Approximation in
II; = {p € llx|p(0) = 1} zuriickfiihren:

x=xo+ p(A)ro fiir ein p € TIy_q,
da x = zg + Ki(A, 79). Damit folgt
T = boxr = b— Axg — Ap(A)rg = (I — Aﬁ(A))ro =p(A)rg fiir ein p € Iy
Damit ldsst sich GMRES umfornulieren zu der Aufgabe:
Finde p € I, so dass ||[p(A)ro|| minimal wird.
Denn ist py € ﬁk, so dass 1 = pr(A)rg, so gilt

7]l = llpx(A)roll < [lp(A)roll

fiir alle p € ﬁk

Satz 4.8 Sei A € C™" diagonalisierbar und V—'AV = A diagonal. Dann gilt:

7kl .
— < k(V) inf max ’p)\‘.
froll = ) 5, 2 P

Beweis: Fiir jedes Polynom p € ﬁk. gilt:

el = [lp(VAVTH = V)V
VIl - IV HE = s(V) - e

IN

sowie

A)|| = M,
[p(A)]] e Ip(A)]

da A diagonal ist. Damit erhalten wir

Irell = [lpk(A)roll < inf [Ip(A)roll < inf [[p(A)[ - [Iroll
pelly p€Elly,

< lroll - (V) inf max |p(A)]. O
Iroll- (V) inf - max )
Folgerung: GMRES konvergiert schnell, falls

1) sich dass Spektrum von A ,verniinftig“verhilt;

2) k(V) klein ist, d.h. wenn A nicht zu weit von einer normalen Matrix entfernt ist (denn
ist A normal, so kann die diagonalisierende Matrix V unitir gewéhlt werden, hat also
Konditionszahl eins).

Bemerkung: Konvergenzbeschleunigung erhalten wir wieder durch Préakonditionierung,
d.h. statt Az = b losen wir das System M ' Az = M ~'b, wobei sich das LGS My = ¢ leicht
16sen lassen muss.
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Bemerkung: Methoden zur Losung von Ax = b, A invertierbar mit A # A*:

1) CGN (das N steht hier fiir ,,Normalengleichung®)
Statt Ax = b betrachte die Normalengleichung, also das LGS A* Az = A*b mit der
positiv definiten Matrix A*A und 16se dieses mit dem CG-Algorithmus.

Nachteil: Quadrierung der Konditionszahl: x(A*A) = k(A)2.

Vorteil: Die Eigenwerte von A*A sind gerade die Quadrate der Singuldrwerte von A.
Daher ist CGN sinnvoll fiir Matrizen A mit ,,schlechtem Spektrum®, aber , guten
Singularwerten*.

2) BiCG (Biconjugate gradients)
CG: das berechnete xj, € xg + K (A, ro) liefert ri, L ro, ..., 7%,
also i, L Kr(A,10)
BiCG: wihle sp mit s§ro = 1 und bestimme das =i € xo + Ki(A, 7o)
mit r;, L ]Ck(A, S())
Diese Vorgehensweise entspricht dem unsymmetrischen Lanczos-Algorithmus. Wir
erhalten damit folgende Tabelle von Entsprechungen:

Ar =Xz | Az =0
A = A* | Lanczos CG
A# A* | Arnoldi | GMRES
Lanczos BiCG

3) Ubersicht iiber verschiedene Klassen von Krylovraummethoden

gemeinsamer Nenner: K = (A4, r9) Krylovraum
entscheidende Grofle: r, = b — Axy (Residuum)
a) Ritz-Galerkin-Ansatz: wihle zy € z¢ + K, so dass 1, L K
~ CG, FOM, GENCG

b) Minimale-Residuen-Ansatz: wihle xj € xo + K, so dass |7 || minimal ist
~ MINRES, GMRES, ORTHODIR

c¢) Petrov-Galerkin-Ansatz: wihle z € xo + K, sodass rp, L L, L C C", dim L = k
~ BiCG, QMR

d) Minimalfehler-Ansatz: wihle xy, € z¢ + K, so dass ||z — A7'b|| minimal ist
~ SYMMLQ, GMERR

Weiter gibt es noch hybride Methoden, wie (CGS,Bi-CGSTAB,...)

Zum Abschluss sei noch einmal auf das Zauberwort hingewiesen, um das niemand herum-
kommt, der sich intensiv mit der Losung von linearen Gleichungssystemen beschéftigt:

Prikonditionierung
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