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Aufgabe 24 Jordanblöcke und Matrixpolynome

Es bezeichne Jn(λ) den n × n Jordanblock zum Eigenwert λ, d.h.
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= In + N mit dem nilpotenten Block N = Jn(0).

Zeige

a) Jn(λ)k =
k
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b) Ist p ein Polynom, so gilt

p(Jn(λ)) =
n−1
∑

j=0

1

j!
pj(λ)N j,

wobei pj(λ) die j-te Ableitung von p bezeichnet.

Aufgabe 25 Konvergenz von Splittingmethoden

Zeige:

a) Gegeben sei X ∈ C
n×n mit Spektralradius %(X) < 1. Dann gilt lim

k→∞

Xk = 0.

b) Sei A = M − N mit A,M ∈ C
n×n nichtsingulär. Ist %(M−1N) < 1, so konvergiert die

Iteration
Mxk+1 = Nxk + b

für jeden Startwert x0 ∈ Cn und jede rechte Seite b ∈ C
n gegen x̂ = A−1b.

Aufgabe 26 Details zur Herleitung von CG

Mit den Bezeichnungen und Voraussetzungen der Vorlesung zeige pk+1 ∈ Span(pk, rk).
(Hinweis: Zeige pk+1 = crk +dsk für c, d ∈ R und sk = rk−1−APk−1wk−1 für ein wk−1 ∈ R

k−1.
Zeige weiter, dass rk und sk orthogonal sind und nutze das Lemma aus der Vorlesung.)



Aufgabe 27 Konvergenz von CG in Spezialfällen

Sei A ∈ R
n×n symmetrisch positiv definit. Zeige:

a) Falls A = In + B, wobei rang(B) = r, so liefert CG nach spätestens r + 1 Schritten die
exakte Lösung.

b) Falls A nur r verschiedene Eigenwerte hat, so liefert CG nach spätestens r +1 Schritten
die exakte Lösung.

(Hinweis: Nutze dein Wissen über Krylovräume.)

Aufgabe 28 Konvergenz von CG in der 2-Norm

Zeige mit Hilfe des Satzes über die Konvergenz von CG in der A-Norm, dass für die durch
CG mit dem Startwert x0 erzeugte Iterationsfolge (xk) gilt:

‖xk − A−1b‖2 ≤ 2
√

κ

(√
κ − 1√
κ + 1

)k

‖x0 − A−1b‖2,

wobei κ = κ2(A) = ‖A‖‖A−1‖ die Konditionszahl von A ist.


