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Aufgabe 19 Breakdown des unsymmetrischer Lanczos

Gegeben sei die Matrix
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Gib Startvektoren zq,y; an, fiir die der unsymmetrische Lanczos-Algorithmus ohne Informa-
tion iiber invariante Unterrdume abbricht.

Aufgabe 20 Auswertung von Matrixpolynomen

Gegeben seien A € C™" b € C" und p(t) = ag + ayt + -+ + @p_1t™ 1 + t™. Angenommen,
wir wollen p(A)b berechnen. Wie man aus der Numerik I (vielleicht) wei}, ist die Auswertung
von Polynomen mittels des Horner-Schemas

p(t) = ao +t(ar + t(az + -+ + t(am—1 +1)--)) (1)

schneller als die herkommliche Methode, die die Potenzen t* auswertet und dann mit den
Koeffizienten multipliziert und die entstehenden Terme dann addiert.

a) Schreibe einen Algorithmus, der p(A) auf der Basis von (1) berechnet und dann mit b
multipliziert. Bestimme die Anzahl der flops (bzw. den dominanten Term in der Anzahl
der flops), die dieser Algorithmus benotigt.

b) Vergleiche die Anzahl der flops mit der entsprechenden Anzahl der flops, die die
,herkommliche Methode® bendtigt.

¢) Finde einen Algorithmus zur Berechnung von p(A)b, der signifikant schneller ist als die
Algorithmen in A und b.



Aufgabe 21 Details zum implizit neugestarteten Arnoldi-Algorithmus

Sei A € C"™" und ¢, € C", so dass der Arnoldi-Algorithmus fiir A mit Startvektor ¢; in den
ersten m Schritten nicht abbricht, d.h. es gibt @, = [q1, - - ., ¢m] € C**™ isometrisch und eine
Hessenbergmatrix H,, € C™*™, so dass

AQm = QmHm + herl,QOJrle% mlt hm+l,m 7é 0

Ferner seien U und R die Matrizen, die man nach [ Schritten des () R-Algorithmus mit Shifts
v, ...,y fiir A erhélt (vgl. Vorlesung), sowie p(t) = (t —vy)---(t —v), 1 <1 < m. Zeige
(durch Induktion nach 1):

a) p(Hy,) =UR.

b) p(A)Qm = Qump(H,,) + F,,, wobei

Aufgabe 22 Arnoldi und Polynomapproximation

Sei A € C"" und ¢; € C", so dass der Arnoldi-Algorithmus fiir A mit Startvektor ¢; in den
ersten m Schritten nicht abbricht, d.h. es gibt @, = [q1, - - ., @] € C™*™ isometrisch und eine
Hessenbergmatrix H,, € C™*™ so dass

AQm - QmHm + herl,QOJrle% mit hm+1,m 7A 0.

Zeige: Das charakteristische Polynom p,, von H,, ist das eindeutig bestimmte normierte Po-
lynom vom Grad kleiner gleich m, so dass

|Pm (A)q || = min {||p(A)q]| : p € I, p normiert} .

(Hinweis: Beobachte, dass p(A)q1 = A™q1 — Quy fir y € C™, d.h. p(A)q ist der Abstand
von A™q; zum Punkt @,y im Unterraum KC,,(A, ¢1). Was bedeutet die Minimalitdtsaussage
geometrisch? Ferner konnte Aufgabe 21b) bei der Losung der Aufgabe weiterhelfen.)

Aufgabe 23 Jacobi-Davidson und Arnoldi

Zeige: Lost man im Jacobi-Davidson-Algorithmus die Jacobi-Korrektor-Gleichung
P(A—pul)Pz=—-r, zLlr

mit Hilfe der Approximation P(A — ul)P = I, so ist der entstehende Algorithmus formal
aquivalent zum Arnoldi-Algorithmus, d.h. fiir die durch den Algorithmus erzeugten Vektoren
qi, ..., qm bei m Schritten ohne Abbruch gilt:

Ky(A,q1) = Span(qq,...,q,) firp=1,...,m.



