Differentialgleichungen fur Ingenieure
WS 05/06

11. Vorlesung
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T hema heute:

e \Wellengleichung, Warmeleitungsgleichung

Separationsansatz
e d'Alembert-LOsung der 1-dimensionalen Wellengleichung
e Kugelwellen, inhomogene Wellengleichung im R3

e 1-dimensionale Warmeleitungsgleichung



Die Wellengleichung

Die Wellengleichung lautet

in einer Dimension:  u(x,t) — c?u'(x,t) = f(x, ), x € R,
in n Dimensionen:  u(x,t) — c? Au(x,t) = f(x,t) x € R”,

Dabei ist ¢ > 0 und A ist der Laplace-Operator:
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Die Wellengleichung ist eine lineare partielle DGL 2. Ordnung. Wie wir noch sehen wer-
den, ist ¢ die Geschwindigkeit, mit der sich die Losungen der Wellengleichung ausbreiten
oder (raumlich) bewegen. Es gibt aber auch Losungen (stehende Wellen), die sich raum-
lich nicht bewegen.

Die Wellengleichung kommt in vielen physikalischen Zusammenhangen vor. Beispiele:

Ausbreitung von Schall (Schallwellen) in Fluiden: u=Druck o. Dichte, ce=Schallgeschw..

Ausbreitung elektromagnetischer Felder: u=elektr. oder magnet. Feldstarke oder
ein Potential. c=Lichtgeschwindigkeit.

Auslenkung einer Membran (Trommelfell) oder der schwingenden Saite.
longitudinale Verschiebungen der Querschnittsflachen in einem elastischen Stab.

Bewegung der Oberflache von Wasser (also Wellen im umgangssprachlichen Sinn).

In den meisten dieser Beispiele ist die Wellengleichung nur eine Naherung (Linearisierung)
einer komplizierteren DGL, die das jeweilige Phanomen exakter beschreibt.



Wellengleichung und andere partielle DGL

Die einfachsten und gleichzeitig sehr wichtigen partiellen DGL 2. Ordnung sind

Wellengleichung: u(x,t) — c? Au(x,t) = f(x,t) x € R", (1)
Warmeleitungsgl. (Diffusionsgl.): u(x,t) — c® Au(x,t) = f(x,t) x € R™ (2)
Poisson-Gleichung: Au(x) = f(x) oder —Au(x) = f(x) x € R", (3)
Laplace-Gleichung: Au(x) =0 x € R™. (4)

Leichte Verallgemeinerungen von (1) und (2) sind

n(x)u(x,t) — div(s(x) Vu(x,t)) = pn(x) f(x,t) x € R, (5)
nw(x)u(x,t) — div(s(x) Vu(x,t)) = n(x) f(x,t) x e R (6)

Dabei ist div(v) die Divergenz des Vektorfeldes v und Vu der Gradient des Skalarfeldes
u. Erinnerung: div(Vu) = Auwu. In den Anwendungen sind k, u > 0. Wenn k, u nicht von x
abhdngen, sondern konstant sind, dann kann man « vor das Integral ziehen und (5),(6)

durch u teilen. Man bekommt so die Gleichungen (1) und (2) mit ¢ = /r/pu.

Terminologie: Die obigen DGL heissen homogen, wenn f = 0. Die Losungen von (4)
nennt man harmonische Funktionen.

Merke: Partielle DGL haben im allgemeinen sehr viele Losungen. Um eine eindeutige
Losung zu bekommen braucht man Anfangs- und/oder Randbedingungen.

Nebenbemerkung: Man teilt die linearen partiellen DGL 2. Ordnung in die Typen
'hyperbolisch’, 'parabolisch’ und 'elliptisch’ ein. Bei dieser Einteilung sind (1) und (5)
hyperbolisch, (2) und (6) parabolisch und (3) und (4) elliptisch. (siehe Literatur)



Beispiel: Linearisierte Flachwassergleichung

2
O @, ,) — V(g T(a,y) Vnla,y, 1) = O,
wobei
n(xz,y,t) = Erhebung (engl.: elevation) der Wasseroberflache
T(z,y) = Tiefe de Bodens (T > 0)
g = Fallbeschleunigung

/\/ Wasseroberflaeche

(x,y)



Beispiel: Bewegungsgleichung einer schubstarren Platte

2
pd %TZU + KAAw=p + Randbedingungen,
wobei
w = w(x,t) Verschiebung des Punkts x in z-Richtung
p = p(x,t) Lastschiittung
d Plattendicke
P Dichte
K Plattensteifigkeit
Es ist
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12(1 — v2)’ v Querkontraktionszanhl
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Wie Iost man partielle DGL?

Zur Losung partieller DGL gibt es sehr viele Techniken. Die einfachste Technik fur
homogene lineare DGL ist der

Separationsansatz (Produktansatz) von Bernoulli.

Dabei sucht man Losungen, die Produkte von Funktionen in jeweils einer VVariablen sind,
z. B.:

w(t,x) = u(t,z1,x2,...2,) = T(t) X1(x1) Xo(x2) ... Xn(x0). (%)
Setzt man mit einem solchen Ansatz in die partielle DGL ein, dann bekommt gewohn-
liche DGL fur die gesuchten Funktionen T, X1, Xo,...,X,. In diesen gewOhnlichen DGL
kommen frei wahlbare Konstanten vor, die man an die gegebenen Rand-und Anfangsbe-

dingungen anpassen muss. Die Konstanten kann man als Eigenwerte eines Differential-
operators auffassen. Die Augaben, die gewohnlichen DGL zu l06sen, nennt man daher

Eigenwertprobleme.

Durch einen Ansatz der Form (xx) bekommt man zwar viele LOosungen der partiellen
DGL, aber langst nicht alle. In der Regel erhalt man aber alle LOosungen, indem man die
Produktlosungen linear kombiniert. Man muss dabei Linearkombinationnen mit unendlich
vielen Summanden (d.h. unendliche Reihen oder sogar Integrale) bilden.

Auf der nachsten Seite kommt das einfachste relevante Beispiel.



Der Separationsansatz fur die 1-dimensionale homogene Wellengleichung

Wir betrachten die homogene Wellengleichung in einer Raumdimension:
iz, t) — 2 u"(z,t) = 0.
Separationsansatz:
uw(x,t) = X () T(1).
Einsetzen des Ansatzes in die DGL ergibt:

X(x)T(t) — 2 X"(2)T(t) =0.

Diese Gleichung teilt man durch X (xz)T'(t) und sortiert die von ¢t abhangigen Teile auf
die eine Seite und die von xz abhangigen Terme auf die andere Seite. Dann hat man

() _ 5, X"(x)

—— =2¢C .

T(t) X(z)
Wenn man nun in Gedanken x konstant lasst und ¢ variiert, dann stellt man fest, dass
der Quotient % gar nicht von t abhangt, sondern konstant ist. Dasselbe gilt fur die
rechte Seite der Gleichung. Also ist

@) 5 X"(x)
N 2N\
() X(z)
Die Konstante A € R kann zunachst beliebig sein. Durch physikalisch-mathematische

Einschrankungen (Randbedingungen etc.) sind dann aber doch nur bestimmte Werte
von A relevant. Aus (x) bekommt man 2 gewdhnliche DGL, namlich

() = AT,  X'(x) = C% X ().

= const =: A. (%)



Die DGL 7(t) = AT(t) als Eigenwertproblem

Die DGL T'(t) = AT(t) kann man auch (etwas umstandlich) in folgender Form schreiben:
d2
dt 2
der Differentialoperator des 2-maligen Ableitens.

—T() = AT(). (%)

Dabei ist dtQ

Erinnerung:
Sei A € C"*"™ eine quadratische Matrix. Seien 0 # v € C" und X\ € C so dass

Av=)\v.

Dann nennt man A einen Eigenwert von A, und v ist ein zugehoriger Eigenvektor.

Dies motiviert die folgende Terminologie:

Wenn (*x) gilt, und T'(t) 3_'& O dann nennt man X\ einen Eigenwert
des Differentialoperators < TR T(t) ist eine zugehorige Eigenfunktion.
Die DGL (**) nennt man ein Eigenwertproblem.

Meistens fordert man auch noch, dass T'(t) bestimmte Randbedingungen erflillen muss.
Dadurch ergeben sich Einschrankungen an X\ (siehe nachste VL).



Losungen des Eigenwertproblems 7'(t) = AT (t)

Je nach Vorzeichen von A hat man 3 Falle.

1. Fall: AX=0
In diesem Fall lautet die DGL: T'(t) = 0.
Die allgemeine Losung ist: T(t) = c1 + c2t, c1,co € C beliebig.

2. Fall: A > 0.

Notation: A = w? mit w = +V\.
Die DGL lautet dann T'(t) = w2 T(t).

Die allgemeine Losung ist T(t) = c1e¥t + coe !, c1,co € C beliebig.

Die Losungen fiir diese Falle sind entweder konstant oder werden flr groBe (positive oder
negative) Zeiten beliebig groB. Diese Losungen sind daher physikalisch uninteressant und
werden nicht weiter betrachtet.



Losungen des Eigenwertproblems 7'(t) = AT(t)
3. Fall: X < 0. Notation: A = —w? mit +w = v/—\. Die DGL lautet dann T'(t) = —w? T(t).

Die allgemeine LOosung kann in verschiedenen Formen angegeben werden:
(blau gedruckte Terme sind wichtige Ergebnisse)

T(t) = cie™®t+coe Wi, c1,cr € C beliebig
c1 (cos(wt) 4+ i sin(wt)) 4+ co (cos(wt) — i sin(wt))
= (c1 4+ c2) cos(wt) +i(c1 —cp) sin(wt)

— N ——

o~

=.C =C2

= ¢1 cos(wt) + ¢ sin(wt) c1,co € C beliebig

= R( (c1 —ica)(cos(wt) +isin(wt)) ) falls ¢1,c0 € R

= R(cewt) c € C beliebig

= R( RePel) c=Re?, R>0,0cR
= R R(e!witd))

= Rcos(wt+ ¢) R > 0,¢ € R beliebig.

Man kann auch mit Imaginarteilen statt mit Realteilen rechnen:
T(t) = ¢ cos(wt) + o sin(wt) =S( (G +ic1)e™t) =...=Rsin(wt+ ¢),

wobei ¢ € R beliebig. Da eine Sinus-Funktion aber nur eine phasenverschobene Cosinus-
Funktion ist, bekommt man auf diese Weise kein neues Ergebnis. Ebenso kann man auch
R < 0 wahlen, ohne neue Ergebnisse zu erhalten, denn dies entspricht einer weiteren
Phasenverschiebung um .



Das Ergebnis des Separationsansatzes

Wir haben gesehen, dass sich aus dem Ansatz u(z,t) = X (x) T'(¢t) fur die DGL
i(z,t) — c?u(x,t) =0 (%)

die folgenden Gleichungen ergeben:

.. . A
T(t) = \T(t), X(z) = - X(z).
C
Physikalisch relevante Losungen hat man fir A = —w?, w € R. Man bekommt dann
T(t) = Rg cos(wt — ¢g), X(x) = Ry cos(kx — ¢1), —k%2 = )\/c® = —w?/c2.
Insgesamt (mit A = RoR1 und A,w, k, ¢o,p1 € R):
u(x,t) = A cos(wt — ¢p) cos(kx — ¢1) k%c® = w? (**)

Weitere Losungen von (x) bekommt man, indem man Losungen vom Typ (xx) addiert:

u(z,t) =Y Aj cos(w;t — ¢o;) cos(kjx — ¢1;) ki = w3
j

Die Summe kann unendlich viele Summanden haben.



Die homogene Wellengleichung ohne Randbedingungen

Wir betrachten die homogene 1-dimensionale Wellengleichung
i(z,t) — v (z,t) = 0, x € R, (%)

wobei wir Randbedingungen ausser Acht lassen. Durch einen Separationsansatz
oder intelligentes Raten bekommt man die reellen Losungen

u(x,t) = A cos(wt — ¢g) cos(kx — ¢1),

wobei die Konstanten A, ¢o, 91 € R beliebig sind, und fur die Konstanten w,k € R

folgende Beziehung gelten muss:
w? = 2 k2.

Diese Losungen sind stehende Wellen der Wellenlange \ = 27 /k.

l/\/\l

A=217k Hl

Andere Losungen von (x) sind
u_(x,t) = Acos(kex —wt — @), ug(x,t) = Acos(kx +wt — o).

Dies sind laufende Wellen der Wellenlange A = 27 /k. Wenn w und k gleiches Vorzei-
chen haben, dann laufen die Wellen u_— nach rechts und die Wellen uy4 nach links:

Die Funktion u_(x,t) Die Funktion u_(x,t)
T

15 T T T T
| | | |
1 - 1 —
NS s | —_— | — — - - | - ! - -
o5 | | — o5 | | —
| | | |
| | | |
o o
| | | |
| | | |
o5 | | - -0.5| | | —
1

|~ A=21wk —> B s < A=21wk —>,

Die Wellen bewegen sich mit der Geschwindigkeit ¢ = |w|/|k|.
(Begriindung kommt gleich). Der Parameter k heisst Wellenzahl.



Die Geschwindigkeit der laufenden Wellen

Wir betrachten einen geometrischen Punkt, der sich mit der Geschwindigkeit ¢
nach rechts bewegt:

x(t) = xg + ct.
Setzt man z(t) in die Funktion u_ fir die nach rechts laufende Cosinus-Welle ein,
so folgt (w,k > 0):
u_(x(t),t) = Acos(kx(t) —wt— o)
= Acos(k(xog+ct) —wt— o)

= Acos(kzo+ (kc—w)t— o)
=0

A cos(kxzo — @)

const.

Der Wert von u_ an dem bewegten Punkt z(¢) ist also konstant.
Also: Der Graph von u_ bewegt sich mit der Geschwindigkeit ¢ nach rechts.
Siehe Animation in der Vorlesung.



Laufende Wellen als Uberlagerung von stehenden Wellen

Man kann laufende Wellen als Uberlagerung zweier zueinander (rdumlich und zeitlich)
verschobener stehender Wellen erhalten.

Beispiel: Betrachte die stehenden Wellen
ui(x,t) = cos(kx) cos(wt), uz(x,t) = sin(kx) sin(wt).

Addition (physikalisch: Uberlagerung, Superposition) ergibt:

ui(x,t) +usx(x,t) = cos(kz) cos(wt) + sin(kx) sin(wt)
= R([cos(kx) + isin(kx)] [cos(wt) —isin(wt)])
— %(eikxe—iwt)
— (it
= cos(kx — wt).
T laufende Welle.



Stehende Wellen als Uberlagerung von laufenden Wellen

Eben wurde demonstriert, dass man laufende Wellen als Uberlagerung von stehenden
Wellen erhalten kann. Umgekehrt bekommt man stehende Wellen als Uberlagerung ge-
genlaufiger laufender Wellen:

Die Funktion u_(x,t)

— — > | E——

| |
sl |~ A=21Wk —>
‘

_I_

Die Funktion u,(x,t)
T

- < | -

|
A=217k —>
‘
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| |
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Beweis davon:

cos(kz +wt)+cos(kr —wt) = R(FrTeD) f R(iketwt))
R(eikrtwt) 4 gitkatw)y
R(e™ (6 + e ™)) = R(e™ 2 cos(wt))
2 cos(kx) cos(wt).



Laufende Cosinus-Wellen in komplexer Darstellung

Es ist (Notation: i =Realteil)

Acos(kx —wt —¢) =

mit der komplexen Amplitude a = Ae % € C.

AR (ei (krz—w t—qb))

R Aez(k::c wit— cf)))

<

Ae 1(kx—wt) —qu)

R

(
(

R (4 m—m)
(a



Notation: w als Funktion von k&

Die Funktionen A cos(kx +wt — ¢) sind nur dann Losungen der homogenen
Wellengleichung
iz, t) — c?u"(x,t) =0,

wenn w? = c?k?, also w = +ck..

Wir entscheiden uns fur ein VVorzeichen und setzen
w(k) = c|k]|
Mit dieser Konvention ist die Funktion
Acos(kz —w(k)t—9¢) =R (a ei(kx_w(k)t)) : a=Ae?cC

eine nach rechts laufende Welle, wenn k > O,

eine nach links laufende Welle, wenn k < 0.



Superposition von Cosinus-Wellen: Wellenpakete

Da die DGL u(x,t) — c?u”(x,t) = 0 linear und homogen ist, sind Linearkombinationen
von Losungen ebenfalls Losungen. Endliche Summen von Cosinuswellen

u(z,t) = R (a(kj) e' (k-fw_w(kj)t)> =R () a(ky) ol | ()

ki € R, w(k;) =clkj|, a(k;) € C,

sind also stets Losungen der homogenen Wellengleichung. Unendliche Reihen (n = o0)
sind ebenfalls Losungen, wenn die Amplituden a(kj) SO sind, dass man partielle Ablei-
tungen nach z und ¢t unter das Summenzeichen ziehen darf.

Man kann sogar das Summenzeichen durch das Integralzeichen ersetzten und bekommt
Losungen der Form

uw(z,t) =R (/OO a(k) el (kx—w(k:)t)dk> : (%)

— 0

wobei a : R — C eine gegebene komplexwertige Funktion ist. Dies gibt nur dann eine
Losung wenn man die Ableitungen nach x und t unter das Integralzeichen ziehen darf.

Losungen der Form (xx) (oder auch der Form (x) wenn man viele Summanden hat)
nennt man auch Wellenpakete.



Beispiel: Ein Wellenpaket aus 3 Cosinus-Wellen

Cosinuswelle mit k= .9 :

-5 | | | | | | | | | |

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Cosinuswelle mit k =1 : o N NN \NNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNVNV Y

-5 | | | | | | | | | |

0 20 40 60 8 100 120 140 160 180 200
5 —
Cosinuswelle mit k= 1.1 1 A\ AAAAAAAAAAAAAAAAAAAANAAAAAANAAANAANAN
0 20 40 60 8 100 120 140 160 180 200
5 —
Summe der Cosinus-Wellen, M/\/\/\/\A/\/M\/\/\/\A/VM‘/\/\/\/\/\/\/\M
0
Wellenpaket:
_50 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

In allen Fallen in diesem Beispiel ist w = 1.

Merkwurdiges Phanomen: )
Die oberen drei Wellen laufen nach rechts, die Uberlagerung aber nach links
(siehe Animation in der VL).



Dispersionsrelation, Gruppengeschwindigkeit

Neben der Standard-Wellengleichung u(x,t) — c?u”(x,t) = 0 kommen in den
Anwendungen auch andere partielle DGL vor, die Cosinus-Wellen als Losungen haben.

Beispiel: Die DGL (Balken mit Vorspannung)

i(z,t) —du'(z,t) + EIu* (z,t) =0

hat die Losungen ,
. u(e,t) =R (alk) e Frm=@0),
wobei

w(k) = Vd?k? + ETk*

Eine solche Beziehung zwischen k und w heisst Dispersionsrelation.

(Die Dispersionsrelation bei der Wellengleichung ist w(k) = c|k|) Ein Wellenpaket, das
nur aus Wellen mit Wellenzahlen in einem kleinen Intervall um kg zusammengesetzt ist,

ko+e€ '
u(x,t) =R (/ a(k) e' (kx_w(k)t)dk> : e > 0 klein,
k

bewegt sich mit der Geschwindigkeit diw
co(ko) = — (ko).
obwohl sich die einzelnen Wellen mit der Geschwindigkeit
cp(ko) = w(ko)/ko
bewegen. c, heisst Gruppengeschwindigkeit. ¢, heisst Phasengeschwindigkeit.
Bei der Standardwellengleichung ist stets c,(ko) = ¢p(ko), also

Phasengeschwindigkeit=Gruppengeschwindigkeit.

Siehe Animation in der Vorlesung.



Der mehrdimensionale Fall: Ebene Wellen 1

Wir betrachten nun die n-dimensionale homogene Wellengleichung
i(x,t) — ¢ Au(x,t) =0, x € R", n = 2,3 oder groBer.

Sei k = (k1,ko,..., k) € R" irgendein Vektor (Wellenvektor).
Wie man leicht durch direktes Nachrechnen verifiziert, sind die Funktionen

u(x,t) = Acos(kixyi+ koxo+ ...+ knzyp —w(k)t — @)

= Acosk-x—wlk)t—9¢) =R (a e’ (kx—w(k) t)), a=Ae "9,
T Skalarprodukt

Losungen der Wellengleichung, sofern

W) =clkll, |kl = B4R+ ...+ k2

Diese Losungen heissen Ebene Wellen, und zwar aus folgendem Grund: Die Mengen
E, ={xeR"; k- x=a}, a € R,

sind Geraden (n = 2), Ebenen (n = 3) oder Hyperebenen (n > 3). Auf diesen Mengen
hat v bei festgehaltenem t uberall denselben Wert. Der Wellenvektor steht senkrecht

auf allen E,. Die Welle bewegt sich in Richtung k.



Der mehrdimensionale Fall: Ebene Wellen 11

Illustration zu ebenen Wellen:

Naturlich kann man mit ebenen Wellen auch Wellenpakete bilden:

u(x,t) =R </ a(k) e kx—w(k) 1t)dk) , a(k) € C
R"



Gleichungen fur Elektromagnetische Wellen (z.B. Licht, Radiowellen)
INn einem isotropen ungeladenen Nichtleiter:

E(x,t) — 2 AE(x,t) = 0, B(x,t) — ? AB(x,t) = 0,

wobei E= elektrische Feldstarke, B=magnetische Induktion, e=Lichtgeschw..
Nebenbedingungen: divE =0, rotE = ~B.
Die Gleichungen haben Losungen der Form

E(x,t) = Eg cos(k-x —wt), B(x,t) = Bg cos(k-x —wt).
Dabei sind Eg, Bo, k zueinander senkrecht, ||Bo|| = ||Eo||/c, und w = ||k]| c.




Der mehrdimensionale Fall: Ebene Wellen III

Bisher haben wir fur die homogene Wellengleichung
i(x,t) — c® Au(x,t) =0, (%)
Losungen der Form
Acosk-x—w(k)t— ¢), w(k) = c||k||

betrachtet. Es kommt allerdings gar nicht darauf an, dass die Funktion,

in die das Argument k-x — w(k)t — ¢ eingesetzt wird, der Cosinus ist:

Behauptung: Sei f : R — R irgendeine 2mal diff’'bare Funktion. Dann ist
flk-x—w(k)t—9), w(k) = clk]l

eine LOsung von ().

Beweis durch direktes Nachrechnen:
Die zweite partielle Ableitung von u nach der ersten Komponente von x ist
02 02
—u(x,t) = —5f(k oo+ kpxy, —w(k)t —
520D = goflhm .t ke —w)t - ¢)
= k2 f"(krx1+ ...+ knen —w(k)t — o).
Analog fur alle anderen Komponenten. Addition der Ableitungen ergibt

2 2
Au(x,t) = a—+...+8— ux,t) = (Ki+...+k) (k- x—wk)t—¢)
ox1 ox,
= |k[]?f(k-x —wk)t— ).
Die zweite partielle Ableitung von u« nach t ist

i(x,t) = wk)? (k- x—wk)t—o¢)=c|k||? f"(k-x—wk)t —¢). q.e.d.



Die allgemeine Losung im 1-dimensionalen Fall: Der Satz von d’Alembert

Wir betrachten wieder die 1-dimensionale homogene Wellengleichung

iz, t) — 2 u'(z,t) =0, x € R. (%)
Wie wir wissen, hat diese Gleichung u.a. die Losungen
u(z,t) = f(kx — (ck)t), £ 2mal diff'bar.

Wir setzen f(¢) := f(k&). Dann ist

uw(z,t) = f(kz— (ck)t)
= f(k(z—ct))
= f(z—ct) (%)

Man kann direkt nachrechnen, dass jede Funktion vom Typ (x*x) mit 2mal diff'baren f
eine Losung ist. Ebenso sind die Funktionen f(xz + c¢t) LOsungen.

Satz von d’Alembert:
Alle Losungen von (x), die auf ganz R definiert sind, sind von der Form

u(z,t) = fi(z —ct) + fa(x + ct),
wobei fi1, fo : R — C beliebige 2mal diff'bare Funktionen sind.

Die Welle f1(z — ct) 1duft nach rechts, A
die Welle fo(z + ct) 15uft nach links. —




Das Anfangswertproblem fur die 1-dimensionale Wellengleichung I:
Anpassung der d’'Alembert-LOosung an Anfangsbedingungen

Gegeben sei das AWP
i(x,t) —c?u’(x,t) =0, u(xz,0) = uo(x), u(x,0) = vo(x).

Die LOsung ist

u(z,t) = fi(z —ct) + fa(z +ct) ()
mit

fi(x —ct) Z%uo(a:—ct)—%vo(x—ct), (1)

folx + ct) Z%uo(a:—kct)—l—zicvo(a:—l—ct) (2).

Dabei ist V eine beliebige Stammfunktion von uvg.

Beweis durch Nachrechnen (siehe Tutorium). Eine Stammfunktion ist z.B.

Vo(z) = /O " vo(€) de.

Wenn man dies in (1), (2) einsetzt und dann in (%) etwas umsortiert, bekommt man das
Endergebnis

uo(x — ct) + uo(x + ct) n 1 ztct

u(x,t) =
( ) 2 2c x—ct

vo(§) d§.



Das Anfangswertproblem fur die 1-dimensionale Wellengleichung II:
der inhomogene Fall

Gegeben sei das AWP
U(I,t) _Czu//(a:7t) — f(xat)a ’LL(Q?,O) :’U,O(CC), U(CC,O) :vO(w)°

Die LOsung ist (Herleitung siehe Literatur):

— z+ct t potc(t—T)
2 2c x—ct 2¢ 0 Jx—c(t—71)

Daraus erkennt man: Der Wert der Losung im Punkt (z,t) hangt nur von den Werten
von ug,vo und f in dem im Bild angegebenen Dreieck ab.

t—Achse

x—Achsi




Weitere Losungen der homogenen Wellengleichung im R3: Kugelwellen

homogene Wellengleichung: U—c?Au=0
Bisher besprochen: Ebene Wellen

u(Xat):f(k'X_Wt)a w/HkH:C

Weitere Losungen im R3: Kugelwellen (Zentrum y)

+ct
w(x, t) frdet) —  _x—yl. f: R — R 2mal diffbar,
f(txr/c) -
= JEFTD o) = f(-eo)
Inhomogene Wellengleichung: i —c?Au=7p

Eine LOsung der inhomogenen Gleichung im R3:

1 t — —
w(x,t) = / ply, t=lix=vli/e) ;o
R [x —yl|
(Kirchhoff'sche Formel, Superposition von Kugelwellen)



Anwendung der Kirchhoff’'schen Formel:
Erzeugung von EM-Wellen durch Ladungen und Strome

Inhomogene Wellengleichungen flur das elektromagnetische Feld
in einem homogenen isotropen Medium:

1 .. 1 .
—SE-AE = ——Vp—plJ,
c €

1 ..

—B-AB = ulJ,

2

wobei J=Stomdichte, p=Ladungsdichte, ¢, u Materialkonstanten. Man hat

1
NGT

=c= Lichtgeschwindigkeit.

Die Kirchhoff'sche Formel liefert z.B. fur B:

1 —lx —
ey A UKL ESUTEPN
dnfe x—yl

= Magnetfelder werden durch Strome erzeugt.




Der Separationsansatz fur die 1-dimensionale homogene Warmeleitungsgl.

Die homogene Warmeleitungsgleichung (Diffusionsgleichung) in einer Raumdimension
lautet in ihrer einfachsten Form:

u(x,t) —u'(x,t) = 0.
Separationsansatz:
u(x,t) = X(x) T(1).
Einsetzen des Ansatzes in die DGL ergibt:
X(x)T () —X"(x)T(t) =0.

Diese Gleichung teilt man durch X (xz)T'(t) und sortiert die von ¢t abhangigen Teile auf
die eine Seite und die von x abhangigen Terme auf die andere Seite. Dann hat man

T(t X"
Q = (@) = const = . (%)
)  X(z)
Aus (x) bekommt man 2 gewohnliche DGL, namlich
T(t) = AT (t), X"(z) =X X ().
Physikalisch relevante Losungen bekommt man fiir A = —k2, k € R. Die Ldsungen sind
T(t) = ce ¥, X (z) = R cos(kz — ¢).

Fir u(z,t) =T (t) X(x) bekommt man so die Separationslosungen (A = cR) :

w(z,t) = Ae ¥ cos(kx — ).



Die Grundiosung (Green’sche Funktion) der Warmeleitungsgleichung I

Aus den Separationslosungen u(z,t) = Ae ¥t cos(kx — ¢) kann man durch Linearkombi-
nation weitere Losungen fur die Warmeleitungsgl. bekommen. Diese sind von der Form

u(x,t) = Z Aj e kit cos(k;x — ¢;)

j=1
oder
u(x,t) = Z Aj e it cos(k;x — ¢;)
j=1
oder

uw(zx, t) = /OOA(k) e ¥t cos(kx — ¢(k)) dk

— 00

Insbesondere ist die folgende Funktion g eine Losung.

1 2
e w, t>0
2/ 1t
T Siehe Skript

1 [ 2
g(z,t) ;= —/ e *t cos(kx) dk =
2T ) _

Die Funktion g ist fur jedes ¢t > 0 eine GauBsche Glockenkurve. Sie wird fur ¢t — O4
beliebig hoch und schmal. Man hat stets ffooog(:v,t) dxr = 1. Aus diesem Grund konvergiert

die Funktionenfamilie g(x,t) gegen die §-Funktion. Formal:

Jim g(z,t) = 6(x).

Die Funktion g nennt man die Grundlosung der Warmeleitungsgleichung, weil man
mit ihr Anfangswertprobleme durch ein Faltungsintegral |0sen kann. Siehe nachste Seite.



Die Grundiosung (Green’sche Funktion) der Warmeleitungsgleichung II

Das Anfangswertproblem fur die Warmeleitung in einem unbegrenzten homogenen
Warmeleiter mit Energiezufuhr f lautet:

w(z,t) —u'(z,t) = f(z,1), u(z,0) = uo(x), z€R,t>0.

Die LOsung fur ¢ > 0 ist die Summe von zwei Faltungsintegralen:

u(x,t)zfoo g(a — €,0) uo() dt + /O /_OO 9o — €, —7) f(€,7) de dr.

Dabei ist g die GrundlOosung:
1 e

g (33, t) —_ e a Die Grundloesung der Waermeleitungsgleichung g(x,t)

2Vt

osr t=0.1

0.8

0.6
051~
0.4r-
031
021

0.1r-

01 1 1 1 I
-10 -8 -6 -4 -2




Das Anfangswertproblem fur die 1-dimensionale Wellengleichung III:
Darstellung durch Greensche Funktionen

Fur das AWP der 1-dimensionalen Wellengleichung

iz, t) —c2u'(z,t) = f(z,t), uw(x,0) = uo(x), w(x,0) = vo(x).

wurde bereits die folgende LOsung angegeben:

. x+ct t pxtc(t—T7)
2 ple x—ct 2¢ 0 Jx—c(t—7)

Diese Losung lasst sich ebenso wie die Losung der Warmeleitungsgleichung als Summe
von Faltungsintegralen schreiben:

w(z,t) = /Oogou—g,t)uo(g)d&

o'e) t oe)
+/ g1(z — & t)vo () d§ + /O / g1z — &t —7) f(& 7)dEdr.
mit den Green’'schen Funktionen (Grundldsungen)

0(x —ct) + 6(x + ct)
2 Y

L fiir |z| < e,

gl(xat) — {26

0] sonst.

gO(x7 t) —



