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EinleitungEin globaler Funktionenk�orper F=k �uber dem endlihen Konstantenk�orper k isteine endlihe Erweiterung des rationalen Funktionenk�orpers k(x). Neben demGeshleht z�ahlt die Divisorenklassengruppe und speziell die von den Diviso-renklassen vom Grad null erzeugte, endlihe Klassengruppe zu den wihtigstenInvarianten von F=k.In der Kryptographie werden endlihe, abelshe Gruppen G verwendet, in denendas Gruppengesetz a + b f�ur a; b 2 G eÆzient, der diskrete Logarithmus x 2 Zmit ax = b aber nur sehr zeitaufwendig berehnet werden kann. Geeignete Grup-pen G erh�alt man unter anderem mit der Punktgruppe elliptisher Kurven [31℄und allgemeiner mit der Gruppe der k-rationalen Punkte der Jaobishen Variet�atgeeigneter hyperelliptisher Kurven �uber endlihen K�orpern k [26℄. Diese Gruppensind isomorph zur Klassengruppe der entsprehenden elliptishen beziehungsweisehyperelliptishen globalen Funktionenk�orper.In der Codierungstheorie betrahtet man algebraish-geometrishe Codes, welhebeispielsweise durh die Funktionswerte gewisser algebraisher Funktionen einesglobalen Funktionenk�orpers an Stellen vom Grad eins gegeben werden [55℄. Einsolher Code besitzt "gute\ Parameter, wenn die nah oben beshr�ankte An-zahl der Stellen vom Grad eins im Verh�altnis zum Geshleht gro� ist. Funktio-nenk�orpern mit vielen Stellen vom Grad eins erh�alt man bei beshr�anktem Ge-shleht h�au�g durh die Betrahtung abelsher Erweiterungen [19℄. Gem�a� derKlassenk�orpertheorie globaler Funktionenk�orper stellt die Klassengruppe einenwihtigen Teil derjenigen Daten von F=k dar, mit Hilfe derer die abelshen Erwei-terungen von F parametrisiert werden k�onnen. Dieser Ansatz wird in [3℄ verfolgt.Unter Verwendung von globalen Funktionenk�orpern mit vielen Stellen vom Gradeins lassen sih ferner Gitterkugelpakungen mit zumindest asymptotish guterDihte bei wahsendem Geshleht und wahsender Dimension konstruieren [44℄.F�ur eine Menge S von Stellen vom Grad eins werden hier S-Einheitengitter ver-wendet. Diese Gitter korrespondieren zu Untergruppen der Klassengruppe.Bei der Berehnung der Klassenzahl, der Klassengruppe oder des L-PolynomsV



VI EINLEITUNGeines globalen Funktionenk�orpers lassen sih zwei grunds�atzlih vershiedene Si-tuationen untersheiden: Die Betrahtung von Funktionenk�orpern F=k des Ge-shlehts g �uber dem Konstantenk�orper k mit q Elementen mit(i) q !1 und g fest, oder(ii) q fest und g !1.In der Kryptographie betrahtet man meistens die Situation (i). Die Struktur derPunktgruppe elliptisher Kurven kann in polynomialer Laufzeit in log(q) bereh-net werden [31, 49℄. Durh die Verallgemeinerung dieser Methode wurde in [24℄ein probabilistishes Verfahren f�ur die Berehnung des L-Polynoms eines globa-len Funktionenk�orpers F=k mit in log(q) polynomialer, in g aber exponentiellerLaufzeit erhalten.F�ur die Situation (ii) gibt es in g subexponentielle, in log(q) aber exponentielleprobabilistishe Verfahren zur Bestimmung der Struktur der Klassengruppe f�urhyperelliptishe Funktionenk�orper [1℄ und f�ur speziell reell-quadratishe Funktio-nenk�orper [53℄. Wie in [39℄ bemerkt, sheint die Berehnung des L-Polynoms inSituation (ii) shwieriger zu sein.Wir entwikeln in dieser Arbeit einen probabilistishen Algorithmus zur Bereh-nung der Klassengruppe beziehungsweise Divisorenklassengruppe eines globalenFunktionenk�orpers F=k f�ur die Situation (ii), dessen Laufzeit unter einer gewissenAnnahme in g subexponentiell und in log(q) exponentiell ist, und verallgemeinerndamit Methoden aus [50℄ und [53℄. Wir gehen hierbei von einer Darstellung desFunktionenk�orpers durh F = k(x; �) mit f(x; �) = 0f�ur ein in y normiertes und separables, irreduzibles Polynom f(x; y) 2 k[x; y℄ aus.Dieser Algorithmus wurde von uns im Computeralgebrasystem KASH, [25℄, imple-mentiert und auf seine Anwendbarkeit �uberpr�uft. Damit ist es erstmals m�oglih,die Klassengruppe beziehungsweise Divisorenklassengruppe globaler Funktionen-k�orper mit degy�f(x; y)� � 3 zu berehnen.Unser Algorithmus basiert auf der Relationenmethode, die zuvor bereits in Ein-heiten- und Klassengruppenberehnungen verwendet wurde [7, 23, 50, 53℄. Jedeendlihe, abelshe Gruppe kann als Faktorgruppe einer endlih erzeugten, freienabelshen Gruppe nah einer von den sogenannten Relationen erzeugten Unter-gruppe dargestellt werden. Die Idee f�ur die Klassengruppenberehnung ist, alsfreie Erzeuger geeignet gew�ahlte Divisoren vom Grad null zu verwenden unddann die durh diese Divisoren darstellbaren Hauptdivisoren, die Relationen, zubestimmen.



EINLEITUNG VIIDie Tr�ager der die Klassengruppe erzeugenden Divisoren bilden die aus Stellenvon F=k bestehende Faktorbasis S. Unter Verbesserung einer �ahnlihen Shran-ke aus [53℄ weisen wir nah, da� es f�ur g > 0 beispielsweise gen�ugt, wenn dieFaktorbasis die Stellen von F=k eines Grads kleiner gleihmaxf d2 logq(4g � 2)e; d2 logq(2g)e+ 1 genth�alt. F�ur die Relationensuhe sind dann alle Hauptdivisoren mit Tr�ager inS zu �nden. Dazu entwikeln und verwenden wir Methoden f�ur die Reduktionund f�ur die Berehnung der Riemann-Roh-R�aume von Divisoren. Mit Hilfe einerApproximation der Klassenzahl, die aus den Anzahlen der Stellen eines �ahnlihwie zuvor beshr�ankten Grads berehnet wird, k�onnen wir shlie�lih testen, obdie volle Gruppe der Hauptdivisoren gefunden wurde.Die Arbeit gliedert sih wie folgt:Im ersten Kapitel stellen wir die theoretishen und algorithmishen Grundlagenf�ur algebraishe und speziell globale Funktionenk�orper zusammen.Im zweiten Kapitel geben wir eine konstruktive Fassung der Riemann-Roh-Theorie und beshreiben Algorithmen zur Bestimmung des Geshlehts, zur Re-duktion von Divisoren und der Berehnung ihrer Riemann-Roh-R�aume f�ur allge-meine algebraishe Funktionenk�orper. Wir erweitern diese Methoden, so da� auhdiskrete Bewertungen des Konstantenk�orpers ber�uksihtigt werden k�onnen.Im dritten Kapitel stellen wir die Grundlagen f�ur L-Reihen globaler Funktio-nenk�orper f�ur Charaktere endliher Ordnung der Divisorenklassengruppe zusam-men und beweisen die ben�otigten Shranken f�ur die Erzeugung der Klassengruppeund die Approximation der Klassenzahl mit Hilfe des Satzes von Hasse-Weil. Wirformulieren weiter eine Version des Satzes von Brauer-Siegel f�ur globale Funk-tionenk�orper und gehen auf Strukturaussagen �uber die Klassengruppe und dieBeziehung der p-Torsion zu einem Di�erentialraum ein.Im vierten Kapitel betrahten wir Glattheitseigenshaften, mit denen Ergebnisse�uber die Erfolgswahrsheinlihkeit der Relationensuhe erhalten werden k�onnen.Die eigentlih ben�otigte, aufgrund der vorangegangenen �Uberlegungen plausibleund heuristishe unterst�utze Aussage formulieren wir als Glattheitsannahme.Im f�unften Kapitel kommen wir zur Beshreibung des Klassengruppenverfahrens.Nah Erl�auterung der allgemeinen Strategie beshreiben wir deterministishe, in gexponentielle Tehniken und eine probabilistishe, unter der Glattheitsannahmein g subexponentielle Tehnik zur Relationensuhe. Auf letzterer baut der in derPraxis eingesetzte Algorithmus auf, der anshlie�end formuliert wird.



VIII EINLEITUNGIm sehsten Kapitel erw�ahnen wir Anwendungen des Klassengruppenverfahrenszur Bestimmung von Einheiten- und Idealklassengruppen und zur Berehnungdes diskreten Logarithmus.Im siebten Kapitel f�uhren wir einige illustrative Beispiele an, die das Laufzeitver-halten und die Anwendbarkeit des Verfahrens unter Variation der wesentlihenParameter q und g demonstrieren.

Ih m�ohte an dieser Stelle Herrn Prof. Dr. M. E. Pohst ganz herzlih f�ur seineHinweise, Unterst�utzung und die gute Zusammenarbeit w�ahrend der Anfertigungdieser Arbeit danken.Ferner danke ih Herrn Prof. Dr. F. Grunewald f�ur die �Ubernahme des Korefe-rats, allen Mitgliedern der Kant-Gruppe, Dr. C. Fieker f�ur die Durhsiht einervorl�au�gen Fassung der Arbeit und Dr. R. Auer f�ur einige Hinweise zur Verbes-serung von KASH.Dar�uber hinaus bedanke ih mih f�ur die F�orderung durh ein NaF�oG-Stipendiumbei den daf�ur zust�andigen Personen.



Kapitel 1GrundlagenIn diesem Kapitel werden die dieser Arbeit zugrundeliegenden De�nitionen undtheoretishen sowie algorithmishen Aussagen f�ur algebraishe Funktionenk�orperbereitgestellt und Notationen vereinbart. F�ur die Theorie der algebraishen Funk-tionenk�orper verweisen wir auf [11, 12, 13, 55℄, f�ur algorithmishe Aspekte auf[9, 36, 37, 50, 53℄.1.1 Notation und GrundlagenEin algebraisher Funktionenk�orper F=k (in einer Variablen) �uber einem K�orper kist eine K�orpererweiterung F von k, so da� F eine endlihe Erweiterung von k(x)f�ur ein �uber k transzendentes Element x 2 F ist. Der K�orper k wird Konstan-tenk�orper genannt. Der algebraishe Abshlu� k0 von k in F hat endlihen Grad�uber k und wird der exakte Konstantenk�orper von F=k genannt. Ein globalerFunktionenk�orper F=k liegt vor, wenn k ein endliher K�orper Fq ist.Unter einer Stelle P von F=k verstehen wir das eindeutig bestimmte, maximaleIdeal eines (diskreten) Bewertungsrings von F=k. Der zugeh�orige Bewertungsringwerde mit oP , die zugeh�orige exponentielle, surjektive Bewertung F �! Z[f1gmit vP bezeihnet. F�ur jedes Element von k0 liefert vP den Wert null. Der Rest-klassenk�orper von P ist der K�orper oP=P . Der Grad von P ist der Grad der (stetsendlihen) K�orpererweiterung von oP=P �uber k0. Wir shreiben Pl(F=k) f�ur dieMenge aller Stellen von F=k , Pln(F=k) f�ur die Menge der Stellen vom Grad nund Pl�n(F=k) f�ur die Menge der Stellen vom Grad kleiner gleih n. Mittels desGrads von Stellen erhalten wir eine Abbildung deg : Pl(F=k) �! Z. Gehen wirin diesen De�nitionen vom K�orper k zu einem Teilk�orper ~k von k0 mit endlihemIndex [k0 : ~k℄ �uber, so �andern sih Stellen, Bewertungen und Restklassenk�orperniht. Wir de�nieren den Grad �uber ~k als deg~k(P ) = [k0 : ~k℄ deg(P ).1



2 KAPITEL 1. GRUNDLAGENDie Gruppe D(F=k) der Divisoren von F=k wird als die von den Elementen ausPl(F=k) erzeugte, freie abelshe Gruppe de�niert. Wir shreiben das Gruppenge-setz additiv. Die Elemente von D(F=k) sind die Divisoren von F=k. Ein DivisorD ist also eine formale SummePP2Pl(F=k) nPP , in der fast alle np null sind. DerExponent vP (D) einer Stelle P in D ist der Wert np, der Tr�ager supp(D) einesDivisors D ist die Menge der Stellen P mit vP (D) 6= 0. Einen durh eine einzigeStelle mit Exponent eins gegebenen Divisor nennen wir Primdivisor. F�ur Divi-soren D1; D2 de�nieren wir D1 � D2, wenn � exponentenweise gilt. Ein DivisorD � 0 hei�t positiv.Jeder Divisor l�a�t sih eindeutig als Di�erenz D = (D)0 � (D)1 positiver Divi-soren shreiben, wobei (D)0 Nullstellendivisor und (D)1 Polstellendivisor von Dgenannt wird. F�ur eine Menge M von Divisoren oder Stellen von F=k bezeihnenwir mit hMi die vonM erzeugte Untergruppe von D(F=k). Die Gradfunktion deg(deg~k) wird additiv auf D(F=k) fortgesetzt, analog sprehen wir vom Grad einesDivisors. Die Menge der Divisoren vom Grad n bezeihnen wir mit Dn(F=k).Shlie�lih de�niert die Zuordnung a 7! (a) := PP2Pl(F=k) vP (a)P einen Homo-morphismus (�) : F� �! D0(F=k), dessen Bild aus den sogenannten Hauptdivi-soren besteht und mit P(F=k) bezeihnet wird. Der Kern von (�) stimmt mit demexakten Konstantenk�orper k0 von F=k �uberein. Den Nullstellen- beziehungsweisePolstellendivisor eines Hauptdivisors notieren wir in der Form (a)0 beziehungs-weise (a)1.Es sei D ein Divisor von F=k. Der Riemann-Roh-Raum L(D) von D wird de�-niert als L(D) := fa 2 F� j (a) � �Dg [ f0g:Hierbei handelt es sih um einen endlih-dimensionalen k-Vektorraum, dessenDimension mit dim(D) notiert wird. Zur Angabe des Konstantenk�orpers, �uberdem die Dimension gemessen wird, shreiben wir wie beim Grad gelegentlihdim~k(D). F�ur weitergehende Aussagen, insbesondere den Satz von Riemann-Rohund die De�nition des Geshlehts g, sei auf [55℄ und Kapitel 2 verwiesen.Die Menge aller Di�erentiale von F=k wird mit 
(F=k) bezeihnet. Hierbei han-delt es sih um einen eindimensionalen F -Vektorraum. Wie �ublih verwenden wirdie Abbildungen d : F �! 
(F=k) und (�) : 
(F=k) �! D(F=k). Es sei D einDivisor von F=k. Wir bezeihnen den Di�erentialraum von D mit
(D) := f! 2 
(F=k) j (!) � Dg:Dies ist nur noh ein k-Vektorraum. Entsprehend der Exponenten vP �(!)� hei-�en die in (!) vorkommenden Stellen P Null- beziehungsweise Polstellen von !



1.1. NOTATION UND GRUNDLAGEN 3mit den Ordnungen vP�(!)�. F�ur diese und weitere Aussagen �uber Di�erentialesiehe [11, 13, 33, 55℄.Die Divisorenklassengruppe Cl(F=k) wird de�niert als D(F=k) =P(F=k), die Fak-torgruppe der Gruppe aller Divisoren nah der Gruppe der Hauptdivisoren. IhreElemente hei�en Divisorenklassen, das Bild eines Divisors D unter dem kano-nishen Homomorphismus [�℄ : D(F=k) �! Cl(F=k) shreiben wir als [D℄. DieFunktionen deg : D(F=k) �! Z und dim : D(F=k) �! Z faktorisieren durh [�℄,lassen sih also (vertreterweise) auh auf Cl(F=k) de�nieren. Wir sprehen ana-log vom Grad beziehungsweise der Dimension einer Divisorenklasse �uber k. DieDivisorenklassen vom Grad n werden mit Cln(F=k) bezeihnet. Speziell die Diviso-renklassen vom Grad null bilden eine Untergruppe Cl0(F=k) = D0(F=k) =P(F=k)von Cl(F=k), die wir als Klassengruppe von F=k bezeihnen. Ihre Ordnung, even-tuell unendlih, wird die Klassenzahl h(F=k) von F=k genannt.1.1. Proposition. (i) F�ur die Divisorenklassengruppe gilt:Cl(F=k) �= Cl0(F=k)� Z:(ii) Die Klassenzahl eines globalen Funktionenk�orpers ist endlih.Beweis. Der erste Teil folgt aus Cl(F=k) �= Cl0(F=k) _+ h [D℄ i, wobei D einenDivisor von F=k kleinsten, positiven Grads bezeihnet. F�ur die zweite Aussagesiehe [55, S. 159℄.F�ur einen globalen Funktionenk�orper gibt es immer einen Divisor vom Grad eins,[48℄, [55, S. 164℄, der f�ur diese Isomorphie herangezogen werden kann.Es sei S eine Menge von Stellen von F=k. Ein Divisor, dessen Tr�ager nur ausStellen aus S besteht, wird S-glatt genannt. Die Gruppe der S-glatten Divisorenwird in Erg�anzung zur bisherigen Notation mit D(S) bezeihnet. Analog setzenwir Dm(S) := Dm(F=k) \ D(S) und P(S) := P(F=k) \ D(S). Die Elemente vonF�, deren Hauptdivisoren in P(S) liegen, werden S-Einheiten von F=k genannt.Die S-Einheiten und die S-glatten Hauptdivisoren bilden jeweils eine Untergruppevon F� beziehungsweise D0(S).F�ur eine niht-leere Stellenmenge S werde mit oS der Ring der an allen Stellenaus S ganzen Elemente von F=k bezeihnet, also der Ring derjenigen Elementea 2 F , f�ur die vP (a) � 0 f�ur alle P 2 S gilt. Komplement�ar wird oS als der Ringder an allen Stellen au�erhalb von S ganzen Elemente de�niert. Es folgt aus [11,S. 58�., S. 64℄, da� beide Ringe Dedekindringe sind. Ihre Idealgruppen werdenmit IS beziehungsweise IS bezeihnet. F�ur oS gilt weiter, da� die Primideale ausIS eineindeutig und bewertungserhaltend mit den niht in S be�ndlihen Stellen



4 KAPITEL 1. GRUNDLAGENkorrespondieren, da� die Einheitengruppe (oS)� genau von den S-Einheiten vonF=k gebildet wird und da� der Quotientenk�orper von oS mit F �ubereinstimmt.Wir bezeihnen die Idealklassengruppe von oS mit Cl(oS) und ihre Ordnung,eventuell unendlih, mit h(S). Die Idealklassengruppe ist eine Faktorgruppe derDivisorenklassengruppe: Cl(oS) �= D(F=k) = �D(S) + P(F=k)�.Zur Verkn�upfung aller dieser Strukturen betrahten wir1.2. Proposition. Es sei � : G �! H ein Homomorphismus abelsher Gruppenund U eine Untergruppe von G. Man hat die kanonishe exakte Sequenz0 �! ker � \ U �! ker � �! G=U �! �(G)=�(U) �! 0:Beweis. Die durh � induzierte Abbildung G=U �! �(G)=�(U) ist surjektiv, soda� die Exaktheit bei �(G)=�(U) folgt. Ist a 2 G mit �(a) 2 �(U), so gibt es einu 2 U , so da� a�u 2 ker � ist. Der Kern von G=U �! �(G)=�(U) besteht daheraus �ker �+U�=U �= ker�=�ker �\U�, so da� sih die Exaktheit an den anderendrei Stellen ergibt.Hieraus resultieren zwei Folgerungen:1.3. Korollar. Man hat eine kanonishe exakte Sequenz0 �! D0(S) =P(S) �! Cl0(F=k) �! Cl(oS)�! deg�D(F=k)� = deg�D(S)� �! 0:Beweis. Hierf�ur wird G := Cl(F=k), H := Z, � := deg und U := �D(S) +P(F=k)�=P(F=k) gesetzt. Dann gilt ker� = Cl0(F=k), ker � \ U = �D0(S) +P(F=k)�=P(F=k) �= D0(S) =P(S), G=U �= D(F=k) = �D(S) + P(F=k)� �= Cl(oS)und �(G)=�(U) = deg�D(F=k)� = deg�D(S)�.Aufgrund dieses Korollars de�nieren wir den S-Regulator durhR(S) := �D0(S) : P(S)�:Damit gilt dann die FormelR(S) h(S) = deg�D(S)�h(F=k);sofern au�er deg�D(S)� mindestens zwei der beteiligten Werte endlih sind, vgl.auh [3, S. 14℄, [43℄.1.4. Korollar. Es sei A ein S-glatter Divisor mit deg(A) > 0. Dann hat mandie kanonishe exakte Sequenz0 �! D0(S)=P(S) �! D (S)= �hAi+ P(S)� �! deg�D(S)� = deg(A)Z �! 0:



1.2. DARSTELLUNG VON FUNKTIONENK�ORPERN UND ALGORITHMEN 5Beweis. Hierf�ur wird G := D(S)=P(S), H := Z, � := deg und U := �hAi +P(S)� =P(S) gesetzt. Dann gilt ker � = D0(S)=P(S), ker � \ U �= f0g, G=U �=D(S)=�hAi+ P(S)� und �(G)=�(U) = deg�D(S)� = deg(A)Z.Die Gradbewertung v1 zur "unendlihen\ Stelle 1 eines rationalen Funktionen-k�orpers k(x) ist durh v1(f=g) := deg(g) � deg(f), f; g 2 k[x℄ de�niert. Wirverwenden deg := �v1 dann auh f�ur Elemente aus k(x). Die Elemente nihtpositiven Grads von k(x) bilden den diskreten Bewertungsring o1.F�ur eine unit�are Ringerweiterung kommutativer Ringe A � B de�nieren wirCl(A;B) als den Ring der �uber A ganzalgebraishen Elemente von B.1.2 Darstellung von Funktionenk�orpern und Al-gorithmenIn diesem Abshnitt soll kurz auf die Darstellung von Funktionenk�orpern undauf grundlegende Algorithmen Bezug genommen werden, die wir in dieser Arbeitben�otigen werden.Einen algebraishen Funktionenk�orper F=k realisieren wir als den Quotienten-k�orper der "endlihen Gleihungsordnung\ k[x; y℄ = f(x; y)k[x; y℄, wobei f(x; y) =yn+a1yn�1+ � � �+an 2 k[x℄[y℄ ein irreduzibles Polynom ist, welhes normiert undseparabel in y ist. Eine solhe Darstellung existiert f�ur jeden algebraishen Funk-tionenk�orper (einer Variablen) �uber einem vollkommenen Konstantenk�orper k,[50, S. 2℄, [55, S. 128℄. Das Element x wird dann ein separierendes Element von F=kgenannt. Anders ausgedr�ukt gilt F = k(x; �) mit f(x; �) = 0. Um Komplexit�ats-aussagen tre�en zu k�onnen, de�nieren wir Cf := maxfddeg(ai)=ie j 1 � i � ng.Damit gilt deg disyf(x; y) � Cfn(n � 1) (man sieht dies mit dem Di�erenzen-produkt unter Beahtung der Tatsahe, da� �=xCf ganzalgebraish �uber o1 ist).F�ur diese Darstellung betrahten wir insbesondere die ganzalgebraishen Ab-shl�usse Cl�k[x℄; F � und Cl�o1; F �. Wird S als die Menge der "unendlihen Stel-len\ von F=k(x) gew�ahlt, also die Menge der Stellen von F=k �uber der unend-lihen Stelle 1 von k(x), so gilt oS = Cl�k[x℄; F � und oS = Cl�o1; F �. Au�er-dem hat man S = supp�(x)1�. Weil k[x℄ und o1 Hauptidealringe sind, besitzenCl�k[x℄; F � und Cl�o1; F � Ganzheitsbasen bestehend aus [F : k(x)℄ Elementen,entsprehendes gilt f�ur ihre Ideale. Solhe Basen sind modulo unimodularer Trans-formationen �uber k[x℄ oder o1 eindeutig bestimmt. Die Norm NF=k(x)(a) eines(gebrohenen) Ideals a von Cl�k[x℄; F � oder Cl�o1; F � wird als Determinanteeiner �Ubergangsmatrix einer Ganzheitsbasis zu einer Idealbasis von a (moduloEinheiten von k[x℄ oder o1) de�niert und ist multiplikativ.



6 KAPITEL 1. GRUNDLAGENIn Algorithmen gehen wir davon aus, da� der K�orper k berehenbar ist, da� alsodie Null und die Eins zu Verf�ugung stehen und da� mit vorgegebenen Elemen-ten die Operationen +;�; �; = und die Abfrage auf Gleihheit ausgef�uhrt werdenk�onnen. Hiermit erh�alt man die M�oglihkeit, auh in Polynomringen k[x℄ und ra-tionalen Funktionenk�orpern k(x) +;�; �; =; div;= berehnen zu k�onnen (div sollTeilen mit eindeutigem Rest bedeuten). Bei Laufzeitangaben werden die ben�otig-ten Operationen und Zuweisungen in k sowie die Bitoperationen f�ur entsprehendeRehnungen in Z gez�ahlt.Wir nehmen weiter an, da� Algorithmen zur Berehnung von Ganzheitsbasender Ringe Cl�k[x℄; F � und Cl�o1; F �, zur Berehnung ihrer Primideale zu vorge-gebenen Primelementen von k[x℄ beziehungsweise o1, eine Element- und Ideal-arithmetik f�ur Cl�k[x℄; F � und Cl�o1; F � inklusive Idealfaktorisierung und Be-wertungsberehnung bez�uglih Primidealen zur Verf�ugung stehen. Dies ist bei-spielsweise f�ur k = Fq oder k = Zahlk�orper der Fall, Implementierungen �ndensih in [25℄. Mindestens f�ur die Bestimmung der Primideale beziehungsweise derIdealfaktorisierung werden hierbei insbesondere Faktorisierungsalgorithmen f�urPolynome �uber k (und �uber Erweiterungen von k) ben�otigt. �Uber das prinzipielleVorgehen dieser Algorithmen geben [9, 17, 36, 37℄, und speziell f�ur die Funktio-nenk�orpersituation [50℄, Auskunft.Im Fall globaler Funktionenk�orper (also k = Fq ) wird in [8℄ gezeigt, da� der Auf-wand zur Bestimmung der Ganzheitsbasis oS polynomial �aquivalent zum Aufwandder Bestimmung des quadratfreien Anteils der Diskriminante von f(x; y) als Poly-nom in y ist. Da diese Aufgabe wiederum polynomial im Grad der Diskriminantegel�ost werden kann, erhalten wir insgesamt einen in Cf und n polynomialen Auf-wand. Ohne an dieser Stelle auf die Details eingehen zu k�onnen, merken wir an,da� auh die anderen angef�uhrten Algorithmen eine in Cf und n polynomialeLaufzeit ben�otigen, in welhe aber noh der maximale Grad der in den Darstel-lungen der beteiligen Ideale auftretenden Polynome von k[x℄ polynomial eingeht.Es ist speziell zu beahten, da� die Faktorisierung in k[x℄ einen im Grad polyno-mialen Aufwand ben�otigt. Soll beispielsweise ein Potenzprodukt von Primidealenausmultipliziert werden, so bringt dies einen Aufwand mit sih, welher polyno-mial in Cf ; n, der Anzahl und dem Grad der auftretenden Primpolynome ist. Diebeiden letzten Werte fassen wir sp�ater in einer "H�ohe\ zusammen.Entsprehend Abshnitt 1.1 lassen sih die Stellen von F=k durh die Primidealevon Cl�k[x℄; F � und Cl�o1; F � eineindeutig repr�asentieren. Hier gilt die Bezie-hung deg(P ) = jdeg(NF=k(x)(p))j f�ur eine Stelle P von F=k und ein Primideal pvon Cl�k[x℄; F � oder Cl�o1; F �, welhe dieselbe Bewertung auf F=k de�nieren.F�ur einen globalen Funktionenk�orper sind wir damit in der Lage, alle Stelleneines vorgegebenen Grads m zu ermitteln, indem die Primidealfaktorisierungen



1.3. GITTER UND BASISREDUKTION 7der Primpolynome des Grads � m aus k[x℄ in Cl�k[x℄; F � und die Primideale inCl�o1; F � ber�uksihtigt werden.Ist k der exakte Konstantenk�orper von F=k, so kann die Bestimmung der Anzahlder Stellen vom Grad eins einer endlihen Konstantenk�orpererweiterung Fr=krvon F=k, [kr : k℄ = r und Fr = Fkr fast ohne Faktorisierungen erfolgen: Bis aufwenige Ausnahmen ("Indexteiler\) gen�ugt es aufgrund des Satzes von Kummer[37, S. 390℄, [55, S. 76℄, die Anzahl der Nullstellen von f(x0; y) f�ur alle x0 2 kr zubestimmen, welhe durh den Grad des ggT von f(x0; y) und yqr+1 � y gegebenist. Man beahtet au�erdem, da� dieser Grad f�ur die Konjugierten von x0 �uber kgleih bleibt, weil f KoeÆzienten in k hat (niht-konjugierte x0 k�onnen mit einemzyklishen Erzeuger von k�r leiht aufgez�ahlt werden).Obwohl diese Methode gegen�uber dem obigen Faktorisieren sehr eÆzient ist, z�ahltsie doh auh zu den "naiven\ Methoden, weil der Aufwand exponentiell in r ist.F�ur die Eigenshaften von Konstantenk�orpererweiterungen siehe [55, S. 101�.,S. 163℄.Sp�ater werden die Landau-Symbole verwendet: Es seien g; h : R>0 �! R. Wirshreiben g = O(h), wenn es ; x0 2 R gibt, so da� jg(x)j �  h(x) f�ur alle x � x0gilt. Wir shreiben g = o(h), wenn es f�ur jedes " > 0 ein x0 2 R gibt, so da�jg(x)j � " h(x) f�ur alle x � x0 gilt.1.3 Gitter und BasisreduktionF�ur die Berehnung von Riemann-Roh-R�aumen ben�otigen wir einen Reduk-tionsalgorithmus f�ur Matrizen in k(x)n�n, welher im Zusammenhang mit Git-tern und der Basisreduktion in Funktionenk�orpern zu sehen ist. Wir geben diewesentlihen Aussagen f�ur den vereinfahten Fall der �uber einem K�orper formalerLaurentreihen de�nierten Gitter wieder, wobei der Funktionenk�orper selbst nohniht auftritt. Dies geshieht in Abshnitt 2.5, wo Aussagen �uber die durh Funk-tionenk�orper de�nierten Gitter zusammengefa�t werden. Es sei grunds�atzlih aufdie (etwas untershiedlihe) Darstellung in [50℄ verwiesen.Wir bezeihnen mit k((x�1)) den K�orper der formalen Laurentreihen in x�1. DerGrad eines Elements sei der Exponent der gr�o�ten darin auftretenden x-Potenz.F�ur v 2 k((x�1))n bezeihnen wir mit deg(v) den Spaltengrad von v, also dasMaximum der Grade der Eintr�age von v, und mit h(v) 2 kn denjenigen Vektor,der aus den KoeÆzienten der deg(v)-ten Potenzen von x der Eintr�age von ventsteht (also die KoeÆzienten der gr�o�ten Potenzen, die anderen sind null).Es seien nun � � k((x�1))n ein freier k[x℄-Modul des Rangs m und die v1; : : : ; vmeine Basis von �. Wir setzen zus�atzlih voraus, da� die Basiselemente k((x�1))-



8 KAPITEL 1. GRUNDLAGENlinear unabh�angig sind (dies ist gleihbedeutend damit, da� � bez�uglih deg dis-kret ist, da� es also immer nur endlih viele Vektoren mit beshr�ankten deg-Werten gibt). � ist dann ein "niht-arhimedishes\ Gitter. Das Maximum derGrade der Determinanten von m � m-Teilmatrizen von (vj)j ist eine Invariantevon �, die wir als Gitterdiskriminante au�assen k�onnen. Unter einem Reduk-tionsshritt versteht man nun die Addition einer k[x℄-Linearkombination der vjzu einem vi, i 6= j, so da� sih der Spaltengrad von vi verkleinert. Hierbei handeltes sih um eine unimodulare Transformation. Die bez�uglih der Spaltengrade auf-steigend sortierte Basis v1; : : : ; vm von � wird reduziert genannt, wenn eine derfolgenden, �aquivalenten Bedingungen zutri�t:1.5. Lemma. Die folgenden Bedingungen sind �aquivalent:(i) h(v1); : : : ; h(vm) sind linear unabh�angig,(ii) deg(Pmi=1 �ivi) = maxmi=1 deg(�ivi) f�ur alle �i 2 k[x℄, 1 � i � m,(iii) Pmi=1 deg(vi) ist gleih der Gitterdiskriminante,(iv) v1; : : : ; vm realisieren die sukzessiven Minima von �.Beweis. Zum Beweis siehe auh [50℄. Die Situation in (i) stellt eine nur auf dief�uhrenden Terme gerihtete Sihtweise von (ii) und (iii) dar; die lineare Un-abh�angigkeit bedeutet, da� sih keine f�uhrenden Terme ausl�oshen k�onnen. Mitdiesen Bemerkungen kann man sih die �Aquivalenz von (i)-(iii) klar mahen.Nummer (iv) folgt induktiv aus (ii).Diese Bedingungen bedeuten, da� kein Reduktionsshritt ausgef�uhrt werden kann.F�ur eine niht reduzierte Basis kann man also einen Reduktionsshritt ausf�uhren,der die Summe der Grade der vi verringert. F�ur diese Summe stellt die Gitter-diskriminante aber eine untere Shranke dar, so da� man nah endlih vielenReduktionsshritten zu einer reduzierten Basis kommt. Hieraus ergibt sih derReduktionsalgorithmus; man kann also immer eine reduzierte Basis konstruieren.Eine Matrix, deren Spalten ungleih null eine reduzierte Basis bilden, nennen wirreduziert.Die Eigenshaft (iii) kann man als Orthogonalit�atseigenshaft einer reduziertenBasis au�assen. Das Konzept der Orthogonalit�at l�a�t sih weiterverfolgen: Wirbetrahten "orthogonale\ oder auh "isometrishe\ Abbildungen des k((x�1))n,die durh unimodulare Matrizen T 2 k[[x�1℄℄n�n mit Potenzreiheneintr�agen gege-ben werden: v 7! Tv. F�ur diese gilt deg(v) = deg(Tv). Zwei Gitter �1;�2 hei�ennun isometrish, wenn es ein solhes T mit �1 = T�2 gibt. Reduzierte Basenwerden unter T in reduzierte Basen �uberf�uhrt. Zwei isometrishe Gitter besitzen



1.3. GITTER UND BASISREDUKTION 9dieselben sukzessiven Minima und dieselbe Gitterdiskriminante, wie man anhandvon Lemma 1.5 erkennen kann. Wir de�nieren das orthogonale Gitter des Rangsmin k((x�1))n mit den Invarianten d1 � � � � � dm 2 Z als das eindeutig bestimmteGitter, welhes eine Basis der Form (x�djÆi;j)i 2 k((x�1))n f�ur 1 � j � m besitzt.Es gilt nun der folgende "Klassi�kationssatz\:1.6. Lemma. Es sei � � k((x�1))n ein Gitter vom Rang m. Dann ist � zu genaueinem orthogonalen Gitter in k((x�1))n isometrish.Beweis. Wir bemerken als erstes, da� k[[x�1℄℄ ein euklidisher Ring f�ur deg ist undda� Elemente kleineren Grads stets von Elementen gr�o�eren Grads geteilt wer-den. Man kann deswegen eine beliebige Basis von � durh k[[x�1℄℄-unimodulareZeilenoperationen in eine obere Dreieksgestalt bringen, wobei die �uber der Dia-gonalen stehenden Eintr�age entweder null sind oder einen eht gr�o�eren Grad alsdie darunter stehenden Diagonaleintr�age haben. Das von dieser Basis erzeugteGitter �0 ist ein zu � isometrishes Gitter. Wegen (i) aus Lemma 1.5 mu� sihdiese Basis von �0 wegen der Isometrie zu � bereits in Diagonalgestalt be�nden,wenn sie aus einer reduzierten Basis von � entsteht. Eine reduzierte Basis von �existiert jedoh stets.F�ur die noh zu zeigende Eindeutigkeit kann man sih leiht �uberlegen, da� zweivershiedene orthogonale Gitter niht isometrish sein k�onnen.Die f�ur die sp�atere Anwendung ben�otigte Version dieses Lemmas liest sih wiefolgt:1.7. Korollar. In dem k(x)-Vektorraum V seien ein k[x℄-Modul M1 und ein o1-Modul M2, beide frei vom Rang n, gegeben. Dann gibt es Basen v1; : : : ; vn von M1und b1; : : : ; bn von M2, so da�(b1; : : : ; bn)N = (v1; : : : ; vn)mit einer eindeutigen Matrix N der Gestalt N = (x�djÆi;j)i;j 2 k(x)n�n undd1 � � � � � dn gilt. Die Basis v1; : : : ; vn kann durh Anwendung des Reduktionsal-gorithmus auf die Spalten einer Transformationsmatrix beliebiger Basen von M1und M2 erhalten werden.Beweis. Man betrahtet das von den Spalten einer BasistransformationsmatrixM beliebiger bi und vi aufgespannte Gitter, wendet Lemma 1.6 an und erh�altunimodulare Matrizen T 2 on�n1 und R 2 k[x℄n�n mit N = TMR wie gefordert.Zu beahten ist, da� T 2 on�n1 wegen M 2 k(x)n�n gilt. Die letzte Aussage ergibtsih speziell aus dem Beweis von Lemma 1.6.



10 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN1.8. Beispiel. Wir betrahten die (in Hermite-Normalform be�ndlihe) Matrix� x3 � x x2 � 20 x � :Diese Matrix ist niht reduziert, weil die Summe der Spaltengrade 5 und derDeterminantengrad 4 betr�agt. Wir subtrahieren das x-fahe der zweiten Spaltevon der ersten Spalte und erhalten die reduzierte Matrix� x x2 � 2�x2 x � :Zur Berehnung der Normalform negieren wir die letzte Zeile, vertaushen sie mitder ersten Zeile und ziehen von der jetzt letzten Zeile das 1=x-fahe der erstenZeile ab. Daraus ergibt sih � x2 �x0 x2 � 1 � :Nun wird das x=(x2 � 1)-fahe der letzten Zeile zur ersten Zeile addiert und dieletzte Zeile mit x2=(x2 � 1) skaliert. Daraus erh�alt man das Endergebnis� x2 00 x2 � :1.9. Bemerkung. Bei dem Reduktionsalgorithmus handelt es sih um eine ver-allgemeinerte Polynomdivision, operierend auf Spalten. Entsprehend kann manihn auh als eine Gr�obnerreduktion interpretieren. F�ur Funktionenk�orper �uber-nimmt der Reduktionsalgorithmus die Rolle, die der LLL-Algorithmus im Zahl-k�orperfall spielt.



Kapitel 2KonstruktiveRiemann-Roh-TheorieDas Hauptziel dieses Kapitels ist, einen Algorithmus zur Bestimmung des Rie-mann-Roh-Raums L(D) eines Divisors D eines algebraishen Funktionenk�orpersF=k anzugeben. Wir benutzen daf�ur eine idealtheoretishe Fassung der Riemann-Roh-Theorie, in deren Rahmen der Satz von Riemann-Roh relativ leiht be-wiesen werden kann. Alle Strukturen sind hierbei einer direkten, algorithmishenBehandlung zug�anglih. Darauf aufbauend geben wir Methoden zur Divisorre-duktion und zur erweiterten Riemann-Roh-Raum-Berehnung an, ziehen einenVergleih zur Geometrie der Zahlen f�ur globale Funktionenk�orper und betrah-ten als Anwendungen die Bestimmung von Di�erentialr�aumen und das expliziteRehnen in der Divisorenklassengruppe.Zur Vertiefung dieser Methoden verwenden wir im letzten, vergleihsweise um-fangreihen Abshnitt zus�atzlih diskrete Bewertungen des Konstantenk�orpersund beweisen Aussagen �uber die Struktur ganzalgebraisher Abshl�usse und �uberTeilr�aume von Riemann-Roh-R�aumen, deren Elemente zus�atzlihe Bewertungs-bedingungen erf�ullen. Anwendungen hiervon liegen beispielsweise in der Reduk-tion algebraisher Funktionenk�orper nah diskreten Bewertungen des Konstan-tenk�orpers im Sinne von [13, S. 187�.℄. Auf diese Ergebnisse werden wir jedohim weiteren Verlauf der Arbeit niht zur�ukgreifen.Die in den Abshnitten 2.1 und 2.3 ausgef�uhrten Gedanken wurden in �ahnliherForm bereits in [48℄ verwendet, eine neuere Darstellung l�a�t sih in [27℄ �nden.In diesem Kapitel bezeihnet F=k einen algebraishen Funktionenk�orper mit ei-nem separierenden Element x, S := supp�(x)1� und n := [F : k(x)℄, vgl. Ab-shnitt 1.2. 11



12 KAPITEL 2. KONSTRUKTIVE RIEMANN-ROCH-THEORIE2.1 Basen der k-R�aume L(D)Das Hauptergebnis dieses Abshnitts ist der folgende Satz zusammen mit seinemkonstruktiven Beweis:2.1. Satz. F�ur jeden Divisor D von F=k gibt es eindeutig bestimmte, ganzratio-nale Zahlen d1 � � � � � dn und Elemente v1; : : : ; vn 2 F , so da� die Mengef xjvi j 1 � i � n; 0 � j � di + rgf�ur alle r 2 Z eine k-Basis von L�D + r(x)1� darstellt. Die Elemente v1; : : : ; vnsind k(x)-linear unabh�angig.Wir bemerken, da� die obigen di und vi niht nur dem Divisor D zugeordnetsind, sondern auh von dem Konstantenk�orper k und dem separierenden Ele-ment x abh�angen; die Abh�angigkeit besteht genauer vom Polynomring k[x℄ � F .Zur sp�ateren Bezugnahme de�nieren wir die di als die k[x℄-Invarianten von D,geshrieben jDji (wenn die Vorgabe von k[x℄ klar ist).Um einen konstruktiven Beweis dieses Satzes geben zu k�onnen, �ubersetzen wirdie obige Situation in einen idealtheoretishen Kontext:2.2. Proposition. (i) Es besteht eine nat�urlihe, Bewertungen erhaltende Bi-jektion zwishen der Menge der Stellen von F=k und der Menge der Prim-ideale von oS und von oS,(ii) durh diese Bijektion wird ein Isomorphismus der Gruppe der Divisorenvon F=k auf das direkte Produkt IS � IS der Idealgruppen induziert, D 7!(DS; DS).(iii) Wenn D einen Divisor bezeihnet und DS, DS die zugeh�origen Ideale in ISund IS sind, dann gilt L(D) = (DS)�1 \ (DS)�1:Beweis. Wir verweisen auf Abshnitt 1.1, S. 3 unten. F�ur (iii) sei p ein Primidealvon oS, P die zugeh�orige Stelle von F=k und r die genaue Potenz, mit der p in DSaufgeht. Also ist r = vP (D) erf�ullt. Weil oS ein Dedekindring ist, gilt a 2 (DS)�1genau dann, wenn a 2 F und vP (a) � �r ist. Analoges tri�t f�ur (DS)�1 zu, soda� L(D) = (DS)�1 \ (DS)�1 folgt.2.3. Bemerkung. Es sei D ein durh (DS; DS) dargestellter Divisor. Dann wirdD + r(x)0 durh (xrDS; DS) und D + r(x)1 durh (DS; x�rDS) dargestellt.



2.1. BASEN DER K-R �AUME L(D) 13Wegen Proposition 2.2, (iii) sind wir nun an der Beziehung von (DS)�1 und(DS)�1 in F interessiert. Die Ideale in IS und IS sind freie k[x℄- beziehungswei-se o1-Moduln vom Rang n, wir k�onnen daher Basen v1; : : : ; vn 2 (DS)�1 undb1; : : : ; bn 2 (DS)�1 von (DS)�1 und (DS)�1 w�ahlen. Weil F ein k(x)-Vektorraumder Dimension n ist, existiert dar�uber hinaus eine Matrix M 2 k(x)n�n, so da�(b1; : : : ; bn)M = (v1; : : : ; vn) gilt. Wir sehen, da� M eindeutig bis auf Multipli-kation mit einem unimodularen R 2 on�n1 von links und einem unimodularenT 2 k[x℄n�n von rehts ist, denn je zwei Basen von (DS)�1 oder (DS)�1 unter-sheiden sih um zwei solhe Transformationen. Korollar 1.7 pa�t genau auf dieseSituation, wir k�onnen damit nun einen Beweis f�ur Satz 2.1 geben:Beweis von Satz 2.1. Wir �xieren ein D und beweisen zun�ahst die Existenz.Durh Wahl einer Basis�ubergangsmatrix M f�ur (DS)�1 und (DS)�1 wie obenund durh Anwendung von Korollar 1.7 sehen wir, da� es Idealbasen (vi)i von(DS)�1 und (bi)i von (DS)�1 gibt, welhe zueinander diagonal liegen mit einereindeutigen Transformationsmatrix (x�diÆi;j)i;j, in anderen Worten x�dibi = vimit eindeutigen ganzrationalen Zahlen �di f�ur 1 � i � n.Es sei nun r 2 Z beliebig. Der Divisor D + r(x)1 wird gem�a� Bemerkung 2.3durh das Paar (DS; x�rDS) von Idealen eindeutig dargestellt. Die Idealbasenvon (DS)�1 und xr(DS)�1 sind (vi)i wie vorher und (b0i)i mit b0i = xrbi. Diesebe�nden sih bereits in diagonaler Lage. Wir betrahten nun den Shnitt von(DS)�1 mit xr(DS)�1: Das Element z = Pni=1 �ivi mit beliebigen �i 2 k[x℄ liegtin (DS)�1. Weil auf der anderen Seite z =Pni=1 �ix�di�rb0i gilt, sieht man, da� f�urdie Bedingung z 2 xr(DS)�1 notwendig und hinreihend ist, da� �ix�di�r 2 o1gilt. Dies bedeutet aber, da� deg �i � di + r ist. Aufgrund dieser Beobahtungund der k(x)-linearen Unabh�angigkeit der vi ergibt sih die Aussage von Satz 2.1�uber die Basis.Als n�ahstes beweisen wir die letzte Aussage: Die k(x)-lineare Unabh�angigkeitvon Elementen vi wie im Satz folgt aus der Basiseigenshaft der xjvi f�ur aller 2 Z. Denn wenn es eine Relation Pni=1 �ivi = 0 mit �i 2 k[x℄ niht alle nullgeben w�urde, dann w�aren die Elemente xjvi k-linear abh�angig.Zu zeigen bleibt die Eindeutigkeit jedweder di, die Satz 2.1 zusammen mit be-liebigen vi gen�ugen. Wir behaupten, da� erstens v1; : : : ; vn eine Idealbasis von(DS)�1 und zweitens xd1v1; : : : ; xdnvn eine Idealbasis von (DS)�1 darstellen. Weiles f�ur jedes g 2 (DS)�1 ein r 2 Z gibt, so da� g 2 L�D + r(x)1� gilt, k�onnenwir g durh die vi darstellen, und die erste Behauptung ist klar. F�ur die zwei-te Behauptung merken wir an, da� es f�ur jedes g 2 (DS)�1 ein h 2 k[x℄ gibt,so da� g 2 L�D + (h)0� ist. Wenn wir r := deg h setzen, gilt r(x)1 = (h)1und au�erdem D + (h)0 = D + r(x)1 + (h), so da� die Elemente h�1xjvi mit1 � i � n, 0 � j � di + r eine k-Basis von L�D + (h)0� darstellen (man beahte



14 KAPITEL 2. KONSTRUKTIVE RIEMANN-ROCH-THEORIEL�D+ (a)� = a�1L(D) f�ur a 2 F�). Wir sehen also, da� g durh eine o1-lineareKombination der xdivi dargestellt werden kann, was zu beweisen war.Weil nun die Basen v1; : : : ; vn von (DS)�1 und xd1v1; : : : ; xdnvn von (DS)�1 indiagonaler Lage zueinander sind, shlie�en wir auf die Eindeutigkeit der di durhdie Eindeutigkeitsaussage von Korollar 1.7.Aus dem Beweis ergibt sih speziell die Gleihung� nXi=1 jDji = deg(detM); (2.4)wobei M wie zuvor die Transformationsmatrix einer Basis von (DS)�1 zu einerBasis von (DS)�1 ist.Es ist klar, da� es eine Verbindung zwishen den k[x℄-Invarianten eines DivisorsD, dem Geshleht und der Dimension des exakten Konstantenk�orpers von F=k�uber k geben sollte.2.5. Korollar. Es bezeihne g das Geshleht von F=k, und es sei k0 der exakteKonstantenk�orper von F=k. F�ur die k[x℄-Invarianten jDji eines Divisors D giltdann nXi=1 jDji = degkD + [k0 : k℄(1� g)� n:Beweis. Wir w�ahlen r 2 Z gro� genug, so da� der Divisor D + r(x)1 nihtspeziell ist, [55, S. 33℄, und da� r � jDji f�ur alle 1 � i � n gilt. Aufgrund desSatzes von Riemann-Roh wissen wir dann, da� dimk(D + r(x)1) = degk(D +r(x)1) + [k0 : k℄(1� g) ist. Mittels Satz 2.1 best�atigen wir auf der anderen Seitedie Gleihungen dimk(D + r(x)1) = Pni=1(jDji + r + 1) = rn + n +Pni=1 jDji.Wegen degk(D + r(x)1) = degkD + rn erhalten wir das gew�unshte Resultatdurh Gleihsetzen.Das letzte Ergebnis erlaubt eine anshaulihe Interpretation der Invarianten gund [k0 : k℄ des Funktionenk�orpers F=k und des Grads eines Divisors D (f�ur einfestes, separierendes Element x): Durh diese wird n�amlih der "Abstand\ derden Divisor darstellenden Ideale DS und DS in F beshrieben. Bei wahsendemGrad entfernen sih DS und DS voneinander, wohingegen sih (DS)�1 und (DS)�1ann�ahern (so da� �Uberlappung entsprehend der Gr�o�e des Grads von D eintritt).F�ur den Beweis des Korollars haben wir den Satz von Riemann-Roh verwendet.Wir geben sp�ater einen konstruktiven Beweis des Satzes von Riemann-Roh an,welher auf der geeigneten Reformulierung dieses Korollars aufbaut. Dies wird



2.2. RIEMANN-ROCH-RAUM-BERECHNUNG I 15Korollar 2.10 sein, f�ur welhes wir einen alternativen Beweis verwenden, ohneden Satz von Riemann-Roh vorauszusetzen.Als Anwendung erhalten wir die folgende Shranke f�ur das Geshleht, vgl. [55,S. 132℄, [18, S. 201℄, [33, S. 169℄:2.6. Korollar. Der algebraishe Funktionenk�orper F=k mit dem exakten Kon-stantenk�orper k0 sei durh eine Gleihung f(x; y) = 0 mit einem in y normiertenund separablen, irreduziblen Polynom f(x; y) 2 k[x; y℄ gegeben. Dann gilt f�ur dasGeshleht von F=k g � Cf(n� 1)n� 2(n� [k0 : k℄)2[k0 : k℄ :Ist Cf = 1 und k0 = k, so erh�alt man darausg � (n� 1)(n� 2)2 :Beweis. Es sei � 2 F mit f(x; �) = 0. Wir betrahten Gleihungsordnungenk[x; �℄ von oS und o1[�=xCf ℄ von oS (�=xCf ist ganzalgebraish �uber o1). F�ur dieTransformationsmatrix der Basen haben wir dann(1; x�Cf�; : : : ; x�Cf (n�1)�n�1)(xCf (i�1)Æi;j)i;j = (1; �; : : : ; �n�1):Die Summe der Grade der hierin auftretenden x-Potenzen bildet wegen (2.4) eineobere Shranke f�ur die Summe der negierten k[x℄-Invarianten des Nulldivisors.Mit Korollar 2.5 erhalten wir dann: n + [k0 : k℄(g � 1) � Cfn(n � 1)=2, woraussih durh Umstellen der Ungleihung die Aussage ergibt.Man vergleihe diese Shranke f�ur das Geshleht mit der Shranke f�ur den Dis-kriminantengrad deg disyf(x; y) � Cfn(n� 1) aus Abshnitt 1.2.2.2 Riemann-Roh-Raum-Berehnung IIn diesem Abshnitt soll das Basisverfahren zur Berehnung des Riemann-Roh-Raums eines Divisors beshrieben werden. Wir setzen die Maximalordnungen oSund oS als berehnet voraus (vgl. Abshnitt 1.2). Die H�ohe eines Divisors D wirdals die Summe der Grade des Pol- und Nullstellendivisors von D de�niert:h(D) := degk(D)0 + degk(D)1:Es gibt nun zwei wesentlihe Arten der Darstellung eines Divisors D. Wie bis-her verwendet kann D durh zwei Ideale DS und DS repr�asentiert werden, von



16 KAPITEL 2. KONSTRUKTIVE RIEMANN-ROCH-THEORIEdenen wir im Hinblik auf Proposition 2.2, (iii) aber besser nur die Inversen ver-wenden. Diese Darstellung soll Idealdarstellung hei�en. Die andere Darstellung isteinfah diejenige als Summe von Stellen beziehungsweise als Potenzprodukt vonPrimidealen. Wir nennen sie die freie Darstellung. Die Divisorarithmetik wird f�urDivisoren in freier Darstellung exponentenweise und f�ur Divisoren in Idealdar-stellung mit Idealarithmetik durhgef�uhrt, wobei in beiden F�allen f�ur DivisorenD1; D2 wegen Abshnitt 1.2 ein in Cf , n und maxf h(D1); h(D2) g polynomialerAufwand entsteht (die Gr�o�e der Exponenten geht bei der freien Darstellung al-lerdings nur logarithmish ein). Durh Ausmultiplizieren der Primideale in einerfreien Darstellung kann man die Ideale DS und DS der Idealdarstellung bestim-men. Umgekehrt m�ussen diese beiden Ideale aber faktorisiert werden, um die imDivisor aufgehenden Stellen und ihre Exponenten zu erhalten. Dieser Darstel-lungswehsel erfordert in beiden Rihtungen nah Abshnitt 1.2 ebenfalls einepolynomiale Laufzeit in Cf , n und h(D). Durh die Verwendung von Hauptidea-len kann man so auh Hauptdivisoren in freier Darstellung von Elementen ausF� bestimmen.Die Berehnung eines Riemann-Roh-Raums besteht aus der Berehnung seinerBasis. Wir st�utzen uns dabei auf Satz 2.1 und untersheiden Basen in kurzer(durh vi, dj gegebener) und langer (durh xjvi gegebener) Darstellung.2.7. Algorithmus. (Riemann-Roh-Raum-Berehnung I)Eingabe: Ein Divisor D des algebraishen Funktionenk�orpers F=k.Ausgabe: Eine k-Basis von L(D) in kurzer oder langer Darstellung.1. (Basen) Bestimme k[x℄- beziehungsweise o1-Basen v01; : : : ; v0n und b01; : : : ; b0nder Ideale (DS)�1 und (DS)�1:2. (Trafo) Bestimme M 2 k(x)n�n mit (b01; : : : ; b0n)M = (v01; : : : ; v0n).3. (Shnitt) Bestimme die gesuhte Basis v1; : : : ; vn mit den k[x℄-Invariantendj durh Anwendung des Reduktionsalgorithmus auf die Spalten von Mgem�a� Korollar 1.7 und Satz 2.1.4. (Ende) Ausgabe der Basis von Satz 2.1 in kurzer oder langer Darstellung.Terminiere.2.8. Bemerkung. Der Algorithmus ben�otigt insgesamt eine in Cf ; n und h(D)polynomiale Laufzeit: Die Gr�o�e der Eintr�age der Matrix M im zweiten Shrittist n�amlih polynomial in Cf ; n und h(D). Folglih erfordert der Reduktionsalgo-rithmus ebenfalls polynomiale Zeit in Cf ; n und h(D).



2.2. RIEMANN-ROCH-RAUM-BERECHNUNG I 17Wenn man Riemann-Roh-R�aume zu Divisoren kleiner H�ohe, also ungef�ahr in derGr�o�enordnung von n oder Cf , berehnen m�ohte, eignet sih Algorithmus 2.7gut. Gerade im Zusammenhang mit der Divisorenklassengruppe globaler Funk-tionenk�orper kann es aber vorkommen, da� die Exponenten des Divisors in freierDarstellung bei kleinen Stellengraden in der Gr�o�enordnung qg liegen, wobei q dieElementanzahl von k und g das Geshleht von F=k ist. Dies bedeutet dann einenentsprehend der Bemerkung exponentiellen Zeitaufwand f�ur Algorithmus 2.7. DieDiskussion dieser Problematik wird in Abshnitt 2.6 fortgef�uhrt.2.9. Beispiel. Zur Demonstration der Methode betrahten wir ein m�oglihst ein-fahes Beispiel: Wir w�ahlen k = Q , f(x; y) = y2 � x3 � 1 und F = k(x; �)mit f(x; �) = 0, also einen elliptishen Funktionenk�orper. Man rehnet leihtnah, da� oF := Cl(k[x℄; F ) = k[x; �℄ gilt. F�ur die Bestimmung von oF;1 :=Cl(o1; F ) beahtet man, da� �=x2 ganzalgebraish �uber o1 ist. Das zugeh�origeMinimalpolynom ist f1(y) = y2 � (x3 + 1)=x4 2 o1[y℄, und hierf�ur gilt auhCl(o1; F ) = o1[�=x2℄. Man sieht damit, da� Q der exakte Konstantenk�orperist und das Geshleht eins betr�agt. Wir wollen das von x � 2 erzeugte Haupt-ideal in oF faktorisieren. Nah dem Satz von Kummer faktorisieren wir dazuf(x; y) mod (x � 2)k[x; y℄ in der Form y2 � 9 = (y � 3)(y + 3) und erhalten(x� 2)oF = p1p2 mit p1 = (x� 2)oF + (�� 3)oF und p2 = (x� 2)oF + (�+3)oF .Daraus shlie�en wir, da� es �uber der durh x� 2 de�nierten Stelle von k(x) vomGrad 1 zwei unverzweigte Stellen P1 beziehungsweise P2 von F=k vom Grad 1gibt, an denen x den Wert 2 und � den Wert 3 beziehungsweise �3 annimmt. Wiruntersuhen nun die Zerlegung der unendlihen Stelle 1 von k(x) in F . Dazumu� (1=x)oF;1 faktorisiert werden, weil 1=x ein Primelement von 1 ist. Wie-der mit dem Satz von Kummer und wegen f1(x; y) � y2 mod (1=x)o1[y℄ gilt(1=x)o1 = p23 mit p3 = (�=x2)oF;1. Die unendlihe Stelle von k(x) besitzt alsogenau eine, verzweigte Fortsetzung vom Grad 1 auf F , die ebenfalls mit 1 be-zeihnet wird. Man kann daher auh sagen, da� x den Grad 2 und � den Grad 3hat.Nun soll shlie�lih der Riemann-Roh-Raum von D = 31�P1, also der Shnittp1 \ p�33 , berehnet werden. Eine k[x℄-Basis von p1 wird durh (�1; �2) = (x �2; � � 3) und eine o1-Basis von p�33 durh (�1; �2) = (x3=�) (1; �=x2) gegeben.Daraus folgt die Basisbeziehung(�1; �2) = (�1; �2)� 0 (x3 + 1)=x51=x 0 �� 1 00 x2 �� x� 2 �30 1 �= (�1; �2)� 0 (x3 + 1)=x3(x� 2)=x �3=x � :Die Matrix ist bereits reduziert, so da� die k[x℄-Invarianten von D beide null



18 KAPITEL 2. KONSTRUKTIVE RIEMANN-ROCH-THEORIEsind und eine Basis des Riemann-Roh-Raums durh x � 2; y � 3 gegeben wird.Anshaulih gesprohen besteht L(D) aus den Elementen von p1, deren Graddurh 3 beshr�ankt ist, so da� das Ergebnis mit der obigen Bemerkung �uber dieGrade im Einklang steht.2.3 Der Satz von Riemann-RohUnter Benutzung der idealtheoretishen Sprahe aus Abshnitt 2.1 wollen wir nuneinen kurzen, konstruktiven Beweis des Satzes von Riemann-Roh 2.13 und eineDe�nition des Geshlehts geben. Wir nehmen an, da� wir uns in der Situationgenau nah dem Beweis von Satz 2.1 be�nden. Korollar 2.5 wird dann passendwie folgt reformuliert:2.10. Korollar. F�ur einen algebraishen Funktionenk�orper F=k gibt eine Kon-stante k;x 2 Z, abh�angig vom Konstantenk�orper k und vom gew�ahlten separie-renden Element x, so da� f�ur die k[x℄-Invarianten eines Divisors D gilt:nXi=1 jDji = degkD + k;x � n:Beweis. F�ur zwei Ideale a; b von oS oder oS ist der Grad der Determinante einer�Ubergangsmatrix einer Basis von a zu einer von ab durh deg�NF=k(x)(b)� gegeben.F�ur einen zus�atzlihen Divisor E von F=k stimmt die Summe �Pni=1 jD+Eji we-gen (2.4) mit dem Grad der Determinante einer �Ubergangsmatrix einer Basis von(DSES)�1 zu einer Basis von (DSES)�1 �uberein, analoges gilt f�ur �Pni=1 jDji.Durh Zusammensetzen erh�alt man daher den Ausdruk �Pni=1 jD + Eji =�Pni=1 jDji + deg�NF=k(x)(ES)�� deg�NF=k(x)(ES)�. Weil f�ur den Divisor E dieGleihung degk(E) = deg�NF=k(x)(ES)��deg�NF=k(x)(ES)� gilt, ergibt sih darausdie Formel nXi=1 jD + Eji = degk E + nXi=1 jDji:Wegen dieser Formel kann k;x unter Verwendung des Nulldivisors durh k;x :=Pni=1 j0ji + n de�niert werden.Die Summe der k[x℄-Invarianten eines Divisors ist also gleih seinem Grad pluseiner nur von k, x und dem Funktionenk�orper F=k abh�angigen Konstante. Wirk�onnen nun die Summe der niht-negativen jDji gem�a� Satz 2.1 (f�ur r = 0) un-gef�ahr als Dimension von L(D) au�assen. Zum Beweis des Satzes von Riemann-Roh 2.13 werden wir zeigen, da� es einen zu D dualen Divisor D� gibt, dessen



2.3. DER SATZ VON RIEMANN-ROCH 19niht-negative jD�ji ungef�ahr mit den negativen jDji �ubereinstimmen. Dies bedeu-tet dann dimkD � dimkD� � Pni=1 jDji = degkD + Konstante, welhes bereitsdie Riemann-Roh-Gleihung bis auf die gewissen Ungenauigkeiten darstellt.Um nun die Existenz eines solhen D� zu zeigen, benutzen wir komplement�areIdeale, komplement�are Divisoren und ihre grundlegenden Eigenshaften, vgl. [27,S. 88�.℄: Es sei A ein Hauptidealring,K der Quotientenk�orper, L=K eine separableK�orpererweiterung vom Grad n und B der ganze Abshlu� von A in L. Wenn aein (gebrohenes) Ideal von B ist, so ist a# := f� 2 L jTrL=K(�a) � Ag daskomplement�are Ideal zu a. Wenn a1; : : : ; an 2 a eine A-Basis von a ist, danngibt es a#1 ; : : : ; a#n 2 a# mit TrL=K(a#i aj) = Æi;j f�ur 1 � i; j � n, und diesebilden eine A-Basis von a#. Wenn b ein weiteres Ideal von B ist, haben wir(ab)# = a#b�1. Wieder in unserer Funktionenk�orpersituation sei der Divisor Ddurh (a; b) dargestellt. Der k(x)-komplement�are Divisor D# zu D wird als derdurh �((a�1)#)�1; ((b�1)#)�1� dargestellte Divisor de�niert. Wir merken an, da�diese De�nition tats�ahlih nur von dem rationalen Funktionenk�orper k(x) undniht von x selbst abh�angt. �Ahnlih wie oben gilt die Identit�at (D + E)# =D# � E f�ur Divisoren D und E. Der Di�erentendivisor DF=k(x) von F=k(x) istgleih dem k(x)-komplement�aren Divisor des Nulldivisors. Zuletzt de�nieren wirden zu einem Divisor D (k; x)-dualen Divisor D� durh D# � 2(x)1.Die n�ahsten Aussagen bilden die Grundlage des Satzes von Riemann-Roh:2.11. Lemma. F�ur die k[x℄-Invarianten des zu D k(x)-komplement�aren DivisorsD# gilt f�ur alle 1 � i � n: jD#ji = �jDji:Beweis. Wir k�urzen a = (DS)�1 und b = (DS)�1 ab. D# wird dann durh (a#)�1und (b#)�1 dargestellt. Wie in Abshnitt 2.1 seien a1; : : : ; an eine k[x℄-Basis vona und b1; : : : ; bn eine o1-Basis von b, so da� bi = xjDjiai f�ur 1 � i � n gilt. Esgen�ugt, b#i = x�jDjia#i zu beweisen: Es gibt �i;j 2 k(x), so da� a#j =Pni=1 �i;jb#igilt. Damit erhalten wir �i;j = TrF=k(x)(a#j bi) = xjDjiTrF=k(x)(a#j ai) = xjDjiÆi;j,wobei die erste und die letzte Gleihheit aufgrund der Dualbasiseigenshaft unddie zweite Gleihheit wegen bi = xjDjiai folgen.2.12. Lemma. F�ur jeden Divisor D von F=k und seinen (k; x)-dualen Divi-sor D� gilt die GleihungdimkD = degkD + k;x + dimkD�:Beweis. Wir k�onnen PjDji�0(jDji + 1) +PjDji��1(jDji + 1) = Pni=1 jDji + n =degkD + k;x wegen Korollar 2.10 shreiben. Nah Satz 2.1 ist die Dimensi-on dimkD gleih der obigen, ersten Summe. Wegen Lemma 2.11 und Satz 2.1



20 KAPITEL 2. KONSTRUKTIVE RIEMANN-ROCH-THEORIEsehen wir, da� die k[x℄-Invarianten von D� mit jD�ji = �jDji � 2 �uberein-stimmen. Aufsummieren f�ur die Dimension von D� ergibt bereits dimkD� =PjD�ji�0(jD�ji+1) = �PjDji��1(jDji+1), was das Negative der obigen, zweitenSumme ist.Der Divisor D� kann wegen dem zuvor gesagten als D� = Wk;x �D geshriebenwerden, wobei wir Wk;x als DF=k(x)� 2(x)1 de�nieren. Weiter sei l die Dimensiondes exakten Konstantenk�orpers k0 von F=k �uber k. Mit Lemma 2.12 erkennen wirnun, da� k;x von l geteilt wird und da� (Nulldivisor einsetzen) k;x � l gilt. Wirde�nieren shlie�lih das Geshleht von F=k durh g := 1� k;x=l und erhalten2.13. Satz (Riemann-Roh). Die Menge der Divisoren W von F=k, f�ur diedie Gleihung dimkD = degkD + l(1� g) + dimk(W �D)mit beliebigen Divisoren D gilt, bildet eine niht-leere Divisorenklasse von F=k.Ihre Elemente W; die kanonishen Divisoren, werden exakt durh dimkW = lgund degkW = 2l(g � 1) unter allen Divisoren von F=k harakterisiert.Beweis. Die Divisoren Wk;x sind kanonishe Divisoren, weil sie der gefordertenGleihung wegen des vorangegangenen Lemmas f�ur alle Divisoren D gen�ugen.Au�erdem h�angt die De�nition des Geshlehts niht von k oder x ab, weil f�urDivisoren D gro�en positiven Grads dimk0(Wk;x � D) = 0, folglih 1 � g =dimk0 D�degk0 D gilt, und die rehte Seite ist siherlih von x unabh�angig. WennW1 obige Gleihung f�ur alle Divisoren D erf�ullt, haben wir dimkW1 = lg unddegkW1 = 2l(g � 1), wie man durh Einsetzen des Nulldivisors und W1 f�ur Dsehen kann. Wenn f�ur W2 die Gleihungen dimkW2 = lg und degkW2 = 2l(g� 1)gelten, dann ist dimk(W1 �W2) = l und degkW1 �W2 = 0, so da� W1 und W2derselben Divisorenklasse angeh�oren. Dies zeigt die letzte Aussage sowie, da� diekanonishen Divisoren tats�ahlih eine Divisorenklasse bilden.2.4 Eigenshaften der k[x℄-InvariantenIn diesem Abshnitt soll auf weitere Eigenshaften der k[x℄-Invarianten eines Divi-sors D von F=k eingegangen werden. Gilt dimk(W�D) > 0 f�ur einen kanonishenDivisor W , so wird D speziell genannt.2.14. Lemma. Ein Divisor D von F=k ist niht speziell genau dann, wenn f�urseine k[x℄-Invarianten jDji � �1 gilt.



2.5. VERBINDUNG ZUR GITTERTHEORIE 21Beweis. F�ur den (k; x)-dualen Divisor D� von D gilt dimk(W �D) = dimkD� =�PjDji��1(jDji+1) (wie im Beweis von Lemma 2.12). Daraus folgt die G�ultigkeitder Aussage.2.15. Lemma. F�ur die k[x℄-Invarianten eines Divisors D von F=k gilt:0 � jDj1 � jDjn � l(1 + g):Beweis. Die erste Ungleihung ist klar, weil die jDji per De�nition in i monotonfallen. Durh Addition von Vielfahen von (x)1 zu D �andert sih die VarianzjDj1 � jDjn der k[x℄-Invarianten niht (siehe Satz 2.1), so da� wir jDj1 = 0,folglih dimkD > 0 annehmen k�onnen. Es sei D� der (k; x)-duale Divisor zu D.Aus dimkD� = 0 folgt 0 � jDji � �1 f�ur alle 1 � i � n wegen Lemma 2.14, unddie Aussage ist wahr. Wir nehmen nun an, da� dimkD� > 0 ist und benutzendie Tatsahe [55, S. 34℄, da� dimk A + dimkB � l + dimk(A + B) f�ur DivisorenA und B mit dimk A > 0 und dimkB > 0 gilt. Entsprehend dem Vorgehen imBeweis von Lemma 2.12 haben wir dimkD = PjDji�0(jDji + 1) � jDj1 + 1 unddimkD� = �PjDji��1(jDji + 1) � �jDjn � 1. Wegen D + D� = Wk;x erhaltenwir durh Aufsummieren und unter Beahtung der zitierten Ungleihung, da�jDj1+1�jDjn�1 � dimkD+dimkD� � l+ lg gilt, womit der Beweis vollst�andigerbraht ist.2.5 Verbindung zur Gittertheorie in globalenFunktionenk�orpernIn diesem Abshnitt wollen wir die Relevanz der k[x℄-Invarianten eines DivisorsD f�ur die Geometrie der Zahlen eines globalen Funktionenk�orpers F=k mit se-parierendem Element x erl�autern. Zu diesem Zwek wiederholen wir kurz eini-ge Begri�e und Aussagen aus [50℄ (in etwas ver�anderter Form). Die durh einenFunktionenk�orper gegebenen Gitter sind im allgemeinen niht mehr �uber k((x�1))wie die Gitter von Abshnitt 1.3 de�niert, sondern beispielsweise �uber Puiseux-reihenk�orpern. Wir gehen hierauf niht weiter ein, merken aber an, da� die Git-tertheorie aus Abshnitt 1.3 hier analog gilt.Wir wehseln vom logarithmishen L�angenma� deg zu einem Absolutbetrag mit-tels der Beziehung logq j � j = deg(�): Im rationalen Funktionenk�orper k(x) de�-nieren wir den Absolutbetrag eines � 2 k(x) durh j�j = q�v1(�), wobei q die(endlihe) Anzahl der Elemente von k ist. Die Menge der Stellen �uber1 wird alsS = fP0; P1; : : : ; Psg geshrieben, und wir bezeihnen mit vi beziehungsweise j � jidie zu Pi geh�orige, surjektive exponentielle Bewertung beziehungsweise den Ab-solutbetrag, so da� j�ji = q�vi(�) f�ur beliebiges � 2 F� gilt. Es sei nun D ein



22 KAPITEL 2. KONSTRUKTIVE RIEMANN-ROCH-THEORIEDivisor von F=k. Wir de�nieren i als den Exponenten von Pi in D und ei als denVerzweigungsindex von Pi �uber1. Auf dem k(x)-Vektorraum F existiert eine ul-trametrishe, j � j-lineare Norm jj � jjD de�niert durh jj�jjD = maxsi=0 q�i=eij�j1=eii .Der freie k[x℄-Modul (DS)�1 ist diskret bez�uglih jj � jjD und wird das zu D (undk, x) geh�orige Gitter �D genannt. F�ur diese Gitter haben wir den �ublihen Begri�der sukzessiven Minima.Eine Basis !1; : : : ; !n von �D, geordnet nah aufsteigenden jj � jjD-Werten, wirdshwah reduziert genannt, wenn �logq jjPni=1 �i!ijjD� = maxni=1�logq jj�i!ijjD�f�ur alle �i 2 k[x℄, (1 � i � n) gilt. Sie hei�t reduziert, wenn jjPni=1 �i!ijjD =maxni=1 jj�i!ijjD f�ur alle �i 2 k[x℄, (1 � i � n) gilt. Es ist klar, da� reduzierteBasen auh shwah reduziert sind. Man kann nun beweisen, da� reduzierte Ba-sen die sukzessiven Minima von �D realisieren und da� es (im Fall der zahmenVerzweigung der Stellen von S �uber 1) reduzierte Basen f�ur alle �D gibt [50℄.Die Berehnung reduzierter Gitterbasen erfolgt im zahm verzweigten Fall mit demReduktionsalgorithmus aus [50℄. Hierf�ur werden Approximationen der Gitterele-mente in der Form von Puiseuxreihenentwiklungen verwendet.2.16. Satz. Es sei D ein Divisor von F=k und �D das zugeh�orige Gitter bez�ug-lih k, x. Die shwah reduzierten Basen !1; : : : ; !n von �D entsprehen genauden Elementen v1; : : : ; vn 2 F aus Satz 2.1. Weiterhin stehen die k[x℄-InvariantenjDji und die Absolutbetr�age jj!ijjD (dies sind die sukzessiven Minima von �D imFall einer reduzierten Basis) in der BeziehungjDji = ��logq jj!ijjD�:Beweis. Es sei D ein Divisor von F=k und r 2 Z. Wir merken als erstes an, da�f�ur � 2 F die Bedingungen � 2 L(D + r(x)1) und � 2 �D ^ logq jj�jjD � r�aquivalent sind, wie eine leihte Rehnung zeigt.Es seien !1; : : : ; !n shwah reduziert und ti := ��logq jj!ijjD�. F�ur beliebiges � =Pni=1 �i!i mit �i 2 k[x℄ und r 2 Z erh�alt man wegen der shwahen Reduziertheitder !i die folgenden �Aquivalenzen:� 2 L(D + r(x)1) , logq jj�jjD � r, �logq jj�i!ijjD� � r; f�ur 1 � i � n;, deg �i � ti + r; f�ur 1 � i � n:Die Eindeutigkeitseigenshaft der k[x℄-Invarianten von D aus Satz 2.1 ergibt, da�jDji = ti ist und da� die !i die Eigenshaft der vi aus Satz 2.1 besitzen.Es bleibt zu zeigen, da� beliebige Elemente vi des Satzes 2.1 shwah reduziertsind. Daf�ur sei � = Pni=1 �ivi beliebig und r 2 Z minimal, so da� � 2 L(D +r(x)1) ist. Wegen Satz 2.1 haben wir �ivi 2 L(D + r(x)1). Die am Anfang des



2.6. DIVISORREDUKTION 23Beweises erw�ahnte �Aquivalenz zeigt nun, da� logq jj�jjD � r und logq jj�ivijjD � rf�ur alle 1 � i � n gilt. Wegen der Minimalit�at von r erhalten wir daher r =�logq jj�jjD� � maxni=1�logq jj�ivijjD� � r.2.6 DivisorreduktionWir kn�upfen an die Situation des Abshnitts 2.2 an. Zur Vereinfahung der No-tation betrahten wir Grade und Dimensionen nun �uber dem exakten Konstan-tenk�orper k0 und setzen k = k0 voraus.2.17. De�nition. Es sei A ein Divisor mit deg(A) � 1. Der Divisor eD hei�tmaximalreduziert entlang A, wenn eD � 0 und dim( eD�rA) = 0 f�ur alle r � 1 gilt.Die Menge der entlang A maximalreduzierten Divisoren wird mit Dmaxred (F=k; A)bezeihnet. Es sei m � deg(A). Der Divisor eD hei�t m-minimalreduziert entlangA, wenn eD � 0, dim( eD) � m und dim( eD + rA) > m f�ur alle r � 1 gilt.Die Menge der entlang A m-minimalreduzierten Divisoren wird mit Dmred(F=k; A)bezeihnet. Die Darstellung eines Divisors D als D = eD + rA � (a) mit einementlang A maximalreduzierten (m-minimalreduzierten) Divisor eD, r 2 Z, a 2 F�(und m � deg(A)) nennen wir eine Maximalreduktion (m-Minimalreduktion) vonD entlang A.Die Eigenshaft eines Divisors, reduziert zu sein, ist zwar an sih niht besondersinteressant, spielt aber wegen ihrer Verwendung bei Berehnungen mit der Di-visorenklassengruppe eine wihtige Rolle. Wir bemerken die folgenden weiterenEigenshaften, wobei das Geshleht von F=k mit g bezeihnet sei: F�ur entlang Amaximalreduzierte Divisoren eD gilt dim( eD) � deg(A) und deg( eD) < g+deg(A).F�ur entlang A m-minimalreduzierte Divisoren eD gilt deg( eD) < g +m.F�ur eine m-MinimalreduktionD = eD1+rA�(a) haben alle weiteren m-Minimal-reduktionen den gleihen Grad und werden durh eD2 := (b) + eD1 f�ur b 2 L( eD1)gebildet. Analoges gilt f�ur die Maximalreduktionen. Man sieht daher, da� die m-Minimal- und Maximalreduktionen entlang A mittels einer Basis von L( eD1) ineine 1-1-Beziehung zu den Punkten des projektiven Raums Pdim( eD1)(k) gesetztwerden k�onnen (in der algebraishen Geometrie werden diese auh "vollst�andigelineare Reihen\ genannt). Aus diesen �Uberlegungen folgt2.18. Proposition. Es sei A ein Divisor mit deg(A) = 1. Die Maximalreduktioneines Divisors D entlang A ist dann eindeutig. Anders ausgedr�ukt: F�ur jedeDivisorenklasse [D℄ gibt es genau einen entlang A maximalreduzierten Divisor eDund ein eindeutig bestimmtes r 2 Z mit [D℄ = [ eD + rA℄.



24 KAPITEL 2. KONSTRUKTIVE RIEMANN-ROCH-THEORIEBeweis. Wir berehnen [D�rA℄ mit dem maximal m�oglihen, eindeutig bestimm-ten r 2 Z, so da� dim�[D � rA℄� = 1 ist. Die Klasse [D � rA℄ enth�alt eineneinzigen, positiven Divisor eD, welher entlang A maximalreduziert ist. Damit isteD + rA ein eindeutiger Repr�asentant von [D℄. Die Eindeutigkeit von (a) ergibtsih wegen (a) = eD + rA�D.�Ahnlih wie im Beweis der Proposition wollen wir nun die Shritte f�ur eine Reduk-tion von Divisoren in freier Darstellung erl�autern. Dies wird bei der Berehnungvon Riemann-Roh-R�aumen von Divisoren gro�er H�ohe oder gro�en Grads einewirksame Hilfe sein.Vorgegeben sei ein beliebiger Divisor A kleiner H�ohe und kleinen Grads; beispiels-weise ein Primdivisor vom Grad eins, falls existent. Einen Divisor D mit gro�enExponenten sh�opfen wir mittels A aus. Dies soll hei�en, da� wir ein (m�oglihst)gro�es Vielfahes von A von D subtrahieren, so da� D � rA noh eine Dimen-sion gr�o�er null besitzt. Hierbei kann r f�ur einen Divisor negativen Grads selbstnegativ sein. Mit diesem Vorgehen k�onnen wir erreihen, da� eD = (a) +D � rAf�ur a 2 L(D � rA) ein entlang A maximalreduzierter, ein m-minimalreduzierteroder nur ein im Grad beshr�ankter, positiver Divisor wird. Speziell hat mandann D = eD + rA� (a) und L(D) = a � L( eD + rA).Wir mahen zwei Beobahtungen: Erstens, ist a bekannt, so bestimmt man darauseD in Idealdarstellung, um Faktorisierung zu vermeiden. Zweitens, die Berehnungvon a und eD ist weiterhin shwierig, da h(D � rA) im allgemeinen niht kleinim Vergleih zu h(D) ist. Die hier explizit verwendete Darstellung von D durheD nennen wir Elementarreduktion entlang A, �uber die Wahl von r verf�ugen wirsp�ater. Die Elementarreduktion sollte also nur f�ur Divisoren kleiner H�ohe aus-gef�uhrt werden.Es gibt nun eindeutige Divisoren D0; : : : ; Dm, so da� D =Pmi=0 2iDi gilt und dieExponenten in den Di betraglih eins sind. Die Anzahl der in Di auftretendenStellen sollte niht zu gro� sein. Wir evaluieren diese Summe nah dem Hor-nershema, wobei vor jeder Multiplikation eine Elementarreduktion durhgef�uhrtwird. Mit eDm+1 := 0 nehmen wir f�ur �1 � j < m induktiv an, da�D = 2m�j eDm�j + m�j�1Xi=0 2iDi + A mXi=m�j 2iri � mXi=m�j 2i(ai)gilt. Durh eine Elementarreduktion von 2 eDm�j +Dm�j�1 erhalten wir die Dar-stellung 2 eDm�j + Dm�j�1 = eDm�j�1 + rm�j�1A � (am�j�1) desselbigen. DurhEinsetzen dieses Ausdruks sieht man, da� die Darstellung von D mit j auh f�ur



2.6. DIVISORREDUKTION 25j + 1 gilt. Daraus ergibt sih f�ur j = m :D = eD0 + A mXi=0 2iri � mXi=0 2i(ai) (2.19)Die Gr�o�e der Exponenten von D geht jetzt nur noh logarithmish ein. Pro-blematish bleibt weiterhin die Anzahl der in den einzelnen Di auftretendenStellen. Hier summiert man die Stellen aus Di sukzessive auf und erh�alt nahjedem Shritt Teildivisoren in Idealdarstellung, auf die man die Elementarreduk-tion anwendet. Die Anzahl der Stellen geht dann zwar weiterhin linear in dieLaufzeit ein, das Anwahsen der H�ohen wird jedoh vermieden. Wir shreibenalso Di = D0i+ liA�Ptj=1(bi;j), wobei t die Anzahl der in D auftretenden Stellenund D0i reduziert ist, setzen dies in Pmi=0 2iDi ein und wenden das Vorgehen f�ur(2.19) auf Pmi=0 2iD0i an. Zusammenfassend erh�alt man:D = eD0 + A mXi=0 2i(ri + li)� mXi=0 2i�(ai) + tXj=1(bi;j)� (2.20)Wir kommen auf die Wahl von r in der Elementarreduktion zu sprehen. Mankann zwei Strategien untersheiden, wobei weitere denkbar sind: Gradreduktionund Maximalreduktion entlang A. Die Gradreduktion liefert einen im Grad be-shr�ankten, positiven Divisor eD, wohingegen die Maximalreduktion einen entlangA maximalreduzierten Divisor eD ergibt. Bei der Gradreduktion bestimmt manalso D � rA mit einem maximalen r 2 Z, so da� g � deg(D � rA) < g + deg(A)gilt. Dann hat man auf jeden Fall positive, eventuell relativ gro�e Dimension,und f�ur die reduzierten Divisoren eD gilt ebenfalls g � deg( eD) < g + deg(A).Diese Reduktion ist niht eindeutig. Bei der Maximalreduktion bestimmt manwie im Beweis der Proposition 2.18 D � rA mit einem maximalen r 2 Z, so da�0 < dim(D � rA) � deg(A) gilt. Dann hat man deg( eD) < g + deg(A), der Gradkann also auh kleiner als g sein. F�ur einen Divisor A vom Grad eins ist dieseReduktion eindeutig. Beide Reduktionsarten stimmen f�ur vorgelegte Divisorenh�au�g �uberein.Wir fassen das Vorgehen in einem Algorithmus zusammen:2.21. Algorithmus. (Divisorreduktion)Eingabe: Divisoren A;D des algebraishen Funktionenk�orpers F=k, wobei D infreier Darstellung und deg(A) > 0 ist, und eine Strategie f�ur die Ele-mentarreduktion.Ausgabe: Ein positiver Divisor eD mit deg( eD) < g + deg(A), in Idealdarstellunggegeben, ein r 2 Z und Elemente ai; bi;j 2 F�, so da� D = eD + rA�Pmi=0 2i�(ai) +Ptj=1(bi;j)� mit t := jsupp(D)j gilt.



26 KAPITEL 2. KONSTRUKTIVE RIEMANN-ROCH-THEORIE1. (Zerlegung von D) Berehne m 2 Z und Divisoren D0; : : : ; Dm, deren Ex-ponenten betraglih eins sind und f�ur die D =Pmi=0 2iDi gilt.2. (Tr�agerreduktion) F�ur jedes i := 0; : : : ; m wird D0i sukzessive in Ideal-darstellung aufgebaut, wobei nah jeder Addition beziehungsweise Subtrak-tion eines Primdivisors von Di eine Elementarreduktion erfolgt. Dies liefertDi = D0i + liA�Ptj=1(bi;j).3. (Exponentenreduktion) Es sei eDm+1 := 0. Berehne f�ur j := �1; : : : ; m� 1einen Divisor eDm�j�1 in Idealdarstellung, ein rm�j�1 2 Z und am�j�1 2 Fmittels der Elementarreduktion angewendet auf 2 eDm�j + D0m�j�1, so da�2 eDm�j +D0m�j�1 = eDm�j�1 + rm�j�1A� (am�j�1) gilt.4. (Ende) Setze eD := eD0 und r := Pmi=0 2i(ri + li). Ausgabe von eD, r undai; bi;j. Terminiere.2.22. Bemerkung. Die Gr�o�e der Exponenten geht logarithmish und die An-zahl der Stellen von D linear in die Laufzeit ein. Letzteres gilt, weil die H�oheder D0i wegen der Reduktion in Abh�angigkeit von deg(A) st�andig beshr�anktwird. Insgesamt gibt es also �; � 2 R>0 , so da� Algorithmus 2.21 eine Laufzeit� � log(h(D)) jsupp(D)j (nCf deg(A)d)� ben�otigt, wobei d der maximale Gradder in D auftretenden Stellen ist. Die Elementarreduktion l�a�t sih in der Praxisbesonders g�unstig f�ur A = (x)1 durhf�uhren.2.23. Bemerkung. Wird ein Divisor A mit deg(A) = 1 gew�ahlt und als Strate-gie f�ur die Elementarreduktion die Maximalreduktion verwendet, so liefert Algo-rithmus 2.21 f�ur jeden Divisor D die eindeutige Maximalreduktion von D entlangA (weil im letzten Shritt eine Maximalreduktion durhgef�uhrt wird). Man kannso eindeutige Repr�asentanten f�ur Divisorenklassen berehnen. W�ahlt man im Falleines globalen Funktionenk�orpers �uber dem exakten Konstantenk�orper mit q Ele-menten ein A gr�o�eren Grads, so erh�alt man maximal (qdeg(A)�1)=(q�1) M�oglih-keiten f�ur eine Maximalreduktion eD, also eine "beshr�ankte\ Mehrdeutigkeit.2.24. Bemerkung. Die Berehnung aller m-Minimalreduktionen eines DivisorsD entlang A wird ebenfalls auf Algorithmus 2.21 zur�ukgef�uhrt. Man bestimmtzun�ahst die Maximalreduktion D = eD + rA + (a) und suht dann (bin�are Su-he m�oglih) das maximale j mit dim( eD + jA) � m, wobei 0 � j � b(g +m �1�deg( eD))= deg(A) gilt. Man erh�alt damit einen Vertreter derm-Minimalreduk-tionen modulo Hauptdivisoren, die anderen ergeben sih entsprehend der Bemer-kungen vor Proposition 2.18. Im Fall eines globalen Funktionenk�orpers lassen sihdie einzelnen m-Minimalreduktionen sogar direkt aufz�ahlen, ihre Anzahl betr�agtn�amlih maximal (qm � 1)=(q � 1), q = jkj.



2.7. RIEMANN-ROCH-RAUM-BERECHNUNG II 272.7 Riemann-Roh-Raum-Berehnung IIMit Hilfe der Divisorreduktion des vorigen Abshnitts und der Beziehung L(D) =a � L( eD + rA) f�ur D = eD + rA � (a) k�onnen wir nun Riemann-Roh-R�aumeauh f�ur "gro�e\ Divisoren berehnen. Dazu beahten wir zwei Dinge: Enth�altder Divisor D gro�e Exponenten, hat dabei aber einen kleinen Grad, so solltedie Berehnung von L( eD+ rA) mit der Divisorreduktion D = eD+ rA� (a) keinProblem darstellen, weil die Dimension ebenfalls klein ist. Bei gro�em Grad von Dist aber auh die Dimension gro�, die Angabe einer Basis k�onnte Shwierigkeitenbereiten. Doh auh dies stellt nah Satz 2.1 kein Problem dar, wenn A = (x)1gilt. Die Basiselemente k�onnen in diesem Fall parametrish angegeben werden.Daraus ergibt sih2.25. Algorithmus. (Riemann-Roh-Raum-Berehnung II)Eingabe: Ein Divisor D des algebraishen Funktionenk�orpers F=k.Ausgabe: Eine k-Basis von L(D) in kurzer Darstellung wie in Satz 2.1, wobei dieBasiselemente vi durh Potenzprodukte von Elementen aus F� gegebensind.1. (Reduktion) F�uhre unter Verwendung von A = (x)1 und der Gradreduktioneine Divisorreduktion von D gem�a� Algorithmus 2.21 durh, wir erhalteneD, r 2 Z und a 2 F� mit D = eD + rA � (a), wobei a das Potenzproduktder ai und bi;j ist.2. (Riemann-Roh) Berehne mittels Algorithmus 2.7 eine Basis von L( eD) inkurzer Darstellung, gegeben durh v01; : : : ; v0n und d01; : : : ; d0n.3. (Ende) Setze vj := av0j, dj := d0j+r f�ur j := 1; : : : ; n. Ausgabe von v1; : : : ; vnund d1; : : : ; dn. Terminiere.2.26. Bemerkung. Gem�a� Bemerkung 2.22 ist der Aufwand f�ur diesen Algo-rithmus von derselben Form wie der f�ur Algorithmus 2.21.2.8 Weitere Methoden zur Berehnungvon Riemann-Roh-R�aumenWir wollen in diesem Abshnitt alternative Formen der Berehnung von Riemann-Roh-R�aumen diskutieren beziehungsweise erw�ahnen.



28 KAPITEL 2. KONSTRUKTIVE RIEMANN-ROCH-THEORIEAufgrund von Satz 2.16 l�a�t sih der Riemann-Roh-Raum eines Divisors auh auseiner reduzierten Basis des Gitters �D und seinen sukzessiven Minima bestimmen.Zu den Vorteilen dieser Methode: Eine reduzierte Basis enth�alt mehr Informationals eine shwah reduzierte Basis, und zwar die Information �uber das Verzwei-gungsverhalten der Stellen �uber 1. Die Folge hiervon ist, da� Satz 2.1 nun f�ur"verallgemeinerte\ DivisorenD+r(x)1 mit r 2 R und rationalen k[x℄-Invariantenausgesprohen werden kann. Wir bemerken, da� sih dies g�unstig auf die Maxi-malreduktion von Divisoren entlang (x)1 auswirkt (das gesuhte r ist nun n�amlihrational, so da� auh Teildivisoren von (x)1 spezi�ziert werden k�onnen).Zu den Nahteilen z�ahlt, da� die Gitterreduktion Approximationen verwendet.Um korrekte Ergebnisse zu erhalten, ist daher die Verwendung einer ausreihen-den Pr�azision beziehungsweise die Durhf�uhrung einer Fehleranalyse unerl�a�lih.Abgesehen von Pr�azisionsfragen ist die Gittermethode von der mathematishenund von der programmiertehnishen Seite her aufwendiger. W�ahrend nur imFall der zahmen Verzweigung Puiseuxreihenentwiklungen zur Verf�ugung stehen,werden ansonsten allgemeinere P -adishe beziehungsweise Hamburger-NoetherReihen ben�otigt. Shlie�lih d�urfte es Probleme bereiten, bei der Riemann-Roh-Raum-Berehnung auh diskrete Bewertungen des Konstantenk�orpers zu ber�uk-sihtigen. Dies ist bei der hier beshriebenen, symbolishen Methode m�oglih undwird in Abshnitt 2.10 behandelt.Zur Riemann-Roh-Raum-Berehnung und zu ihren Anwendungen, siehe n�ahsterAbshnitt, gibt es ferner Methoden, die von der Seite der algebraishen Geometrieinspiriert werden [6, 20, 57, 58℄. Diese basieren auf dem Brill-Noether Algorithmusund verwenden ebenfalls Reihenentwiklungen.2.9 AnwendungenDer Satz von Riemann-Roh dominiert die gesamte Theorie der algebraishenFunktionenk�orper (einer Variablen). Entsprehend umfangreih sind die Anwen-dungsgebiete konstruktiver Verfahren der Riemann-Roh-Theorie. Wir wollen einpaar Beispiele erw�ahnen.Die Konstruktion algebraish-geometrisher Codes kann mit Hilfe von Basen vonRiemann-Roh-R�aumen und auh von Basen von Divisoren zugeordneten Di�e-rentialr�aumen erfolgen, vgl. [55℄.Die Berehnung von Di�erentialr�aumen 
(D) selbst kann ebenfalls auf die Be-rehnung von Riemann-Roh-R�aumen zur�ukgef�uhrt werden. Der Funktionenk�or-per F=k �uber dem vollkommenen K�orper k werde durh f(x; y) = 0 de�niert,wobei f(x; y) 2 k[x; y℄ in y normiert, separabel und irreduzibel ist. Wir deu-



2.10. ZUS �ATZLICHE BEWERTUNGSBEDINGUNGEN 29ten das Vorgehen nur grob an. Durh Anwendung des Di�erentialoperators d auff(x; y) = 0 erh�alt man nah den Di�erentiationsregeln eine F -lineare Relationzwishen dy und dx: dy = �fxfy dx;wobei der Nenner ungleih null nah Voraussetzung an f(x; y) ist (fx und fy sinddie partiellen Ableitungen nah x und y). Ein beliebiges Element a von F l�a�t sihals rationale Funktion in x; y darstellen. Durh Anwenden von d auf a in dieserDarstellung und unter Beahtung der Relation zwishen x und y erh�alt man dannein b 2 F mit da = b dx. Man wei�, da� sih jedes Di�erential als b dx f�ur ein b 2 Fdarstellen l�a�t. Der Divisor des Di�erentials b dx ist (b dx) = (b) + (dx), wobei(dx) = DF=k(x)�2(x)1 gilt, siehe [55, S. 156 (3.16)℄. Den Di�erentendivisor k�onnenwir wie �ublih leiht mit Hilfe der Spurenmatrizen berehnen [9, S. 203, 4.8.18℄.Insgesamt sind wir also in der Lage, den Divisor eines beliebigen Di�erentials zubestimmen. Andererseits sieht man auh, da� f�ur einen DivisorD die Ungleihung(b dx) � D genau dann gilt, wenn (b)+ (dx)�D � 0 ist. Diese �Aquivalenz lieferteinen k-Vektorraumisomorphismus 
(D) �! L((dx) � D), mit dessen Hilfe wirdann shlie�lih eine k-Basis von 
(D) berehnen k�onnen.Eine weitere, wihtige Anwendung liegt in der M�oglihkeit, in der Divisoren-klassengruppe eines algebraishen Funktionenk�orpers explizit zu rehnen. Sindzwei Divisorenklassen [D1℄ und [D2℄ gegeben, so gilt trivialerweise [D1℄ + [D2℄ =[D1 + D2℄ und k[D1℄ = [kD1℄. Es stellt sih aber die Frage, wann zwei Klassengleih beziehungsweise wann eine Klasse die Hauptklasse ist. Gleihheit von [D1℄und [D2℄ gilt genau dann, wenn deg(D1) = deg(D2) und dim(D1 � D2) > 0 ist,und dieser "Hauptdivisortest\ kann mit den beshriebenen Methoden in einfaherund eÆzienter Weise durhgef�uhrt werden. Wir merken zus�atzlih an, da� wegenBemerkung 2.23 auh eindeutige Repr�asentanten selektiert werden k�onnen.Shlie�lih spielt die Riemann-Roh-Raum-Berehnung bei der Erzeugung vonRelationen f�ur die Klassengruppenberehnung eines globalen Funktionenk�orperseine zentrale Rolle. Darauf kommen wir aber in Kapitel 5 noh eingehend zusprehen.2.10 Zus�atzlihe BewertungsbedingungenIn den vorangegangenen Abshnitten haben wir diskrete Bewertungen des Kon-stantenk�orpers, falls vorhanden, unber�uksihtigt gelassen. Dies soll nun wieder-um in einer idealtheoretishen Weise nahgeholt werden. Die Ergebnisse diesesAbshnitts werden konstruktiv, aber theoretish dargestellt; wir geben keine ex-



30 KAPITEL 2. KONSTRUKTIVE RIEMANN-ROCH-THEORIEpliziten Algorithmen an. Es werden Methoden der Theorie der Moduln �uber De-dekindringen Verwendung �nden, f�ur die wir beispielsweise auf [10℄ verweisen.2.10.1 Ein weiterer GrundringEs sei R ein Dedekindring und k der Quotientenk�orper von R. Der Inhalt ont(g)eines Polynoms g 2 k[x℄ wird de�niert als der gr�o�te gemeinsame Teiler der vonden KoeÆzienten von g erzeugten Hauptideale. Es handelt sih hierbei um ein(gebrohenes) Ideal von R. Diese De�nition wird auf ganz k(x) durh die Setzungont(g=h) := ont(g)=ont(h) f�ur g; h 2 k[x℄ ausgedehnt. Die Inhaltsfunktionbesitzt drei Eigenshaften:(i) ont(g) = f0g , g = 0,(ii) ont(gh) = ont(g)ont(h),(iii) gd�ont(g); ont(h)� j ont(g + h) f�ur alle g; h 2 k(x).Man sagt, eine rationale Funktion habe ganzen Inhalt, wenn ihr Inhalt ein ganzesIdeal von R ist.Unter Verwendung eines festen, separierenden Elements x erweitern wir nun Rnah k(x) � F , indem wir Rhxi als den Ring der rationalen Funktionen mitganzem Inhalt de�nieren. Dieser Ring wird die Rolle eines weiteren Grundringsanalog wie k[x℄ und o1 spielen.2.27. Proposition. Der Ring Rhxi ist ein Hauptidealring und die Idealgruppenvon R und Rhxi sind isomorph unter a 7! Rhxia. Die Umkehrabbildung hiervonist b 7! b \ k.Beweis. Es sei a ein Ideal von R mit Erzeugern a0; : : : ; an 2 a. Das Ideal Rhxiastellt ein von a := anxn+� � �+a0 erzeugtes Hauptideal Rhxia dar, weil ont(a) = agilt und die Inhalte aller Elemente von Rhxia durh a teilbar sind. Im Bildbereihvon a 7! Rhxia liegen also nur Hauptideale.Es sei b 2 Rhxi. F�ur jedes � 2 ont(b) haben wir �=b 2 Rhxi, folglih � 2Rhxib, so da� ont(b) � Rhxib gilt. Weil Rhxiont(b) ein Hauptideal ist und einenErzeuger desselben Inhalts wie b wegen des vorangegangenen Absatzes besitzt,sind beide Erzeuger assoziiert (untersheiden sih nur um Einheiten) und es giltRhxiont(b) = Rhxib. Im Bildbereih von a 7! Rhxia liegen also alle Hauptidealevon Rhxi.Die Abbildung a 7! Rhxia ist siherlih multiplikativ, additiv und inklusionser-haltend. Nah den beiden letzten Abs�atzen erhalten wir eine Isomorphie der Ideal-gruppe von R zur Gruppe der Hauptideale von Rhxi. Die Abbildung b 7! b \ kist f�ur Hauptideale b von Rhxi dann tats�ahlih die Umkehrabbildung.



2.10. ZUS �ATZLICHE BEWERTUNGSBEDINGUNGEN 31Es bleibt zu zeigen, da� jedes ganze Ideal b von Rhxi ein Hauptideal ist. Wirsetzen a :=Pb2b ont(b). Dies ist ein ganzes Ideal von R und es gilt Rhxia = b,weshalb b ein Hauptideal sein mu�.Wir merken an, da� jedes Ideal a von R wegen des Chinesishen Restsatzes als dieSumme zweier Hauptideale dargestellt werden kann. Daher sieht man, da� sihjedes Ideal von Rhxi bereits durh ein einzelnes Element von R oder ein Polynomin R[x℄ vom Grad eins erzeugen l�a�t.Eine Gau�she Bewertung auf k(x) ensteht aus einer diskreten Bewertung von k,welhe wir zuerst auf k[x℄ als das Minimum der Bewertungen der KoeÆzienteneines gegebenen Polynoms de�nieren, und danah auf k(x) als Di�erenz der Be-wertung des Z�ahlers und der Bewertung des Nenners einer rationalen Funktionfortsetzen.Die Primideale von R de�nieren diskrete Bewertungen von k und wir bemerken,da� Rhxi auh als Ring derjenigen rationalen Funktionen von k(x) beshriebenwerden kann, deren Gau�she Bewertungen f�ur alle Primideale von R s�amtlihniht negativ sind.2.28. Beispiel. Die Elemente a 2 Zhxi, a 6= 0 lassen sih in der Form a = f=gnormieren, wobei f; g 2 Z[x℄ teilerfremde Polynome des Inhalts eins sind, g einenpositiven LeitkoeÆzienten besitzt und  2 Z�1 ist. Bewertungen von a lassen sihdann an  ablesen, denn f=g ist eine Einheit in Zhxi. �Ahnlihes kann man auhim Fall geeigneter Hauptidealringe R tun.2.10.2 Der ganze Abshlu� von Rhxi in FDer ganze Abshlu� von Rhxi im Funktionenk�orper F ist ein freier Rhxi-Moduldes Rangs n, weil wir uns gem�a� Proposition 2.27 in der Situation eines endliherzeugten, torsionsfreien Moduls �uber einem Hauptidealring be�nden. Eine Ganz-heitsbasis von Cl�Rhxi; F � kann im Prinzip mittels des Round-2-Algorithmus be-rehnet werden (welher beispielsweise in [9℄ und [17℄ beshrieben wird). Wirgehen hierauf aber niht n�aher ein.2.29. Beispiel. F�ur R = Z und k = Q betrahten wir den durh f(x; y) =y2�4x3�1 erzeugten Funktionenk�orper F = k(x; �) mit f(x; �) = 0. Wir suhenCl�Zhxi; F �. Unter Verwendung der Spur und Norm beliebig angesetzter Elemen-te sieht man wie im Fall quadratisher Zahlk�orper, da� wegen der Gestalt von fCl�Zhxi; F � = Zhxi[(1 + �)=2℄ gilt.



32 KAPITEL 2. KONSTRUKTIVE RIEMANN-ROCH-THEORIE2.10.3 Zus�atzlihe Bedingungen an Elemente aus L(D)Im Abshnitt 2.1 haben wir L(D) als den Shnitt von Idealen (DS)�1 und (DS)�1von oS beziehungsweise oS betrahtet. Durh Shnittbildung von L(D) mit einempassend gew�ahlten Ideal a von Cl�Rhxi; F � k�onnen wir zus�atzlih erreihen, da�die Fortsetzungen Gau�sher Bewertungen von k(x) auf F auf den Elementen desDurhshnitts vorgegebene Mindestwerte �ubershreiten.2.30. Lemma. Es sei D ein Divisor von F=k und a ein Ideal von Cl(Rhxi; F ).Dann ist L(D) \ a ein R-Modul. Es gibt Ideale b1; : : : ; bl von R und Elementeu1; : : : ; ul 2 F mit l := dimkD, so da� gilt:L(D) \ a = b1u1 _+ : : : _+ blul:Beweis. Weil L(D) ein k-Vektorraum, a ein Rhxi-Modul und k \ Rhxi = R ist,sehen wir, da� L(D)\a ein R-Modul ist. Nun sei v1; : : : ; vl eine k-Basis von L(D)und z1; : : : ; zn eine Rhxi-Basis von a. Es gibt eine Matrix M 2 R[x℄n�l und einengemeinsamen Nenner d 2 R[x℄ mit(z1; : : : ; zn)d�1M = (v1; : : : ; vl):Zur Bestimmung des Shnitts L(D) \ a verwenden jetzt wir eine Reihe von�aquivalenten Bedingungen. Es sei d das Ideal von R mit dRhxi = dRhxi unda = (v1; : : : ; vl)� mit � = (�i)i 2 kl. Dann gilta 2 L(D) \ a , d�1M� 2 Rhxin;, M� 2 dRhxin:Wir ersetzen nun jede Zeile von M durh mehrere, aber endlih viele neue Zeilen,und erhalten eine neue Matrix M 0: Fixiere eine Zeile �Pi i;jxi�j 2 k[x℄1�l miti;j 2 k. Diese wird durh (i;j)i;j ersetzt, wobei hierin noh Nullzeilen gestrihenwerden. Wir haben dannM 0 2 Rm�l mit m � l, denn M undM 0 haben l k-linearunabh�angige Spalten. Die letzte, obige Bedingung f�ur � liest sih nuna 2 L(D) \ a , M 0� 2 dm:Bezeihnen wir den von den Zeilen von M 0 erzeugten R-Modul mit V . DurhBerehnung der relativen Hermite-Normalform, siehe beispielsweise [10℄, f�ur dieZeilen von M 0 erhalten wir Ideale b01; : : : ; b0l und unabh�angige Zeilen s1; : : : ; sl 2k1�l, so da� V = b01s1 _+ : : : _+ b0lsl gilt. Es seien S die Matrix bestehend aus denZeilen s1; : : : ; sl, s01; : : : ; s0l die Spalten von S�1 und de�niere bi := d=b0i f�ur alle1 � i � l. Die �Aquivalenzenkette l�a�t sih damit wie folgt weiterf�uhren:a 2 L(D) \ a , v� 2 d; (v 2 V );, � 2 b1s01 _+ : : : _+ bls0l:



2.10. ZUS �ATZLICHE BEWERTUNGSBEDINGUNGEN 33Die Basiselemente ui erh�alt man also durh ui = (v1; : : : ; vl)s0i f�ur 1 � i � l.2.10.4 Shnitt von Cl�k[x℄; F�- mit Cl�Rhxi; F�-IdealenEs sei a ein Ideal von Cl�k[x℄; F � und b ein Ideal von Cl�Rhxi; F �. In diesem Ab-shnitt soll die Struktur und eine M�oglihkeit zur Berehnung von a \ b beshrie-ben werden. Wir zitieren eine Proposition, die �ubliherweise "Euklidisher Shritt\in Matrix-Normalform-Berehnungen �uber Dedekindringen genannt wird.2.31. Proposition. Es seien v1; v2 linear unabh�angige Elemente eines k-Vektor-raums V und a1; a2 Ideale von R. Dann gibt es � 2 a1=(a1 + a2) � R und � 2a2=(a1 + a2) � R mit �+ � = 1, so da� gilt:a1v1 _+ a2v2 = (a1 + a2)(�v1 + �v2) _+ (a1 \ a2)(v1 � v2):Beweis. Siehe beispielsweise [10℄.Das folgende Lemma entspriht dem Korollar 1.7.2.32. Lemma. Es sei M 2 k(x)n�n regul�ar. Dann gibt es ein U 2 Rhxin�n undein V 2 k[x℄n�n mit detU 2 Rhxi� und detV 2 k�, so da� UMV 2 k[x℄n�ndiagonal ist.Beweis. Wir nehmen an, da� M sih in unterer triangul�arer Gestalt be�ndet.Dies kann beispielsweise dadurh erreiht werden, da� M in die untere Spalten-Hermite-Normalform gebraht wird (bez�uglih eines gemeinsamen Nenners, k[x℄ist Euklidish).Wir beweisen die Diagonalisierbarkeit von M zuerst f�ur n = 2 und setzen voraus,da� sih M 2 k[x℄2�2 mit gemeinsamen Nenner h 2 k[x℄ tats�ahlih in untererSpalten-Hermite-Normalform be�ndet. Wir f�uhren jetzt eine induktive Shlu�-weise �uber endlih viele j 2 Z�1 f�ur geeignet konstruierte Ideale aj; j von Rhxi,Elemente aj; j; dj 2 k[x℄ und Rhxi-Moduln Uj := aj(aj; 0)+ j(j; dj) durh. F�urj = 1 sei a1 := 1 := Rhxi und � a1 01 d1 � :=M:Durh die nahfolgende Konstruktion weisen wir die Existenz eines r 2 Z�1 nah,f�ur welhes r = 0 gilt und ein T 2 k[x℄2�2 mit det(T ) 2 k� und Ur = U1Texistiert. Wir k�onnen dann a0 2 k[x℄, und analog 0, als das Produkt von ar undeinem Erzeuger von ar de�nieren. Damit gilt dannUr = Rhxi(a0; 0) +Rhxi(0; 0) = U1T:



34 KAPITEL 2. KONSTRUKTIVE RIEMANN-ROCH-THEORIEWeil sih zwei Basen von Ur durh eine Rhxi-unimodulare Transformation un-tersheiden, sehen wir shlie�lih, da� die DiagonalmatrixM 0 2 k[x℄2�2 mit a0; 0auf der Diagonalen durh Rhxi-unimodulare Zeilen- und k[x℄-unimodulare Spal-tenoperationen aus M wie gew�unsht hervorgeht. F�ur den eingangs de�niertengemeinsamen Nenner h 2 k[x℄ gibt es ein h0 2 k[x℄, so da� hh0 2 Rhxi� gilt. Esgen�ugt daher, M mit h0 zu multiplizieren, anstatt durh h zu dividieren, womitder Beweis f�ur n = 2 abgeshlossen w�are.Die angek�undigte Konstruktion erfolgt nun derart, da� f�ur geeignete MatrizenTj+1 2 k[x℄2�2 mit det(Tj+1) 2 k� die Bedingungenj 6= 0; deg j < deg dj; (2.33)deg(dj+1) = deg(j); Uj+1 = UjTj+1 (2.34)erf�ullt sind. Ohne Einshr�ankung gilt (2.33) f�ur j = 1, weil sih M vorausset-zungsgem�a� in Hermite-Normalform be�ndet.Wenn die obigen Werte f�ur ein j 2 Z�1 de�niert sind und (2.33) gilt, bestimmenwir die n�ahsten Werte f�ur j + 1 wie folgt: Es sei d1;j := aj aj=j \ k und d2;j :=j \ k. Damit haben wirUj = d1;jRhxi(j; 0) + d2;jRhxi(j; dj):Proposition 2.31 zeigt, da�d1;j(j; 0) + d2;j(j; dj) = (d1;j + d2;j)(�jj + �jj; �jdj) + (d1;j \ d2;j)(0; dj)f�ur geeignete �j; �j 2 R mit �j + �j = 1 und daher auhUj = (d1;j + d2;j)Rhxi(j; �jdj) + (d1;j \ d2;j)Rhxi(0; dj)gilt. Mit der Polynomdivision �jdj = jj + rj, deg(rj) < deg(j) de�nieren wiraj+1 := (d1;j \ d2;j)Rhxi; j+1 := (d1;j + d2;j)Rhxi;aj+1 := dj; dj+1 := j; j+1 := rj;Tj+1 := � �j 11 0 � :Im Fall j+1 6= 0 sind die Bedingungen (2.33) und (2.34) damit erf�ullt. Aufgrundder Gradbedingung (2.33) gilt jedoh notwendigerweise nah einer endlihen An-zahl r von Shritten wie gew�unsht r = 0 und Ur = U1T mit T :=Qrj=2 Tj.Es sei nun shlie�lih n > 2 und M 2 k(x)n�n in unterer Dreieksgestalt. Durhdie Diagonalisierung von 2 � 2 Teilmatrizen von M , die durh die Shnitte der



2.10. ZUS �ATZLICHE BEWERTUNGSBEDINGUNGEN 35Zeilen i; n und Spalten i; n f�ur i = n � 1; : : : ; 1 erhalten werden, k�onnen wiralle Elemente bis auf das letzte Element der n-ten Zeile von M zu null mahen.Indem dies auh f�ur die anderen Zeilen durhgef�uhrt wird, l�a�t sihM vollst�andigdiagonalisieren.Wir merken an, da� sogar erreiht werden kann, da� die Eintr�age von M einenGrad von h�ohstens eins besitzen. Im Fall eines Hauptidealrings R k�onnen siesogar selbst als eins gew�ahlt werden.2.35. Satz. Es sei a ein Ideal von Cl�Rhxi; F �, b ein Ideal von Cl�k[x℄; F �.Dann ist a\ b ein R[x℄-Modul und es gibt Ideale a1; : : : ; an von R und eine Basisw1; : : : ; wn von b, so da� gilt:a \ b = a1[x℄w1 _+ : : : _+ an[x℄wn:Die Idealklasse des Produkts der aj in R ist eine Invariante von a \ b (verallge-meinerte Steinitz-Klasse).Beweis. Der Shnitt Rhxi\k[x℄ ist gleih R[x℄. a ist ein Rhxi-Modul und b ist eink[x℄-Modul, beide sind frei vom Rang n. Daher ist a \ b ein R[x℄-Modul und esgibt eine regul�are Matrix M 2 k(x)n�n, welhe eine Basis von a (geshrieben alsZeile) in eine Basis von b transformiert. Wegen Lemma 2.32 k�onnen wir die Basisvon a und die Basis von b so w�ahlen, da� M diagonal ist. Die KoeÆzienten einerk[x℄-Linearkombination der Basiselemente von b werden durh M in eine k(x)-Linearkombination der Basiselemente von a transformiert. Multipliziert mit denDiagonaleintr�agen m�ussen diese in Rhxi liegen, was auh durh Idealzugeh�orig-keitsbedingungen wie oben mit den aj unter Beahtung von Proposition 2.27 aus-gedr�ukt werden kann. Shlie�lih gilt Qnj=1 aj = detM�1Rhxi \ k und detM istmodulo Multiplikation mit Einheiten aus Rhxi oder aus k[x℄ eindeutig de�niert,weshalb auh die Steinitz-Klasse eindeutig bestimmt ist.2.10.5 Der ganze Abshlu� von R[x℄ in FWeil es sih bei R[x℄ niht um einen Dedekindring handelt, kann man den Round-2-Algorithmus niht ohne weiteres zur Bestimmung von Cl�R[x℄; F � heranziehen.Unter Benutzung der Einheitsideale und mit der Beobahtung, da� Cl�R[x℄; F � =Cl�k[x℄; F � \ Cl�Rhxi; F � gilt, stellt Satz 2.35 die Struktur von Cl�R[x℄; F � alsR[x℄-Modul klar und gibt dar�uber hinaus eine Methode zur Bestimmung einer"Pseudo\-Basis an.



36 KAPITEL 2. KONSTRUKTIVE RIEMANN-ROCH-THEORIE2.36. Korollar. Es gibt Ideale a1; : : : ; an von R und k(x)-linear unabh�angige Ele-mente v1; : : : ; vn 2 F , so da� der Ring der R[x℄-ganzen Elemente von F die direkteSumme Cl�R[x℄; F �= a1[x℄v1 _+ : : : _+ an[x℄vnist. Die Idealklasse des Produkts der aj in R ist die (verallgemeinerte) Steinitz-Klasse von Cl�R[x℄; F �.Das Korollar zeigt au�erdem, da� Cl�R[x℄; F � projektiv ist, weil die Ideale ajund aj[x℄ invertierbar sind. F�ur R[x℄-Moduln ist dies im allgemeinen niht derFall, typishe Beispiele stellen gerade die niht invertierbaren Ideale von R[x℄dar, beispielsweise p[x℄+R[x℄x, p ein Primideal von R. Einen anderen Beweis f�urden Fall eines Hauptidealrings R �ndet man in [13, S. 192℄.2.37. Beispiel. F�ur den Funktionenk�orper in Beispiel 2.29 ist 1; (1 + �)=2 auheine k[x℄-Basis f�ur Cl�k[x℄; F �, so da� man Cl�Z[x℄; F � = Z[x; (1 + �)=2℄ hat.2.10.6 Parametrishe Basen von L(D) \ aSatz 2.1 zeigt die Existenz einer parametrishen Basis von L(D), durh die Basenf�ur alle L�D+r(x)1�, (r 2 Z) leiht angegeben werden k�onnen. Lemma 2.30 zeigt,wie eine Basis f�ur L(D) \ a erhalten werden kann. Es soll nun gekl�art werden,wie parametrishe Basen f�ur L�D + r(x)1� \ a angegeben werden k�onnen. DasHauptproblem liegt darin, da� der Reduktionsalgorithmus in Korollar 1.7 Spaltenbeliebig mit Elementen aus k� skalieren mu� und dadurh Ganzheitseigenshaftenverloren gehen, die in Lemma 2.30 zur�ukgewonnen werden. Wir ben�otigen eineProposition �uber die Erg�anzung von Riemann-Roh-Basen:2.38. Proposition. Es seien v1; : : : ; vn 2 F und d1; : : : ; dn 2 Z f�ur D wie inSatz 2.1 und es sei w1; : : : ; wn eine beliebige Idealbasis von (DS)�1. W�ahle ganz-rationale Zahlen sj, so da� wj 2 L�D � sj(x)1� f�ur 1 � j � n gilt. Dann gibtes eindeutig bestimmte l1; : : : ; ln 2 Z mit der Eigenshaft, da� die VereinigungenAr [Br der beiden Familien von MengenAr = f xiwj j 0 � i � sj + r; 1 � j � n g;Br = f xivj j maxf0; lj + rg � i � dj + r; 1 � j � n gdisjunkt sind und k-Basen von L�D + r(x)1� f�ur alle r 2 Z ergeben.Beweis. Da� die lj eindeutig bestimmt sind, sofern sie existieren, folgt aus derBasiseigenshaft von Ar _[Br f�ur gro�es r und weil die vi k[x℄-linear unabh�angigsind. Ar [ Br � L(D + r(x)1) ergibt sih aus der Wahl der sj und dj.



2.10. ZUS �ATZLICHE BEWERTUNGSBEDINGUNGEN 37Weil es sih bei L�D + r(x)1� um einen Vektorraum handelt, kann Ar durhgeeignete Wahl von Elementen xivj zu einer Basis erg�anzt werden. Es seien ti;j 2k[x℄ mit vj = Pni=1 ti;jwi. Wir sehen jetzt, da� sih xvj, 0 �  � dj + r, wegender KoeÆzientenshranken genau dann im Erzeugnis von Ar be�ndet, wenn  +deg(ti;j) � si + r f�ur alle 1 � i � n gilt. Erh�oht man das maximale  dieserEigenshaft um eins, so liegt xvj niht mehr im Erzeugnis von Ar. Daran erkenntman, da� lj := minfsi � deg(ti;j) j 1 � i � ng + 1 f�ur 1 � j � n das Gew�unshteleistet.2.39. Satz. Es sei D ein Divisor von F=k und a ein Ideal von Cl(Rhxi; F ). Esgibt ganzrationale Zahlen l0; r0; s�, Ideale a�; bj von R und Elemente w�; uj vonF f�ur 1 � � � n und 1 � j � l0, so da� f�ur alle r � r0L�D + r(x)1� \ a = X1���n0�i�s�+r a� xi w� + X1�j�l0 bj xr�r0 ujgilt, wobei alle Summen direkt sind.Beweis. Wir de�nieren die wj und aj wie in Satz 2.35 bez�uglih des Shnittsa \ (DS)�1 und �ubernehmen ansonsten die Notation von Proposition 2.38 undihrem Beweis. Es sei weiter r0 2 Z mit sj + r0 � 0 und lj + r0 � 0 f�ur alle1 � j � n. Wir betrahten beliebige r � r0 und setzen r0 := r�r0, s0j := sj+r�r0,l0j := lj + r� r0 und d0j := dj + r� r0, so da� s0j; l0j � 0 f�ur alle 1 � j � n gilt. Mitdiesen Bezeihnungen haben wirAr = f xiwj j 0 � i � s0j + r0; 1 � j � n g;Br = f xivj j l0j + r0 � i � d0j + r0; 1 � j � n g:Wir wollen die Elemente von Br "parametrish\ modulo der Elemente von Arreduzieren: Durh geeignetes Subtrahieren entfernen wir die Terme der Formx�wj 2 Ar aus den xivj = Pn�=1 xit�;jw� 2 Br und erhalten die Aussage: Esgibt vi;j := Pn�=1 xs0�+1�;i;jw�, �;i;j 2 k[x℄ f�ur 1 � �; j � n und l0j � i � d0j, soda� die Di�erenzen xr0(xivj � vi;j) im Erzeugnis von Ar liegen und Ar _[B0r mitB0r := f xr0vi;j j 1 � j � n; l0j � i � d0j geine k-Basis von L�D + r(x)1� f�ur alle r � r0 bildet. Wir bemerken, da� die vi;jbeziehungsweise �;i;j von r unabh�angig sind.F�ur ein beliebiges Element a 2 L�D+ r(x)1� gibt es ein hj 2 k[x℄ mit deg(hj) �



38 KAPITEL 2. KONSTRUKTIVE RIEMANN-ROCH-THEORIEs0j + r0 und �i;j 2 k f�ur 1 � j � n und l0j � i � d0j, so da� a durha = nXj=1 hjwj + xr0Xi;j �i;jvi;j= nX�=1 h�w� + nX�=1 xs0�+r0+1�Xi;j �i;j�;i;j�w�eindeutig dargestellt wird. Man beahte, da� die beiden Summen keine Terme derForm x�w� gemeinsam haben. Nah Satz 2.35 gilt nuna 2 a , h� 2 a�[x℄ und Xi;j �i;j�;i;j 2 a� [x℄; (1 � � � n):Die auf der rehten Seite stehende, zweite Bedingung ist unabh�angig von r. Die�i;j, die diese Bedingung erf�ullen, bilden einen endlih erzeugten, torsionsfreien R-Modul, dessen Basis man �ahnlih dem Vorgehen im Beweis von Satz 2.30 und wiein [17, S. 78�.℄ bestimmen kann. Hieraus ergibt sih die zu beweisende Aussage.2.10.7 AnwendungenAnwendungen der Ergebnisse dieses Abshnitts ergeben sih, wenn bei Spezialisie-rungen von x im Funktionenk�orper Ganzheitsbedingungen beahtet werden sollen,beispielsweise, wenn die Restklassenk�orper Zahlk�orper sind und man durh dieRestbildung ganzalgebraishe Elemente beziehungsweise Minimalpolynome mitganzen KoeÆzienten erhalten m�ohte.Ein anderes Einsatzgebiet ergibt sih mit der Reduktion eines Funktionenk�orpersnah einer diskreten Bewertung (einem Primideal) des Konstantenk�orpers, es seiauf [13, S. 187�.℄ verwiesen. Man betrahtet f�ur gew�ohnlih nur regul�are Prim-ideale oder Primideale guter Reduktion. Der obige Ansatz ist jedoh v�ollig allge-meing�ultig und kann somit f�ur beliebige diskrete Bewertungen beziehungsweisePrimideale angewendet werden. Durh die Betrahtung des Dedekindrings R (undniht nur des Bewertungsrings einer diskreten Bewertung) werden die Berehnun-gen simultan f�ur alle Primideale von R ausgef�uhrt.Abshlie�end sei bemerkt, da� die Klassenzahl von Cl�Rhxi; F � nah dem Irre-duzibilit�ats- und Tr�agheitssatz aus [13, S. 187�.℄ endlih ist.



Kapitel 3DivisorenklassengruppenIn diesem Kapitel werden die f�ur die Klassengruppenberehnung relevanten theo-retishen Aussagen zusammengestellt. Die wihtigsten Ergebnisse sind die Her-leitung einer Shranke an die Grade der f�ur die Erzeugung der Klassengruppeben�otigten Stellen und die Angabe einer Formel f�ur die Approximation der Klas-senzahl.F=k bezeihnet einen globalen Funktionenk�orper �uber dem exakten, endlihenKonstantenk�orper k mit dem Geshleht g. Die Charakteristik von k sei p, dieElementanzahl q. In einem fest gew�ahlten, algebraishen Abshlu� �F von F seikr die Erweiterung von k vom Grad r und Fr=kr mit Fr = Fkr die Konstan-tenk�orpererweiterung von F=k vom Grad r.3.1 Grundlagen3.1.1 L-Reihen und Satz von Hasse-WeilUnter einem Charakter � endliher Ordnung einer abelshen Gruppe G verste-hen wir einen Homomorphismus G �! C � , dessen Kern endlihen Index in Gbesitzt. Der Hauptharakter � = 1 ist der Charakter endliher Ordnung von Gmit ker� = G.3.1. De�nition. Die zu einem Charakter � endliher Ordnung der Divisoren-klassengruppe Cl(F=k) de�nierte formale PotenzreiheL(�; t) :=XD�0�([D℄) � tdegDhei�t die L-Reihe von �. Die Summe erstrekt sih hierbei �uber alle positiven Divi-soren. F�ur � = 1 spriht man von der Zeta-Funktion von F=k, die wir mit �F=k(t)bezeihnen. 39



40 KAPITEL 3. DIVISORENKLASSENGRUPPENEs sei bemerkt, da� sih die Analogie zum Zahlk�orperfall mit t = q�s ergibt. We-gen der Orthogonalit�atsrelationen sind mitunter Falluntersheidungen notwendig.Hierf�ur de�nieren wir �� := 1, wenn � eingeshr�ankt auf Cl0(F=k) der Hauptha-rakter ist, und �� := 0 andernfalls.3.2. Satz. (i) Eine L-Reihe L(�; t) erf�ullt die FunktionalgleihungL(�; t) = �([W ℄) qg�1 t2g�2 L(�; 1=(qt));wobei W einen kanonishen Divisor bezeihnet.(ii) Eine L-Reihe L(�; t) besitzt die folgenden Darstellungen (als formale Po-tenzreihen):L(�; t) = YP2Pl(F=k) �1� �([P ℄) � tdeg P��1 (3.3)= �(1� t)(1� qt)���� 2(g�1+��)Yi=1 (1� !i(�) � t) (3.4)= exp 1Xr=1 Nr(�) � trr ! ; (3.5)wobei die !i(�) 2 C � ganzalgebraishe Zahlen sind undNr(�) := Xdeg(P )jr deg(P ) � �([P ℄)r= deg(P ) (3.6)= ��(qr + 1) � 2(g�1+��)Xi=1 !i(�)r (3.7)gilt.Beweis. Teil (i), Teil (ii) (3.3) und (3.4) folgen aus [12, S. 59{67℄ mit t = q�s.Man vergleihe auh [33, S. 48�.℄ und [55, S. 158�.℄.Der Beweis von (3.5) erfolgt durh Anwendung von log und exp auf die davorstehenden Darstellungen, wobei mit formalen Potenzreihen gerehnet wird. Aus(3.3) ergibt sih:L(�; t) = exp��XP log�1� �([P ℄) � tdeg P ��= exp�XP 1Xr=1��([P ℄) � tdeg P�r = r�= exp� 1Xr=1 tr=r Xdeg(P ) j r deg(P ) � �([P ℄)r=deg(P )�:



3.1. GRUNDLAGEN 41Aus (3.4) ergibt sih:L(�; t) = exp��� 1Xr=1�tr + (qt)r�=r � 2(g�1+��)Xi=1 1Xr=1 (!i(�) � t)r=r�= exp� 1Xr=1 tr=r���(qr + 1) � 2(g�1+��)Xi=1 !i(�)r��:Durh KoeÆzientenvergleih erh�alt man (3.5), (3.6) und (3.7).3.8. Korollar. Es sei � ein Charakter endliher Ordnung von Cl(F=k). Durh�� := � Æ NFr=F wird ein Charakter endliher Ordnung auf Cl(Fr=kr) de�niert,f�ur den Nd(��) = Nrd(�) f�ur alle d 2 Z�1, ��� = �� und !i(��) = !i(�)r f�ur alle1 � i � 2(g � 1 + ��) mit geeigneter Sortierung gilt.Beweis. Der zur�ukgezogene Charakter �� ist von endliher Ordnung, weil seinBild endlih ist. Eine Stelle P von F=k mit deg(P ) j r wird in Fr=kr in deg(P )Stellen des Grads eins zerlegt. Hieraus ergibt sih N1(��) = Nr(�). Indem diesf�ur ��� := �� ÆNFdr=Fr angewendet und die Transitivit�at der Norm beahtet wird,sieht man Nd(��) = N1(���) = Nrd(�). In dieser Gleihung steht wegen (3.7) aufbeiden �au�eren Seiten eine Summe von 2g + 2 d-ten Potenzen f�ur alle d 2 Z�1,die nah den Newton-Relationen bis auf Vertaushung �ubereinstimmen m�ussen.Weil die !i(�) beziehungsweise !i(��) ungleih null sind, folgt ��� = �� und!i(��) = !i(�)r nah geeigneter Sortierung.F�ur den Hauptharakter � = 1 shreiben wir statt Nr(�) auh Nr(F=k) und statt!i(�) auh !i(F=k). Man sieht, da� Nr(F=k) gleih der Anzahl der Stellen vomGrad eins in der Konstantenk�orpererweiterung Fr=kr ist.Das Z�ahlerpolynom der Zeta-Funktion von F=k (Fall � = 1) in (3.4) wird das L-Polynom von F=k genannt. Das L-Polynom enth�alt einige wihtige Informationen�uber den Funktionenk�orper F=k. Es erf�ullt eine Funktionalgleihung, die manleiht aus der f�ur L-Reihen ableitet, und kann als harakteristishes Polynomeines Frobeniusendomorphismus aufgefa�t werden (die KoeÆzienten m�ussen dazuin ihrer Reihenfolge vertausht werden). Wir ben�otigen f�ur unsere Zweke nur denfolgenden3.9. Satz. F�ur das L-Polynom L(t) von F=k gilt:L(1) = qgL(1=q) = h(F=k):Beweis. Siehe [55, S. 166℄



42 KAPITEL 3. DIVISORENKLASSENGRUPPENDer folgende Satz geh�ort neben dem Satz von Riemann-Roh zu den wihtigstenS�atzen �uber globale Funktionenk�orper:3.10. Satz (Hasse-Weil). F�ur einen Charakter � endliher Ordnung der Divi-sorenklassengruppe Cl(F=k) gilt:j!i(�)j = q1=2; f�ur 1 � i � 2(g � 1 + ��):Beweis. In [55, S. 169�.℄ und [33, S. 59�.℄ wird die Aussage f�ur den Hauptha-rakter � = 1 nah der Methode von Bombieri und Stepanov bewiesen. Der Ori-ginalbeweis �ndet sih in [59℄.F�ur andere Charaktere � 6= 1 endliher Ordnung ben�otigt man Klassenk�orper-theorie: Mit [2, S. 70�.℄ gibt es eine (eindeutige) endlihe, abelshe und an allenStellen unverzweigte Erweiterung E�=F , so da� Cl(F=k) = ker� unter dem Ar-tinsymbol isomorph zur Galoisgruppe Gal(E�=F ) ist. Es sei k1 der exakte Kon-stantenk�orper von E�. Die ben�otigte und hieraus folgende Aussage ist, da� derRelativgrad f(P 0jP ), [55, S. 110℄, f�ur eine Stelle P 0 von E�=k1 �uber der StelleP von F=k mit der Ordnung von [P ℄ in Cl(F=k) = ker� �ubereinstimmt. Entspre-hend der �Uberlegungen aus [22, S. 217, Thm. 6, i)℄ und [12, S. 148�.℄ (vgl. auh[34, S. 547�.℄) ist die Zeta-Funktion von E�=k1 dann das Produkt der L-Reihenzu Charakteren �0 von Cl(F=k) mit ker� � ker�0:�E�=k1�t[k1:k℄� = Yker��ker�0 L(�0; t):Daher �ndet man die !i(�)[k1:k℄ unter den !j(E�=k1), f�ur die die Betragsaussagemit q[k1:k℄ statt q bereits bewiesen ist.Wegen Satz 3.2, (3.7) hat dieser Satz eine unmittelbare Auswirkung auf die ZahlenNr(�) und alle sih daraus ergebenden Gr�o�en. Wir erhalten beispielsweise eine"e�ektive\ Version des Primdivisorsatzes:3.11. Satz. F�ur die Anzahl �r(F=k) der Stellen des Grads r von F=k gilt:(i) �r(F=k) = (1=r)Pdjr �(r=d)Nd(F=k), wobei � die M�obius-Funktion bezeih-net.(ii) Man hat die folgende, explizite Absh�atzungj�r(F=k)� qrr j < (7g + 2) � qr=2r :(iii) Ist g > 0, so gilt �r1(F=k) � 1 f�ur jedes r 2 Z�1 mit r � 2 logq(2g) undmindestens einem r1jr.



3.1. GRUNDLAGEN 43Beweis. F�ur (i) und (ii) siehe [55, S. 178{180℄. (iii) beweisen wir wie folgt: Es seir 2 Z�1 mit Nr(F=k) > 0. Also gibt es eine Stelle vom Grad eins in Fr=kr, unddiese Stelle r�uhrt von einer Stelle P von F=k mit r1 := deg(P ) j r her. Aufgrundvon Satz 3.10 und Satz 3.2, (3.7) gilt Nr(F=k) > 0 f�ur alle r 2 Z�1 mit qr + 1 >2gqr=2, welhes mindestens dann gilt, wenn r � 2 logq(2g) ist.In F=k existiert also immer eine Stelle vom Grad kleiner gleih d2 logq(2g)e. Wirmerken an, da� diese Shranke noh verbessert werden kann, beispielsweise mitdem Trik von Serre [55, S. 180℄.Aus dem voranstehenden Satz und [28℄ erhalten wir die asymptotishe Aussage:3.12. Lemma. Es sei " > 0. F=k durhlaufe eine Folge von globalen Funktio-nenk�orpern mit festem q und g !1. F�ur die Anzahl der Stellen P von F=k mitdeg(P ) � m und m � (2 + ") logq(g) giltmXj=1 �j(F=k) = qq � 1 � qm=m � �1 + o(1)�:Beweis. Mit Satz 3.11 erh�alt manPmj=1 �j(F=k) =Pmj=1 qj=j +O(mgqm=2). Mitder Methode aus [28℄ ergibt sih f�ur den Hauptterm Pmj=1 qj=j = qm=m �q=(q �1) +O(1=m)�. Nah Ausklammern von qm=m ist der zuerst genannte Fehlertermgleih m2g=qm=2 und strebt nah Voraussetzung an m gegen null. Insgesamt folgtdaraus die Aussage.Eine andere, unmittelbare Folgerung aus Satz 3.9 zusammen mit Satz 3.10 ist das"Brauer-Siegel\-�ahnlihe Resultat:3.13. Korollar. F�ur die Klassenzahl von F=k gelten die Absh�atzungen:(q1=2 � 1)2g � h(F=k) � (q1=2 + 1)2g:Hierdurh wird jedoh das asymptotishe Verhalten von h(F=k)=qg, an dem manh�au�g interessiert ist, niht besonders genau beshrieben.3.1.2 Struktur der KlassengruppeF�ur eine abelshe Gruppe G und d 2 Z bezeihnen wir die Untergruppe derd-Torsionselemente mit G[d℄ := f g 2 G j dg = 0 g.Es sei �k der algebraishe Abshlu� von k in �F . Wir betrahten die Konstan-tenk�orpererweiterung F �k=�k:



44 KAPITEL 3. DIVISORENKLASSENGRUPPEN3.14. Satz. F�ur ` 2 Z�1 mit p - ` ist Cl0(F �k)[`℄ �= (Z=`Z)2g; f�ur r 2 Z�1 istCl0(F �k)[pr℄ �= (Z=prZ)�(F=k), wobei �(F=k) die Hasse-Witt-Invariante von F=kbezeihnet. F�ur diese gilt 0 � �(F=k) � g.Beweis. F�ur die erste Aussage mit ` siehe [14℄. F�ur die zweite Aussage und mehr�uber die Hasse-Witt-Invariante siehe [54℄.Bei diesem Satz handelt es sih ebenso wie bei Satz 3.10 eigentlih um eine f�urabelshe Variet�aten allgemein g�ultige Aussage, vgl. [32℄. F�ur asymptotishe Aus-sagen bei wahsender, aber endliher Konstantenk�orpererweiterung siehe [42℄.Wir shlie�en aus diesem Satz, da� die Klassengruppe Cl0(F=k) von F=k (endli-hes k !) in Elementarteilergestalt ein Produkt von 2g zyklishen Gruppen ist undda� es ein Erzeugendensystem von maximal 2g Divisorenklassen gibt.3.2 Beshr�ankte ErzeugungJede Divisorenklasse [D℄ wird durh Divisoren D modulo Hauptdivisoren darge-stellt, und jeder solhe Divisor setzt sih seinerseits aus Stellen zusammen. Unterallen Divisoren der Klasse [D℄ gibt es nun nat�urlih solhe, bei denen das Maxi-mum der Grade der beteiligten Stellen minimal wird. Diese Zahl nennen wir denMinimalgrad md�[D℄� von [D℄. Der Minimalgrad der Klasse des Nulldivisors wirdals null de�niert.3.15. Proposition. F�ur g > 0 gibt es einen Divisor D vom Grad eins mit Mi-nimalgrad md�[D℄� � d2 logq(2g)e+ 1.Beweis. Setze r := d2 logq(2g)e. Nah Satz 3.11, (iii) gibt es eine Stelle P1 vomGrad r1 j r und eine Stelle P2 vom Grad r2 j (r + 1). Weil r1 und r2 teilerfremdsind, gibt es l1; l2 2 Zmit l1r1+l2r2 = 1. Hieraus erh�alt man mit A1 := l1P1+l2P2einen Divisor der gesuhten Art.Es sei angemerkt, da� es �ubliherweise Stellen vom Grad eins gibt, die man f�urA1 verwenden kann. Der Fall g = 0 wird hier und in folgenden Absh�atzungennur wegen der log-Ausdr�uke ausgeshlossen. Wir wollen nun Aussagen �uber dieMinimalgrade von Erzeugendensystemen von Cl0(F=k) herleiten.3.16. Satz. Es sei � ein Charakter endliher Ordnung von Cl(F=k), dessen Ein-shr�ankung auf Cl0(F=k) niht den Hauptharakter ergibt. Gilt f�ur die Anzahl derStellen vom Grad eins von Fr=krNr(F=k) > (g � 1)2qr=2;



3.2. BESCHR�ANKTE ERZEUGUNG 45so existiert eine Stelle P von F=k vom Grad kleiner gleih r mit��[P ℄� 6= 1:Diese Ungleihung gilt immer f�ur r 2 Z�1 mit qr � (2g � 1)2qr=2, also insbeson-dere, wenn r � 2 logq(4g � 2) f�ur g > 0 ist.Beweis. Wir ziehen Satz 3.2, (3.6) und (3.7) heran: Weil die Charakterwerte Ein-heitswurzeln sind, gilt Nr(F=k) � jNr(�)j f�ur alle r 2 Z�1, und im Fall der Un-gleihheit gibt es eine Stelle P eines Grads kleiner gleih r von F=k mit ��[P ℄� 6= 1.Nah Satz 3.10 gilt jP2g�2i=1 !i(�)rj � (g�1)2qr=2. Durh Umstellen sieht man nun,da� die im Satz angegebenen Absh�atzungen Nr(F=k) > jNr(�)j erzwingen.3.17. Satz. Es sei A1 ein Divisor vom Grad eins von F=k und r 2 Z�1 wie inSatz 3.16. Es sei weiter S := Pl�r(F=k) [ supp(A1). Dann giltD0(S) =P(S) �= Cl0(F=k):Beweis. Cl(F=k) ist das (innere) direkte Produkt von Cl0(F=k) und der von[A1℄ erzeugten Gruppe. Wir k�onnen daher jeden Charakter � von Cl0(F=k) aufCl(F=k) durh ��[A1℄� = 1 fortsetzen. Nah Satz 3.16 gibt es einen Divisor Dmit md�[D℄� � r und ��[D℄� 6= 1, sofern � auf Cl0(F=k) niht trivial war.Wir setzen [D0℄ := [D℄ � deg(D)[A1℄ und beobahten, da� [D0℄ 2 �D0(S) +P(F=k)�=P(F=k) �= D0(S)=P(S) und ��[D0℄� 6= 1 gilt. Die Charaktergruppevon G := Cl0(F=k)=H, wobei H die von allen solhen [D0℄ erzeugte Untergrup-pe bezeihnet, kann demnah nur aus dem Hauptharakter bestehen, so da� G(aufgrund der Dualit�at) trivial ist, also H = Cl0(F=k) gilt. Weil H wegen derErzeugung isomorph zu einer Untergruppe von D0(S)=P(S) ist, ergibt sih die zubeweisende Aussage.3.18. Korollar. Mit r0 2 Z�1 werde das Maximum des Minimalgrads eines Di-visors A1 vom Grad eins von F=k und einem r wie in Satz 3.16 bezeihnet. DieKlassengruppe Cl0(F=k) besitzt dann ein Erzeugendensystem [D1℄; : : : ; [Dl℄, beste-hend aus maximal 2g Elementen, mitmd�[Di℄� � r0 f�ur 1 � i � l:F�ur den Minimalgrad jeder Klasse [D℄ von Cl(F=k) gilt daher md�[D℄� � r0:Beweis. Cl0(F=k) besitzt ein Erzeugendensystem mit wie oben beshr�ankten Mi-nimalgraden nah dem vorangegangenen Satz. Diese Beshr�ankung des Minimal-grads gilt weiter f�ur jede Klasse [D℄ von Cl(F=k), insbesondere f�ur jedes ma-ximal 2g-elementige Erzeugendensystem von Cl0(F=k), welhes nah Satz 3.14existiert.



46 KAPITEL 3. DIVISORENKLASSENGRUPPEN3.19. Bemerkung. Man beahte, da� f�ur g > 0 allgemeinr0 � maxf d2 logq(4g � 2)e; d2 logq(2g)e+ 1 gerreiht werden kann.Ein �ahnlihes Ergebnis wurde bereits in [53, S. 145�.℄ nah der analogen Methodevon [4℄ f�ur Zahlk�orper bewiesen. Die obige Shranke ist jedoh etwas sh�arfer,und der Beweis ist wesentlih k�urzer.3.3 Approximation der KlassenzahlDie Klassenzahl kann "analytish\ approximiert werden. Wir wollen die hierf�urben�otigte Formel mit explizitem Fehlerterm angeben und die Verbindung zu einemEulerprodukt erkl�aren.3.20. Satz. F�ur die Klassenzahl h(F=k) und r0 2 Z�0 gilt:���� log�h(F=k) = qg �+ r0Xr=1 q�rr 2gXi=1 !i(F=k)r���� � 2gq1=2 � 1 � q�r0=2r0 + 1 :Beweis. Es sei x ein separierendes Element von F=k. Der Quotient der Zetafunk-tion von F=k und der Zetafunktion von k(x)=k ergibt gerade das L-Polynom L(t)von F=k. Ferner wissen wir, da� Nr(F=k) = qr + 1 �P2gi=1 !i(F=k)r und da�Nr(k(x)=k) = qr + 1 gilt. Anhand von Satz 3.2, Gleihung (3.5) ergibt sih da-her L(t) = exp ��P1r=1 tr=rP2gi=1 !i(F=k)r�. Weil die Reihe im exp-Argumentf�ur t = q�1 absolut konvergiert und der Wert des L-Polynoms nah Satz 3.9dort gleih h(F=k)=qg ist, stimmt ihr Grenzwert mit log�h(F=k)=qg� �uberein. DerFehlerterm ergibt sih dann durh folgende Rehnung:���� 1Xr=r0+1 q�rr 2gXi=1 !i(F=k)r ���� � 2gr0 + 1 1Xr=r0+1 r0 + 1r q�r=2� 2gq� r0+12r0 + 1 1Xr=0(q�1=2)r � 2gq1=2 � 1 � q�r0=2r0 + 1 :3.21. Bemerkung. Wegen P2gi=1 !i(F=k)r = qr + 1� Nr(F=k) sind zur Appro-ximation der Klassenzahl die Werte Nr(F=k) zu bestimmen, vgl. S. 7.



3.3. APPROXIMATION DER KLASSENZAHL 47Unter Verwendung von Satz 3.2, (3.3) k�onnen wir wie eben im Beweis den Quoti-enten der Zetafunktionen bilden und erhalten in Analogie zur Zahlk�orpersituation,[5℄, [23, S. 26�.℄, nah Sortierung der Faktoren ein Eulerprodukt1Yr=1 YP02Plr(k(x)=k)(1� tr) YP2Plr(F=k)(1� tr)�1:Man kann zeigen, da� dieses Produkt f�ur t = q�1 gegen h(F=k)=qg konvergiertund da� die Partialprodukte bis r = r0 mit dem exp-Wert obiger Partialsummenbis r = r0 �ubereinstimmen. Wir ben�otigen diese Aussagen im folgenden aber nihtweiter.Die obige Restgliedabsh�atzung ergab sih vergleihsweise leiht aus der einfahenAbsh�atzung der !i(F=k) mit Satz 3.10 und ist f�ur den angestrebten Verwen-dungszwek ausreihend. Sh�arfere Absh�atzungen lassen sih eventuell mit derOesterl�e-Shranke erzielen, vgl. [3, S. 48℄.Mit Satz 3.20 ist man auh in der Lage, das Gr�o�enverh�altnis der Klassenzahlzum Wert qg asymptotish zu untersuhen. Wir erhalten das folgende �Aquivalentzum Satz von Brauer-Siegel f�ur Zahlk�orper:3.22. Satz. Es sei " > 0. F=k durhlaufe eine Folge von globalen Funktionenk�or-pern mit festem q und g ! 1. Wir nehmen an, da� F=k einen rationalenTeilk�orper k(x) mit n = n(g) := [F : k(x)℄ besitzt. Dann gilt��log (h(F=k) = qg)�� � �1 + o(1)� � (n� 1) � log �(2 + ") logq(g)� :Beweis. Wir w�ahlen r0 2 Z mit 2 logq(g) � r0 � (2 + ") logq(g), was f�ur hinrei-hend gro�es g m�oglih ist, und wenden Satz 3.20 an. Der Fehlerterm 2g=�(q1=2�1)qr0=2(r0 + 1)� strebt dabei wegen der Wahl von r0 f�ur g ! 1 gegen null. Wirbetrahten nun den Approximationswert f�ur log(h(F=k)=qg) aus Satz 3.20. DieAnzahl der Stellen vom Grad eins von Fr=kr l�a�t sih nah oben beshr�ankendurh Nr(F=k) � n(qr + 1), weil �uber jeder Stelle von kr(x)=kr h�ohstens n Stel-len von Fr=kr liegen. Mit ��P2gi=1 !i(F=k)r�� = ��Nr(F=k)�(qr+1)�� � (n�1) (qr+1)erh�alt man ���� r0Xr=1 q�r=r 2gXi=1 !i(F=k)r���� � (n� 1) r0Xr=1 q�r(qr + 1)=r:Unter Beahtung von Pr0r=1 1=r = �1 + o(1)� log(r0) und weil die geometrisheReihe beshr�ankt ist, l�a�t sih diese Summe durh �1 + o(1)�(n � 1) log(r0)absh�atzen, wobei mit o(1) von n unabh�angige Funktionen bezeihnet werden,



48 KAPITEL 3. DIVISORENKLASSENGRUPPENdie f�ur g !1 nah null streben. Weil der Fehlerterm gegen null geht, erh�alt maninsgesamt ��log(h(F=k)=qg)�� � �1 + o(1)�(n � 1) log(r0), woraus die Behauptungwegen r0 � (2 + ") logq(g) folgt.Dieser Satz besagt also, da� der Quotient h(F=k)=qg nur relativ shwah wahsen(oder fallen) kann, sofern die Erweiterungsgrade n gen�ugend shwah mit g wah-sen. Auf �ahnlihe Weise wie eben kann man allgemeiner zeigen, da� h(F=k)=qgnie exponentiell in g f�allt, und da� h(F=k)=qg exponentiell in g w�ahst, wenn bei-spielsweise die Anzahl der Stellen vom Grad eins asymptotish gro� wird. Dazusei auf [40℄ verwiesen.3.4 Cartier-Operator, p-Torsion der Klassen-gruppe und Hasse-Witt-InvarianteIn diesem Abshnitt bezeihnet F=k einen algebraishen Funktionenk�orper �uberdem exakten Konstantenk�orper k, wobei k entweder der endlihe K�orper mit qElementen oder der algebraishe Abshlu� eines solhen ist. Die p-Torsion derKlassengruppe Cl0(F=k) ist isomorph zu einem Fp-Vektorraum von Di�erentialen.Aufgrund dieser Isomorphie und unter Benutzung des Cartier-Operators lassensih sowohl der p-Rang der Klassengruppe als auh die Hasse-Witt-Invariante vonF=k bestimmen. Dies soll im folgenden erl�autert werden.Zus�atzlih zu den in Abshnitt 1.1 gegebenen De�nitionen und Aussagen �uberDi�erentiale ben�otigen wir die folgenden: Der Raum der holomorphen Di�eren-tiale, also derjenigen Di�erentiale ohne Polstellen, wird mit 
1(F=k) := 
(D),D der Nulldivisor von F=k, bezeihnet. Anhand des Satzes von Riemann-Roh�uberlegt man sih leiht, da� dim�
1(F=k)� = g gilt. Ein Di�erential ! hei�texakt, wenn ! = da f�ur ein a 2 F gilt. Ein Di�erential ist von der dritten Gat-tung, wenn seine Polstellen mit der Ordnung eins auftreten. Der Raum dieserDi�erentiale wird mit 
3(F=k) bezeihnet. In Charakteristik p > 0 bestehen dieDi�erentiationskonstanten a 2 F mit da = 0 genau aus den p-ten Potenzen F p.F�ur a; x 2 F und x separierend ist die p-te Ableitung dpa=dxp = 0, so da� es sihbei der (p� 1)-ten Ableitung um eine p-te Potenz handelt.Ein wihtiger Teilraum von 
3(F=k) ergibt sih mit den logarithmishen Di�e-rentialen, welhe Di�erentiale der Form (1=a) da mit a 2 F� sind. Dieser Raumwird mit 
log(F=k) bezeihnet. Durh a 7! (1=a) da erh�alt man n�amlih einenHomomorphismus F� �! 
log(F=k), dessen Kern (F�)p ist. Man wei�, da�vP (a) � 0 mod p genau dann gilt, wenn vP �((1=a) da)� � 0 ist (f�ur das Resi-duum gilt zum Beispiel resP�(1=a) da� � deg(P ) vP (a) mod p). F�ur diese undweitere Aussagen �uber Di�erentiale siehe [11, 13, 33, 55℄.



3.4. CARTIER-OPERATOR 49Die Verbindung zur p-Torsion der Klassengruppe wird nun wie folgt hergestellt:3.23. Satz. Es sei [D℄ 2 Cl0(F=k)[p℄. Dann ist pD = (a) f�ur ein a 2 F�.Die AbbildungCl0(F=k)[p℄ �! 
1(F=k) \ 
log(F=k); [D℄ 7! (1=a) daist ein Isomorphismus (von Fp-Vektorr�aumen).Beweis. Wir verweisen auf [51, S. 41℄.Aufgrund dieses Satzes sind wir an der Bestimmung von 
1(F=k) \ 
log(F=k)interessiert. Den Raum 
1(F=k) k�onnen wir mit Abshnitt 2.9 berehnen. ZurBestimmung der hierin enthaltenen logarithmishen Di�erentiale wird der Cartier-Operator eingesetzt.3.24. De�nition. Es sei x ein separierendes Element von F=k. Der Cartier-Operator C von F=k wird wie folgt de�niert:C : 
(F=k) �! 
(F=k); C(!) := ��dp�1(!=dx)=dxp�1�1=p dx;wobei unter der (1=p)-ten Wurzel die (p� 1)-te Ableitung von !=dx 2 F gebildetwird. Man kann zeigen [29, S. 307�.℄, da� diese De�nition niht von der Wahl desseparierenden Elements x abh�angt. Zur Berehnung der Werte C(!) beahtenwir Abshnitt 2.9 und die Tatsahe, da� a 7! ap mit a 2 F ein injektiver, Fp -linearer Ringhomomorphismus ist. F�ur eine k(x)-Basis a1; : : : ; an von F gibt esein M 2 k(x)n�n, so da� f�ur beliebiges a = (ai)i� mit � 2 k(x)n�1ap = (a1; : : : ; an)M�pgilt, wobei �p aus � durh p-Potenzierung der KoeÆzienten entsteht. Weil dieap1; : : : ; apn wegen F p \ k(x) = k(x)p linear unabh�angig �uber k(x) sind, ist Minvertierbar und man kann leiht nah � au�osen.3.25. Satz. Es sei ! 2 
(F=k).(i) Der Cartier-Operator ist Fp-linear,(ii) C(zp!) = zC(!) f�ur jedes z 2 F: C ist also (1=p)-linear und Cn ist Fpn -linear.(iii) Ist ! an einer Stelle holomorph, so ist C(!) an derselben Stelle ebenfallsholomorph.(iv) C(!) = 0 gilt genau dann, wenn ! exakt ist,



50 KAPITEL 3. DIVISORENKLASSENGRUPPEN(v) C(!) = ! gilt genau dann, wenn ! logarithmish ist.Beweis. Wir verweisen auf [29, S. 307�.℄. Die beiden letzten Eigenshaften werdendort nur f�ur F �k=�k formuliert, behalten hier aber ihre G�ultigkeit (f�ur ! = adxbedeutet C(!) = ! per De�nition ap = �dp�1a=dxp�1, die dortige Shlu�weisewird niht ben�otigt). Vergleihe auh [2, S. 29�.℄.Die Kombination der beiden vorangegangenen S�atze zusammen mit Aussagen�uber p- beziehungsweise (1=p)-lineare Abbildungen (vgl. [21℄, [51℄) ergibt nun denfolgenden Satz, den wir [45℄ entnehmen:3.26. Satz. Es sei F=k ein globaler Funktionenk�orper �uber dem exakten Kon-stantenk�orper k der Charakteristik p.(i) Es gilt 
1(F=k) \ 
log(F=k) = ker�(1� C) j
1(F=k)�;wobei 
1(F=k) als Fp-Vektorraum aufgefa�t wird.(ii) Es sei !1; : : : ; !g eine k-Basis von 
1(F=k) und Cg(!i) = Pgj=1 dj;i!j miteiner Matrix (di;j)i;j 2 kg�g. Dann gilt�(F=k) = rank�(di;j)i;j�:Mit diesem Satz l�a�t sih die Berehnung des p-Rangs der Klassengruppe nah (i)und der Hasse-Witt-Invariante nah (ii) auf lineare Algebra zur�ukf�uhren. ImVergleih zum sp�ater vorgestellten, allgemeinen Verfahren der Klassengruppenbe-rehnung kann man hiermit Funktionenk�orper mit wesentlih h�oherem Geshlehtund gr�o�erem Konstantenk�orper behandeln. F�ur ein Beispiel verweisen wir aufden Abshnitt 7.6.Wir bemerken ferner, da� Satz 3.23 zur eÆzienten Berehnung diskreter Logarith-men in der p-Torsion verwendet werden kann [46℄ und da� das harakteristishePolynom von Cn, jkj = q = pn, unter einer weiteren Voraussetzung mit dem L-Polynom von F=k modulo p (nah Umkehrung der Reihenfolge der KoeÆzienten)�ubereinstimmt [30, 45℄, vgl. auh [54℄.Im Hinblik auf die sp�atere Bestimmung von S-Einheiten des globalen Funktio-nenk�orpers F=k betrahten wir shlie�lih noh den Homomorphismus (oS)� !
3(�D) \ 
log(F=k), a 7! (1=a) da f�ur endlihes S � Pl(F=k) mit jSj > 1und D := PP2S P . Diesen letzteren Raum k�onnen wir wie oben mit Hilfe desCartier-Operators berehnen und �ahnlih wie in [2, S. 29�.℄ lassen sih dann f�ur! 2 
3(�D)\
log(F=k) sogar Elemente b 2 F� mit ! = (1=b) db bestimmen. Essheint allerdings niht m�oglih zu sein, hieraus brauhbare Informationen �uberdie (unbekannten) S-Einheiten zu gewinnen.



Kapitel 4GlattheitseigenshaftenIn diesem Kapitel bezeihnet F=k einen globalen Funktionenk�orper vom Ge-shleht g �uber dem exakten Konstantenk�orper k mit q Elementen.Wir stellen Untersuhungen �uber die Anzahl positiver, glatter Divisoren an, wobeiwir hierf�ur sowohl eine exakte Formel als auh eine asymptotishe untere Shrankeangeben werden. Im letzten Abshnitt wird die Glattheitsannahme formuliert, diewir f�ur die Komplexit�atsuntersuhungen des n�ahsten Kapitels ben�otigen.Glattheitsaussagen f�ur globale Funktionenk�orper sheinen in der Literatur bisauf den rationalen und reell-quadratishen Fall bisher niht betrahtet worden zusein, siehe hierf�ur [35, 53℄.4.1 GlattheitsfunktionDie bisherige Glattheitsde�nition f�ur einen Divisor wird wie folgt erweitert:4.1. De�nition. Es seien n;m 2 Z�0. Ein positiver Divisor D von F=k hei�e(n;m)-glatt, wenn degD � n und degP � m f�ur alle Primdivisoren P � D gilt.Die Anzahl aller (n;m)-glatten Divisoren wird mit 	F=k(n;m) bezeihnet.Man sieht, da� 	F=k(0; m) = 	F=k(n; 0) = 1 gilt, da der Nulldivisor mitgez�ahltwird. F�ur den folgenden Satz beahte man �nm� := 0 f�ur 0 � n < m und �n0� := 1f�ur n 2 Z.4.2. Satz. F�ur alle n;m 2 Z�0 gilt:(i) 	F=k(n;m) = X1j1+���+mjm�n mYi=1 ��i(F=k) + ji � 1ji �:51



52 KAPITEL 4. GLATTHEITSEIGENSCHAFTEN(ii) Mit NF=k(n;m) :=P0<d�m; djn d�d(F=k) giltn	F=k(n;m) = n�1Xj=0 �1 +NF=k(n� j;m)�	(j;m):Beweis. Teil (i) ergibt sih wie folgt: Jeder (n;m)-glatte Divisor kann eindeutigdurh m Summen von ji (niht unbedingt vershiedenen) Stellen des Grads i f�ur1 � i � m dargestellt werden (leere Summen mitgedaht). F�ur jedes solhe i gibtes genau ��i(F=k)+ji�1ji � dieser ji-elementigen Summen (Anzahl der Kombinationenji-ter Ordnung von �i(F=k) Elementen mit Wiederholung, siehe [41, S. 465℄).Der Teil (ii) ist komplizierter: Wir setzenS(n;m) := XD (n;m)-glattD 6=0 deg(D)und evaluieren diesen Ausdruk auf zwei vershiedene Weisen. Indem wir S(n;m)als Summe aller m�oglihen Grade j multipliziert mit der Anzahl der (n;m)-glattenDivisoren vom Grad j shreiben, erhalten wir einerseitsS(n;m) = nXj=1 j � �	F=k(j;m)� 	F=k(j � 1; m)�= n �	F=k(n;m)� n�1Xj=0 	F=k(j;m) (4.3)durh Zusammenfassung der 	-Terme. Andererseits k�onnen wir die Grade deg(D)aber auh in ihre P -Beitr�age aufteilen und nah diesen sortiert aufsummieren. Diefolgenden Summationen erstreken sih �uber jeweils alle freien Parameter (l; d 2 Zund P 2 Pl(F=k)):S(n;m) = XD (n;m)-glatt0<lP�D deg(P ) = Xdeg(P )�m0<l deg(P )�ndeg P � XD (n;m)-glattlP�D 1= Xdeg(P )�m0<l deg(P )�n deg(P ) �	F=k(n� l deg(P ); m)= nXj=1 	F=k(n� j;m) X0<d�mdjj d�d(F=k)= n�1Xj=0 	F=k(j;m) �NF=k(n� j;m): (4.4)Durh Gleihsetzen von (4.3) und (4.4) ergibt sih die Formel in (ii).



4.2. UNTERE SCHRANKEN 534.5. Bemerkung. Die Berehnung von 	F=k(n;m) kann mit Satz 4.2, Teil (ii)ganz praktikabel erfolgen, wohingegen sih Teil (i) daf�ur niht besonders eignet.Zur Au�osung der Rekursion berehnet man die Werte 	F=k(j;m) f�ur 0 � j � nund hat dann einen Aufwand von O(n2) Operationen, die Kenntnis vonNF=k(j;m)vorausgesetzt. F�ur den Fall, da� m � g relativ gro� im Verh�altnis zu g ist,stellt letzteres das eigentlihe Problem der Berehnung dar, weil daf�ur die Wer-te von �j(F=k) beziehungsweise Nj(F=k) bekannt sein m�ussen. Wir bemerken,da� NF=k(n;m) = Nm(F=k) = qm + 1 �P2gi=1 !i(F=k)m f�ur n � m gilt. Wenn	F=k(n;m) nur approximiert werden soll, berehnet man �j(F=k) f�ur ein paarkleine j und setzt f�ur die anderen �j(F=k) � qj=j. Vorteilhaft wirkt sih hier derUmstand aus, da� die Abweihungen von �j(F=k) von qj=j wegen Teil (ii) f�urgr�o�ere j immer weniger vom Gesamtwert von 	F=k(n;m) ausmahen.4.2 Untere ShrankenEs sollen nun asymptotishe Aussagen �uber 	F=k(n;m) bewiesen werden.4.6. Proposition. Es sei F=k ein globaler Funktionenk�orper des Geshlehts gund " � 1=2. F�ur die Anzahl der (n;m)-glatten Divisoren von F=k mit n;m 2 Z�1und m � 2 logq�2(g + ")� gilt dann	F=k(n;m) � qn= exp��j nmk+ 1� �log(n) + g="�+ 2 log�2(g + ")�� :Beweis. Wir setzen n = rm + b mit 0 � b < m. Die Rekursion in Satz 4.2, (ii)wird durh die ausshlie�lihe Betrahtung der Terme f�ur j = maxfn � m; 0gaufgel�ost: 	F=k(n;m) � n�1(1+NF=k(m;m))	F=k(n�m;m) usw. und im letztenShritt 	F=k(b;m) � n�1(1 +NF=k(b; b)). Wir erhalten insgesamt	F=k(n;m) � (1=n)r+1(1 +NF=k(m;m))r(1 +NF=k(b; b)): (4.7)Zu beahten ist im folgenden NF=k(m;m) � qm�2gqm=2 und 2gq�m=2 � g=(g+")wegen m � 2 logq�2(g + ")� nah Voraussetzung. Wenn auh b � 2 logq(2(g + "))ist, haben wir mit Ausklammern von q durh Ber�uksihtigung aller Terme desProdukts (4.7): 	F=k(n;m) � (1=n)r+1qn(1� g=(g + "))r+1: (4.8)Gilt andernfalls b < 2 logq(2(g + ")), so ergibt sih mit qb � 2(g + ")2 und (1 +NF=k(b; b)) = qb � 2(g+")�2, indem der letzte Term des Produkts (4.7) fortgelassenwird: 	F=k(n;m) � (1=n)r+1qn(1� g=(g + "))r(2(g + "))�2: (4.9)



54 KAPITEL 4. GLATTHEITSEIGENSCHAFTENWir erhalten daraus die Behauptung in beiden F�allen f�ur g = 0 und f�ur g > 0wegen log(1 � 1=x) � �1=(x � 1) f�ur x > 1 angewendet auf 1 � g=(g + ") =1� 1=(1 + "=g) mit x = 1 + "=g.4.10. Satz. Es seien �; "0 2 R>0 mit � < 1 und q eine Primpotenz. Dann gibtes ; Æ 2 R, so da� f�ur jeden globalen Funktionenk�orper F=k vom Geshleht g�uber dem exakten Konstantenk�orper mit q Elementen die Ungleihung	F=k(n;m) � qn � exp ��u (log(u) + log(log(u)) + )�f�ur u := n=m und alle n;m 2 Z�Æ mitn� � m;minfm; u g � (2 + "0) logq(3g + 1)gilt.Beweis. Der Beweis basiert auf dem Vorgehen von [38℄ f�ur den Fall Z, vgl. [52℄.Nah Voraussetzung gilt u > 1 f�ur m � 1, so da� wir b := (1 � 1= log(u))mde�nieren k�onnen. Die nahfolgenden Absh�atzungen erfordern eine gewisse Min-destgr�o�e der Parameter n;m; u; b, die wir mittels dem nur von �; "0; q abh�angigenÆ siherstellen. F�ur den Anfang sei also Æ � 1, wir werden es mehrfah vergr�o�ern.Wir bemerken als erstes, da� mit Æ !1 auh u!1 wegen der Voraussetzungengilt. Wir vergr�o�ern Æ, so da� b � 1 erf�ullt ist.Bis zum Beweisende bezeihnen wir nun mit D die Divisoren, die eine Summevon bu niht notwendigerweise vershiedenen Stellen eines Grads > b und � msind und setzen d := deg(D). Damit gilt bbu < d � mbu � n, und man erh�altdie untere Absh�atzung	F=k(n;m) � XD 	F=k(n� d; bb); (4.11)weil die Tr�ager der D und der durh 	F=k(n�d; bb) gez�ahlten Divisoren disjunktsind. Wir sh�atzen nun die 	F=k(n � d; bb) und danah die Summe nah untenab. Die folgenden Ungleihungen werden dazu ben�otigt:m(1��)=� � u; (4.12)welhe aus den Voraussetzungen folgt, und(n� d)=b � �(n� d)=bb� + 1� 2(n� d)=b+ 1 � 2(n=b� bu) + 1� 2�(1� 1= log(u))�1u� u+ 1�+ 1� 3u= log(u); (4.13)



4.2. UNTERE SCHRANKEN 55welhe f�ur alle DivisorenD gilt (f�ur die zweite Absh�atzung verwenden wir bbu <d wie oben, und f�ur die letzte Absh�atzung ist eine ausreihende Vergr�o�erungvon Æ und damit u erforderlih).Wenn n� d = 0 ist, so gilt 	F=k(n� d; bb) = 1. Andernfalls wenden wir Propo-sition 4.6 mit " := (g + 1)=2 an. Dies ist zul�assig aufgrund der Voraussetzungenan m und n. Unter Verwendung der Ungleihungen2 logq(2(g + ")) = 2 logq(3g + 1) � unah Voraussetzung,log(n� d) = log((n� d)=b) + log(b) � log(u) + log(m)wegen (4.13) f�ur ausreihend gro�es Æ und wegen b � m nah De�nition von b,und log(m) � �=(1� �) log(u)wegen (4.12) erh�alt man dann mit Proposition 4.6 und (4.13)	F=k(n� d; bb) � qn�d= exp���n�dbb �+ 1� (log(n� d) + 2) + 2 log(3g + 1)�� qn�d= exp �(3u= log(u)) (log(u) + log(m) + 2) + u�� qn�d= exp (u); (4.14)nah ausreihend gro�er Wahl von Æ mit einer nur von �; "0; q abh�angigen Kon-stante  2 R>0 . Diese Ungleihung gilt f�ur alle Divisoren D (auh f�ur n� d = 0).Wir wenden uns jetzt der Absh�atzung der Summe in (4.11) zu. Wegen (4.14)bekommt (4.11) die Gestalt	F=k(n;m) � qn � exp(�u) �XD q�d: (4.15)Auf die Summe �uber alle D greifen wir mittelsXD q�d = � Xb<deg(P )�m q�deg(P )�bu= bu! (4.16)zu, wobei sih die rehte Summe �uber alle Stellen P mit b < deg(P ) � m er-strekt (die bu-Potenz bildet die Summe aller Werte q�d unter Beahtung derReihenfolge, weshalb durh bu! dividiert wird).Nah wieder nur von �; "0; q abh�angiger Vergr�o�erung von Æ k�onnen wir aufgrundder De�nition von b annehmen, da� wegen Satz 3.11, (ii) q�j�j(F=k) � 1=m �(7g+2)q�b=2=b f�ur b < j � m gilt und da� wegen m=b! 1 f�ur Æ !1 und wegen



56 KAPITEL 4. GLATTHEITSEIGENSCHAFTEN(2 + "0) logq(3g + 1) � m nah Voraussetzung (7g + 2)mq�b=2=b � 1=2 erf�ullt ist.Unter Beahtung von m� b = m= log(u) erhalten wir:Pb<deg(P )�m q�deg(P ) = Pb<j�m q�j�j(F=k)� (m� b) �1=m� (7g + 2)q�b=2=b�� log(u)�1 � �1� (7g + 2)mq�b=2=b�� (2 log(u))�1: (4.17)Wegen bu! � exp(bu log(bu)) ergibt sih aus (4.17), (4.16) und (4.15):	F=k(n;m) � qn= exp�u (log(u) + log(log(u)) + )�f�ur Æ und , wobei  die Summe der Konstanten log(2) aus (4.17) und  aus (4.14)ist.4.3 Glattheitsannahme f�ur reduzierte Divisoren4.18. De�nition. Es sei S eine niht-leere Teilmenge von Pl(F=k). F�ur einen S-glatten Divisor A mit deg(A) � 1 und m � deg(A) werden die S-glatten, entlangA maximal- beziehungsweise m-minimalreduzierten Divisoren mit Dmaxred (S;A) :=Dmaxred (F=k; A)\D(S) beziehungsweise Dmred(S;A) := Dmred(F=k; A)\D(S) bezeih-net. Ihre Anzahlen erhalten wir mit "Nred()\ statt "Dred()\.F�ur sp�atere Komplexit�atsanalysen ben�otigen wir die folgende Annahme �uber dieMindestanzahl glatter, minimalreduzierter Divisoren.4.19. Glattheitsannahme. Es seien �; � 2 (0; 1), � < �. F=k durhlaufe eineFolge von Funktionenk�orpern mit festem q und g ! 1. Wir setzen voraus, da�F=k einen rationalen Teilk�orper k(x) mit [F : k(x)℄ = O(1) besitzt. Es sei A einDivisor von F=k mit deg(A) = O(1) und S die Menge aller Stellen von F=k einesGrads kleiner gleih m, wobei n� � m � n� mit n := g + deg(A)� 1 gelte. Dannnehmen wir an: Ndeg(A)red (S;A) � qn= exp�u log(u)�(1+o(1)):Es handelt sih bei dieser Annahme also um Satz 4.10, ausgesprohen f�ur zus�atz-lih entlang A deg(A)-minimalreduzierte Divisoren, allerdings unter speziellerenBedingungen. Wegen [55, S. 33, I.6.10℄ ersheint es plausibel (man kann auhVergleihbares beweisen), da� ein zuf�allig gew�ahlter positiver Divisor "kleinen\Grads auh eine "kleine\ Dimension besitzt. Mit Annahme 4.19 �ubertragen wirdiese Eigenshaft auf S-glatte Divisoren. Im Zahlk�orperfall wird �ubrigens eine�ahnlihe Annahme ausgesprohen, vgl. [7℄.



Kapitel 5Das KlassengruppenverfahrenIn diesem Kapitel wird das Verfahren der Klassengruppenberehnung eines glo-balen Funktionenk�orpers F=k des Geshlehts g > 0 �uber dem exakten Konstan-tenk�orper k mit q Elementen beshrieben.Unter der Berehnung der Klassengruppe Cl0(F=k) von F=k verstehen wir dieBerehnung ihrer Struktur als endlihe abelshe GruppeCl0(F=k) �= Z=1Z� � � � � Z=mZmit 1� 1 j : : : j m zusammen mit Divisoren D1; : : : ; Dm vom Grad null, derenKlassen den Erzeugern der zyklishen Faktoren entsprehen. Die ganze Diviso-renklassengruppe Cl(F=k) erh�alt man unter Hinzunahme eines Divisors A1 vomGrad eins mit Proposition 1.1 in der FormCl(F=k) �= Z� Z=1Z� � � � � Z=mZ:Die Komplexit�atsbetrahtungen konzentrieren sih auf die Situation g ! 1,wobei alle sonstigen Gr�o�en als von g abh�angig betrahtet und die O- bezie-hungsweise o-Aussagen gleihm�a�ig f�ur jeden Funktionenk�orper gelten werden,sofern das Geshleht nur gro� genug ist. Die erste, grunds�atzlihe Forderung istq = O(1). Wir setzen weiter voraus, da� F=k einen rationalen Teilk�orper k(x)mit [F : k(x)℄ = O(1) besitzt. Die explizite Darstellung von F=k kann dann miteinem in y normierten und separablen, irreduziblen Polynom f 2 ~k[x; y℄ erfol-gen, wobei ~k einen Teilk�orper von k bezeihnet und degy(f) = O(1) gilt. DieO- beziehungsweise o-Konstanten sind daher stets von g, F=k und Cf = Cf(g)unabh�angig.Das Verfahren st�utzt sih im wesentlihen auf Methoden zur Berehnung desGeshlehts von F=k, der Stellen von F=k eines beliebigen, aber niht zu gro�enGrads, der Riemann-Roh-R�aume von Divisoren und der Hauptdivisoren (in freierDarstellung) von Elementen von F=k. 57



58 KAPITEL 5. DAS KLASSENGRUPPENVERFAHREN5.1 Prinzipielle VorgehensweiseIn diesem Abshnitt wird das dem Klassengruppenverfahren zugrundeliegendePrinzip als Berehnung spezieller S-Einheiten dargestellt und ein Rumpfalgorith-mus angegeben. Wir beginnen mit5.1. Satz (S-Einheiten). F�ur eine endlihe, niht-leere Menge S � Pl(F=k)von Stellen und s := jSj � 1 ist(oS)� �= Z=(q� 1)Z� Zs:Beweis. D0(S) ist frei vom Rang s. Die (niht kanonishe) Isomorphie ergibt sih,weil P(S) aufgrund der Endlihkeit der Klassenzahl endlihen Index in D0(S) hatund weil es exakt die Elemente von k� sind, deren Hauptdivisoren das Nullelementrepr�asentieren. Siehe auh [43℄.Es gen�ugen bereits endlihe Mengen S, um D0(S)=P(S) �= Cl0(F=k) zu erhalten.In Satz 3.17 beziehungsweise Bemerkung 3.19 werden genauer Shranken f�ur dieGrade der daf�ur ben�otigten Stellen angegeben, so da� wir ein geeignetes S expli-zit bestimmen k�onnen. Die Klassengruppenberehnung l�a�t sih deswegen auf dieBerehnung der entsprehenden S-Einheiten beziehungsweise ihrer Hauptdiviso-ren reduzieren. Allgemein sehen wir eine S-Einheitengruppe f�ur endlihes, nihtleeres S als berehnet an, wenn eine Basis bestehend aus Elementen von (oS)�f�ur den freien Teil wie in Satz 5.1 bestimmt worden ist. Analoges gilt f�ur die freieGruppe P(S). Die Berehnung der Klassengruppe aus der S-Einheitengruppe be-ziehungsweise aus P(S) wird mit dem folgenden Lemma erreiht:5.2. Lemma. F�ur ein endlihes S = fP0; : : : ; Psg mit s � 1 seien Haupt-divisoren (�1); : : : ; (�l) von S-Einheiten gegeben. Die von diesen Hauptdivisorenerzeugte Untergruppe von P(S) sei U . Durh Berehnung der Smith-Normalformder Matrix M := (vPi(�j))i;j erhalten wir den Rang m und Diagonalelemente1 j : : : j m von M und einen explizit gegebenen IsomorphismusD(S)=U �= Zs+1�m � Z=1Z� � � � � Z=mZ:Der maximal m�oglihe Rang der Matrix M ist s. Genau in diesem Fall hat Uendlihen Index in D0(S) und die Einshr�ankung der obigen Isomorphie ergibtD0(S)=U �= Z=1Z� � � � � Z=mZ:Beweis. Die erste Isomorphieaussage ist an sih klar und folgt aus der Gestaltder Smith-Normalform von M : Bei ihrer Berehnung werden die P0; : : : ; Ps uni-modular zu Divisoren D1; : : : ; Ds+1 transformiert, so da� die ersten m Divisoren



5.1. PRINZIPIELLE VORGEHENSWEISE 59Di die Ordnung i und die restlihen s + 1�m unendlihe Ordnung in D(S)=Uhaben. Per De�nition entsprehen diese Di unter dem Isomorphismus den Erzeu-gern der obigen zyklishen Faktoren. Der maximale Rang von M ist s, weil P(S)und D0(S) Rang s haben. In diesem Fall hat nur Ds+1 unendlihe Ordnung inD(S)=U . Weil die anderen endlihe Ordnung haben, m�ussen sie den Grad nullhaben, sie bilden daher eine Basis von D0(S), woraus sih die zweite Isomorphie-aussage ergibt. Es sei angemerkt, da� der Grad von Ds+1 gleih dem gr�o�tengemeinsamen Teiler der Grade der Stellen aus S ist, weil alle Di zusammen eineBasis von D(S) bilden.Wir wenden uns jetzt der Berehnung der speziell f�ur die Klassengruppe ben�otig-ten S-Einheitengruppe zu. Die folgende Namensgebung hat sih eingeb�urgert:5.3. De�nition. Eine Faktorbasis S ist eine endlihe, niht-leere Teilmenge vonPl(F=k). S ist vollst�andig, wenn D0(S)=P(S) �= Cl0(F=k) gilt. Zu vorgegebenerFaktorbasis S nennen wir die Hauptdivisoren von S-Einheiten auh Relationen.F�ur den Rest dieses Abshnitts gehen wir davon aus, da� eine Methode zurVerf�ugung steht, die unter Eingabe einer noh zu bestimmenden Faktorbasis Sder Reihe nah Relationen (�1); (�2); : : : produziert, f�ur die es ein (uns unbekann-tes) l 2 Z�1 gibt, so da� die ersten l Relationen (�j) die Gruppe der S-glattenHauptdivisoren P(S) (mit gro�er Wahrsheinlihkeit) erzeugen. Wir nennen die-sen Proze� Relationensuhe. Wie dies bei spezieller Wahl von S zu bewerkstelligenist, wird sp�ater erkl�art. Die Bestimmung beliebiger S-Einheiten l�a�t sih im �ubri-gen dann auf diesen speziellen Fall zur�ukf�uhren.Wir w�ahlen jetzt eine vollst�andige Faktorbasis S. Die Idee ist dann die folgende:Die (�j) werden der Reihe nah abgearbeitet und mit Lemma 5.2 (evtl. blok-weise) ausgewertet, bis der Index der von den (�j) erzeugten Gruppe U in D0(S)endlih wird. Nun stellt sih die Frage, ob bereits U = P(S) gilt. Wir wissenaufgrund der Voraussetzung an S, da� der uns bekannte Index (D0(S) : U) einganzzahliges Vielfahes der Klassenzahl h(F=k) = (D0(S) : P(S)) ist. MittelsSatz 3.20 k�onnen wir die Klassenzahl aber auh approximieren und den Fehlerabsh�atzen.5.4. Lemma. Es sei �h 2 R� und I(�h) := fx 2 R j 2�1=2 < x=�h < 21=2g. F�urjedes h 2 I(�h) gilt dann hZ \ I(�h) = fhg.Beweis. Man kann ohne Einshr�ankung �h > 0 annehmen. Es sei ah 2 I(�h) mita 2 Z>0. Durh Logarithmieren ergibt sih: j log(a)j = j log(ah) � log(h)j �j log(ah)� log(�h)j+ j log(�h)� log(h)j < log(2), also a = 1.



60 KAPITEL 5. DAS KLASSENGRUPPENVERFAHRENUnter Verwendung einer Approximation �h der Klassenzahl h(F=k), die so genauist, da� h(F=k) 2 I(�h) gilt, fahren wir mit der Auswertung weiterer (�j) fort, bis(D0(S) : U) 2 I(�h) erf�ullt ist. Dann haben wir aufgrund des Lemmas (D0(S) :U) = h(F=k), deswegen auh U = P(S), und sind fertig. Wir fassen das Vorgehenin einem Algorithmus zusammen:5.5. Algorithmus. (Klassengruppenverfahren)Eingabe: Ein globaler Funktionenk�orper F=k des Geshlehts g > 0 �uber demendlihen K�orper k mit q Elementen.Ausgabe: Struktur und Erzeuger von Cl0(F=k).1. (Erzeugungsshranke) Bestimme eine f�ur die Erzeugung der Klassengrup-pe ausreihende obere Shranke mE = r 2 Z�1 f�ur die Grade der hierf�urben�otigten Stellen und einen Divisor A1 vom Grad eins mittels Satz 3.17und Proposition 3.15 durh die Berehnung der ersten Werte von Nr(F=k)bis maximal maxf d2 logq(4g � 2)e; d2 logq(2g)e+ 1 g.2. (Approximation von h(F=k)) Berehne eine Approximation �h der Klassen-zahl h(F=k) mittels Satz 3.20 unter Verwendung der Werte Nr(F=k) bismP � 2 logq�3g=(q1=2 � 1)�, so da� der Fehlerterm kleiner log(2)=2 wird.3. (Vollst�andige Faktorbasis) Erstelle eine f�ur die Relationensuhe geeigneteFaktorbasis S, die die Stellen von F=k eines Grads kleiner gleih mE undden Tr�ager von A1 enth�alt.4. (Relationensuhe) Unter Verwendung von Lemma 5.2 und Lemma 5.4 wirddie Relationensuhe f�ur S (blokweise) solange durhgef�uhrt, bis eine Un-tergruppe U von P(S) von endlihem Index bekannt ist, f�ur die (D0(S) :U) 2 I(�h) gilt.5. (Ende) Es gilt nun U = P(S). Unter Verwendung von Lemma 5.2 wer-den die f�ur die Klassengruppenberehnung erforderlihen Daten bestimmt.Terminiere.5.6. Bemerkung. Die maximale Anzahl der in den Shritten 1 und 2 zu be-trahtenden Stellen ist O(g2 log(g)), so da� der Gesamtaufwand hierf�ur unter Be-ahtung von Abshnitt 1.2 und der Voraussetzungen am Anfang dieses Kapitelspolynomial in gCf ist. Die Kosten f�ur Shritt 3 bis 5 ergeben sih im wesentlihenaus der Strategie der verwendeten Relationensuhe und werden sp�ater untersuht.Die Absh�atzung f�ur mP in Shritt 2 ergibt sih aus dem Fehlerterm in Satz 3.20mit 2= log(2) < 3.



5.1. PRINZIPIELLE VORGEHENSWEISE 61In der Praxis k�onnen die zu verwendenden, vollst�andigen Faktorbasen bei gr�o�e-rem g und q und damit auh M aus Lemma 5.2 relativ gro� werden, so da� dieBerehnung der Smith-Normalform zu aufwendig wird. In dieser Situation hilft ingewissem Rahmen eine Variation von Algorithmus 5.5: In Shritt 3 verzihten wirauf die Forderung, da� S vollst�andig sein soll. Das Abbruhkriterium in Shritt 4wird nur mit der oberen Shranke beibehalten und liefert niht notwendigerweisedas gew�unshte Ergebnis. Es ist jetzt n�amlih m�oglih, da� nur eine Faktorgruppevon D0(S)=U zu einer Untergruppe der Klassengruppe isomorph ist. Zur Erken-nung beziehungsweise Behebung dieser Situation werden vor Shritt 5 Wurzeltestsdurhgef�uhrt.Bei den Wurzeltests handelt es sih um das folgende Vorgehen: Mit U sei eineUntergruppe von P(S) von endlihem Index bezeihnet. Mit Hilfe der letzten Iso-morphie in Lemma 5.2 betrahten wir eine Auswahl solher Divisoren D 2 D0(S),deren Klassen in D0(S)=U eine Primzahlordnung l besitzen. Zusammen mit derNullklasse bilden letztere einen Fl -Vektorraum. Genau dann gilt U = P(S), wennkeiner der Divisoren D f�ur keines der m�oglihen l ein Hauptdivisor ist. Wir testendies f�ur alleD (modulo F�l ), und falls ein HauptdivisorD gefunden wurde, k�onnenwir U erweitern beziehungsweise den Index von U in P(S) um l verkleinern, undbeginnen mit den Tests f�ur l von vorne. Der Aufwand dieser Berehnungen wirdvom l-Rang der Gruppe D0(S)=P(S) dominiert. Shlimmstenfalls sind daher we-gen Satz 3.14 mindestens (l2g�1)=(l�1) Wurzeltests f�ur l durhzuf�uhren, so da�das Verfahren im allgemeinen exponentiell in g ist. D0(S)=P(S) ist aber h�au�gzyklish (oder ein Produkt weniger zyklisher Gruppen), so da� die Durhf�uhrungvon Wurzeltests in diesem Fall reht eÆzient ist. Es sei angemerkt, da� die auf-tretenden Exponenten sehr gro� werden k�onnen und daher Algorithmus 2.25 f�urdie Hauptidealtests unentbehrlih ist. Vgl. auh [3, S. 16℄, [50, S. 54℄.In der obigen Situation k�onnen wir nun mit den Wurzeltests aus D0(S)=U die Un-tergruppe D0(S)=P(S) selbst erhalten. Wenn ihre Ordnung in I(�h) liegt, handeltes sih um die Klassengruppe, ansonsten um eine ehte Untergruppe. Unter Ver-wendung einer niht vollst�andigen Faktorbasis k�onnen wir also die von ihr erzeugteUntergruppe der Klassengruppe mit Hilfe der Wurzeltests (in unter Umst�andenexponentieller Zeit in g) berehnen.Im Zahlk�orperfall wird eine Methode f�ur Wurzeltests basierend auf dem Cebo-tarevshen Dihtigkeitssatz zur Umgehung der (lRang � 1)=(l � 1)-vielen Einzel-shritte eingesetzt. Wie in [50, S. 55℄ beshrieben, ist dieses Verfahren im Funk-tionenk�orperfall in der Praxis niht eÆzient durhf�uhrbar. Dies liegt daran, da�Stellen eines Grads m mit l j qm�1 betrahtet werden m�ussen, und solhe m sindh�au�g sehr gro� (niht selten m = l�1). Es sei shlie�lih auf die Analogie dieserMethode zur Tate-Lihtenbaum Paarung aus [16℄, siehe auh [15℄, hingewiesen.



62 KAPITEL 5. DAS KLASSENGRUPPENVERFAHREN5.2 RelationensuheIn diesem Abshnitt soll eine �Ubersiht �uber die Strategien zur Suhe von Rela-tionen gegeben werden. Wir �xieren daf�ur eine Faktorbasis S = fP0; : : : ; Psg mits � 1 und einen S-glatten Divisor A mit deg(A) � 1.Die allgemeine Form der Relationensuhe besteht in der sukzessiven Berehnungder Shnitte �L(D)� \ P(S) f�ur S-glatte Divisoren D, welhe nah einer gewis-sen Strategie zu erzeugen sind. Die sp�ater berehneten Relationen entstehen imPrinzip alle auf diese Weise.Mit den vorausgesetzten M�oglihkeiten ist die Berehnung dieser Shnitte prinzi-piell m�oglih. Man beshr�ankt sih sinnvollerweise auf Divisoren niht-negativenGrads. Die Berehnung von L(D) erfolgt mit den Methoden des ersten Kapitels,danah kann (und o�enbar mu�) man f�ur die Elemente von L(D) multiplika-tiv modulo Konstanten einzeln �uberpr�ufen, ob es sih um S-Einheiten handelt.Der Aufwand der Shnittberehnung ist damit a priori exponentiell im Grad derDivisoren D.Es lassen sih drei allgemeine Situationen beziehungsweise Strategieans�atze un-tersheiden:1.) Divisoren vom Grad nullF�ur die Shnittberehnung werden S-glatte Divisoren D vom Grad nullverwendet. In diesem Fall gilt entweder dim(D) = 0 oder dim(D) = 1, undbei dim(D) = 1 hat man eine S-Einheit gefunden. Die Wahrsheinlihkeitf�ur dim(D) = 1 bei zuf�alliger Wahl von D sollte ungef�ahr bei 1=h(F=k)liegen. Dieser Ansatz entspriht einem Rehnen in abelshen Gruppen.2.) Divisoren eines kleinen GradsF�ur die Shnittberehnung werden hier S-glatte Divisoren D eines kleinenGrads und positiver Dimension verwendet, die beispielsweise durh Divisor-reduktion erhalten werden k�onnen. Ein a 2 L(D) ist genau dann S-glatt,wenn (a) +D S-glatt ist. Weil (a) +D mit D kleinen Grad besitzt, bestehthierf�ur eine Glattheitswahrsheinlihkeit. Bei geeigneter Wahl von S f�alltdiese h�oher als 1=h(F=k) aus.3.) Divisoren gro�en GradsEs werden S-glatte Divisoren D mit gro�em Grad und gro�er Dimensionverwendet, beispielsweise so gro�, da� ein komplettes Erzeugendensystemder S-Einheiten in L(D) zu �nden ist. Man k�onnte diesen Ansatz als Direkt-berehnung von S-Einheiten bezeihnen. Er ist unbrauhbar, weil wir niht



5.2. RELATIONENSUCHE 63in der Lage sind, die (relativ wenigen) S-Einheiten unter den sehr vielenElementen von L(D) zu �nden.In der Shwierigkeit der Berehnung des Shnitts �L(D)� \ P(S) einer additi-ven mit einer multiplikativen Struktur ist also wegen 3:) ein grundlegendes Pro-blem der Klassengruppenberehnung zu sehen. Zur Shnittberehnung bei gro�emDivisorgrad erw�ahnen wir deshalb zwei, leider vergeblihe Ans�atze, die auf not-wendigen Bedingungen f�ur die Glattheit eines Elements von L(D) beruhen: Essei a1; : : : ; am eine Basis von L(D). Der erste Ansatz besteht darin, die NormenNF=k(x)(a) von Elementen a = P�iai 2 L(D) parametrish auszurehnen undauf entsprehende Glattheit zu testen. Hierbei wird stark vereinfahend die Frageaufgeworfen, f�ur welhe Spezialisierungen der �i ein Polynom h 2 k[�1; : : : ; �m; x℄nur aus Linearfaktoren besteht. Dies ist genau dann der Fall, wenn ein speziali-siertes h eine ausreihend hohe Potenz von xq � x teilt.Der zweite Ansatz besteht darin, das durh a de�nierte, logarithmishe Di�erenti-al (1=a)da parametrish als Linearkombination der logarithmishen Di�erentialeder S-Einheiten wie am Ende von Abshnitt 3.4 darzustellen. In beiden F�allenerh�alt man dann jedoh niht-lineare Gleihungen und Ungleihungen in gro�erAnzahl oder mit vielen freien Variablen (m ist gro�), deren L�osung unter dengegebenen Umst�anden niht mehr sinnvoll beziehungsweise m�oglih ist.Es bleiben die Ans�atze 1:) und 2:), auf die man sih st�utzen kann. Ansatz 1:) f�uhrtzu im Prinzip deterministishen Algorithmen, wohingegen 2:) einen probabilisti-shen Algorithmus liefert. Die folgenden Teilabshnitte geben einen �Uberblik�uber diese Methoden, bevor der probabilistishe Ansatz dann eingehend behan-delt wird.5.2.1 Deterministishe MethodenZur Berehnung unabh�angiger Relationen beziehungsweise S-Einheiten kann manzwei Methoden untersheiden.F�ur die erste beshr�anken wir uns entsprehend 1:) auf die Betrahtung von Divi-soren in D0(S) und wollen heraus�nden, welhe davon in P(S) liegen. Wir k�onnenspeziell die unabh�angigen Divisoren Di := deg(P0)Pi � deg(Pi)P0 f�ur 1 � i � sbetrahten. F�ur jedes solhe i gibt es ein m 2 Z mit 1 � m � (q1=2 + 1)2g, so da�mDi ein Hauptdivisor ist. Wir berehnen unabh�angige S-Einheiten, indem wir f�urjedes m und jedes i testen, ob mDi ein Hauptdivisor ist. Die einzelnen Tests sindmit Algorithmus 2.25 eÆzient zu bewerkstelligen. Zur Reduzierung des Aufwandsin m kann man speziell beispielsweise die Baby-Step-Giant-Step Methode, vgl. [9,S. 235�.℄, verwenden. Der Aufwand bleibt allerdings wegen der Shranke f�ur mexponentiell in g.



64 KAPITEL 5. DAS KLASSENGRUPPENVERFAHRENMit der eben beshriebenen, ersten Methode der Berehnung unabh�angiger Re-lationen und den Wurzeltests aus Abshnitt 5.1 kann man also bereits P(S) unddamit die Klassengruppe f�ur eine vollst�andige Faktorbasis S deterministish be-rehnen. Der Aufwand ist aber exponentiell in g. Allgemeiner k�onnen unter Ver-wendung von Divisoren vom Grad null und des Hauptdivisortests Tehniken zumBerehnen der Struktur einer abelshen Gruppe von "innen\ heraus eingesetztwerden.Die zweite Methode zur Berehnung unabh�angiger Relationen verwendet bereitsDivisorreduktion. Zu einer Folge von speziell oder zuf�allig gew�ahlten S-glattenDivisoren Di, i = 1; 2; : : : berehnen wir entlang A maximalreduzierte DivisoreneDi mit Di = eDi + rA � (ai). Weil diese reduzierten Divisoren positiv und voneinem Grad kleiner g+deg(A) sind, ist ihre Anzahl endlih. Folglih gibt es j1; j2,so da� eDj1 = eDj2 gilt, und in diesem Fall haben wir mit aj1=aj2 eine S-Einheitgefunden. W�ahlen wir speziell A = P0 und Di;j = i deg(P0)Pj f�ur 1 � j � s, soerhalten wir auf diese Weise f�ur jedes j eine S-Einheit, deren Hauptdivisor vonder Form mj �deg(P0)Pj � deg(Pj)P0� analog wie oben ist. Weil es mindestensh(F=k) viele entlang A maximalreduzierte Divisoren gibt, ist der Aufwand dieserBerehnungen ebenfalls exponentiell in g.Es sei an dieser Stelle auf die Verbindung der beiden Methoden zur Berehnungvon Dirihlet-Einheiten [36, S. 48�.℄, zur Relationenerzwingung [56, S. 46�.℄ undzur Relationenerzeugung durh Idealreduktion [47℄ im Zahlk�orperfall hingewiesen.5.2.2 Probabilistishe MethodeDie prinzipielle Verfahrensweise der probabilistishen Methode ist die folgende:Zu einem zuf�allig gegebenen Divisor D berehnen wir einen positiven DivisoreD mittels Divisorreduktion, so da� D = eD + rA � (a) gilt, �ahnlih der zuvorbeshriebenen Methode der reduzierten Divisoren. Ist eD S-glatt, so hat man mita eine Relation gefunden. Man st�utzt sih also bei dieser Methode niht mehr aufdie Gleihheit zweier eD, sondern auf ihre Glattheitswahrsheinlihkeit, und erh�altein Verfahren, welhes eine wesentlih bessere Laufzeit als die zuvor beshriebenenMethoden hat. Die probabilistishe Methode und ihre Erfolgswahrsheinlihkeitwerden im n�ahsten Abshnitt eingehend beshrieben.5.3 Probabilistishe MethodeIn diesem Abshnitt wird die probabilistishe Methode der Relationensuhe be-shrieben, auf die wir uns im Klassengruppenverfahren haupts�ahlih st�utzen.



5.3. PROBABILISTISCHE METHODE 65Die Beshreibung bleibt theoretish, so da� in dem darau�olgenden Abshnitt dieVorgehensweise in der Praxis erl�autert wird. Insbesondere untersuhen wir jetztdas asymptotishe Verhalten f�ur g ! 1, wobei �ahnlih wie in [7℄ vorgegangenwird, vgl. auh [53℄.5.3.1 Situation und Strategie der RelationensuheMit S = fP0; : : : ; Psg, s � 1 bezeihnen wir wieder eine Faktorbasis und mit Aeinen positiven, S-glatten Divisor, deg(A) � 1.Die von A erzeugte Untergruppe von D(S) ist hAi. Wir betrahten die ProjektionprS;A : D(S) �! D(S)=hAi: Ihre Einshr�ankung auf Dm(S) ist f�ur alle m 2 Zinjektiv, aber niht unbedingt surjektiv. Wir bemerken insbesondere, da� P(S)ein isomorphes Bild in D(S)=hAi besitzt.Wenn A ein Primdivisor ist, sieht man unmittelbar, da� D(S)=hAi �= Zs gilt. Imallgemeinen erh�alt man einen Epimorphismus in der folgenden Weise: Wir dividie-ren A durh den gr�o�ten gemeinsamen Teiler der Exponenten von A und erhalteneinen "primitiven\ Divisor D0. Durh unimodulare Erg�anzung erhalten wir wei-ter Divisoren D1; : : : ; Ds, so da� S 0 := fD0; : : : ; Dsg eine Basis von D(S) ist. Mitdieser Basis ergibt sih die Isomorphie D(S)=hD0i �= Zs und der angek�undigteEpimorphismus D(S)=hAi �! D(S)=hD0i �= Zs.Durh diese Abbildungen erhalten wir zusammenfassend ein ebenfalls epimorphes�S;A : D(S) �! Zs. Das isomorphe Bild von P(S) unter �S;A in Zs bezeihnenwir mit �S;A. Die Berehnung von P(S) kann damit auf die Berehnung von �S;Azur�ukgef�uhrt werden. Wegen Korollar 1.4 angewendet auf D0 statt A wissen wir,da� (Zs : �S;A) � deg(A)h(F=k) gilt. Das Bild von Ddeg(A)red (S;A) unter �S;A wirdshlie�lih mit �redS;A bezeihnet.F�ur die Berehnung von Bildern und Urbildern unter �S;A ben�otigen wir zus�atzliheine Beshr�anktheitseigenshaft von �S;A im Hinblik auf g ! 1. Wir fordern,da� die Grade der Pi aus S polynomial in g und da� der Grad von A, die Anzahlder in A vorkommenden Stellen sowie die betraglihe Summe ihrer Exponenten inA alle O(1) sind. Wenn wir dann die Basis S 0 niht "absihtlih shleht\ w�ahlen,k�onnen wir von folgendem ausgehen: Es sei T 2 Z(s+1)�(s+1) die unimodulareTransformationsmatrix mit (D0; : : : ; Ds) = (P0; : : : ; Ps)T . Es gibt ein positives0 = O(1), so da� f�ur die Maximumnormen �10 jjvjj1 � jjTvjj1 � 0jjvjj1 f�ur allev 2 Zs+1 gilt. Die Basen S und S 0 sollen sih also niht zu sehr "untersheiden\.Diese Forderungen lassen sih beispielsweise dann erf�ullen, wenn A ein Primdi-visor vom Grad eins oder die Di�erenz zweier Primdivisoren aus S ist. Weil derGrad der K�orpererweiterung F=k(x) nah Voraussetzung O(1) ist, k�onnen dieseForderungen auh f�ur A = (x)1 erf�ullt werden.



66 KAPITEL 5. DAS KLASSENGRUPPENVERFAHREN5.7. Bemerkung. Es gilt j�redS;Aj � Ndeg(A)red (S;A)= deg(A), weil sih zwei entlangA deg(A)-minimalreduzierte Divisoren niht um ein Vielfahes von A, eventuellaber um ein Vielfahes von D0 untersheiden. Weiter ist f�ur jedes v 2 �redS;A nahder obigen Beshr�anktheitsforderung jjvjj1 < 0�g + deg(A)� erf�ullt. Au�erdembemerken wir noh einmal, da� wir (Zs : �S;A) � deg(A)h(F=k) haben.5.8. De�nition. Die Relationenabbildung rS;A wird de�niert alsrS;A : �redS;A � �S;A �! Zs; (v1; v2) 7! v1 + v2und f�ur ihre Umkehrung betrahten wir (2�S;A ist die Potenzmenge von �S;A)uS;A : Zs �! 2�S;A; uS;A(v) := f v2 2 �S;A j rS;A(v1; v2) = v f�ur v1 2 �redS;A g:Unter der Relationensuhe verstehen wir nun spezieller die sukzessive Berehnungvon Bildern unter uS;A. Dies kommt der Aufgabe gleih, alle entlang A deg(A)-minimalreduzierten und S-glatten Divisoren eD mit D = eD + rA � (a) f�ur dieDivisoren D 2 ��1S;A(v) zu bestimmen. Letztere untersheiden sih voneinandernur durh Vielfahe von D0.Den Aspekten 1:) und 2:) aus Abshnitt 5.2 wird durh die Verwendung der ent-lang A deg(A)-minimalreduzierten Divisoren Rehnung getragen, denn dadurhbleiben die auftretenden Dimensionen klein.5.9. Algorithmus. (Berehnung von uS;A)Eingabe: Die Divisoren A, D0; : : : ; Ds und ein v 2 Zs.Ausgabe: Die Menge Rv � �S;A mit uS;A(v) = Rv.1. (Divisoren mod A berehnen) Berehne den Divisor D :=Psi=1 viDi, wobeidie vi die KoeÆzienten von v sind. Berehne die Divisoren D0i := D + iD0f�ur i := 0; : : : ; deg(A)= deg(D0)� 1.2. (Reduzierte Divisoren) Berehne mit Algorithmus 2.21 und Bemerkung 2.24alle entlang A deg(A)-minimalreduzierten Divisoren eDi;j mit D0i := eDi;j +ri;jA� (ai;j).3. (Glattheit) Berehne die Menge J der Indizes (i; j), f�ur die eDi;j ein S-glatterDivisor ist. Setze Rv := f v � �S;A( eDi;j) j (i; j) 2 J g.4. (Ende) Ausgabe von Rv. Terminiere.



5.3. PROBABILISTISCHE METHODE 675.10. Bemerkung. Die Anzahl der entlang A deg(A)-minimalreduzierten Divi-soren eDi;j im zweiten Shritt betr�agt maximal deg(A)(qdeg(A) � 1)=(q � 1) we-gen Bemerkung 2.24. Die ersten beiden Shritte ben�otigen damit einen AufwandO(1) log�jjvjj1�(gCf)O(1)s, nah den Voraussetzungen an S;A; T und wegen Be-merkung 2.22. F�ur die Glattheitstests ist zu beahten, da� die eDi;j positive Divi-soren eines Grads kleiner gleih g+deg(A) in Idealdarstellung sind. Unter Verwen-dung von Faktorisierungen der eDi;j beziehungsweise ihrer Normen und mit Hilfeeiner Ordnung f�ur die unter Stellen aus S liegenden Stellen von k(x) kann man denGlattheitstest in einer Laufzeit von O(1)(gCf)O(1) log(s) durhf�uhren, indem dieberehneten Stellen in der Faktorbasis (bin�ar) gesuht werden, und erh�alt dabeidie freie Darstellung von eDi;j. Damit ist die Gesamtlaufzeit von Algorithmus 5.9O(1) log�jjvjj1�(gCf)O(1)s (die ersten beiden Shritte bleiben bestimmend f�ur dens-Anteil).Nah Festlegung der Situation f�ur die Relationensuhe und der Beshreibung, wiesie f�ur einzelne v 2 Zs durhzuf�uhren ist, kommen wir nun zur Strategie derErzeugung dieser Vektoren. Mit lS;A := deg(A)2(q1=2 + 1)4g de�nieren wir hierf�urzwei Quader QS;A; QredS;A � Zs durhQS;A := [ 0; lS;A ℄s \ Zs;QredS;A := ��0�g + deg(A)�; lS;A + 0�g + deg(A)� �s \ Zs:Die in Algorithmus 5.5, Shritt 4 durhzuf�uhrende Relationensuhe besteht nuneinfah in der zuf�alligen (und gleihverteilten) Erzeugung von Vektoren v 2 QredS;Aals Eingabe f�ur Algorithmus 5.9, und zwar solange, bis ein Erzeugendensystemvon �S;A beziehungsweise P(S) gefunden wurde (dies kann mit den Methodendes Abshnitts 5.1 getestet werden).5.3.2 ErfolgswahrsheinlihkeitDurh die sukzessive Berehnung von uS;A erh�alt man also eine (eventuell leere)Folge von Vektoren aus �S;A beziehungsweise eine Folge von Elementen aus P(S).Wir wenden uns jetzt der Frage zu, inwiefern Vektoren aus �S;AnU f�ur ein ehtesTeilgitter U von �S;A durh die Berehnung von uS;A f�ur Vektoren des QuadersQredS;A erhalten werden k�onnen.5.11. Lemma. F�ur l!1 seien s = o(l1=2), s � 1, und Ql := [0; l℄s ein Quaderim Zs. F�ur jedes Gitter � vom Rang s im Zs mit d(�) := (Zs : �) � l1=2 gilt:j� \Qlj = 1 + o(1)d(�) � jQlj: (5.12)



68 KAPITEL 5. DAS KLASSENGRUPPENVERFAHRENF�ur jedes ehte Teilgitter U eines solhen Gitters � gilt:j(�nU) \Qlj � 1 + o(1)2 d(�) � jQlj: (5.13)Wenn zus�atzlih U den Rang s hat und eine Basis in Ql besitzt, so gilt:(� : U) � (s1=2l)s=d(�) � (s1=2l)s: (5.14)Beweis. Wir betrahten eine Basis von � in Hermite-Normalformgestalt und be-zeihnen mit di 2 Z�1 die Eintr�age auf den Stufen. Dann haben wir ��diZ \[0; l℄�� = bl=di + 1 und unter Beahtung der Stufengestalt der Basis ergibt sih,da� j� \ Qlj = Qsi=1�bl=di + 1� ist. Aus dieser Gleihung erhalten wir we-gen di � d(�) � l1=2:(l + l1=2)s = d(�) � j� \Qlj � ls = d(�): (5.15)Nun haben wir (l + l1=2)s = jQlj � (1 + l�1=2)s = 1 + o(1) und �ahnlih ls = jQlj =1 + o(1) wegen s = o(l1=2) und weil allgemein (1 + 1=x)x ! e f�ur x ! 1 gilt.Aus (5.15) ergibt sih damit (5.12).Ist r der Rang von U , so gibt es �j; w�j 2 Z�1, so da� die Stufenelemente von Udurh w�jd�j gegeben werden und jU \Qlj �Qrj=1�bl=(w�jd�j)+1� gilt. Hierauserhalten wir f�ur r < s jU \Qlj � (l + 1)s�1 (5.16)und f�ur r = s wegen jU \ Qlj � d(�)�1Qsj=1�l=w�j + d�j� und weil mindestensein w�j � 2 ist: jU \Qlj � �l + 2l1=2�s = �2d(�)�: (5.17)Hat U niht vollen Rang, so gilt nah (5.15) und (5.16)j(�nU) \Qlj � ls=d(�)� (l + 1)s�1= �(1 + 1=l)�s � d(�)=(l + 1)� jQlj = d(�)= �1 + o(1)� jQlj = d(�):Hat U Rang s, so gilt nah (5.15) und (5.17)j(�nU) \Qlj � ls=d(�)� (l + 2l1=2)s = �2d(�)�= ls�2� (1 + 2l�1=2)s� = �2d(�)�= ls�1 + o(1)� = �2d(�)�:Mit ls=jQlj = 1 + o(1) ergibt sih die Ungleihung (5.13) in beiden F�allen.Die letzte Aussage (5.14) �uber den Index von U folgt mit der Absh�atzung derDeterminante einer aus s unabh�angigen Vektoren von U in Ql gebildeten Matrixmit Hilfe der Hadamard-Shranke.



5.3. PROBABILISTISCHE METHODE 695.18. Lemma. F�ur g !1 sei s = o�l1=2S;A�, s � 1. Mit R0v := �redS;A���S;A\QS;A�gilt: rS;A(R0v) � QredS;A;��rS;A(R0v)�� � �1 + o(1)�Ndeg(A)red (S;A)deg(A)2 h(F=k) � ��QredS;A��:Beweis. Die Aussage rS;A(R0v) � QredS;A folgt aus Bemerkung 5.7. Wir beahtennun drei Aussagen: Erstens, h(F=k) � (q1=2 + 1)2g nah Korollar 3.13; zweitens,rS;A ist in jedem Argument injektiv; drittens, wegen s = o(l1=2S;A) gilt jQS;Aj =(1 + o(1)) jQredS;Aj. Mit Lemma 5.11, (5.12) angewendet auf �S;A und den QuaderQS;A erhalten wir damit, da� das Bild rS;A(R0v) f�ur jede feste Wahl eines v1 2 �redS;A(1 + o(1)) jQredS;Aj = (deg(A)h(F=k)) Elemente enth�alt. Wegen Bemerkung 5.7 ver-vielf�altigt sih diese Anzahl um mindestens Ndeg(A)red (S;A)= deg(A), wenn manv1 2 �redS;A variiert, und daraus ergibt sih die obige Absh�atzung.5.19. Lemma. Es seien �; � 2 (0; 1) und n := g + deg(A) � 1. F�ur g ! 1gilt bei Wahl der speziellen Faktorbasis S := Pl�m(F=k) mit n� � m � n� undu := n=m sowie unter der Glattheitsannahme 4.19:Ndeg(A)red (S;A)deg(A)2 h(F=k) � exp��u log(u)�(1+o(1)):Beweis. Der Faktor deg(A)2 wird von dem (1 + o(1)) aufgenommen, so da� mansih auf die Betrahtung des QuotientenNdeg(A)red (S;A) = h(F=k) beshr�anken kann.Wegen Satz 3.22 mit den Voraussetzungen an F=k �uber die Existenz eines ratio-nalen Teilk�orpers und der Glattheitsannahme 4.19 ergibt sih die Behauptung f�urNdeg(A)red (S;A) = h(F=k), indem man beahtet, da� die Fehlerterme ebenfalls in den(1 + o(1))-Ausdruk aufgenommen werden k�onnen.5.20. Proposition. Es seien p0; p1 2 R>0 mit p0 + p1 = 1 und bezeihne Veinen Algorithmus, der mit einer Wahrsheinlihkeit von p1 das Ergebnis "wahr\liefert.(i) Die erwartete Mindestanzahl von Ausf�uhrungen von V , um genau r-mal dasErgebnis "wahr\ zu erhalten, betr�agt r=p1.(ii) Die Wahrsheinlihkeit, in bp�11  Ausf�uhrungen von V mindestens einmaldas Ergebnis "wahr\ zu erhalten, strebt mit p1 ! 0 gegen 1� 1=e.(iii) Es gibt ein k0 = k0(p1) 2 R�2 , so da� die Wahrsheinlihkeit, nah k0rAusf�uhrungen von V mindestens r-mal das Ergebnis "wahr\ zu erhalten,mit r!1 gegen 1 strebt.



70 KAPITEL 5. DAS KLASSENGRUPPENVERFAHRENBeweis. Wir bezeihnen mit Xr die Mindestanzahl von Ausf�uhrungen von V ,welhe genau r-mal "wahr\ liefern. Es gilt also Xr = w, wenn die letzte unddavor beliebige r � 1 von insgesamt w Ausf�uhrungen von V den "wahr\-Wertergeben. Dies tritt folglih mit einer Wahrsheinlihkeit vonp(Xr = w) = �w � 1r � 1� pr1 pw�r0ein. F�ur den Erwartungswert von Xr ergibt sih damitE(Xr) = 1Xw=0w p(Xr = w) = 1Xw=rw�w � 1r � 1� pr1 pw�r0= pr1(r � 1)! 1Xw=rw(w � 1) � � � (w � r + 1) pw�r0= pr1(r � 1)! � drdxr (1� x)�1��x=p0 = pr1(r � 1)! � r!(1� p0)r+1= r=p1;womit Teil (i) bewiesen w�are. F�ur Teil (ii) beahtet man, da� die Wahrshein-lihkeit, keinmal den Wert "wahr\ zu erhalten, (1� p1)bp�11  betr�agt, welhes f�urp1 ! 0 gegen 1=e strebt.Zum Beweis von Teil (iii) wird ein k0 2 R�2 mit pk0�10 ek0 < 1 gew�ahlt und w :=k0r gesetzt. Wir betrahten die Wahrsheinlihkeit p(Xr � w), in w Ausf�uhrungenvon V mindestens r-mal den Wert "wahr\ zu erhalten:p(Xr � w) = wXj=r �wj� pj1 pw�j0 :F�ur die Komplement�arwahrsheinlihkeit folgt unter Verwendung der Stirling-shen Formel in der Form log(n!) = n(log(n)� 1 + o(1))p(Xr > w) = r�1Xj=0 �k0rj � (1� p0)j pk0r�j0� r p(k0�1)r0 �k0rr � � r p(k0�1)r0 (k0r)r=r!� �pk0�10 ek0�r eo(r)welhes f�ur wahsendes r nah Wahl von k0 gegen null strebt.5.21. Lemma. F�ur g ! 1 berehnet man mit den Voraussetzungen von Lem-ma 5.19 ein Erzeugendensystem von �S;A, bestehend aus qm+o(1) Elementen,



5.3. PROBABILISTISCHE METHODE 71nah erwartungsgem�a� uu(1+o(1)) qm Anwendungen von Algorithmus 5.9 auf zu-f�allig (und gleihverteilt) gew�ahlte Vektoren aus QredS;A mit gegen 1 strebenderWahrsheinlihkeit.Beweis. Wir stellen die Beobahtung voran, da� die Gr�o�e s der Faktorbasis Snah Lemma 3.12 durh qm+o(1) beshr�ankt wird. Wegen Lemma 5.18 und 5.19kann daher u�u(1+o(1)) als untere Shranke f�ur die Wahrsheinlihkeit aufgefa�twerden, ein Element von �S;A durh zuf�allige Wahl eines Vektors aus QredS;A undAnwendung von Algorithmus 5.9 zu erhalten. Mit Proposition 5.20, (ii) erhal-ten wir daher f�ur ausreihend gro�es g nah uu(1+o(1)) Versuhen eine Relationmit einer Wahrsheinlihkeit gr�o�er 1=2. Bezeihne U ein (von bisher gefunde-nen Relationen aufgespanntes) ehtes Teilgitter von �S;A. Wenn eine Relation vgefunden wird, so k�onnen wir wegen Lemma 5.11, (5.13) mit einer Wahrshein-lihkeit von beispielsweise mindestens 1=3 davon ausgehen, da� v 2 �S;AnU ist.Wenn der Rang von U kleiner als s ist, kann man f�ur die Wahrsheinlihkeitv 2 �S;AnQ � U sogar die gleihe untere Shranke annehmen. Wir wenden Pro-position 5.20, (i); (iii) mit dem Algorithmus V := "uu(1+o(1))-malige Anwendungvon Algorithmus 5.9 auf zuf�allige Vektoren aus QredS;A\ an, wobei "wahr\ bedeutensoll, da� eine neue, ggf. den Rang vergr�o�ernde Relation gefunden wurde. DieWahrsheinlihkeit p1 betr�agt dann entsprehend obigem mindestens 1=6. Naherwartungsgem�a� 6s Anwendungen von V erh�alt man ein U mit endlihem Indexin �S;A und nah weiteren, erwartungsgem�a� O(sg) Anwendungen wegen Lem-ma 5.11, (5.14) sogar ein Erzeugendensystem von �S;A, denn der Index verringertsih immer um einen Faktor von mindestens 2. Weil die konstanten Faktoren undselbst g in den o(1)-Ausdruk im Exponenten �ubernommen werden k�onnen, ergibtsih die Aussage des Lemmas mit Proposition 5.20.5.3.3 Komplexit�atZur Minimierung der Anwendungen von Algorithmus 5.9 in Lemma 5.21 gilt esnun m = m(n) so zu bestimmen, da� der Aufwand asymptotish m�oglihst kleinwird. Im Exponenten �ndet sih hier bis auf den (1 + o(1))-Faktor ein Ausdrukder Form (n=m) log(n=m) + m. Man kann sih �uberlegen, da� dieser Ausdrukasymptotish f�ur m = ��+ o(1)�pn log(n) mit einem geeigneten, festen � 2 R>0minimiert wird und dort den Wert �(2�)�1+�+o(1)�pn log(n) besitzt. Hierausergibt sih unter Minimierung des Vorfaktors � = 1=p2 und (2�)�1+ � = p2.Wir sto�en somit auf die f�ur komplexit�atstheoretishe Aussagen h�au�g ben�otigteFunktion L(a; x) := exp�px log(x)�a:



72 KAPITEL 5. DAS KLASSENGRUPPENVERFAHREN5.22. Satz. Mit der Glattheitsannahme 4.19 und unter Verwendung einer geeig-neten Faktorbasis bestehend ausL�1=p2 log(q) + o(1); g�Stellen berehnet man ein Erzeugendensystem des Gitters �S;A asymptotish der-selben Gr�o�e L�1=p2 log(q) + o(1); g�durh L�p2 log(q) + o(1); g�Anwendungen von Algorithmus 5.9 auf zuf�allig und gleihverteilt gew�ahlte Vekto-ren aus QredS;A mit gegen 1 strebender Wahrsheinlihkeit.Beweis. Folgt mittels der obigen Minimierung des Faktors (2�)�1 + � und  =log(q), Lemma 5.21 und unter Beahtung von deg(A) = O(1).Bei diesem Satz handelt es sih im Prinzip um die komplexit�atsbestimmendeKernaussage �uber das Verhalten der probabilistishen Relationensuhe.Nah der Berehnung des (wahrsheinlihen) Erzeugendensystems in Shritt 4von Algorithmus 5.5 mit der beshriebenen Methode m�ussen allerdings noh dieStruktur und Erzeugende der Klassengruppe mit Lemma 5.2 in Shritt 5 bestimmtwerden, wobei sih dieser und der von Algorithmus 5.9 gelieferte Anteil an der Ge-samtkomplexit�at als niht unerheblih erweist. Der Aufwand f�ur die Berehnungder Faktorbasis in Shritt 3 leistet hingegen keinen besonderen Beitrag.5.23. Satz. F�ur festes k = Fq durhlaufe F=k eine Folge globaler Funktionenk�or-per des Geshlehts g mit g ! 1, die durh in y normierte und separable, ir-reduzible Polynome f(x; y) 2 k[x; y℄ mit degy(f) = O(1) gegeben werden. DieKlassengruppe kann dann unter der Glattheitsannahme 4.19 in einer erwartetenLaufzeit von CO(1)f � L�5plog(q)=6 + o(1); g�mit gegen 1 strebender Wahrsheinlihkeit berehnet werden.Beweis. Die Vorberehnungen der Shritte 1 und 2 in Algorithmus 5.5 sind nahBemerkung 5.6 polynomial in Cf und g. Weil die Shranke m vergleihsweisegro� gew�ahlt wird, ist Shritt 1 in diesem Fall sogar �uber�ussig. Wir setzenm := �pg log(g) mit einem noh zu bestimmenden � 2 R>0 . F�ur die Gr�o�e s derFaktorbasis S = Pl�m(F=k) gilt damit s = qm+o(1), und diese Anzahl in Cf po-lynomialer Operationen wird f�ur ihre Berehnung ben�otigt. Die Verwendung vonLemma 5.21 erfordert danah uu(1+o(1))qm Aufrufe von Algorithmus 5.9, was eine



5.4. PRAKTISCHE VORGEHENSWEISE 73Laufzeit von (Cf)O(1)uu(1+o(1))q2m entsprehend Bemerkung 5.10 ergibt. Shlie�-lih gilt es Lemma 5.2 nah Umrehnung der gefundenen Relationen aus �S;A inDivisoren anzuwenden. Hierin dominiert die Berehnung der Smith-Normalform,analog wie in [53, S. 202℄ setzen wir einen Aufwand von q5(m+o(1)) f�ur die qm+o(1)Relationen an (der Wert f�ur die Faktorbasiserzeugung vershwindet gegen�uberdiesen Gr�o�en). Wenn der Rang niht s ist oder die Determinante niht in dem In-tervall I(�h) liegt, endet der Algorithmus ergebnislos, was aber wegen Lemma 5.21nur mit gegen null gehender Wahrsheinlihkeit eintritt.Mit der Berehnung der Smith-Normalform erh�alt man auh die die Klassengrup-pe zyklish erzeugenden Divisoren. Zur Vermeidung von KoeÆzientenexplosion inihren Exponenten beahtet man die folgende Reduktionsm�oglihkeit: Ohne Ein-shr�ankung kann deg(A) = 1 und deg(Di) = 0 f�ur 1 � i � s, Bemerkung 5.6 undShritt 1 in Algorithmus 5.5, gew�ahlt werden. A ist dann an den Relationen nihtbeteiligt, weil diese als Hauptdivisoren den Grad null haben, und die Exponentenvon in den Di dargestellten Divisoren k�onnen modulo h(F=k) reduziert werden.F�ur den Gesamtaufwand ergibt sih insgesamt(Cf)O(1) L�1=(2�) + 2 log(q)� + o(1); g� + L�5� log(q) + o(1); g�;welhes f�ur � := 1=p6 log(q) (bei niht zu stark wahsendem Cf) minimiertwird.Dieses Laufzeitergebnis stimmt mit dem f�ur reell-quadratishe Funktionenk�orperaus [53℄ �uberein.5.4 Praktishe VorgehensweiseNah den vorangegangenen, theoretishen Ausf�uhrungen soll in diesem Abshnittauf die praktishe Durhf�uhrung der Klassengruppenberehnung eingegangen wer-den, wobei wir f�ur die Relationensuhe die probabilistisheMethode verwenden. Inden Algorithmen werden nun insbesondere auh praktishe Erfahrungen ber�uk-sihtigt.5.4.1 Erzeugung der FaktorbasisDie Wahl der Faktorbasis spielt eine entsheidende Rolle f�ur die Relationensu-he. Bei den beshriebenen, deterministishen Methoden sollte sie vollst�andig undm�oglihst klein sein, wohingegen f�ur die probabilistishe Methode ein ausgewo-genes Verh�altnis von Gr�o�e und Glattheitswahrsheinlihkeit wie in Satz 5.22



74 KAPITEL 5. DAS KLASSENGRUPPENVERFAHRENben�otigt wird und sih die Vollst�andigkeit aufgrund der Shranken bei ausrei-hend gro�em Geshleht von selbst einstellt.Bei der probabilistishen Methode ist man genauer am Minimum des Produktsder Anzahl der Stellen der Faktorbasis und dem Inversen der Glattheitswahr-sheinlihkeit interessiert, um die Anzahl der Versuhe der Relationensuhe zuminimieren. Zus�atzlih gilt es auh noh die Kosten f�ur die Smith-Normalform-Berehnung in Lemma 5.2 zu ber�uksihtigen.F�ur die Divisorreduktion benutzen wir standardm�a�ig A = (x)1, da diese dannbesonders eÆzient ausgef�uhrt werden kann. Die Wahl eines anderen Divisor A inShritt 3:1 unten mit kleinem Grad bleibt jedoh m�oglih und ist beispielsweisebei relativ gro�em [F : k(x)℄ im Verh�altnis zu g sinnvoll, weil damit reduzierteDivisoren zu gro�er Dimension bei der Relationensuhe ausgeshlossen werden.F�ur die Praxis hat sih insgesamt das folgende Vorgehen als brauhbar erwie-sen (Shritt 3 in Algorithmus 5.5 wird ersetzt):: : :3.1. (Reduktionsdivisor) W�ahle A = (x)1 und setze n := g + deg(A)� 1.3.2. (Stellenzahl exakt) Es sei r1 das Maximum der Shranken f�ur die Erzeugungder Klassengruppe mE und f�ur die Approximation der Klassenzahl mP ausShritt 1 und 2. Berehne e�r := �r(F=k) f�ur 1 � r � r1.3.3. (Stellenzahl approximiert) Setze e�r := qr=r f�ur r1 < r � n0:7.3.4. (Minimum �nden) Finde 1 � mH � n0:7, f�ur welhes der Wertg2 [F : k(x)℄5 �	F=k(n; n)=	F=k(n;mH)��mHXr=1 e�r� + �mHXr=1 e�r�3minimal, aber ungleih null wird. Die Berehnung der 	F=k-Werte erfolgtmit Satz 4.2, (ii) und mit den e�r anstelle der exakten, aber unbekann-ten �r(F=k).3.5. (Shranke anpassen) Setze mB := maxfmH ; mEg.3.6. (Faktorbasis erzeugen) BerehneS := Pl�mB (F=k) [ supp(A1) [ supp�(x)1� [ supp(A):Wir erwarten eine Glattheitswahrsheinlihkeit von pS;A := 	F=k(n;mB) =	F=k(n; n).: : :



5.4. PRAKTISCHE VORGEHENSWEISE 75Der Wert in Shritt 3:4 stellt keine exakte Angabe der ben�otigten Kosten dar,liefert aber in der Praxis im Bereih q < 10 und g < 10 ganz brauhbare Shran-ken mB. F�ur gr�o�ere q und g mu� man meist kleineremB verwenden, so da� unterUmst�anden auh Wurzeltests, wie nah Algorithmus 5.5 beshrieben, notwendigwerden. F�ur Beispiele sei auf Kapitel 7 verwiesen.5.4.2 RelationensuheBei der probabilistishen Relationensuhe verzihten wir gegen�uber der Beshrei-bung in Abshnitt 5.3.1 auf die Verwendung derDi, deren Nutzen eher theoretishwar, und arbeiten direkt mit den Stellen Pi der Faktorbasis (in Algorithmus 5.24wird die Bezeihnung Di f�ur andere Divisoren verwendet).F�ur die Praxis hat sih insgesamt das folgende Vorgehen als brauhbar erwiesen,wobei Shritt 4 in Algorithmus 5.5 ersetzt wird:5.24. Algorithmus. (Relationensuhe)Eingabe: Ein globaler Funktionenk�orper F=k des Geshlehts g > 0 �uber demendlihen K�orper k mit q Elementen, eine Faktorbasis S, ein S-glatterDivisor A mit deg(A) > 0, eine Approximation �h der Klassenzahlwie in Algorithmus 5.5, sowie die erwartete Glattheitswahrsheinlih-keit pS;A.Ausgabe: Ein Erzeugendensystem einer Untergruppe U von P(S) mit dem In-dex (D0(S) : U) 2 I(�h).1. (Initialisierung) Shreibe S := fP0; : : : ; Psg und setze W := 1. W�ahle f�urjedes 0 � i � s ein zuf�alliges P 2 S und de�niere Di := �Pi + P � rAmit einem maximalen r 2 Z, so da� dim(Di) > 0 ist. Setze weiter RV := 0(Anzahl Relationenversuhe), R := 0 (Anzahl der gefundenen Relationen),RV0 := 0, R0 := 0, �RV := maxf10dp�1S;Ae; 20g, �R := maxfdjSj=10e; 10g,SR := 1 (Rangzuwahs pro Relationenzuwahs), RRV := 1 (Relationen proRelationenversuhe), i := 0.2. (Shleife �uber i) Nah Shritt 8 wird zu Shritt 2 gesprungen.3. (N�ahstes Element) Wenn L(Di) multiplikativ modulo k� kein bisher nihtverwendetes Element enth�alt, wird ein neues Di erzeugt: Setze Di := �Pi +( Summe von W zuf�allig gew�ahlten Stellen aus S mit zuf�alligen Exponentenin [1;W ℄ )� rA, mit einem maximalen r 2 Z, so da� dim(Di) > 0 ist.W�ahle f�ur a ein bisher niht verwendetes Element von L(Di) und set-ze RV := RV + 1.



76 KAPITEL 5. DAS KLASSENGRUPPENVERFAHREN4. (Relation gefunden?) �Uberpr�ufe, ob mit a eine Relation gefunden wurde.Wenn ja, speihere a f�ur die sp�atere Auswertung und setze R := R + 1.5. (Glattheitstest) Wenn RV �RV0 � �RV ist, so werden die folgenden Teil-shritte ausgef�uhrt:5.1. Setze RRV := R=RV .5.2. (Faktorbasis vergr�o�ern?) Wenn RRV � pS;A=100 ist, wird die Fak-torbasis um die Stellen des n�ahsth�oheren Grads, als wie bisher ver-wendet, erweitert, pS;A wird angepa�t und die neu dazugekommenenDj und �RV werden wie in der Initialisierung berehnet. Andernfallswird �RV := maxf10d1=RRV e; 20g gesetzt.5.3. Setze RV0 := RV .6. (Relationen-Test) Wenn R � R0 � �R ist, so werden die folgenden Teil-shritte ausgef�uhrt:6.1. (Relationen auswerten) Die Relationen werden wie in Lemma 5.2 aus-gewertet und U als das von ihnen erzeugte Teilgitter gesetzt.6.2. (Endliher Index) Folgendes wird f�ur endlihen Index (D0(S) : U) ge-tan: Wenn (D0(S) : U) 2 I(�h) ist, so wird die Shleife 2 verlassen.Wenn der Index und W mit den letzten maxfdjSj=10e; 10g Relatio-nen unver�andert geblieben ist, wird W := minfW + 1; jSj; 10g gesetztund alle Dj werden wie in Shritt 3 neu berehnet. Shlie�lih wird�R := d2RRV jSj=[F : k(x)℄e gesetzt.6.3. (Niht endliher Index) Wenn der Index noh niht endlih war, sowird das folgende getan: Es sei �r der Rangzuwahs mit den letz-ten �R Relationen. Setze SR := (�r=�R + SR)=2. Wenn SR < 0:2ist und der Rang und W mit den letzten maxfjSj=10; 10g Relatio-nen unver�andert geblieben ist, dann sei W := minfW + 1; jSj; 10g,alle Dj werden wie in Shritt 3 neu berehnet, und es wird �R :=maxfdjSj=10e; 10ge gesetzt. Andernfalls sei�R := dminf 3SR�R; 2RRV jSj(jSj � rank(U))=(SR[F : k(x)℄) ge:7. (N�ahstes i) Wenn in Shritt 4 eine Relation gefunden wurde, setze i :=i + 1. Wenn i > s ist, dann setze i := 0.8. (Ende Shleife �uber i) Gehe zu Shritt 2.9. (Ende) Die Relationensuhe ist abgeshlossen. Ausgabe der gefundenen Re-lationen und U . Terminiere.



5.4. PRAKTISCHE VORGEHENSWEISE 77Bemerkungen:Wegen der beshr�ankten Gr�o�e der in Shritt 1 und 3 erzeugten Divisoren Ditre�en die Komplexit�ats�uberlegungen der vorangegangenen Abshnitte streng ge-nommen niht mehr auf Algorithmus 5.24 zu. In der Praxis erweist sih dieses Vor-gehen jedoh als g�unstig, weil die Berehnung der Riemann-Roh-R�aume z�ugigervonstatten geht und die auftretenden Relationen ebenfalls eine beshr�ankte Gr�o�ebesitzen.Wenn A 6= (x)1 ist, verwendet man statt der Maximalreduktion in Shritt 1und 3 praktisherweise nur die Gradreduktion aus Abshnitt 2.6, welhe shnellerzu bestimmen ist und in der Regel dasselbe Ergebnis liefert.F�ur die Ausf�uhrung von Shritt 4 bietet es sih an, die Norm NF=k(x)(a) zu be-trahten. Der Nenner ist nah den Voraussetzungen an S und A S-glatt. Einegute Vorauswahl S-glatter Elemente a erh�alt man daher, falls S = Pl�mB (F=k)ist, wenn zuerst getestet wird, ob der Z�ahler der Norm nur aus Primpolynomeneines Grads � mB besteht. Dies kann eÆzient durhgef�uhrt werden.Die Shritte 5:1-5:3 beruhen auf der Erfahrung, da� die Relationensuhe mitunterf�ur sehr kleine Faktorbasen beziehungsweise sehr kleines q und g niht gen�ugendRelationen �nden kann, so da� eine Vergr�o�erung notwendig ist. Dies tritt al-lerdings nur selten ein. Will man die Relationensuhe bei gro�em g mit festerFaktorbasisgr�o�e durhf�uhren, sollte man diese Shritte niht ber�uksihtigen.Das Vorgehen der Shritte 6:1-6:3 realisiert die folgende Strategie: Die Relationenwerden, durh �R gesteuert, zu Beginn der Relationensuhe h�au�g und sp�aterimmer seltener ausgewertet, sofern das Rangwahstum ausreihend gut ausf�allt.Hierdurh spart man sih die allzu h�au�ge Berehnung der Smith-Normalformin Lemma 5.2, die bei gr�o�eren Faktorbasen ziemlih teuer wird. Shlie�lih er-folgt die Auswertung der Relationen dann auh, wenn aufgrund des bisherigenRangwahstums ein voller Rang erwartet werden kann. Wenn das Rangwahs-tum jedoh shleht ist, werden die Relationen immer h�au�ger ausgewertet undgegebenenfalls dann W erh�oht. In die Anzahl �R der zu �ndenden Relationenbis zur n�ahsten Auswertung geht zus�atzlih das Verh�altnis des Aufwands, ei-ne Relation zu �nden, zum Aufwand der Smith-Normalform-Berehnung ein: Istdie Smith-Normalform-Berehnung verh�altnism�a�ig teuer, so werden relativ vieleRelationen bis zur n�ahsten Auswertung gesuht, und umgekehrt.F�ur Beispiele sei auf das Kapitel 7 verwiesen.



78 KAPITEL 5. DAS KLASSENGRUPPENVERFAHREN



Kapitel 6AnwendungenIn diesem Kapitel wird auf Anwendungen der Klassengruppenberehnung globa-ler Funktionenk�orper eingegangen: Wir beshreiben die Berehnung von Bildernund Urbildern unter der Isomorphie der Divisorenklassengruppe zur berehneten,endlih erzeugten, abelshen Gruppe und die sih daraus ergebende M�oglihkeitzur Berehnung diskreter Logarithmen, S-Einheiten und Idealklassengruppen derDedekindringe oS, f�ur beliebige, niht-leere endlihe Stellenmengen S.Die Voraussetzungen von Kapitel 5 werden �ubernommen.6.1 Eindeutige KlassendarstellungWie beshrieben liegt die Struktur der Klassengruppe nah der Klassengruppen-berehnung als endlihe abelshe Gruppe in Elementarteilergestalt Cl0(F=k) �=Z=1Z � � � � � Z=mZ vor. Urbilder unter diesem Isomorphismus sind leiht zuberehnen, weil zus�atzlih konkrete, den zyklishen Faktoren entsprehende Di-visoren gegeben sind. Es stellt sih nun die Frage, wie das Bild einer beliebigenDivisorenklasse [D℄ 2 Cl0(F=k) unter diesem Isomorphismus zu bestimmen ist.Gesuht ist also eine eindeutige Darstellung von [D℄ in den erzeugenden Divisoren.Wenn dies gekl�art ist, erh�alt man unter Hinzunahme eines Divisors vom Grad einsmit Proposition 1.1 dann auh die in beiden Rihtungen berehenbare Isomorphieder ganzen Divisorenklassengruppe Cl(F=k) �= Z� Z=1Z� � � � � Z=mZ.Wir gehen von einer freien Darstellung (S. 16) von D mit deg(D) = 0 aus. Umdie eindeutige Klassendarstellung zu �nden, geht man sehr �ahnlih wie bei derRelationensuhe vor. Unter Verwendung der Faktorbasis S aus der Klassengrup-penberehnung bestimmt man zuf�allig gew�ahlte S-glatte Divisoren D0 (niht zugro�er H�ohe) und betrahtet die Maximalreduktionen von D+D0 entlang A, alsoD+D0 = eD+rA�(a). Wenn eines dieser eD S-glatt ist, hat man eine Darstellung79



80 KAPITEL 6. ANWENDUNGENvon D durh einen S-glatten Divisor eD + rA � D0 modulo einem Hauptdivisorgefunden. Wegen [ eD + rA � D0℄ 2 �D0(S) + P(F=k)� =P(F=k) �= D0(S)=P(S)berehnet man dann leiht die gesuhte Darstellung mit Lemma 5.2. Die Er-folgswahrsheinlihkeit dieses probabilistishen Vorgehens stimmt mit der Wahr-sheinlihkeit �uberein, bei der probabilistishen Relationensuhe eine Relation zu�nden, so da� ein subexponentieller Aufwand erwartet werden kann.Mit der Klassendarstellung lassen sih Fragestellungen bez�uglih der Divisoren-klassengruppe in den Kontext explizit gegebener, endlih erzeugter abelsherGruppen �ubersetzen. Im folgenden nehmen wir an, da� die erforderlihen Algo-rithmen f�ur endlih erzeugte abelshe Gruppen und Homomorphismen zwishenihnen zur Verf�ugung stehen.6.2 Diskreter LogarithmusF�ur zwei Divisorenklassen [D1℄; [D2℄ vom Grad null ist der diskrete Logarithmusvon [D1℄ bez�uglih [D2℄ eine modulo der Ordnung von [D2℄ bestimmte Zahl r 2 Z,f�ur die [D1℄ = r[D2℄ gilt. Indem man nun die Klassendarstellung von [D1℄ und [D2℄bestimmt, l�a�t sih das Problem der Berehnung des diskreten Logarithmus von[D1℄ bez�uglih [D2℄ in das analoge Problem in Z=1Z� � � � � Z=mZ �ubersetzen,wo es leiht wegen der bekannten Gr�o�en i gel�ost werden kann.6.3 Einheiten und Idealklassengruppe desDedekindrings oSS sei eine beliebige, niht-leere endlihe Menge von s + 1 Stellen von F=k. Esstellt sih die Frage nah der Berehnung der Einheitengruppe und der Idealklas-sengruppe des Rings der au�erhalb S ganzen Elemente oS. Auh dieses kann mitHilfe der Klassendarstellung in die Situation endlih erzeugter abelsher Gruppen�ubertragen werden.Wir verwenden dazu den Homomorphismus �S : D(S) �! Cl(F=k), f�ur denn�amlih ker �S = P(S) und oker �S = Cl(F=k)=�S�D(S)� �= Cl(oS) gilt (manvergleihe mit dem Beweis von Korollar 1.3). Mit Hilfe der Klassendarstellungerhalten wir f�ur �S einen explizit gegebenen Homomorphismus �0S : Zs+1 �!Z� Z=1Z� � � � � Z=mZ und k�onnen dessen Kern und Kokern berehnen. Ausden Hauptdivisoren P(S) lassen sih mittels Riemann-Roh-Raum-Berehnungshlie�lih fundamentale S-Einheiten von (oS)� in Potenzproduktdarstellung ge-winnen.



Kapitel 7BeispieleWir betrahten nun Beispiele f�ur die Berehnung von Klassengruppen globalerFunktionenk�orper F=k. Im ersten Abshnitt berehnen wir neben der Divisoren-klassengruppe auh die Einheiten- und Idealklassengruppe von oS = Cl(k[x℄; F )f�ur die Beispiele zur Einheitenberehnung aus [50℄ und f�ur einige weitere Beispie-le. In den darauf folgenden Abshnitten betrahten wir zuf�allig gew�ahlte Funktio-nenk�orper mit entweder gro�er Elementanzahl q des exakten Konstantenk�orpersoder gro�em Geshleht g, eine Tabelle mit hyperelliptishen Funktionenk�orpernund speziell konstruierte Funktionenk�orper mit vielen Stellen vom Grad eins. DenAbshlu� bildet ein Beispiel zur Bestimmung des p-Rangs der Klassengruppe so-wie der Hasse-Witt-Invariante von F=k.Alle Berehnungen wurden mit dem Computeralgebrasystem KASH, [25℄, auf einerSGI Origin 2000 durhgef�uhrt.Die Tabelleneintr�age gliedern sih in K�asten des folgenden Inhalts:Der erste Kasten enth�alt immer die Werte q und g, die laufende Nummer desBeispiels, die Klassenzahl h(F=Fq ) und die Struktur der Klassengruppe Cl0(F=Fq ),sowie die Berehnungszeit T in Sekunden.In den Abshnitten 7.1 und 7.5 folgen zus�atzlih der S0-RegulatorR(S0), die Ideal-klassenzahl h(S0) und die Struktur der Idealklassengruppe Cl(oS0) des Rings oS0f�ur S0 := supp�(x)1�.Danah wird die de�nierende Gleihung f(x; �) = 0 des Funktionenk�orpers, derGrad n und die Konstante Cf zur KoeÆzientengr�o�e angegeben.Im letzten Kasten werden die wesentlihen Parameter des Klassengruppenver-fahrens aufgelistet. F�ur einen Divisor A = Pri=1 iPi shreiben wir hier A ��1; deg(P1); : : : ; r; deg(Pr)�. Die anderen Werte entsprehen bei gleiher Bezeih-nung den Werten aus Algorithmus 5.5 und den Algorithmen in Abshnitt 5.4: mE81



82 KAPITEL 7. BEISPIELEist die Shranke f�ur die Erzeugung der Faktorbasis, mP ist die Shranke f�ur dieApproximation der Klassenzahl, mH ist die Shranke, f�ur die die k�urzeste Lauf-zeit erwartet wird. mB ist die dann tats�ahlih f�ur die Faktorbasis S verwendeteShranke. F�ur die Anzahl RV der Versuhe, eine Relation zu �nden, geben wirden erwarteten (=?) und den tats�ahlihen Wert an. RR bezeihnet die Anzahlder ben�otigten Riemann-Roh-Raum-Berehnungen,R die Anzahl der gefundenenRelationen. W ist shlie�lih die Exponentenshranke f�ur die zuf�allig gew�ahltenDivisoren der Relationensuhe.F�ur keines der Beispiele ist eine Vergr�o�erung der Faktorbasis w�ahrend der Be-rehnung erforderlih. Au�erdem gilt immer supp(A1) � S.Auf die Angabe von Divisoren, Idealen und S-Einheiten verzihten wir aus Platz-gr�unden.7.1 Vergleih mit Beispielen aus der Einheiten-berehnungDie folgenden Beispiele sind [50, S. 64�.℄ entnommen. Man beahte, da� dort dieGrade der "unendlihen\ Stellen mit in den Regulator aufgenommen werden. DieLaufzeiten haben sih teilweise erheblih verbessert.q = 3; g = 3 1h(F=F3 ) = 76; Cl0(F=F3 ) �= 2� 38: T = 1:4 sR(S0) = 19; h(S0) = 4; Cl(oS0) �= 2� 2:F := F3(x; �) : �3 + (2x+ 1)�2 + (2x3 + x2 + x+ 1)�+ x2 + 2 = 0:n = 3; Cf = 2A = (x)1 � (1; 1; 2; 1):mE = 2; mP = 4; mH = 2 �! mB := 2; jSj = 11; RV =? 16:RR = 26; RV = 47; R = 36 �! R=RV = 0:77; jSj=R = 0:31:W = 1.q = 3; g = 2 2h(F=F3 ) = 16; Cl0(F=F3 ) �= 2� 8: T = 0:7 sR(S0) = 4; h(S0) = 4; Cl(oS0) �= 4:F := F3(x; �) : �3 + (x2 + 2)�2 + (2x2 + 2)� + 2 = 0: n = 3; Cf = 2A = (x)1 � (1; 1; 1; 1; 1; 1):mE = 1; mP = 3; mH = 1 �! mB := 1; jSj = 5; RV =? 12:RR = 7; RV = 14; R = 10 �! R=RV = 0:71; jSj=R = 0:5:W = 1.



7.1. VERGLEICH MIT BEISPIELEN AUS DER EINHEITENBERECHNUNG 83q = 5; g = 1 3h(F=F5 ) = 3; Cl0(F=F5) �= 3: T = 0:6 sR(S0) = 1; h(S0) = 3; Cl(oS0) �= 3:F := F5(x; �) : �3 + (x2 + 2x+ 2)�2 + (x+ 2)�+ 2 = 0: n = 3; Cf = 2A = (x)1 � (1; 1; 1; 2):mE = 1; mP = 2; mH = 1 �! mB := 1; jSj = 4; RV =? 17:RR = 5; RV = 31; R = 10 �! R=RV = 0:32; jSj=R = 0:4:W = 1.q = 25; g = 0 4h(F=F25) = 1; Cl0(F=F25) �= 1: T = 1:5 sR(S0) = 1; h(S0) = 1; Cl(oS0) �= 1:F := F25(x; �) : �3 + (3x+ 4)�2 + 2�+ 1 = 0: n = 3; Cf = 1A = (x)1 � (1; 1; 2; 1):mE = 1; mP = 0; mH = 1 �! mB := 1; jSj = 26; RV =? 124:RR = 39; RV = 39; R = 39 �! R=RV = 1; jSj=R = 0:67:W = 1.q = 7; g = 0 5h(F=F7 ) = 1; Cl0(F=F7) �= 1: T = 0:6 sR(S0) = 1; h(S0) = 1; Cl(oS0) �= 1:F := F7(x; �) : �3 + (2x+ 3)�2 + 1 = 0: n = 3; Cf = 1A = (x)1 � (1; 1; 2; 1):mE = 1; mP = 0; mH = 1 �! mB := 1; jSj = 8; RV =? 25:RR = 17; RV = 17; R = 17 �! R=RV = 1; jSj=R = 0:47:W = 1.q = 49; g = 2 6h(F=F49) = 3600; Cl0(F=F49) �= 2� 2� 30� 30: T = 15 sR(S0) = 2; h(S0) = 1800; Cl(oS0) �= 2� 30� 30:F := F49(x; �) : �4 + 2�3 + (2x2 + 3x+ 4)�+ 1 = 0: n = 4; Cf = 1A = (x)1 � (1; 1; 3; 1):mE = 1; mP = 1; mH = 1 �! mB := 1; jSj = 70; RV =? 1823:RR = 71; RV = 787; R = 124 �! R=RV = 0:16; jSj=R = 0:56:W = 1.



84 KAPITEL 7. BEISPIELEq = 11; g = 2 7h(F=F11 ) = 268; Cl0(F=F11 ) �= 2� 134: T = 2:5 sR(S0) = 268; h(S0) = 1; Cl(oS0) �= 1:F := F11(x; �) : �3 + (8x2 + x)�2 + (6x2 + 3x+ 3)�+ 8 = 0: n = 3; Cf = 2A = (x)1 � (1; 1; 1; 1; 1; 1):mE = 1; mP = 1; mH = 1 �! mB := 1; jSj = 21; RV =? 66:RR = 21; RV = 81; R = 40 �! R=RV = 0:49; jSj=R = 0:53:W = 1.q = 13; g = 1 8h(F=F13 ) = 16; Cl0(F=F13) �= 4� 4: T = 2 sR(S0) = 4; h(S0) = 4; Cl(oS0) �= 4:F := F13(x; �) : �3 + (10x2 + 7x+ 1)�2 + (2x2 + 8x+ 5)�+ 7 = 0:n = 3; Cf = 2A = (x)1 � (1; 1; 1; 1; 1; 1):mE = 1; mP = 1; mH = 1 �! mB := 1; jSj = 16; RV =? 52:RR = 16; RV = 101; R = 21 �! R=RV = 0:21; jSj=R = 0:76:W = 1.q = 17; g = 1 9h(F=F17 ) = 16; Cl0(F=F17) �= 16: T = 1:8 sR(S0) = 16; h(S0) = 1; Cl(oS0) �= 1:F := F17(x; �) : �3 + 2�2 + (6x2 + 14x+ 6)�+ 10x2 + 10x+ 1 = 0:n = 3; Cf = 1A = (x)1 � (1; 1; 1; 2):mE = 1; mP = 1; mH = 1 �! mB := 1; jSj = 17; RV =? 84:RR = 19; RV = 162; R = 40 �! R=RV = 0:25; jSj=R = 0:43:W = 1.q = 9; g = 0 10h(F=F9 ) = 1; Cl0(F=F9) �= 1: T = 1:2 sR(S0) = 1; h(S0) = 1; Cl(oS0) �= 1:F := F9(x; �) : �4 + 2�3 + (2x+ 1)�2 + 2�+ 1 = 0: n = 4; Cf = 1A = (x)1 � (2; 1; 2; 1):mE = 1; mP = 0; mH = 1 �! mB := 1; jSj = 10; RV =? 89:RR = 16; RV = 16; R = 16 �! R=RV = 1; jSj=R = 0:63:W = 1.



7.1. VERGLEICH MIT BEISPIELEN AUS DER EINHEITENBERECHNUNG 85q = 5; g = 0 11h(F=F5 ) = 1; Cl0(F=F5) �= 1: T = 1:2 sR(S0) = 1; h(S0) = 1; Cl(oS0) �= 1:F := F5(x; �) : �4 + (2x+ 3)�3 + �2 + (3x+ 2)�+ 1 = 0: n = 4; Cf = 1A = (x)1 � (1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1):mE = 1; mP = 0; mH = 1 �! mB := 1; jSj = 6; RV =? 32:RR = 10; RV = 10; R = 10 �! R=RV = 1; jSj=R = 0:6:W = 1.q = 25; g = 0 12h(F=F25) = 1; Cl0(F=F25) �= 1: T = 2:9 sR(S0) = 1; h(S0) = 1; Cl(oS0) �= 1:F := F25(x; �) : �4 + 2�3 + (3x+ 2)�2 + �+ 2 = 0: n = 4; Cf = 1A = (x)1 � (2; 1; 2; 1):mE = 1; mP = 0; mH = 1 �! mB := 1; jSj = 26; RV =? 411:RR = 54; RV = 54; R = 54 �! R=RV = 1; jSj=R = 0:48:W = 1.q = 25; g = 0 13h(F=F25) = 1; Cl0(F=F25) �= 1: T = 2:8 sR(S0) = 1; h(S0) = 1; Cl(oS0) �= 1:F := F25(x; �) : �4 + (2x+ 3)�3 + �2 + 1 = 0: n = 4; Cf = 1A = (x)1 � (1; 1; 3; 1):mE = 1; mP = 0; mH = 1 �! mB := 1; jSj = 26; RV =? 411:RR = 40; RV = 40; R = 40 �! R=RV = 1; jSj=R = 0:65:W = 1.q = 25; g = 0 14h(F=F25) = 1; Cl0(F=F25) �= 1: T = 3:8 sR(S0) = 1; h(S0) = 1; Cl(oS0) �= 1:F := F25(x; �) : �4 + (2x+ 3)�3 + (x+ 1)�2 + (4x+ 3)�+ 1 = 0: n = 4; Cf = 1A = (x)1 � (1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1):mE = 1; mP = 0; mH = 1 �! mB := 1; jSj = 26; RV =? 411:RR = 39; RV = 39; R = 39 �! R=RV = 1; jSj=R = 0:67:W = 1.



86 KAPITEL 7. BEISPIELEq = 49; g = 0 15h(F=F49 ) = 1; Cl0(F=F49 ) �= 1: T = 11 sR(S0) = 1; h(S0) = 1; Cl(oS0) �= 1:F := F49(x; �) : �4 + (2x+ 3)�3 + (3x+ 2)�2 + (4x+ 5)�+ 1 = 0:n = 4; Cf = 1A = (x)1 � (1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1):mE = 1; mP = 0; mH = 1 �! mB := 1; jSj = 50; RV =? 960:RR = 129; RV = 129; R = 129 �! R=RV = 1; jSj=R = 0:39:W = 1.q = 5; g = 0 16h(F=F5 ) = 1; Cl0(F=F5) �= 1: T = 1:3 sR(S0) = 1; h(S0) = 1; Cl(oS0) �= 1:F := F5(x; �) : �5 + (2x+ 3)�2 + 3�+ 1 = 0: n = 5; Cf = 1A = (x)1 � (2; 1; 3; 1):mE = 1; mP = 0; mH = 1 �! mB := 1; jSj = 6; RV =? 72:RR = 19; RV = 19; R = 19 �! R=RV = 1; jSj=R = 0:32:W = 1.Die folgendenen Beispiele haben gr�o�eres Geshleht und ben�otigen wie zuvor nureine relativ geringe Laufzeit:q = 3; g = 10 17h(F=F3 ) = 52584; Cl0(F=F3) �= 2� 2� 13146: T = 44 sR(S0) = 1; h(S0) = 52584; Cl(oS0) �= 2� 2� 13146:F := F3(x; �) : �5 + x�+ x6 + x+ 1 = 0: n = 5; Cf = 2A = (x)1 � (5; 1):mE = 6; mP = 5; mH = 4 �! mB := 6; jSj = 192; RV =? 697:RR = 265; RV = 495; R = 238 �! R=RV = 0:48; jSj=R = 0:81:W = 1.q = 11; g = 6 18h(F=F11 ) = 1847040; Cl0(F=F11 ) �= 2� 923520: T = 25 sR(S0) = 1; h(S0) = 1847040; Cl(oS0) �= 2� 923520:F := F11(x; �) : �4 + x2�+ x5 + x+ 1 = 0: n = 4; Cf = 2A = (x)1 � (4; 1):mE = 2; mP = 2; mH = 2 �! mB := 2; jSj = 71; RV =? 5583:RR = 362; RV = 2701; R = 109 �! R=RV = 0:04; jSj=R = 0:65:W = 1.



7.2. GROSSES GESCHLECHT 87q = 19; g = 7 19h(F=F19) = 1336199119; Cl0(F=F19) �= 1336199119: T = 62 sR(S0) = 1; h(S0) = 2672398238; Cl(oS0) �= 2672398238:F := F19(x; �) : �4 + �3 + x2�+ x6 + x+ 1 = 0: n = 4; Cf = 2A = (x)1 � (2; 2):mE = 2; mP = 2; mH = 2 �! mB := 2; jSj = 224; RV =? 11112:RR = 679; RV = 4018; R = 436 �! R=RV = 0:11; jSj=R = 0:51:W = 1.q = 9; g = 6 20h(F=F9 ) = 417956; Cl0(F=F9 ) �= 2� 208978: T = 234 sR(S0) = 417956; h(S0) = 1; Cl(oS0) �= 1:F := F9(x; �) : �5 + x�3 + x5 + x2 + 1 = 0: n = 5; Cf = 1A = (x)1 � (1; 1; 1; 2; 1; 2):mE = 3; mP = 2; mH = 3 �! mB := 3; jSj = 327; RV =? 3150:RR = 450; RV = 8599; R = 700 �! R=RV = 0:081; jSj=R = 0:47:W = 1.7.2 Gro�es GeshlehtEs folgen Beispiele, in denen das Geshleht f�ur jeden Konstantenk�orper so gro�gew�ahlt wird, da� wir eine ungef�ahre Vorstellung �uber die Grenzen des Verfahrensbeziehungsweise der verwendeten Implementierung erhalten k�onnen.Bis auf die ersten beiden und das vierte Beispiel wurde durhweg A = A1 f�ur ei-ne gute Glattheitswahrsheinlihkeit verwendet. Als Shranke f�ur die Faktorbasiswurde h�au�g ein kleinerer Wert als mE gew�ahlt, so da� am Ende der Klassen-gruppenberehnung Wurzeltests erforderlih waren. Wegen der Strukturen derKlassengruppen ben�otigten diese nur einen Bruhteil der gesamten Berehnungs-zeit.q = 2; g = 50 21h(F=F2 ) = 1743271585380988; Cl0(F=F2) �= 1743271585380988: T = 8749 sF := F2(x; �) : �2 + (x+ 1)�+ x101 + x+ 1 = 0: n = 2; Cf = 51A = (x)1 � (2; 1):mE = 14; mP = 12; mH = 12 �! mB := 10; jSj = 250; RV =? 83985:RR = 79940; RV = 98342; R = 1057 �! R=RV = 0:011; jSj=R = 0:24:W = 5:



88 KAPITEL 7. BEISPIELEq = 3; g = 30 22h(F=F3 ) = 205217259503652; Cl0(F=F3 ) �= 2� 102608629751826: T = 13450 sF := F3(x; �) : �2 + (x+ 1)�+ x62 + x+ 1 = 0: n = 2; Cf = 31A = (x)1 � (1; 2):mE = 8; mP = 7; mH = 7 �! mB := 6; jSj = 230; RV =? 74270:RR = 80377; RV = 130973; R = 1127 �! R=RV = 0:0086; jSj=R = 0:2:W = 5.q = 5; g = 19 23h(F=F5 ) = 16563730252090; Cl0(F=F5) �= 16563730252090: T = 6234 sF := F5(x; �) : �3 + x�+ x21 + x+ 1 = 0: n = 3; Cf = 7A � (1; 1):mE = 5; mP = 4; mH = 5 �! mB := 4; jSj = 219; RV =? 63731:RR = 106132; RV = 126754; R = 909 �! R=RV = 0:0072; jSj=R = 0:24:W = 4:q = 7; g = 14 24h(F=F7 ) = 1322299613348; Cl0(F=F7 ) �= 2� 661149806674: T = 1461 sF := F7(x; �) : �5 + (x+ 1)�+ x8 + x+ 1 = 0: n = 5; Cf = 2A = (x)1 � (5; 1):mE = 4; mP = 3; mH = 4 �! mB := 3; jSj = 148; RV =? 102364:RR = 14923; RV = 90844; R = 468 �! R=RV = 0:0052; jSj=R = 0:32:W = 2:q = 13; g = 10 25h(F=F13 ) = 206665304791; Cl0(F=F13 ) �= 206665304791: T = 1888 sF := F13(x; �) : �5 + (x+ 1)�+ x6 + x+ 1 = 0: n = 5; Cf = 2A � (1; 1):mE = 3; mP = 2; mH = 2 �! mB := 2; jSj = 111; RV =? 10848:RR = 19116; RV = 20802; R = 395 �! R=RV = 0:019; jSj=R = 0:28:W = 2:q = 17; g = 10 26h(F=F17 ) = 2231475497166; Cl0(F=F17) �= 2231475497166: T = 17771 sF := F17(x; �) : �5 + (x+ 1)�+ x6 + x+ 1 = 0: n = 5; Cf = 2A � (1; 1):mE = 2; mP = 2; mH = 2 �! mB := 2; jSj = 168; RV =? 33990:RR = 49690; RV = 52399; R = 666 �! R=RV = 0:013; jSj=R = 0:25:W = 2:



7.3. GROSSER KONSTANTENK�ORPER 89q = 23; g = 10 27h(F=F23) = 37953554676269; Cl0(F=F23 ) �= 37953554676269: T = 11602 sF := F23(x; �) : �5 + (x+ 1)�+ x6 + x+ 1 = 0: n = 5; Cf = 2A � (1; 1):mE = 2; mP = 2; mH = 2 �! mB := 2; jSj = 322; RV =? 81501:RR = 148690; RV = 154883; R = 1113 �! R=RV = 0:0072; jSj=R = 0:29:W = 2:q = 25; g = 10 28h(F=F25) = 147510773172045; Cl0(F=F25 ) �= 3� 3� 3� 5463361969335: T = 69ksF := F25(x; �) : �5 + (x+ 1)�+ x6 + x+ 1 = 0: n = 5; Cf = 2A � (1; 1):mE = 2; mP = 2; mH = 2 �! mB := 2; jSj = 375; RV =? 47170:RR = 93274; RV = 1544153; R = 1053 �! R=RV = 0:00068; jSj=R = 0:36:W = 5:7.3 Gro�er Konstantenk�orperIn den folgenden Beispielen betrahten wir einen festen Funktionenk�orper undnehmen Konstantenk�orpererweiterungen vor. Wir beobahten, da� die Gr�o�e derFaktorbasis exponentiell im Grad der Konstantenk�orpererweiterung zunimmt, soda� dem Verfahren hier shnell Grenzen gesetzt werden.q = 2; g = 4 29h(F=F2 ) = 10; Cl0(F=F2 ) �= 10: T = 1 sF := F2(x; �) : �2 + (x+ 1)�+ x9 + x3 + 1 = 0: n = 2; Cf = 5A = (x)1 � (2; 1):mE = 5; mP = 6; mH = 2 �! mB := 5; jSj = 18; RV =? 18:RR = 37; RV = 40; R = 40 �! R=RV = 1; jSj=R = 0:45:W = 1.q = 4; g = 4 30h(F=F4 ) = 280; Cl0(F=F4) �= 280: T = 2:6 sF := F4(x; �) : �2 + (x+ 1)�+ x9 + x3 + 1 = 0: n = 2; Cf = 5A = (x)1 � (2; 1):mE = 3; mP = 3; mH = 2 �! mB := 3; jSj = 38; RV =? 55:RR = 98; RV = 148; R = 111 �! R=RV = 0:75; jSj=R = 0:34:W = 1.



90 KAPITEL 7. BEISPIELEq = 8; g = 4 31h(F=F8 ) = 4090; Cl0(F=F8 ) �= 4090: T = 3:5 sF := F8(x; �) : �2 + (x+ 1)�+ x9 + x3 + 1 = 0: n = 2; Cf = 5A = (x)1 � (2; 1):mE = 2; mP = 2; mH = 1 �! mB := 2; jSj = 42; RV =? 147:RR = 214; RV = 251; R = 186 �! R=RV = 0:74; jSj=R = 0:23:W = 2.q = 16; g = 4 32h(F=F16 ) = 114800; Cl0(F=F16) �= 5� 22960: T = 19 sF := F16(x; �) : �2 + (x+ 1)�+ x9 + x3 + 1 = 0: n = 2; Cf = 5A = (x)1 � (2; 1):mE = 2; mP = 1; mH = 1 �! mB := 2; jSj = 172; RV =? 436:RR = 680; RV = 703; R = 575 �! R=RV = 0:82; jSj=R = 0:3:W = 2.q = 64; g = 4 33h(F=F64 ) = 20041000; Cl0(F=F64) �= 5� 35� 114520: T = 15 sF := F64(x; �) : �2 + (x+ 1)�+ x9 + x3 + 1 = 0: n = 2; Cf = 5A = (x)1 � (2; 1):mE = 1; mP = 1; mH = 1 �! mB := 1; jSj = 76; RV =? 3919:RR = 428; RV = 2399; R = 302 �! R=RV = 0:13; jSj=R = 0:25:W = 3.q = 256; g = 4 34h(F=F256) = 5470220000; Cl0(F=F256 ) �= 5� 5� 5� 43761760: T = 111 sF := F256 (x; �) : �2 + (x+ 1)�+ x9 + x3 + 1 = 0: n = 2; Cf = 5A = (x)1 � (2; 1):mE = 1; mP = 1; mH = 1 �! mB := 1; jSj = 320; RV =? 15520:RR = 1181; RV = 7868; R = 1230 �! R=RV = 0:16; jSj=R = 0:26:W = 2.q = 512; g = 4 35h(F=F512) = 76440901630; Cl0(F=F512) �= 76440901630: T = 562 sF := F512 (x; �) : �2 + (x+ 1)�+ x9 + x3 + 1 = 0: n = 2; Cf = 5A = (x)1 � (2; 1):mE = 1; mP = 1; mH = 1 �! mB := 1; jSj = 566; RV =? 44660:RR = 2163; RV = 25730; R = 2279 �! R=RV = 0:089; jSj=R = 0:25:W = 2.



7.4. HYPERELLIPTISCHE FUNKTIONENK�ORPER 917.4 Hyperelliptishe Funktionenk�orperWir betrahten eine Familie von hyperelliptishen Funktionenk�orpern F=k f�urk = F3 , welhe durh y2 = f(x)mit einem normierten, irreduziblen Polynom f(x) 2 k[x℄, deg�f(x)� � 13 gege-ben werden. Ist deg�f(x)� gerade, so erhalten wir reell-quadratishe, andernfallsimagin�ar-quadratishe Erweiterungen F=k(x) mit "Primdiskriminante\.Die Tabelle gliedert sih wie folgt: d bezeihnet den Grad von f(x). In der mitf(x) �ubershriebenen Spalte stehen die Anzahlen der Primpolynome f(x) desGrads d. Danah folgen das Geshleht g, das Minimum hmin, Maximum hmax undarithmetishe Mittel h0 der Klassenzahlen. Die Spalte Cl :f(x) beinhaltet Eintr�agea :b, wobei a die Anzahl der Isomorphietypen der niht zyklishen KlassengruppenCl0(F=k) und b die Anzahl der zugeh�origen f(x) bedeutet. Bis auf Grad 12 sind dieniht zyklishen Klassengruppen das Produkt zweier zyklisher Faktoren, wobeider erste Faktor in den meisten F�allen Z=3Z ist. Die Berehnung der einzelnenKlassengruppen nahm durhshnittlih 4:5s in Anspruh.d f(x) g hmin hmax h0 Cl : f(x)1 3 0 1 1 1:0 0 : 02 3 0 1 1 1:0 0 : 03 8 1 1 7 4:0 0 : 04 18 1 2 6 4:0 0 : 05 48 2 3 29 14:1 0 : 06 116 2 3 35 15:0 0 : 07 312 3 9 111 50:4 0 : 08 810 3 12 136 58:5 1 : 6 (3� 12)9 2184 4 21 387 172:2 10 : 4310 5880 4 33 513 200:6 5 : 7811 16104 5 49 1291 607:3 41 : 19812 44220 5 86 1714 711:8 41 : 8381 : 3 (3� 3� 18)13 122640 6 155 4217 2029:9 186 : 17227.5 Viele Stellen vom Grad einsWir betrahten nun speziell konstruierte Funkionenk�orper, welhe viele Stellenvom Grad eins besitzen. Die ersten beiden Beispiele wurden uns von R. Auerund G. Pirsi mitgeteilt und weisen die maximal m�oglihe Anzahl N1(F=k) auf,



92 KAPITEL 7. BEISPIELEdas dritte Beispiel haben wir einer Tabelle von [19℄ entnommen. Ein besondersauf�alliges Verhalten des Klassengruppenverfahren l�a�t sih hier niht beobahten.q = 4; g = 13; N1(F=k) = 33 36h(F=F4 ) = 96486886125; Cl0(F=F4 ) �= 3� 3� 21� 21� 21� 105� 105 � 105:T = 1178 sR(S0) = 1; h(S0) = 96486886125,Cl(oS) �= 3� 3� 21� 21� 21� 105� 105 � 105:F := F4(x; �) : �8 + (x8 + x6+ x5+ x4+ x3+ x2+1)�4 + (x10 + x9+ x3+ x2)�2+(x10+x9+x8+x6+x5+x4)�+x22+wx20+wx18+wx16+x15+w2x12 + x11 + wx10 + x9 + wx8 + x6 + x5 + x4 = 0;w2 +w + 1 = 0: n = 8; Cf = 3A = (x)1 � (8; 1):mE = 5; mP = 4; mH = 1 �! mB := 5; jSj = 345; RV =? 1286:RR = 397; RV = 1051; R = 644 �! R=RV = 0:61; jSj=R = 0:54:W = 1.q = 2; g = 9; N1(F=k) = 12 37h(F=F2 ) = 135200; Cl0(F=F2 ) �= 260 � 520: T = 997 sR(S0) = 135200; h(S0) = 1; Cl(oS) �= 1:F := F2(x; �) : �12+(x2+x+1)�10+(x2+x+1)�9+(x4+x2+1)�8+(x6+x5+x4+x3+x2+x)�6+(x6+x5+x3+x+1)�5+(x6+x5+x3+x2)�4+(x6+x5+x3+x+1)�3+(x4+x2+1)�2+(x4+x2+1)�+x2+x+1 = 0:n = 12; Cf = 1A = (x)1 � (1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1):mE = 8; mP = 8; mH = 2 �! mB := 8; jSj = 83; RV =? 112:RR = 249; RV = 252; R = 196 �! R=RV = 0:78; jSj=R = 0:42:W = 3.q = 9; g = 7; N1(F=k) = 36 38h(F=F9 ) = 86704128; Cl0(F=F9 ) �= 16� 48� 336 � 336: T = 88 sR(S0) = 48; h(S0) = 1806336; Cl(oS) �= 16� 336� 336:F := F9(x; �) : �4 + (�x5 + x4 � x3 + x2)�2 + x8 � x6 + x5 + x4 + x3 + x2 = 0:n = 4; Cf = 3A = (x)1 � (2; 1; 2; 1):mE = 3; mP = 2; mH = 2 �! mB := 3; jSj = 256; RV =? 834:RR = 314; RV = 792; R = 470 �! R=RV = 0:59; jSj=R = 0:54:W = 1.



7.6. P -RANG DER KLASSENGRUPPE UND HASSE-WITT-INVARIANTE 937.6 p-Rang der Klassengruppe und Hasse-Witt-InvarianteZum Abshlu� betrahten wir ein Beispiel f�ur die Berehnung des p-Rangs derKlassengruppe und der Hasse-Witt-Invariante eines globalen Funktionenk�orpersmit Hilfe des Cartier-Operators, wie in Abshnitt 3.4 beshrieben.Es sei k = Fq mit q = 512 = 244140625 und F=k der durhf(x; y) = y4 � x2y + 3x18 + 2de�nierte globale Funktionenk�orper vom Geshleht g = 23.Die Berehnung der k-Basis der holomorphen Di�erentiale 
1(F=k) ben�otigt 17s.Danah wird die Darstellungsmatrix (di;j)i;j 2 kg�g des Cartier-Operators wie inSatz 3.26 in 82s berehnet.F�ur den p-Rang der Klassengruppe giltdimFp Cl0(F=k)[p℄ = 4;die Hasse-Witt-Invariante betr�agt�(F=k) = 15:Hierf�ur wurde shlie�lih eine Zeit von 1:3s beziehunsgweise 1:8s in Anspruhgenommen.Wir bemerken, da� dieses Beispiel siherlih au�erhalb der Reihweite des all-gemeinen Verfahrens der Klassengruppenberehnung liegt. Au�erdem wird klar,da� die Berehung diskreter Logarithmen in Cl0(F=k)[p℄ in der Tat sehr eÆzientdurhgef�uhrt werden kann.



94 KAPITEL 7. BEISPIELE



Symbolverzeihnis
(a) Hauptdivisor von a 2 F� 2(a)0 Nullstellendivisor des Hauptdivisors (a) 2(a)1 Polstellendivisor des Hauptdivisors (a) 2[D℄ Divisorenklasse von D 3(D)0 Nullstellendivisor des Divisors D 2(D)1 Polstellendivisor des Divisors D 2hMi Untergruppe von D(F=k), die von einer Menge M von Divi-soren erzeugt wird 2_+ Innere direkte Summe 32A Divisor 56, 62A1 Divisor vom Grad eins 44� Charakter endliher Ordnung der Divisorenklassengruppe 39ont(h) Inhalt einer rationalen Funktion h 2 k(x) 30C Cartier-Operator 49Cf KoeÆzientengr�o�e des F=k erzeugenden Polynoms f(x; y) 5Cl(F=k) Divisorenklassengruppe von F=k 3Cln(F=k) Menge der Divisorenklassen vom Grad n von F=k 3Cl(oS) Idealklassengruppe von oS 4Cl(A;B) Ring der �uber A ganzalgebraishen Elemente von B 50 0 = O(1) mit �10 jjvjj1 � jjTvjj1 � 0jjvjj1 65deg Grad eines Divisors �uber dem exakten Konstantenk�orper k0 1deg~k Grad eines Divisors �uber dem Konstantenk�orper ~k 1dim(D) Dimension des Riemann-Roh-Raums L(D) �uber dem exak-ten Konstantenk�orper k0 295
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105ZusammenfassungEs sei F=k ein algebraisher Funktionenk�orper, gegeben durhF = k(x; �) mit f(x; �) = 0f�ur ein in y normiertes und separables, irreduzibles Polynom f(x; y) 2 k[x; y℄.Wir beshreiben eine konstruktive Fassung der Riemann-Roh-Theorie, die esuns gestattet, das Geshleht g von F=k und Riemann-Roh-R�aume L(D) vonDivisoren D mit Tehniken der algorithmishen algebraishen Zahlentheorie zuberehnen. Wir geben ferner einen wihtigen Algorithmus zur Divisorreduktionan und entwikeln Methoden, mit denen zus�atzlih diskrete Bewertungen von kber�uksihtigt werden k�onnen.Es sei k = Fq der exakte Konstantenk�orper des globalen Funktionenk�orpers F=k.Die Divisorenklassengruppe ist die Gruppe aller Divisorenklassen von F=k. DieKlassengruppe Cl0(F=k) ist die endlihe Gruppe der Divisorenklassen vom Gradnull. Ihre Ordnung ist die Klassenzahl h(F=k).F�ur eine Menge S von Stellen P von F=k mit deg(P ) � m beweisen wir mitHilfe des Satzes von Hasse-Weil untere Shranken f�ur m, so da� Cl0(F=k) durhdie Klassen der Divisoren vom Grad null mit Tr�ager in S erzeugt wird. DieseShranken sind von der Form O�log(g)� bei festem q. Weiter geben wir eineFormel f�ur die Approximation von h(F=k) bis auf einen festen, multiplikativenFehler an, f�ur welhe die Anzahlen der Stellen eines Grads ebenfalls O�log(g)�ben�otigt werden, und formulieren eine Version des Satzes von Brauer-Siegel f�urglobale Funktionenk�orper.Wir betrahten Glattheitseigenshaften. Ein Divisor D ist (n;m)-glatt, wenndeg(D) � n gilt und sein Tr�ager nur aus Stellen eines Grads � m besteht. Wir be-weisen vershiedene Aussagen �uber die Anzahl solher Divisoren und formuliereneine Glattheitsannahme.Das Hauptergebnis ist das Klassengruppenverfahren zur Berehnung der Klassen-gruppe beziehungsweise Divisorenklassengruppe von F=k. Dieses st�utzt sih aufdie Relationenmethode, f�ur die wir bei festem q deterministishe, in g aber expo-nentielle Tehniken und eine probabilistishe, unter der Glattheitsannahme in gsubexponentielle Tehnik entwikeln. Die vorhergehenden Ergebnisse werden hiereingesetzt. Wir beshreiben Anwendungen dieses Verfahrens zur Einheiten- undIdealklassengruppenberehnung und zur Bestimmung diskreter Logarithmen.Den Abshlu� bilden einige illustrative Beispiele, die das Laufzeitverhalten unddie Anwendbarkeit des Verfahrens unter Variation der wesentlihen Parameter qund g demonstrieren.


