Primidealzerlegung in Komposita

von ZahlkérEern

Diplomarbeit von
Siegfried Pohl

Angefertigt am Institut fiir Mathematik der
Technischen Universitidt Berlin
2002



il



Inhaltsverzeichnis

Erklarung v
Bezeichnungen vii
Einleitung ix
1 Grundlagen 1
1.1 Von Algebraischen Zahlen zu Indexteilern . . . . . . ... .. 1
1.2 Dedekindringe . . . . . .. ... L 5t
1.3 Primidealzerlegung in Erweiterungen . . . . . . . .. .. ... 8
1.4 Der Algorithmus von Buchmann-Lenstra . . . . . .. ... .. 12
2 Der Algorithmus von Fieker 21
2.1 Primitivitdtsnachweis in Zahlkérpern . . . . . . ... ... .. 22

2.2 Bestimmung primitiver Elemente in Komposita von Zahlkérpern 27
2.3 Vermeidung von Indexteilern durch Wechsel des primitiven

Elementes . . . . . . . . . 34
Primidealfaktorisierung durch Primirdekomposition 43
3.1 Primdrdekomposition in noetherschen Ringen . . . . .. . .. 44
3.2 Primédrdekomposition iiber endlichen Kérpern . . . . .. . .. 47
3.3 Der verallgemeinerte Kummersche Zerlegungssatz . . . . . . . 53
3.4 Primidealfaktorisierung in der Gleichungsordnung . . . . . . . 60
3.5 Indexteilerbestimmung in Komposita . . . . .. ... ... .. 63
3.6 Primidealzerlegung in Komposita Teil 1. . . . . . . . ... .. 69
3.7 Primidealzerlegung in Komposita Teil 2 . . . . . . .. ... .. 73
Reprisentation im Computer 7
A.1 Darstellung von algebraischen Zahlen . . . . . . . .. ... .. 7

A.2 Darstellung von Idealen . . . . . .. ... ... L. 79

il



B Beispiele und Berechnungen am Computer
B.1 Schnelle Regularititsbestimmung . . . . . .. ... ... ...
B.2 Beispiele fiir die &-Schranke
B.3 Leistung des OrderShort Algorithmus . . . . . . .. ... ...

B.4 Primidealfaktorisierung in ,groflen Komposita

Literaturverzeichnis

Index

v

81
81
85
88
89

94

97



Erklarung

Die selbststindige und eigenhéndige
Anfertigung versichere ich an Eides statt.

Berlin, den 20. November 2002

(Siegfried Pohl)



vi



Bezeichnungen

In dieser Arbeit gelten folgende Bezeichnungen:

P, p1, P2, ...

Ir
Pg
MTIg
In
Pr
MI7
(r)r
(A)r

F,Fi, Fa, ...

K

0
9@
i(v)
My
(@)
0F

e(pl(p))

9,91, s, . ..

{1,2,...,n}
{n,n+1,...,m}
Nu {0}

Primzahlen

Integritatsringe

Quotientenkorper von R

Ganzer Abschluss von R in S
Einheitengruppe von R

Ideale eines Ringes

Primideale eines Ringes

Menge der Ideale des Ringes R

Menge der Primideale des Ringes R
Menge der maximalen Ideale des Ringes R
Zr \ {0}

Pr\ {0}

MZIp\ {0}

das von r € R in R erzeugte Hauptideal
das von A C R in R erzeugte Ideal

algebraische Zahlkorper
Zahlkorperkompositum

primitive Elemente

i-te Q-Einbettung eines Zahlkorpers in C
i-te Konjugierte von 9

Index von 9

Darstellungsmatrix von v

Ordnung eines Zahlkorpers
Maximalordnung des Zahlkoérpers F

Verzweigungsindex in der Gleichungsordnung

vil



Bezeichnungen (Fortsetzung):
f(pl(p))

Rad(a)

ass(a)

1,(0)

Ca(t)
_Mp
()
€a

sgn
HT(f)
Id4

Tragheitsgrad in der Gleichungsordnung
Radikal von a

das zu a assoziierte Primideal
p-Radikal der Ordnung O

charakteristisches Polynom von «
Matrix M reduziert modulo p
Polynom f reduziert modulo p
Einsetzungshomomorphismus f(t) — f(«)
kanonische Projektion
Signumabbildung

Fiithrungsterm des Polynoms f
Identitat auf der Menge A

die Null des Ringes R

die Eins des Ringes R
Permutationsgruppe

viil



Einleitung

JIndexteiler? Das sind doch die Dinger, ohne
die das Leben so langweilig wdare.“
(Dr. Carsten Friedrichs)

Die Maximalordnung eines algebraischen Zahlkorpers ist als Dedekindring
auch dadurch gekennzeichnet, dass jedes echte Ideal eine bis auf die Reihenfol-
ge der Faktoren eindeutige Darstellung als Produkt von Primidealen besitzt.
Die Moglichkeit, diese Zerlegung effektiv zu berechnen, ist nicht nur fiir sich
allein genommen interessant, sondern findet auch in anderen Bereichen der
algorithmischen algebraischen Zahlentheorie Anwendung, zum Beispiel beim
Ermitteln der Klassengruppe.

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der Berechnung der Primidealfaktorisie-
rung in Zahlkorpern, welche als Komposita gegeben sind. Zahlkorperkompo-
sita treten zum Beispiel in kanonischer Weise beim Ermitteln von Klassen-
korpern auf. Besondere Aufmerksamkeit wurde auf den konstruktiven Aspekt
gelegt, d.h. die Arbeit ist unter der Fragestellung entstanden, wie man et-
was konkret berechnen kann, anstatt zum Beispiel nach theoretischen Exis-
tenzaussagen zu suchen.

Ist ein Zahlkorper als Kompositum von mehreren Zahlkérpern gegeben,
bedeutet das, dass die bekannten Verfahren zur Primidealfaktorisierung nur
noch eingeschrinkt angewendet werden kénnen. Im Rahmen dieser Arbeit
wurden daher zwei Verfahren entwickelt, welche es in dieser Form noch nicht
gibt. Auch wurde die Theorie weiter vorangetrieben, so es zur mathemati-
schen Fundierung der entwickelten Algorithmen notwendig war.

Kapitel 1 ist das Grundlagenkapitel. Besprochen wird die bekannte Theo-
rie der Primidealfaktorisierung in Zahlkérpern, welche nicht als Kompositum
gegeben sind. Insbesondere werden immer ein primitives Element und die
Maximalordnung des Zahlkorpers als bekannt vorausgesetzt. Schwerpunkt
des Kapitels sind der Zerlegungssatz von Kummer und der Algorithmus von
Buchmann-Lenstra.

In Kapitel 2 wird ein Verfahren vorgestellt, mit dem es moglich ist, effi-
zient in einem Kompositum ein primitives Element zu bestimmen, um dann
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den Zerlegungssatz anwenden zu konnen. AnschlieBend wird untersucht, in
wieweit es moglich ist, in einem Zahlkorper ein primitives Element zu su-
chen, welches fiir eine gegebene Primzahl kein Indexteiler ist. Der momentan
aktuelle Stand der Forschung wird eingehend diskutiert und erklért.

Im dritten Kapitel wird untersucht, in wieweit Primardekomposition zur
Primidealfaktorisierung in Komposita eingesetzt werden kann. Zuerst wird
die Technik der Primérdekomposition im Detail diskutiert. Dann wird im
theoretischen Teil des dritten Kapitels der verallgemeinerte Kummersche
Zerlegungssatz fiir Komposita bewiesen, und es wird erldutert, warum die
Priméardekomposition fiir beliebige Komposita nicht einsetzbar ist. Anschlie-
Bend wird die bereitgestellte Technik und Theorie in Algorithmen umgesetzt.
Es werden einerseits Komposita betrachtet, fiir die die Maximalordnung als
bekannt vorausgesetzt wird. Andererseits wird diese Voraussetzung fallen ge-
lassen und iiberpriift, welche Aussagen man auf diesen Fall retten kann.

Das zweite und dritte Kapitel sind im Prinzip voneinander unabhéngig,
jedoch vereinfachen sich die Algorithmen des dritten Kapitels teilweise durch
Benutzung von Ergebnissen des zweiten. Wo es Querverbindungen gibt, sind
diese aufgefiihrt.

Der Anhang ist zweigeteilt: Zuerst werden die computerinternen Repré-
sentationen der in dieser Arbeit betrachteten zahlentheoretischen Strukturen
erklart. Dieser Teil ist kurz gehalten, es werden nur die Begriffe erlautert, die
tatsdchlich in dieser Arbeit benutzt werden. Der zweite Teil des Anhangs
besteht aus Beispielen, welche am Computer berechnet wurden.

Abgeschlossen wird die vorliegende Arbeit durch ein Literaturverzeichnis
und einen Index der wichtigsten Begriffe.

Ich mdchte mich an dieser Stelle bei Herrn Prof. Dr. M. E. Pohst herzlich
fiir sein vdterliches Geleit durch das Erstellen dieser Arbeit bedanken.

Ich danke Dr. Claus Fieker und Dipl.-Math. Janis Meyer fir die Durch-
sicht einer vorldaufigen Fassung dieser Arbeit. Dariiber hinaus gilt mein Dank
Dr. Jirgen Kliners, Dr. Florian Hef$ und Markus Wagner fiir viele anre-
gende Diskussionen und Tipps. Sebastian Freundt schulde ich Dank fiir seine
BTEX-Ratschldge.

Personlich mochte ich mich an dieser Stelle bei Mathias, Carsten, Claus
und Mazx bedanken.

Zum Schluss bedanke ich mich beim Bundesministerium fiir Verteidigung
bei den zustindigen Stellen, die mir das Studium finanziert haben.

Ich widme diese Arbeit Major Gerald Heuer t, stellvertretend fiir alle, die
es gut mit mir meinen.



Kapitel 1

Grundlagen

p 0F —— QU]
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Dieses Kapitel bespricht die Theorie der Primidealzerlegung in algebraischen
Zahlkorpern, welche nicht als Kompositum dargestellt werden. Insbesondere
ist also ein primitives Element bekannt. Hauptgegenstand ist der Zerlegungs-
satz von Kummer!, der die komplette Zerlegung einer Primzahl in einem al-
gebraischen Zahlkorper beschreibt, welche kein Indexteiler ist. Abgeschlossen
wird das Kapitel durch den Algorithmus von Buchmann?-Lenstra® der fiir
den Indexteilerfall entwickelt wurde.

Die in diesem Kapitel aufgefiihrten Definitionen und Sitze findet man
in vielen klassischen Werken zur algebraischen Zahlentheorie, etwa [Poh93,
PZ97, Coh93, Nar89, Neu92|.

1.1 Von Algebraischen Zahlen zu Indexteilern

Zuerst wird der Begriff der algebraischen Zahl und der ganzen algebraischen
Zahl eingefiihrt:

Definition 1.1. Fine komplexe Zahl o € C heifit algebraische Zahl, falls es
ein f(t) € Q[t] gibt, so dass f(a) = 0 gilt. Ist f(t) normiert mit Koeffizienten
aus 7, nennt man o ganze algebraische Zahl.

!Ernst Eduard Kummer, 18101893
2Johannes Buchmann, * 1953
3Hendrik Willem Lenstra, * 1949
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Das Wort ,algebraisch® kommt aus dem Arabischen (9. Jahrhundert n. Chr.)
und bedeutet in etwa ,Rechnen mit Gleichungen“ [Bos96]. Alle komplexen
Zahlen, welche nicht algebraisch sind, nennt man transzendente Zahlen.
Eine wichtige zahlentheoretische Struktur, ist die des algebraischen Zahlkor-
pers:

Definition 1.2. Ein Teilkorper F von C heifit algebraischer Zahlkorper,
falls die Erweiterung F/Q endlich ist. F hat dann als Q- Vektorraum betrach-
tet endliche Dimension dimg(F), welche man den Grad des Zahlkérpers
deg(F) nennt.

Statt des Begriffes ,algebraischer Zahlkorper”, sagt man oft auch nur
Zahlkorper. Man kann in jedem Zahlkorper die Teilmenge betrachten, die
nur aus den ganzen algebraischen Zahlen besteht:

Definition 1.3. Sei F algebraischer Zahlkérper. Dann nennt man die Menge
or :={a € F | a ist ganze algebraische Zahl }

die Mazximalordnung or von F.

Die Maximalordnung o eines Zahlkérpers F bildet einen Unterring, des-
sen additive Struktur eine freie abelsche Gruppe vom Rang Rg(ox) = n ist.
Man kann daher die Maximalordnung eines Zahlkorpers als freien Z-Modul
vom Rang n ansehen. Auch erfiillen Maximalordnungen die Dedekindringei-
genschaften, siehe (1.2). Eine alternative Bezeichnung fiir die Maximalord-
nung ist der Begriff des Ringes der ganzen algebraischen Zahlen.

Q ist perfekt, damit ist jede Erweiterung separabel. Ein algebraischer
Zahlkorper F ist per Definition eine endliche Erweiterung von Q. Man kann
den Satz vom primitiven Element [Bos96, 3.6, Satz 12| anwenden, und erhélt
ein primitives Element 9 von F. Mit diesem 1 kann man F als Menge explizit
hinschreiben durch

F={ao+ a9+ ...+ degr)19°F " | a; € Q, i € Nueg(r)-1}

weshalb man fiir F auch die Bezeichnung Q[)] verwendet. Die verschiedenen
Potenzen {1,9,...,9%&%)~1} nennt man eine Potenzbasis von F.

Fiir jedes ¥ € F existiert ein normiertes Polynom my(t) € Q[t] kleinsten
Grades, fiir welches ¥ Nullstelle ist. Dieses Polynom nennt man das Mini-
malpolynom my(t) von . Minimalpolynome sind eindeutig bestimmt:

Satz 1.4. Sei ¥ eine ganze algebraische Zahl, my(t) € Z[t] ein normiertes
Polynom mit kleinstmdglichem Grad und ¥ Nullstelle von my(t) € Z[t]. Dann
ist my(t) irreduzibel iber Q.
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[Mar77, Chapter 2, Theorem 1] Fiir ein ¢ € F nennt man die anderen
Nullstellen des Minimalpolynoms my(t) die Konjugierten von ¢. Je zwei
Zahlkorper, die konjugierte primitive Elemente haben, sind isomorph. Sie
unterscheiden sich nur um die Art der Einbettung in C:

Definition 1.5. Sei F = QY] Zahlkérper, sei my(t) das Minimalpolynom
von ¥ mit Nullstellen {0, :=10,...,9,}, dann nennt man die Abbildungen

op Q] (ms(t))oy — C

J ) J )
Z ait’ — Z aﬂ%
=0 =0

fir u € N, die Q-Einbettungen von F in C.

Wenn man von einem algebraischen Zahlkorper F spricht, meint man
daher eigentlich die algebraische Struktur Q[t]/(my(t))gp, zusammen mit
einer Einbettung o;.

Bemerkung 1.6. In dieser Arbeit soll ein Zahlkérper F immer als die al-
gebraische Struktur Q[t]/(my(t))qpy, zusammen mit einer C-Einbettung auf-
gefasst werden.

Sei fiir den Rest dieses Abschnittes F Zahlkorper mit primitivem Ele-
ment . my(t) sei das Minimalpolynom von 9 und deg(my(t)) =: n.

Betrachtet man bestimmte Z-Untermoduln der Maximalordnung, erhélt
man den Begriff einer Ordnung;:

Definition 1.7. Ein Teilring O von or heifit Ordnung von F, falls O freier
Z-Modul vom Rang n ist und die Eins enthdlt.

Die am einfachsten zu konstruierende Ordnung ist die Gleichungsordnung;:

Definition 1.8. Sei QY] Zahlkérper, dann ist der Z-Modul
Z[’ﬁ] = {(lo +a+... + (ln_lﬁn_l | a;, €4, 1 € Nn—l}
eine Ordnung von Q[I], welche man die Gleichungsordnung nennt.

Fiir zwei gegebene Ordnungen O; 2O O, eines Zahlkorpers, die per Defini-
tion Z-Moduln vom Rang n sind, ist der Faktormodul O;/QO5 endlich. Setzt
man O; := oz erhilt man den Begriff des Index:

Definition 1.9. Sei O Ordnung von F, dann bezeichnet man die Mdchtigkeit
des Faktormoduls 0z/O als den Index von O.
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Bildet man fiir einen Zahlkorper den Faktormodul der Maximalordnung
nach der Gleichungsordnung, erhilt man den Begriff des Index eines primi-
tiven Elementes:

Definition 1.10. Man nennt die Zahl i(¥) := #ox /Z[V] den Index von ¥
in Q[U]. Eine Primzahl p € Pz mit p | i(¥) heifit Indexteiler von 9.

Die Indexteiler spielen in der Theorie der Primidealzerlegung eine grofle
Rolle.

Eine Methode den Index zu berechnen, benotigt den Begriff der Diskri-
minante, der wiederum iiber die Begriffe Norm und Spur definiert ist:

Definition 1.11. Fir eine Q-Basis {w1,...,w,} von F ezistiert zu jedem
a € F eine Matriz M, = (my;) € Q™™ mit

mir ... My
a-(wry..ywy) = (Wi, ..., wy)
Mp1 .. Mpp
M, nennt man die Darstellungsmatrixz von « in der Basis wy, ..., w,.

Der Linearen Algebra folgend, definiert man die Begriffe charakteristi-
sches Polynom, Norm und Spur:

Definition 1.12. Sei M, die Darstellungsmatriz eines Elementes a € F.
Man definiert das charakteristische Polynom C,(t) von « durch

Ca(t) := det(t - 1d,, —M,,) € QJt],
und die Norm Nz von a und Spur Trzg von o durch die Abbildungen
Nrg :+ F—Q Trrg : F—Q
a +— det(M,) a— Tr(M,)

Ist klar, in welchem Zahlkérper man die Norm oder Spur berechnen will,
schreibt man statt Nz g nur N und statt Trzg nur Tr.
Jetzt kann man die Diskriminantenabbildung erkléren:

Definition 1.13. Sei F Zahlkérper vom Grad n, dann definiere die Diskri-
mainante eines n-Tupels durch

disc : F"—Q
(a1, .., ap) — det (Tr(aiaj))1gi,jgn
Gilt oy = 971, setzt man

disc(d) := disc(1,9,...,9" ).
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Alternativ kann man die Diskriminante eines n-Tupels iiber die Konju-
gierten der Elemente des n-Tupels berechnen:

Lemma 1.14. Seien aq,...,a, € F und o4, ..., 0, die Q-Einbettungen von
F. Definiere die Matriz M = (m;;) € Q™" mit m;; = o,(;), dann gilt

disc(ay, ..., a,) = det(M)?
[Mar77, Chapter 2, Theorem 6| Verschiedene Z-Basen der Maximalord-

nung ox eines Zahlkdrpers F haben gleiche Diskriminanten. Diese Zahl ist
daher eine Invariante von F:

Definition 1.15. Sei oy, ..., «, Z-Basis von ox. Man nennt die Zahl
disc(F) = disc(og) := disc(aq, ..., ay)
die Diskriminante von F.

Eine Anwendung der Diskriminantenabbildung ist, Elemente eines Zahl-
korpers auf lineare Unabhéngigkeit zu iiberpriifen:

Lemma 1.16. Seien aq,...,«a, € F. Die «;, i € N,, sind genau dann linear
unabhdngig in dem Q-Vektorraum F, wenn disc(ay, ..., a,) # 0 ist.

[Mar77, Chapter 2, Theorem 7| Die Diskriminante von F und die von
einem primitiven Element ¢ erzeugte Gleichungsordnung stehen in folgender
Beziehung:

Satz 1.17. Fir die Gleichungsordnung Z[Y] von F gilt
disc(Z[¥]) = disc(F) - [oF : Z[V]].

[Coh93, Proposition 4.4.4] Der Index der Gleichungsordnung geht also
immer in zweiter Potenz in die Diskriminante der Gleichungsordnung ein.
Man erhilt so eine Moglichkeit zum Uberpriifen, ob die Gleichungsordnung
bereits die Maximalordnung ist: Ist die Diskriminante der Gleichungsordnung
quadratfrei, stimmen Gleichungsordnung und Maximalordnung iiberein.

1.2 Dedekindringe

Dieser Abschnitt fiihrt ein in den Begriff des Dedekindringes® In einem De-
dekindring gilt im Allgemeinen nicht der Satz von der eindeutigen Primfak-
torzerlegung, d. h. Dedekindringe sind im Allgemeinen keine ZPE-Ringe. Fiir
Ideale bleibt dieser Satz aber richtig:

4Richard Dedekind, 18311916
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Jedes Ideal eines Dedekindringes lisst sich eindeutig als Produkt von
Primidealen darstellen.

Dedekindringe erlangen ihre Bedeutung dadurch, dass die Maximalord-
nung eines Zahlkoérpers die Dedekindringeigenschaften erfiillt, und die Er-
forschung von Maximalordnungen geschieht iiber diese abstraktere Betrach-
tungsweise. Eine interessante historische Abhandlung ist [U1199].

Zur Definition des Dedekindringes, benttigt man die Begriffe ganz-abge-
schlossen und noethersch:

Definition 1.18. Seien R C S Integrititsringe.

e Ein Element o € S heifit ganz diber R, wenn o Nullstelle eines nor-
mierten Polynoms f(t) € R[t] ist.

e S heifst ganz tiber R, wenn jedes Element o € S ganz iiber R ist.

e Definiere den ganzen Abschluss von R in S durch

CI(R,S) :={a € S| aist ganz iber R}.

o Gilt S=R(R) und CI(R,S) = R, so heifit R ganz-abgeschlossen in
seinem Quotientenkdrper oder einfach nur ganz-abgeschlossen.

Zum Beispiel ist Z ganz-abgeschlossen, denn jede rationale Zahl, die Null-
stelle eines normierten Polynoms f(t) € Z[t] ist, ist schon aus Z.

Definition 1.19. Ein Integrititsring R heifst noethersch’, falls R eine der
drei folgenden dquivalenten Eigenschaften erfillt:

o Jedes Ideal ist endlich erzeugt.
o Jede aufsteigende Kette von Idealen wird konstant.

e Jede nicht-leere Menge von Idealen hat ein (nicht notwendigerweise
eindeutiges) mazimales Element bzgl. der Inklusion.

Die Aquivalenz der Aussagen folgt mit [Mar77, Chapter 3, Exercise 1].
Ein Beispiel fiir einen nicht noetherschen Ring ist der Polynomring iiber Z
in unendlich vielen Unbestimmten. Jetzt wird der Begriff des Dedekindringes
eingefiihrt:

Definition 1.20. FEin Integrititsring R heifst Dedekindring, falls R noe-
thersch und ganz-abgeschlossen ist, und jedes von Null verschiedene Primideal
15t mazximal.

Emmy Amalie Noether, 18821935
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Fiir den Begriff des Dedekindringes existieren mindestens vier dquivalen-
te Definitionen, die fiir sich allein genommen schon interessant sind [PZ97,
Chapter 4, (5.6)].

Die fiir diese Arbeit wichtigste Eigenschaft eines Dedekindringes ist die
Moglichkeit, jedes Ideal in Primideale zu faktorisieren:

Satz 1.21. Sei R Integritatsring. R ist genau dann Dedekindring, wenn jedes
Ideal a € I} eine bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutige Darstellung
als Produkt von Primidealen besitzt.

[PZ97, Chapter 4, (5.6)] [Mar77, Chapter 3, Theorem 16] (Dieser Satz und
die folgenden Aussagen gelten auch fiir gebrochene Ideale.) Eine Anwendung
von (1.21) ist, fiir zwei Ideale a, b eines Dedekindringes den Begriff des Teilers
zu definieren:

Definition 1.22. Sei R Dedekindring, seien a,b € Zj;. Gilt a C b, sagt man
b teilt a und schreibt b | a.

Man kann mit (1.22) zum Beispiel die Definitionen des gré8ten gemein-
samem Teilers und des kleinsten gemeinsamen Vielfachen auf Ideale
iibertragen.

Dedekindringe sind im Allgemeinen keine Hauptidealringe. Es stellt sich
aber heraus, dass aus der Implikation

R ist Hauptidealring = R ist ZPE-Ring
in Dedekindringen eine Aquivalenz wird [Mar77, Chapter 3, Theorem 18].

Satz 1.23. Sei R Dedekindring, dann ist R genau dann Hauptidealring, wenn
R ZPE-Ring ist.

Ein Gegenbeispiel, in dem ein ZPE-Ring, welcher kein Dedekindring ist,
auch kein Hauptidealring ist, ist Z[t]. Die Verbindung zwischen Dedekindrin-
gen und Maximalordnungen stellt folgender Satz her:

Satz 1.24. Die Maximalordnung eines Zahlkorpers ist ein Dedekindring. Fi-
ne Ordnung O eines Zahlkdrpers, welche nicht die Mazximalordnung ist, st
noethersch und jedes Primideal ist mazimal, aber O st nicht ganz-abgeschlos-
sen.

[Mar77, Chapter 3, Theorem 14]
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1.3 Primidealzerlegung in Erweiterungen

Sei fiir diesen Abschnitt F = Q[J] algebraischer Zahlkorper vom Grad n,
p # {0} Primideal von oz und p € Pz Primzahl.

Definition 1.25. Die Menge (p)z ist in oF kein Ideal mehr, wohl aber die
Menge

Ploy ={p-a| acor}.
(p)oy nennt man die Hochhebung des Ideals (p);.

Geméif dem letzten Abschnitt ist eine Maximalordnung oz nicht notwen-
dig ein Hauptidealring und zwar genau dann nicht, wenn o kein ZPE-Ring
ist. Primelemente sind irreduzibel und die Umkehrung gilt nur in Hauptideal-
ringen. Das bedeutet aber, dass es ein irreduzibles Element in 0+ geben kann,
welches kein Primelement ist, oder idealtheoretisch: Ist 0x kein ZPE-Ring,
kann es ein Primideal (p)z in Z geben, dessen Erzeuger p in oz irreduzibel
ist, die Hochhebung von (p)z nach o ist aber kein Primideal mehr. Diesen
Vorgang bezeichnet man als Zerlegung von (p)z in oz.

Eine (fast) vollstdndige Antwort auf das Zerlegungsverhalten von Prim-
idealen in Maximalordnungen gibt der Zerlegungssatz von Kummer, und die-
ser Abschnitt behandelt die Theorie bis hin zu diesem Satz:

Definition 1.26. Gilt (p)z C p, sagt man p liegt diber (p)z oder (p)z liegt
unter p.

Lemma 1.27. Folgende Aussagen sind dquivalent:
o p liegt iber (p)z
e (P)or S
e (p)z=pNQ
e (p)z=pNZL
° P | (Pos
[Mar77, Chapter 3, Theorem 19]. Weiterhin gilt:

Lemma 1.28. Fir ein Primideal (p)z aus Z gibt es mindestens ein Primideal
p in oF, welches tiber (p)y liegt. Fir ein Primideal p aus ox gibt es genau
ein Primideal (p)7 aus Z, welches unter p liegt.
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[Mar77, Chapter 3, Theorem 20] Wegen (1.21) lédsst sich jedes Ideal in
einer Maximalordnung eindeutig darstellen als Produkt von Primidealen. Die
Primideale py, ..., py von oz, welche iiber einem Primideal (p)z von Z liegen,
sind genau diejenigen, die in dieser Faktorisierung auftreten. Die Exponenten
dieser Faktorisierung und die Grade der Korpererweiterungen [ox/p : Z/(p)]
erhalten eigene Bezeichnungen:

Definition 1.29. FEs liege p tber (p)z, dann heifit der genaue Exponent e,
mit dem p in die Primidealfaktorisierung von (p),, eingeht, der Verzwei-
gungsindez e(p|(p)) von p tber (p)z.

oF

Eine alternative Formulierung ist, den Verzweigungsindex als den Expo-
nenten der Potenz von p zu definieren, mit der das Primideal p das hochge-
hobene Ideal (p),, gerade noch teilt.

Definition 1.30. Es liege p tber (p)z, dann sind die Faktorringe ox/p und
Z7./{p)z, Kdrper. Betrachte mit der Einbettung

k1 Z/(p)z — oF/p
a+(p)zr—a+p

ox/p als Korpererweiterung von Z/(p)z. Den Grad dieser Kérpererweiterung
nennt man den Trdgheitsgrad f(p|(p)) von p tdber (p)z.

Fiir die Zerlegung eines Primideals sind also unter anderem die Anzahl
der Faktoren der Zerlegung, die Verzweigungsindices und die Trigheitsgrade
interessant. Diese drei Werte stehen in folgendem Zusammenhang:

Satz 1.31. Se:
(P)or =p1" - .- P

die Primidealfaktorisierung der Hochhebung von (p)z in og. Dann gilt fir die
Verzweigungsindices e(p;|(p)) und die Tragheitsgrade f(p;|(p))

n =

e(p:l (p)) f (pil (p))-

k
1

(2

[Mar77, Chapter 3, Theorem 21| Besprochen wird jetzt der Kummersche
Zerlegungssatz. Dieser gilt nicht fiir beliebige Primideale (p)z aus Z, sondern
nur fiir solche, fiir die der Erzeuger p nicht den Index [of : Z[¥]] teilt. Die-
se Voraussetzung kann man allgemeiner mit dem Begriff des Fiihrers einer
Ordnung formulieren:
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Definition 1.32. Sei O Ordnung von F, dann nennt man
%(O)ZZ{ZL‘EO}' | ZL"O]:QO}
den Fiihrer von O in or.

Eine umgangssprachliche Erklarung des Fiihrers gibt folgende Bemer-
kung:

Bemerkung 1.33. Der Fiihrer §(O) von O in ox ist ein Ideal in O und auch
ein Ideal in ox. F(O) ist das grifte Ideal der Mazimalordnung ox, welches
noch vollstindig in O enthalten ist.

Auch gibt der Begriff des Fiihrers eine Antwort auf die Frage, fiir welche
Ideale in einer beliebigen Ordnung O eine eindeutige Primidealfaktorisierung
existiert. Fiir beliebige Ideale in beliebigen Ordnungen kann es keine ein-
deutige Primidealfaktorisierung geben, da O dann Dedekindring wére, siehe
(1.21) und (1.24). Die Primidealfaktorisierung gilt aber fiir die Ideale a von
O, welche comaximal zum Fiihrer §(O) sind:

Satz 1.34. Sei O Ordnung von F, a echtes Ideal in O und es gelte
a+3F(0)=0.

Dann besitzt a in O eine, bis auf die Reihenfolge der Faktoren, eindeutige
Darstellung als Produkt von Primidealen von O.

[PZ97, Chapter 6, (2.26)] Jetzt wird der Zerlegungssatz besprochen:

Satz 1.35. Zerlegungssatz von Kummer
Sei F = QY] Zahlkérper mit Minimalpolynom my(t) € Z[t]. Sei F(Z[I]) der
Fiihrer von Z[9] in ox. Sei (p)z ein Primideal von 7Z, fir welches gilt, dass
(p)z) comazimal zu F(Z[V)) ist.

(p)oy hat in ox folgende Primidealfaktorisierung:

o Seimy(t) die Reduktion von my(t) modulo p und
my(t) = [[ (", ei....e, €N
i=1

die Primpolynomzerlegung von my(t) in F,[t].
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o Seien fi(t) € Z[t] normierte Urbilder von f;(t) beziiglich der Restklas-
senabbildung

© Zll) - Rl

l l
E H E e 1L
ozut — ozut
ﬂ=1 lu,=1

Dann hat (p),, in oF die Primidealfaktorisierung
(Pos =01 -9

mit pi = (P)os + (i) o Bs gilt f(pi](p)) = deg(fi).

[PZ97, Chapter 6, (2.27)| Die Voraussetzung, dass das zu zerlegende Ide-
al comaximal zum Fiihrer der betrachteten Ordnung sein muss, lasst sich
algorithmisch nur schwer verwenden, oder, wie in [PZ97, Seite 392|: A di-
rect attack of the problem is not very promising...“, da die Berechnung des
Fiihrers zwingend die Kenntnis der Maximalordnung voraussetzt. Man for-
muliert stattdessen hinreichende Bedingungen fiir die Comaximalitit des zu
zerlegenden Ideals zum Fiihrer, welche leichter nachpriifbar sind:

Lemma 1.36. Seien die Voraussetzungen wie in (1.35). Dann ist (p)o, +
S(Z[VY)) = oF erfillt, wenn zum Beispiel gilt:

loF : Z[V]] € (p)z,

oder auch, wenn gilt:

disc(my(t)) & (p)z

[PZ97, Chapter 6, (2.29)] Mit (1.35) kann man jetzt einen Algorithmus
zur Primidealfaktorisierung formulieren:

Algorithmustabelle 1: AlgKummer

Input: Zahlkérper F = Q[J] gegeben durch Minimalpolynom
mo(t) = YL, aitt € Z[t]
Primzahl p € Py kein Indexteiler
Output: Menge M von Tripeln {p,e, f}
mit p € PU]—" p | <p>0.7-"
e =e(pl(p)), f = f(pl{p))

{Bekannt ist eine Ganzheitsbasis von F}
begin
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{Reduziere Minimalpolynom modulo p}
my(t) < >0, ait!
{Faktorisiere reduziertes Minimalpolynom}
Sei H?:1 ?jj (t) die Faktorisierung von my(t) in F[t]
{Bilde Menge M}
M — 0
for all j € {1,...,h} do
M = MU {{p, [0} e, deg(f5(1))
end for
return M

Jetzt ist deutlich, warum der Index eines primitiven Elementes in der
Theorie der Primidealzerlegung grofle Bedeutung hat. Kennt man mehrere
primitive Elemente, wird man eines wihlen, dessen Index moglichst wenig
Primteiler hat, denn so kann man fiir eine grolere Anzahl von Primzahlen
die Primidealfaktorisierung mit dem Kummerschen Zerlegungssatz berech-
nen. Im Allgemeinen sind Indexteiler aber unvermeidbar, denn es gibt Zahl-
korper F mit der Eigenschaft, dass fiir jedes primitive Element ¢ von F
(mindestens) eine Primzahl p existiert, welche den Index teilt, siehe (2.19).
Man muss also Methoden fiir die Primidealfaktorisierung von Indexteilern
bereitstellen. Diese Theorie wird im néchsten Abschnitt mit dem Algorith-
mus von Buchmann-Lenstra behandelt.

1.4 Der Algorithmus von Buchmann-Lenstra

Sei fiir diesen Abschnitt @ Ordnung eines Zahlkorpers F und p € Pz Prim-
zahl.

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit der Frage, wie man die Primideal-
zerlegung in Zahlkérpern berechnen kann, wenn die zu zerlegende Primzahl
p Indexteiler ist. Der Algorithmus AlgKummer ist anwendbar auf den ,einfa-
chen“ Fall, also p kein Indexteiler. Der Algorithmus von Buchmann-Lenstra
ist eine Berechnungsmethode fiir den Indexteilerfall. Er besteht im Wesent-
lichen aus drei Schritten:

(1) Berechne das p-Radikal I,(0ox) der Maximalordnung.

(2) Berechne Idealprodukte Hi,...,H, aus Primidealen, welche {iber p
identischen Verzweigungsindex haben. (In der englischen Literatur nennt
man diesen Vorgang ,equal degree factorisation®.)
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(3) Zerlege die Hy,..., H, in Primideale.

Es wird nun der Begriff des p-Radikals eingefiihrt, welcher aus dem Um-
feld des von Zassenhaus® vorgestellten Round-2 Algorithmus [Poh93, V, 2],
[Coh93, Theorem 6.1.3] entliehen ist:

Definition 1.37. Definiere das p-Radtkal 1,(O) von O durch
L(0):={zx €O | Im=>1, sodass gilt 2™ € pO}.
Ist klar, welche Ordnung gemeint ist, schreibt man auch I, := I,(O).
Wichtig ist der Begriff des p-Radikals aufgrund folgender Proposition:
Proposition 1.38. Fir das p-Radikal I,(O) gilt:
(1) Das p-Radikal I,(O) ist ein Ideal von O.

(2) 1,(O) ist das Produkt der in O dber p liegenden Primideale.

(8) Es existiert eine ganze Zahl m mit 1[;"(O) C (p)o.

[Coh93, Proposition 6.1.2] Die Berechnung des p-Radikals einer Ordnung
erfolgt zum Beispiel iiber den Kern einer Potenz des Frobenius-Homomor-
phismus [Poh93, V, 2|, oder iiber die Spurabbildung [Fri00, Kapitel 5.

Schritt 2 im Algorithmus von Buchmann-Lenstra ist die Berechnung von
Idealprodukten H;, ..., H, in oz, wobei ein Produkt H,, i € N,, genau aus
den Primidealen besteht, welche in die Primidealfaktorisierung von (p),, mit
Verzweigungsindex p eingehen:

Bemerkung 1.39. Berechnung der Idealprodukte H,

o Fiir j >0 setze Kj := I,(0F) + (p)o,. Seien p1,...,p, die in oF iber
p liegenden Primideale. Dann gilt:

K; = ﬁ p;nin(@i,j)’
i=1

da jeder Faktor mit Exponent min(e;, j) in K; eingeht.
e Esgilt K;_1 O K; = K,;_1 | Kj, definiere damit:

J; = .
J Kj—l

Die J; sind genau das Produkt der Primideale p; aus oz fir die e(p;|(p)) >
J gilt.
6Hans Zassenhaus, 1912 - 1991
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o Mit Jj+1 D) Jj = Jj+1 | Jj setze

Jj

H: = )
Jis1

J

Zur Berechnung der H; ist man im Rahmen einer Implementation auf
Algorithmen zur Multiplikation und Division von Idealen angewiesen, siehe
dafiir [PZ97, Chapter 6, 3], [Coh93, Proposition 4.7.2].

Man hat jetzt Idealprodukte Hy,..., H. vorliegen, von denen man weif3,
dass sie aus paarweise verschiedenen Primidealen, also maximalen Idealen

bestehen:
Hj = H pji

(p>o;:§pj,i

e(pj,il(p))=j
Alle p;, treten in diesen Produkten in erster Potenz auf. Man muss zum
Finden der Primidealzerlegung von (p),r nur die H; in Primideale zerle-
gen, denn die Verzweigungsindices der p,, iiber (p)z sind bekannt. Es ist
moglich, den Restklassenring ox/H; fiir jedes j auch als Vektorraum iiber
Z/pZ = F, zu betrachten, da alle Faktoren der Produkte H; das Ideal (p),
teilen. 0/ H; wird als Ringerweiterung von Z/pZ und als [F,-Vektorraum,
also als IF,,-Algebra interpretiert. Deshalb bezeichnet man den letzten Schritt
im Algorithmus von Buchmann-Lenstra als die Zerlegung der F,-Algebra
or/H;. Die Zerlegung von ox/H; basiert auf folgendem Lemma:

Lemma 1.40. Sei A eine endliche, separable Algebra tiber dem endlichen
KorperF,. Dann existiert ein effizienter Algorithmus, welcher entweder nach-
weist, dass A Korper ist, oder ein nicht-triviales idempotentes Element e € A
findet, d. h. ein Element ¢ € {0,1}, fiir welches e* = ¢ gilt.

Da man den Beweis von (1.40) kennen muss, um den Algorithmus von
Buchmann-Lenstra zu verstehen, wird hier eine kurze Skizze des Beweises
gegeben:

Beweis. (von (1.40)) A ist als endliche separable Algebra isomorph zu einem
endlichen Produkt von Kérpern, zum Beispiel

A=A x ... x Ag.
Betrachte den [F)-Vektorraumendomorphismus

p : A—-A

ar— ol — .
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Es gilt F,, C ker(¢), wenn man [, mit Hilfe der Abbildung

¢ F,— A
aH(a~1A1,...,a~1Ak)

in A eingebettet, denn fiir einen endlichen Korper K mit #K = p gilt, wegen
des kleinen Satzes von Fermat” und #K* = p — 1:

P
Pl =lgerP=cs’—z=0.
x

Fir o = (aq,...,a,) € A gilt nun o € ker(¢) dann und nur dann, wenn
fir alle i € N, a; in F, ist. Das bedeutet dim(ker(y)) = k, und daher
dim(ker(y)) = 1 genau dann, wenn A Korper ist, denn das kartesische Pro-
dukt von zwei Kérpern kann kein Korper sein. Es existieren effiziente Algo-
rithmen zum Berechnen des Kerns von Homomorphismen [Knu97b, Chapter
4.6.2, Algorithm NJ, damit ist der erste Teil des Lemmas bewiesen.

Sei nun dim(ker(¢)) > 1 und o € ker(p)\F,. Ermittle, zum Beispiel durch
Berechnung von aufeinander folgenden Potenzen von «, das Minimalpolynom
ma(t) € Fplt] von « iiber F,. Es gilt

lem{my, (t),...,mq, (t)} = ma(t),

dabei sind die m,, (t) die Minimalpolynome der einzelnen Komponenten. We-
gen a € ker(yp) gilt deg(my,(t)) = 1 fiir alle 4. Damit ist m,(t) quadratfrei
und ein Produkt von mindestens zwei Linearfaktoren, denn angenommen war
a & F,. Sei also mq(t) = my(t)ma(t) mit my(t), ma(t) € F,lt]. Da m,(t) qua-
dratfrei ist, sind m;(t) und my(t) coprim und mit Euklid® kann man zwei
Polynome f(t), fo(t) € F,[t] finden, so dass gilt

fi(t)yma(t) + fo(t)ma(t) = 1.

Setze ¢ := f1(a)my(«), dann ist

(fil@)mi(@))? = fila)mi(a),
wegen

fila)mi(a) =1 = fo(a)ma(a).
Also ist € idempotent. Mit

ged(fi,ma) = ged(f2,m) =1

und
deg(m (1)), deg(ms () > 1

gilt ¢ ¢ {0, 1}. O

"Pierre de Fermat, 1601 - 1665
8Euklid, vermutlich 325v. Chr. 265 v. Chr.
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(1.40) ist auf ox/H; anwendbar, da die Erweiterung (ox/H;)/F, end-
lich ist. Auch ist 0z/H; separabel, denn H; ist als Produkt von verschiede-
nen maximalen Idealen quadratfrei. Wende nun (1.40) auf die Erweiterung

(05/H;)/F an:
Bemerkung 1.41. Zerlegung von ox/H; mit (1.40)

(1) Liefert der Algorithmus aus (1.40), dass ox/H; Kdrper ist, ist man
mit H; fertig, denn H; ist mazimal, damit Primideal und geht in die
Faktorisierung von (p)z mit Verzweigungsindez j ein.

(2) (Setze H; =: H fiir diesen Unterpunkt.) Der Algorithmus aus (1.40)
liefert als Ergebnis ein Idempotent € € ox/H. Sei e € ox ein Repri-
sentant von . Setze

Hy:=H+(e)o, und Hy:=H+(l—¢)

0r)

dann gilt H = Hy - Hy, denn

H1 . H2 = (H+€0}‘) . (H+ (1 — 6)0}‘)
= H-H+(1—e)H -ox+eorH +eop(l—e€)or
cH =(1-e)H =eHCH Ce(l—e)or
=H—eHCH =(e—e?)or

C H

wegen e(1—e) = e—e* € H. (Das ist gerade die Idempotenteigenschaft
vone+ H =¢ inox/H.) Mit einem analogen Argument zeigt man fir
r € H auch x € Hy - H,.

(3) Mit (2) ist H; nicht-trivial in zwei Idealprodukte H;,, H; o zerlegt. Wen-
de (1.40) auf H; 1 und Hj o rekursiv an. Nach spitestens k Schritten ist
man fertig, wenn k die Anzahl der Primfaktoren von H ist.

Jetzt kann man den Algorithmus von Buchmann-Lenstra zusammenhén-
gend formulieren. Zuerst folgen zwei Bemerkungen, die alternative Moglich-
keiten zur Zerlegung von ox/H; beschreiben:

Bemerkung 1.42. Zerlegung von oz/H; mit Hilfe der Primpolynom-
zerlegung von m,(t)

Es gibt effiziente Verfahren zum Berechnen der Primpolynomzerleqgung ei-
nes Polynoms f(t) € TF,[t] dber einem endlichen Korper [PZ97, Chapter
2, 3], [Knu97b, Chapter 4.6.2]. Statt nun im Fall, dass ox/H; kein Kor-
per ist, H; in lediglich zwei nicht-triviale Ideale aufzuteilen, faktorisiert man
das Minimalpolynom mq(t) im Beweis von (1.40) in F,[t]. Man erhdlt so
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die vollstindige Zerlegung von H;. Aufgrund der Effizienz der Verfahren zur
Polynomfaktorisierung war diese Variante fir lange Zeit in dem Computeral-
gebrasystem KANT-V4 [DFK* 97] implementiert.

Bemerkung 1.43. Zerlegung von or/H; mit Hilfe eines primitiven
Elementes

(ox/H;)/F, ist endlich und separabel. Man erhdlt ein primitives Element
(&7 +Hj € 0]:/Hj mit

or/Hj = Fpla; + Hj] = Fplt]/(ma, (t))w,19-

Bezeichne C;(t) € Z[t] ein beliebiges Urbild des charakteristischen Polynoms
C;(t) € Fplt] von oj + H;. Dann sei

) = [T,

die Primpolynomzerlegung von C;(t) modulo p in F,[t]. Die Ideale

Qi = Hj + (g;i(a))) o

sind mazimal und das Produkt

g;
H; = ] s
i=1

ist die gewiinschte Zerlequng der H; in ein Produkt von Primidealen. Der
Beweis ist derselbe wie beim Kummerschen Zerlequngssatz.

Der konzeptuell schwierigste Teil, ndmlich die Zerlegung der separablen
[F,-Algebra oz/H; ist erstaunlicherweise der Teil, der am wenigsten Rechen-
zeit erfordert. Die meiste Zeit im Algorithmus von Buchmann-Lenstra ver-
bringt ein Computer mit der Idealmultiplikation und Idealdivision beim Be-
rechnen der Idealprodukte H;. Man ist deshalb bestrebt, diesen Rechenschritt
so effizient wie mdoglich zu gestalten. Es stellt sich heraus, dass man eine
Vielzahl von Problemen im Zusammenhang mit der Hermite-Normalform
von Idealen, wie zum Beispiel die Koeffizientenexplosion, siche Anhang (A),
vermeiden kann, wenn man die Berechnungen fiir alle verwendeten Ideale
modulo por durchfiihrt. Man bedenke, dass man mit Koeffizienten aus ei-
nem endlichen Korper rechnet, dessen Kardinalitit ,sehr klein“ ist, denn fiir
den verwendeten endlichen Korper F), ist p Indexteiler (sonst verwendet man
natiirlich den Kummerschen Zerlegungssatz direkt).
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Man wird also alle beteiligten Ideale modulo por angeben. Lediglich die
Ideale im Ergebnis werden mit Hilfe der 2-Element Darstellung beschreiben,
siehe (A.10).

Der vollstdndige Algorithmus zur Berechnung der Primidealfaktorisierung
ist in den Algorithmustabellen 2 und 3 formuliert:

Algorithmustabelle 2: AlgPIDecAbs

Input: Zahlkérper F = Q[] gegeben durch Minimalpolynom my(t) € Z[t],
Primzahl p € Py,
Output: Eine Menge M von Tripeln {p,e, f}
mit p € P, und p | (p),
e = e(pil(p)), = [(pl(p)
{Bekannt ist eine Ganzheitsbasis von F}
{Alle Ideale, werden dargestellt modulo poz durch eine F,-Basis}
if p1 [ox : Z[Y]] then
{Rufe Algorithmus AlgKummer auf}
return call AlgKummer (my(t), p)
end if
Berechne p-Radikal I,(0x)
Berechne F,-Basis 31, ..., von I,(0r)/por
{Berechnung der K}
Ky« L(oF)/por, i+ 1
while K; # {0} do
i—it1, K, — KK,

end while

{Berechnung der J,}

71 — Fl

for j=2,...,ido
7j — KjKj:ll

end for

{Berechnung der H,}
for j=1,...,i—1do

Hj— JjJ ik
gld fo_r
H; — J;

{Initialisierung Idealliste }
L — {Hl,,H]}
while £ # () do
{Zerlegung der Idealprodukte}
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Sei H, € L
{Berechne F,-Basis B der Algebra A :=o0x/H, = (0x/por)/(H,/por)}
Sei B := f3,...,[, F,-Basis von ﬁﬂ
erginze B zu einer Basis (3, ..., 3, von ox/pos
Brits- - By ist [F,-Basis von A
{Rufe Algorithmus ZerlSepA auf}
{E,, By} « call ZerlSepA (3,41, ..., 050, p)
if £, = True then
return {H,,, u, dimg, (4) = #B}
else
L — ;C U E2
end if
L—L\H,
end while

Ein Algorithmus AlgZerSepA ist separat angegeben. Es wird das Verfah-
ren aus dem Beweis von (1.40) benutzt:

Algorithmustabelle 3: AlgZerSepA

Input: F,-Algebra or/H, gegeben durch Basis A = a, ..., a,
Primzahl p € P,
Output: {True, (} falls 0/ H Korper ist,
{False, {A;, As}} mit Ay | H, Ay | H sonst
{Alle Ideale, werden dargestellt modulo poz durch eine F,-Basis}
begin: {Berechne Abbildung} Sei M die Matrix der Abbildung
p:A— A, x— aP —x bzgl. der Basis A
{Berechnung der Matrix des Kerns}
M, «— ker(M)
if Rg(M;) > 1 then
{H ist Primideal}
return {True, (}
else
{Zerlege H,,}
Sei e wie in (1.41) (2)
H1 — H —+ eor
H2<—H+(1—6)0}‘
return {False, {H, H>}}
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end if

Wie in (1.42) angedeutet, wird die Zerlegung der Algebra o/ H in Algo-
rithmus AlgZerSepA in der Realitdt meistens ersetzt durch die Polynomfak-
torisierung des Minimalpolynoms eines primitiven Elementes der Algebra.

Weitere Verfahren zum Berechnen der Primidealfaktorisierung fiir den
Fall von Indexteilern sind zum Beispiel der Ore®-Pohst!’-Algorithmus [Poh91,
Ogn94| und das Newton''-Polygon-Verfahren [Coh93, Chapter 6.2.1].

90ystein Ore, 1899 — 1968
10Michael Pohst, * 1945
11Gir Tsaac Newton, 1643 1727
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Der Algorithmus von Fieker
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In diesem Kapitel werden Zahlkorper betrachtet, welche als Kompositum von
mehreren Zahlkorpern Q[4], ..., Q[J,] gegeben sind. Die Aufgabe ist, die
Primidealfaktorisierung einer Primzahl p in K = Q[d4, ..., 9,] zu berechnen.
Um den Zerlegungssatz (1.35) auf K anwenden zu konnen, ist die Kenntnis
eines primitiven Elementes ¢ von K zwingend notwendig. Die Idee liegt nahe,
in C ein primitives Element zu suchen. Genau das macht der Algorithmus
von Fieker!,

Erstaunlicherweise ist dieses Problem alles Andere als trivial: Es ist nicht
schwierig fiir einen Zahlkorper Q[d4,...,9,], ein Element hin zuschreiben,
welches intuitiv primitiv sein sollte; zum Beispiel Y | n;¢; mit natiirlichen
Zahlen n;. Jedoch muss man im Rahmen einer Implementation die Primiti-
vitdt nachweisen und der Schwerpunkt liegt auf einem schnellen Nachweis.
Vielleicht ist es sogar moglich, das neue primitive Element 9 € K so zu wéh-
len, dass die Primzahl p fiir ¥ kein Indexteiler ist? Und hat man Verfahren
gefunden, primitive Elemente so zu bestimmen, so dass man das Indextei-
lerproblem los wird, kann man dann diese Verfahren auf den absoluten Fall
anwenden, so dass zur Bestimmung der Primidealfaktorisierung der Zerle-
gungssatz (1.35) ausreicht?

IClaus Fieker, * 1969

21
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Der erste und zweite Teil dieses Kapitels beschéftigt sich mit dem Fin-
den und dem Nachweis von primitiven Elementen in absoluten Zahlkérpern
bzw. in Komposita. Da die Untersuchungen fiir den Kompositafall auf den
Ergebnissen des absoluten Falls aufbauen, wird in (2.1) der absolute, in (2.2)
der Kompositafall behandelt.

In (2.3) wird die Frage diskutiert, ob es mdglich ist, primitive Elemente
so zu bestimmen, dass eine gegebene Primzahl p kein Indexteiler ist.

2.1 Primitivitatsnachweis in Zahlkorpern

In diesem Abschnitt werden Verfahren zum Nachweis der Primitivitéit ei-
nes Elementes o € Q[] besprochen. Dabei wird besonders Wert auf den
algorithmischen Aspekt gelegt, d.h. es wird fiir jede Darstellungsart einer
algebraischen Zahl o aus (A.1) mindestens ein Verfahren angegeben, welches
sich fiir diese Darstellungsart eignet.

Sei fiir diesen Abschnitt F = Q[¢] Zahlkorper vom Grad n. Sei my(t) €
Z[t] das Minimalpolynom von 4.

Primitive Elemente konnen benutzt werden, um Potenzbasen zu bilden.
Insbesondere sind die O-te bis (n — 1)-te Potenz eines primitiven Elements
linear unabhéngig. Man erhilt:

Lemma 2.1. o € QY] ist genau dann primitiv, wenn gilt
disc(1,c,...,a™ 1) £ 0.

Beweis. Die n verschiedenen Elemente {1, c,...,a" !} sind genau dann li-
near unabhéngig in dem n-dimensionalen Q-Vektorraum Q[], wenn

disc(1,c,...,a™ 1) #0
ist, siehe (1.16). O

Wird « in einem Computer in Minimalpolynomdarstellung reprisentiert,
siehe (A.1), kann man disc(1,,...,a" 1) iiber

n

dise(L, a, . ..,a"Y) = disc(ma(t) = (1)) N(ml,(a))

ermitteln [Mar77, Chapter 3, Theorem 8]. Man spart sich so das Berechnen
der Spurmatrix in der Definition der Diskriminante, vergl. (1.13).

Liegt a € F in Minimalpolynomdarstellung vor, betrachtet man den Grad
des Minimalpolynoms:
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Lemma 2.2. Fir o € F gilt:
deg(mq(t)) = n <= « ist primitiv.

Dieses Verfahren ist fiir algebraische Zahlen in Minimalpolynomdarstel-
lung das schnellste. Ist o in Matrixdarstellung gespeichert, siehe (A.3), erhélt
man ein weiteres Kriterium fiir die Primitivitét:

Lemma 2.3. Sei M, € Q"™ die Darstellungsmatriz von o und C,(t) € Q[t]
das charakteristische Polynom, siehe (1.12), dann gilt:

Co quadratfrei = « ist primaitiv.

Beweis. Ist das charakteristische Polynom C,(t) quadratfrei, so muss es be-
reits das Minimalpolynom sein, da das charakteristische Polynom eine Potenz
des Minimalpolynoms ist. Aufgrund der Definition von C,(t),

Ca(t) == det(t - 1d, —M,) € Q[f],

gilt
deg(Cq(t)) = n.
Dann ist auch deg(m,(t)) = n und mit (2.2) folgt die Behauptung. O

Mit Hilfe der Norm und Spur kann man fiir ein Element « entscheiden,
ob es primitiv ist:

Lemma 2.4. Sei o € F. Dann gilt:
N(«) ist keine p-te Potenz fir alle p mit p | n = « ist primitiv.

Beweis. Nehme an, dass « nicht primitiv ist. Dann teilt der Grad von «, also
der Grad des Minimalpolynoms deg(m,(t)) =: d, den Grad der Korpererwei-
terung F/Q und die Darstellungsmatrix M, € Q"*" hat Késtchengestalt:

(|

Jedes einzelne Kistchen entspricht der Darstellungsmatrix von « in dem
Zahlkorper Q[a]. Nach dem Gradsatz gilt

n

[F:Qla]] == =9,

SH
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und 9 ist auch die Anzahl der Késtchen in M,. Die Norm von « ist definiert
als die Determinante det(M,,) der Darstellungsmatrix. Mit dem Determinan-
tenmultiplikationssatz ist

als

Nrio(@) = Nojajjo(@)
eine p-te Potenz, mit p|n. O
(2.4) angewandt auf die Spur erhélt folgende Form:
Korollar 2.5. Sei o € F. Dann gilt:
p1Tr(a) fiir alle p | n = « ist primitiv.

Beweis. Analog zu (2.4). Ersetze die Multiplikativitat der Norm bzw. der
Determinante durch die Additivitdt der Spurabbildung. O

Ist fiir « € F eine Représentation mit Hilfe der Darstellungsmatrix be-
kannt, wird man der Methode in (2.5) statt der in (2.4) den Vorzug geben,
da statt Multiplikation Addition verwendet wird. Man hat lediglich die Ko-
effizienten auf der Diagonale zu addieren.

Ist fiir ein o € F das charakteristische Polynom

Co(t) =t"+art" '+ ...+ a, € Q[

berechnet, kann man durch Betrachtung des Koeffizienten a; sogar auf diese
Addition verzichten:

Korollar 2.6. Se:
Co(t) i=t"+art" '+ ... +a, € Q]

das charakteristische Polynom von o € F. « st primitiv, wenn mindestens
einer der folgenden Punkte erfiillt ist:

(1)

Vp € N mit p | n gilt p1a.

(2)

|a,| ist keine p-te Potenz fir alle p mit p | n.

Beweis. Es gilt (—1)a; = Tr(a) und N(«) = (—1)"a,. Die Behauptung folgt
mit (2.5) und (2.4). O
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Normalerweise werden Elemente ov € F in Standardreprisentation ange-
geben, siehe (A.2). Will man auf diese Darstellung zum Beispiel (2.1) an-
wenden, wird man bestrebt sein, modulare Berechnungen auszufiihren. Man
verlagert den Bereich der beteiligten Koeffizienten von Z nach F, erhélt aber
fiir den Nachweis der Primitivitiit keine Aquivalenzaussagen mehr, sondern
nur noch notwendige Bedingungen:

Lemma 2.7. Sei a € QY] und p € Pz Primzahl. Seien

n—1 ]
=19
aﬂ:M’ ueNgiljdeN
d
m
Standardreprisentationen der Potenzen {1,a,...,a" '}, Sei (m;;) € Q"

mit m; j = aui1,541- Dann ist o primitiv, wenn gilt:
7 \P
det((mey)") # 0.
Hier stellt (mm)p € X" die Matriz (m; ;) modulo p reduziert dar.

Beweis. 0.B.d. A. ist (m; ;) =: M € Z™", denn betrachte statt M die Ma-
trix dM mit d = Zz;é d,. Multiplikation von M mit d hat keinen Einfluss
auf die lineare (Un)Abhéngigkeit der Spalten.

Zeige zuerst die Behauptung fiir den nicht-modularen Fall: In dem Q-
Vektorraum Q[vJ] ist M die Ubergangsmatrix von der Q-Basis {1,4, ... 9"}
zu den Elementen {1, o, ...,a" '}. Gilt det(M) # 0, hat M vollen Rang und
{1,a,...,a™ 1} ist nach dem Basisaustauschsatz eine Basis von Q[9]. Daher
ist a mit (2.1) primitiv.

Zu zeigen bleibt: Existiert eine beliebige Primzahl p € Pz mit det(M") #
0, so gilt det(M) # 0. Beweis durch Widerspruch: Zeige

det(M) = 0 = det(M") = 0 fiir alle p € Py.

Seien x,y € Z, p € Pz eine Primzahl und fiir ein a € Z sei a? die Reduktion
modulo p. Da die Restklassenabbildung

T Z—Z/pZ
T =+ pl

homomorph ist, gilt fiir die Addition

(¢ +y) =2 +7,

analog fiir die Multiplikation




26 Kapitel 2. Der Algorithmus von Fieker

An der Berechnung der Determinante einer Matrix (my,;) € Z"*™ sind aber
nur Addition und Multiplikation beteiligt:

det((my,)) = Z sgn(o) Hmkp(k).

g€Sy
Damit gilt det((my,)) = det((mr®)). o

In der Praxis wird man so vorgehen, dass man beginnend ab einer klei-
nen Primzahl, die Matrix M modulo p reduziert, um dann von dieser re-
duzierten Matrix die Determinante zu berechnen. Man probiert eine Reihe
von Primzahlen pq, po, ... durch, bis man eine Primzahl p,, gefunden hat, fiir
die M™" # 0 gilt. Es stellt sich jetzt die Frage, ob es schneller ist, gleich
die Determinante der Matrix M zu berechnen, oder M erst zu reduzieren,
vielleicht sogar mehrfach fiir verschiedene Primzahlen, um nach einigen Be-
rechnungen festzustellen, dass tatsidchlich det(M) = 0 gilt. Untersuchungen,
durchgefiihrt mit dem Computeralgebrasystem KANT-V4 zeigen, dass es sich
prinzipiell lohnt, ab einer Spaltenanzahl grofier als 20 die Matrix zu reduzie-
ren und nur noch die Determinante der reduzierten Matrix zu berechnen.
Auch zeigt sich, dass es bei einer Reduktion modulo 3 praktisch zu keinen
Fehlern mehr kommt. Fiir Details sei auf Anhang (B.1) verwiesen.

Aus (2.7) folgt des Weiteren:

Lemma 2.8. Seien die Bezeichnungen wie in (2.7). Dann ist « primitiv,
wenn gilt o
Rg(M") = n.

Beweis. Eine Matrix hat genau dann vollen Rang, wenn die Determinante
ungleich Null ist. O

Zum Schluss sei noch ein Verfahren zum Nachweis der Primitivitat fir
die Konjugiertenvektordarstellung genannt, siche (A.4):

Lemma 2.9. Sei o € QU] und seien {a =: oW, ... o™} die Konjugierten
von «. Dann qilt

o ist primitiv <= o £ a9 Vi jeN,, i#].
Beweis. Das charakteristische Polynom C,(¢) € Q™" von « hat die Form

Co(t) = ﬁ(t —al)).

Jj=1

Cq(t) ist genau dann quadratfrei, wenn alle Konjugierten von « verschieden
sind. Die Behauptung folgt mit (2.3). O
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Welches der genannten Verfahren zum Nachweis der Primitivitdt man
anwenden wird, hdngt davon ab, in welcher Form eine algebraische Zahl
in einem Computer gespeichert ist. In dem Referenzsystem KANT-V4 wird
grundsétzlich eine algebraische Zahl in der Standarddarstellung bzgl. der Po-
tenzbasis eines primitiven Elementes angegeben, so dass man hier (2.7) an-
wenden wird. Hat man die Wahl zwischen allen vier Darstellungen, d. h. liegt
insbesondere das Minimalpolynom vor, wird man (2.2) anwenden.

2.2 Bestimmung primitiver Elemente in Kom-
posita von Zahlkorpern

Dieser Abschnitt beschreibt ein Verfahren zur Bestimmung eines primitiven
Elementes in einem Kompositum K = Q[¢4] ... Q[¢,]. Man kann sich auf den
Fall beschrinken, dass K als Kompositum von zwei Zahlkorpern gegeben ist,
da alle anderen Félle mit Induktion gelost werden kénnen. Die Existenz eines
primitiven Elementes ist garantiert, da Zahlkorper endlich und separabel sind
[Bos96, 3.6, Satz 12].

Sei fiir diesen Abschnitt K = Q[¢;, 5] algebraischer Zahlkorper und p €
P; eine Primzahl.

Der hier beschriebene Algorithmus beruht auf zwei konstruktiven Bewei-
sen des Satzes vom primitiven Element, angelehnt an [Lan65, VII, §, Theo-
rem 14] und [Mey76, Satz 6.9.17|. Besprochen wird der fiir den Algorithmus
relevante Teil dieser Beweise:

Satz 2.10. Satz vom primitiven Element I
Sei E endliche Erweiterung des Kérpers K. E habe o. B. d. A. eine Darstel-
lung der Form E = Kla,b]. Dann gilt:

e Fs existieren genau dann nur endlich viele echte Zwischenkdrper F' von
K und E, wenn ein primitives Element o € E mit E = K|a| existiert.

o Ist F/K separabel, so existiert ein solches .

Beweis. (nur Teil = von Punkt 1)

Sei 0.B.d. A. #K = oo. Im Fall #K < oo ist K* zyklisch, es existiert ein

a € K* mit der Eigenschaft (o) = K*. Dann erzeugt o auch E iiber K.
Seien «, f € E mit K[a, 3] = E. Betrachte Elemente der Form

a+cfeFE mitceK.

Es kann, aufgrund der Annahme, nur eine endliche Anzahl von Kérpern des
Typs Kla + ¢f] mit
K ; Kla + ¢f] ; Kla, g
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geben. K # K[a + ¢f] gilt wegen «, 5 ¢ K. K|a + ¢f] C K|a, (] gilt wegen
a,f,¢ € Kla, ] und Korper sind abgeschlossen unter Multiplikation und
Addition. Aus demselben Grund kann nicht Ko, 8] G Kla 4 ¢f] gelten.

Des weiteren kann fiir c1, ¢, € K mit ¢; # ¢ und Kla + 0] & Kla, f],
Kla + e8] & Kla, ] nicht Ko + ¢15] = Kla + c33] gelten, da a + 18
nicht in K[a + co3] enthalten ist. Wire a + ¢;0 € K|a + 2], wére auch
a+caff—(a+cf) = (1 —c)B € Kla+ cf]. Da ¢; — ¢ € K ist, wiirde
dann o, 3 € K|a + ¢25] gelten. Widerspruch zu Ko + 2] S Ko, 3].

Da #K = oo vorausgesetzt wurde, existieren in K unendlich viele Ele-
mente c fiir die gilt K[a + ¢f] = E und jedes dieser « 4 ¢3 ist ein primitives
Element von F. O

Um (2.10) anzuwenden, muss man sich noch iiberlegen, dass fiir einen al-
gebraischen Zahlkorper F die Erweiterung F/Q nur endlich viele Zwischen-
korper hat: F/Q ist endlich (nach Definition) und separabel (da Q perfekt
ist), man kann die normale Hiille N O F D Q betrachten und N/Q ist ga-
loissch. Nach dem Hauptsatz der Galois-Theorie existieren nur endlich viele
Zwischenkorper zwischen N und Q, da die Galois-Gruppe Gal(N/Q) nur ei-
ne endliche Anzahl von Untergruppen hat. Damit hat aber auch F/Q nur
endlich viele Zwischenkorper.

Ubertrigt man (2.10) auf die Situation eines Kérperkompositums Q[0 , 9s]
folgt, dass es nur endlich viele ¢ € Q gibt, fiir die das Element ¢; + qvy €
Q[11, 9] nicht primitiv ist. Das ist die Grundidee des zu entwickelnden Al-
gorithmus.

Mit folgendem Satz kann man die Menge dieser ,schlechten® ¢ € QQ sogar
niher bestimmen [Mey76, Satz 6.9.17|:

Satz 2.11. Satz vom primitiven Element II
Sei K Korper. Seien a,b Elemente einer Erweiterung. Fs seien a algebraisch
und b separabel iber K, dann besitzt Kla,b| ein primitives Element c.

Beweis. Da a,b algebraisch sind, ist die Erweiterung Kla, b]/ K endlich. Ana-
log zu (2.10) sei #K = oo.

Betrachte in einem algebraischen Abschluss die paarweise verschiedenen
Nullstellen {a =: aj,...,a,} und {b =: by,...,bs} der Minimalpolynome
mq(t), my(t) € K[t] von a und b. Es sei r := deg(m,(t)) und s := deg(my(t)).
Definiere fiir alle z € K die Menge

W(ZII) = {CLZ‘.T —+ bj | 1€ NQJ«, j € Ng,s}.

Wihle ein y € K, welches nicht in der endlichen Menge

b; —b
Ga,b::{ J
a — a;

1€Ny,, j€ N2,s}
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enthalten ist. (Das geht, weil #K = oo vorausgesetzt ist.) Dann gilt
ay +b & W(y),

denn wire ay +b € W (y), gébe es i € Ny, j € Ny mit

b — b

a—a;

ay +b=a;y+bj<=y=

Jetzt ist ¢ := ay + b schon primitives Element von Kla, b]: Trivialerweise
gilt K[c|] C K|a,b], zeige also K[a,b] C K|c|. Betrachte

h(t) = ng(ma(t)a mb(c - yt)) S K[C] [t]
Es gilt m,(a) = 0 und

mp(c — ya) = my(ay + b —ya) = my(b) = 0.
b(c—ya) b yf ya) o(b)
Daher ist t — a gemeinsamer Teiler von m,(t) und my(c — yt), also auch von
h(t). Jede weitere Nullstelle von h(t) ist auch Nullstelle von m,(t) und damit
aus der Menge {as, ...,a,}. Fiir alle Elemente dieser Menge gilt

my(c — ya;) # 0,

wegen ¢ —ya; # b;, das besagt gerade die Bedingung ¢ ¢ W (y). Also hat h(t)
nur die Nullstelle a, das bedeutet aber, dass man h(t) schreiben kann als

(t = a)* = ged(ma(t), my(c — yt)).

Damit teilt h(t) insbesondere m,(t). m,(t) ist separabel (wegen Vorausset-
zung) und irreduzibel (wegen Minimalpolynomeigenschaft), damit folgt s = 1
und h(t) =t — a.

Der ged zweier Polynome aus K|c|[t] ist auch aus K[c|[t], also h(t) =
t —a € Klc|[t], d.h. a € K][c], damit

¢c —y _a =ay+b—ya=b=be K|
eKld ek ekl

EI\(r[c}
und daher Kla,b] C K]c|. O

Eine Anwendung des Satzes auf die Situation eines Kérperkompositums
ergibt:
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Korollar 2.12. Sei Q[91,49s] Korperkompositum der Zahlkorper Q[¥,] und
Q[vs]. Seien my, (t), my,(t) € Z[t] die Minimalpolynome von 91, 99 in Q]
und Q[Us]. Sei deg(my, (t)) =: m und deg(my,(t)) =: n. Sind

(=00, 0 und {9, =9, i)

die Konjugierten von ¥ und 9y in Q[¥1] und Q[¥s], dann ist jede Zahl ¥1q+
Uy € Q[1,5], fiir welches g € Q nicht Element der Menge

o - ﬁgj) Dy
Y1,92 + 9, — 1952)

(RS NZ,ma j € NZ,n}

ist, primitives Element von Q[d1,9s]. Die Anzahl der ,schlechten® q € Q
kann man nach oben abschdtzen mit:

#{q € Q | % + q¥9 ist nicht primitiv } < (m—1)-(n—1) < [Q[¥1,3] : Q).

Die Menge Gy, », und das Maximum dieser Menge bekommen einen be-
sonderen Namen:

Definition 2.13. Seien die Voraussetzungen wie in (2.12). Man nennt die
Menge Gy, y, die S-Menge des Zahlkérpers Q[Iy, ;] und die Zahl

max Sy, g, := max{|z| | z € &y, 9, }
die G-Schranke des Zahlkdérpers Q[U:,¥s].

Der Begriff ,Maximum® in (2.13) bezieht sich auf das Maximum der eu-
klidischen Normen der Elemente der Menge Gy, y, in der Gaufschen Zahlen-
ebene, da die Elemente von Gy, », im Allgemeinen nicht reell sind.

Mit (2.12) hat man nun einen Ansatzpunkt zur Bestimmung eines primi-
tiven Elementes ¢ in einem Kompositum Q[¢1, J5]. Man erhilt sofort mehrere
sad-hoc* Methoden:

e Berechne mit Hilfe von numerischen Methoden die &-Schranke direkt
und wéhle n € N mit n := [max &y, v, |; dann ist ¥y + ndy primitiv.

e Berechne die Menge Gy, 4, direkt und wéhle ein n € N mit n ¢ Sy, ,;
dann ist ¥, + nvy primitiv.

Diese beiden Methoden sind sehr zeitaufwendig, besonders in Computeralge-
brasystemen, bei denen der Schwerpunkt nicht auf einer geschwindigkeitsop-
timierten Gleitkommaarithmetik, sondern auf zahlentheoretischen Aspekten
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liegt. Auflerdem hat man sich hier mit allen Problemen numerischer Be-
rechnungen zu beschéftigen, zum Beispiel der Ausloschung. Man wird daher
bestrebt sein, numerische Berechnungen bzgl. der G-Menge nach Moglichkeit
zu reduzieren, bzw. ganz zu vermeiden.

In der Tat kann man auf die Berechnung der G-Menge in der Praxis
komplett verzichten: Rechnersimulationen, durchgefiihrt mit dem Compu-
teralgebrasystem KANT-V4 zeigen, dass fiir zwei zufillig ausgewéhlte Poly-
nome fi(t), fo(t) € Z[t] die &-Schranke zu iiber 50 % bei einem Wert von
unter 1 liegt. Fiir 90 % der Polynompaare sogar unter 10. Schon iiber der 1
ist die &-Schranke sehr wahllos verteilt. Die detaillierten Ergebnisse sind in
Anhang (B.2) beschrieben.

Als Idee erhélt man:

Bemerkung 2.14. Seien die Bezeichnungen wie in (2.13).

(1) Ist der Grad des Kompositums K = Q[U1,Vs] bekannt, berechne die
Folge
191 + qﬁ27 qc N7

bis man ein q € N erhdlt, fir welches

deg(mﬁl-l—q?% (t)) - deg(’C)

gilt. Dieses V1+q0y ist das gesuchte Element. Den Grad deg(muy, 1q0,(t))
kann man sofort ablesen, da alle Berechnungen in der Minimalpolynom-
darstellung durchgefiihrt werden.

(2) Ist der Grad deg(KC) nicht bekannt, berechne fiir eine kleine Menge M
mit ungerader Mdachtigkeit die Werte

N = {Q91+q192 | qc M}
Sei zum Beispiel
M := {10,20,30}.

Die Wahrscheinlichkeit, dass N wviele primitive Elemente enthdlt, ist
hoch. Haben die Elemente von N unterschiedliche Grade, fihre bzgl. die-
ser Grade eine Mehrheitsentscheidung durch (deshalb soll #M ungera-
de sein).

(3) Will man sich nicht auf eine Mehrheitsentscheidung verlassen, berechne
solange Elemente der Folge

(191 + qﬁQ)qua

bis man mn FElemente vorliegen hat, welche gleichen Grad haben. Dann
ist durch (2.12) garantiert, dass diese Zahl mit deg(KC) tbereinstimmd.
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In (1) und (2) liegen alle Elemente in Minimalpolynomdarstellung vor, so
dass man diese Darstellung sofort fiir das Minimalpolynom des Kompositums
IC benutzen kann. Auch kann man mit den Elementen ¥y, ¥q in (2) Arithmetik

betreiben, ohne dass diese Zahlen Elemente eines Zahlkdrpers sein miissen,
siehe (A.1).

Die Bestimmung des Grades eines Kompositums ist nicht trivial:

Bemerkung 2.15. Seien Q[J1] und Q[U5] Zahlkérper vom Grad m bzw.
n. Dann gilt fir den Grad des Kérperkompositum Q[1, 5] im Allgemeinen
nicht [Q[¥1, 93] : Q] = m - n. Ein Gegenbeispiel ist ¥, == /2, ¥y := v/2.

Betrachte folgendes Diagramm:

Q[01, V5]

|
Q

Hier haben die Zahlkorper Q[¢;] und Q[¥s] einen gemeinsamen Teilkorper
und es gilt nicht deg(Q[v1, J5]) = deg(Q[¥]) - deg(Q[s]).

Es gibt nicht viele hinreichende Kriterien, die sich algorithmisch verwen-
den lassen, um zu testen, ob der Grad des Korperkompositums Q[v;, 5] das
Produkt der einzelnen Grade ist. Eine notwendige Bedingung ist der Diskri-
minantentest:

Lemma 2.16. Diskriminantentest
Seien Q[v1] und Q[Vs] Zahlkorper vom Grad m und n, dann gilt

ged(disc(Q[t4]), disc(Q[2])) =1 = deg(Q[v), 1)) =m-n
[Nar89, 4, §2, Theorem 4.9] Die Idee des Beweises ist, in dem Korperturm
Q1,72 2 Q1] 2 Q
die Irreduzibilitdt des Minimalpolynoms my,(t) € og,[t] iiber ogpy,) zu zei-

gen, falls ged(disc(Q[]), disc(Q[ds])) = 1 gilt. Diese Idee wird in (3.5) wie-
der aufgegriffen.
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Man wird also bei der Berechnung eines primitiven Elementes ¢ in einem
Kérperkompositum Q[d;, ¥s] mit Hilfe der G-Menge Gy, », zuerst den Dis-
kriminantentest durchfiihren. Ist dieser positiv, wendet man (2.14) (1) an,
sonst (2.14) (2).

Jetzt sind alle Bausteine fiir den Algorithmus von Fieker zusammen. Da
sich (2.14) problemlos auf Komposita bestehend aus mehr als zwei Zahl-
korpern tibertragen ldsst, ist der Algorithmus fiir diesen allgemeinen Fall
formuliert:

Algorithmustabelle 4: AlgFieker

Input: n Zahlkorper Q[¢4], ..., Q[J,] vom Grad ny,...,n,
gegeben durch Minimalpolynome
my, (t), ... ,mgn(t) S Z[t]
Output: Primitives Element ¢ von K = Q[t}, ..., 13,]
in Minimalpolynomdarstellung
{Bekannt sind die Diskriminanten der Zahlkorper Q[04],...,Q[J,]}
begin:
{Initialisierung}
K — Q[t], = «— 2, M « {10,20,30}
while x < n do
K — Q[t,]
{Diskriminantentest }
d — ged(dise(K), disc(K))
if d =1 then
m <« 0
repeat
m < m + 10
until deg(my, ymo, () = deg(my, (t)) - deg(my, (1))
else
for all m; € M do
end for
{Mehrheitsentscheidung}
Bestimme ein m; € M mit der Eigenschaft:
I my,mg € M deg(my, (t)) = deg(my,, (t)) mit m; # my und
deg(may,,, (t)) = deg(my,, (1))
m <— 1m;
end if
{Bilde Kompositum}



34 Kapitel 2. Der Algorithmus von Fieker

K — QY1 + mi,], V1 — % +md,
T—x+1

end while

return my, (t)

Bemerkung 2.17. Modifiziert man den Algorithmus AlgFieker, so dass im
else-Zweig der while-Schleife, statt einer Mehrheitsentscheidung die ,siche-
re“ Methode aus (2.14) (3) genommen wird, erhdlt man den Algorithmus
AlgFiekerSafe. Die Richtigkeit dieses Algorithmus beruht nicht auf statis-
tischen Messungen, sondern folgt mit (2.12). Dafiir nimmt man aber eine
langere Laufzeit in Kauf.

2.3 Vermeidung von Indexteilern durch Wech-
sel des primitiven Elementes

Man hat jetzt mit den Algorithmen AlgFieker und AlgFiekerSafe effektive
Moéglichkeiten, in Komposita von Zahlkorpern die Primidealfaktorisierung
zu berechnen, indem man ein primitives Element bestimmt. Vergegenwértigt
man sich dabei die Verfahren aus Kapitel (1), dringt sich die Frage auf, ob
es nicht moglich ist, ein primitives Element so zu bestimmen, dass die zu
zerlegende Primzahl kein Indexteiler ist. Man kénnte diese Verfahren nutzen,
um in einem absoluten Zahlkorper F das primitive Element zu wechseln,
oder um den Algorithmus AlgFieker so zu modifizieren, dass man primitive
Elemente bestimmt, fiir welche eine zu zerlegende Primzahl kein Indexteiler
ist. Leider erfiillt sich diese Hoffnung nicht, denn es existieren gemeinsame
auflerwesentliche Diskriminantenteiler:

Definition 2.18. Sei F = Q[¥] Zahlkorper mit Mazimalordnung oz, dann
nennt man

i(F) :=ged{i(a) | @ € 0f}

den Index des Zahlkérpers F. Siehe auch (1.10). Eine Primzahl p € Py,
mit p | i(F) nennt man gemeinsamen auferwesentlichen Diskrimi-
nantenteiler, im Folgenden CNEDD? abgekiirzt.

Die Existenz von CNEDDs zeigt folgendes Beispiel, welches auf Dedekind
zuriickgeht [Has63, 111, §25, 7.1]:

2engl. common non-essential discriminant divisor
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Beispiel 2.19. Sei Q[U] Zahlkirper mit O Nullstelle des Polynoms my(t) =
3 —t* — 2t — 8, dann gilt 2 | i((Q[Y]).

Folgender Satz liefert ein Kriterium dafiir, wann eine Primzahl CNEDD
ist:

Satz 2.20. Sei F Zahlkérper und p € Pz Primzahl. Mit (p)o, = pS*-. . .-pS" be-
zeichne die Primidealfaktorisierung von (p),, mit Tragheitsgraden f(p;|(p)).
p st genau dann kein CNEDD, wenn r verschiedene, irreduzible Polynome

fi(t), ... fo(t) € F,lt] existieren, fir deren Grade f(p;|(p)) = deg(f;(t)) fiir
alle v € N,. gilt.

[Nar89, 4, §3, Theorem 4.13|. Um (2.20) anwenden zu kénnen, benétigt
man folgende auf Gauf3® zuriickgehende Proposition:

Proposition 2.21. Seir(p,n) die Anzahl nicht assoziierter, irreduzibler Po-
lynome vom Grad n iber dem endlichen Kirper F,. Fir alle Primzahlen
p € Py undn>1 gilt

rlp.m) =+ 3 )
din

w18t die Mobius- Funktion.

[Has63, I, §3, Theorie der endlichen Kérper| Mit Hilfe von (2.21) erhélt
man eine obere Schranke fiir CNEDDs:

Proposition 2.22. Sei F Zahlkorper und p € Pz Primzahl, dann gilt
pli(F) =p<[F:QL
Ist p in F voll zerlegt, gilt auch die Umkehrung.

[Nar89, 4, §3, Proposition 4.17| [Koc00, Theorem 3.12.13] Um (2.22) algo-
rithmisch verwenden zu kénnen, muss man die Anzahl der Primideale kennen,
in die sich ein zu faktorisierendes Ideal zerlegt und die entsprechenden Trég-
heitsgrade. Gerade das will man aber berechnen. Man kann aber schlieflen,
dass es sich prinzipiell lohnt, fiir einen Indexteiler p im Falle p > [F : Q] zu
versuchen, das primitive Element zu wechseln.

Mit Verfahren zur Berechnung des Index eines Zahlkorpers i(F) konnte
man alle CNEDDs bestimmen. Leider ist auch dieses Problem bis heute nicht
befriedigend gelost. In [Nar89, Unsolved Problems, 6] ist es aufgelistet als

3Johann Carl Friedrich Gauf3, 1777 - 1855
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Nummer 6 der ungelésten Probleme der Zahlentheorie. Es liegen bis heute
keine Ergebnisse vor, die sich algorithmisch verwenden lassen. Den aktuellen
Stand der Forschung spiegelt zum Beispiel [Nar85| wieder.

Fiir den Rest dieses Abschnittes werden drei Verfahren diskutiert, um fiir
eine gegebene Primzahl p € Pz, welche Indexteiler in einem Zahlkorper Q[v]
ist, ein anderes primitives Element 9 so zu bestimmen, dass p kein Indexteiler
mehr ist.

Sei fiir den Rest dieses Abschnittes F = Q[¢] Zahlkorper vom Grad n.
Sei p € Pz Primzahl mit der Eigenschaft p | i(9).

Zuerst ein ad-hoc Ansatz: Man reprisentiert in Computeralgebrasyste-
men Elemente eines Zahlkérpers F bzgl. einer Potenzbasis {1,9,...,9" '},
¥ ist ein primitives Element von F, dargestellt durch sein Minimalpolynom
my(t) € Z[t]. Man kann nun versuchen, randomisiert Linearkombinationen

zu finden, so dass man ein primitives Element & erhélt, welches nicht den
Index teilt. Leider ist dieser Ansatz nicht erfolgreich:

Satz 2.23. Die Indexteilereigenschaft von p ist invariant unter Addition und
Multiplikation von ¢ mit ganzen Zahlen. Ist eine Potenz 9™ mit m € N wieder
primitiv, so teilt p auch den Index dieser Potenz.

Beweis. Dass die Summe bzw. das Produkt eines primitiven Elementes mit
einer ganzen Zahl wieder primitiv ist, iiberlegt man sich mit den Verfahren
aus (2.1).

Seien {0 =: 9V ... 9™} die Konjugierten von ¥ und z € Z. Dann sind
{942 =90 4 2 ... 9™ 4 2} die Konjugierten von 9 + 2, und es gilt fiir
die Diskriminante der Gleichungsordnung:

disc(Z[V]) = disc(my(t)) = H (9O — )2
1<i<j<n
= JI ®9+z-@9+2)
1<i<j<n

= disc(my)+-(t)) = disc(Z[Y + 2]).
Analog gilt fiir die Multiplikation:

disc(Z[z9]) = H (200 — 2912
1<i<j<n

— H 22 (90 — 9l))?
1<i<j<n

= AXinin disc(Z[aal).
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Fiir die letzte Behauptung iiberlege man sich, dass die Gleichungsordnung
Z[0™] einer Potenz von ¢ echt in der Gleichungsordnung Z[¢] enthalten ist,
damit teilt der Modulindex [0z : Z[J]] den Modulindex [0z : Z[0™]]. O

Eine weitere Idee um ein primitives Element 1§, welches fiir p kein Index-
teiler ist, zu berechnen, benutzt den Begriff der p-maximalen Oberordnung.
Folgende Schritte skizzieren einen Algorithmus:

(1) Priife, dass p > deg(K) gilt.

(2) Berechne die p-maximale Oberordnung Z[¥], der Gleichungsordnung
VAUIR

(3) Stelle Z[¥9], mit Hilfe einer Potenzbasis {1,4,...,9" '} dar.

(4) Es gilt 7= Q[t]/(my(t))qp und p teilt nicht den Index ().

Der Begriff der p-maximalen Oberordnung ist der Terminologie des Round-2
Algorithmus entliehen:

Definition 2.24. Sei O eine Ordnung in F, dann nennt man
O, ={acor|ImeN: plac O}
die p-mazximale Oberordnung der Ordnung O.

Jede p-maximale Oberordnung O, ist eine Ordnung, fiir welche p 1 [0 :
O,] gilt. Eine genaue Beschreibung der Berechnung von p-maximalen Ober-
ordnungen kann zum Beispiel in [Poh93, V, 2| nachgelesen werden.

Ist p > deg(F), so weifl man aus (2.20), dass fiir O, eine Potenzbasis
existiert; Denn ist p kein CNEDD, muss es ein primitives Element ] geben,
fiir welches p nicht den Index i(0) teilt. Man ist also ,nur mit dem Problem
konfrontiert, fiir eine gegebene Ordnung O eine Potenzbasis auszurechnen.
Leider ist das alles Andere als trivial. Man wird gefiihrt auf die Theorie der
Indexformgleichungen:

Sei {1, ,...,a,_1} eine Ganzheitsbasis von F. Ein Element L(a) € F
stelle man dar durch

L(Q) =a1+ a0+ ...+ Q105 a; € Qa Vie Nn—17
dann sind die Konjugierten von L(a) in F gegeben durch

L(Q)(i) =a; + aQag) + ..+ an,la(i)

n—1
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fiir alle s € N,,. Die Diskriminante der von den L(a)® erzeugten Gleichungs-
ordnungen Z[L(a)®] berechnet sich zu

dise(Z[L(@)V)) = [ (ZL(@)® - L(e)9)2.
1<i<j<n
Unter Beachtung von (1.17) definiert man nun:

Definition 2.25. Seien die Voraussetzungen wie beschrieben. Dann nennt
man die Form
(L(@) — L(a)¥)?

1<i<j<n

I(asg, ..., a,) =
(@ ) disc(F)
die Indexform bzgl. der Ganzheitsbasis {1,as,...,a, 1}. Eine Glei-

chung der Form
I(as, ..., a,) = %1

nennt man die zu I gehorige Indexformgleichung.
Folgendes Lemma beschreibt Indexformen genauer:

Lemma 2.26. Seien die Voraussetzungen wie in (2.25). Dann ist I(as, . .., ay)
eine homogene Form in n — 1 Variablen vom Grad n(n —1)/2.

[Gaa02, Lemma 1.1.2] Es existieren Algorithmen zum Losen von Index-
formgleichungen fiir Zahlkérper bis zum Grad 5 einschliellich. Partielle Lo-
sungen existieren bis zum Grad 9, welche aber nicht sehr effektiv sind [Wil97].

Im vorliegenden Fall ist man jedoch an Potenzganzheitsbasen von p-ma-
ximalen Oberordnungen interessiert. Sei O, eine p-maximale Oberordnung,
dann lautet die dazugehorige Indexform

[1 (L@ - L))

1<i<j<n

I(ag, ... ,a,) =

disc(O,)

Man ist an einer Losung der Form I (as, ..., a,) = %1 interessiert, denn genau
diese Losung generiert ein gesuchtes primitives Element. Oft nennt man die-
se Gleichungen auch p-adische Indexformgleichungen. Leider gibt es bis
zum heutigen Stand keine Forschungsergebnisse, welche sich algorithmisch
verwenden lassen. Es ist moglich, in kubischen und quartischen Zahlkorpern
p-adische Indexformgleichungen zu 16sen, jedoch kann man hier die Primide-
alfaktorisierung sehr schnell mit Hilfe der Algorithmen aus (1.3) und (1.4)
ausrechnen.

Der dritte untersuchte Ansatz, in einem Zahlkorper ein ,besseres” primi-
tives Element zu konstruieren, ist die OrderShort-Methode:
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Beispiel 2.27. Sei Q[U] Zahlkirper mit O Nullstelle des Polynoms my(t) =
3+ 17t — 2t +9 € Z[t]. Die Transformationsmatriz der Mazimalordnung ox
hat die Form

15 0 6
(d, M) = | 15, 0 15 13
0 0 1

Der Index von 0 ist i(9) = 15. Das dritte Basiselement der Mazimalordnung
a := (64 139 + 1592) /15 ist primitiv und hat den Index 1! Damit kann man
QY] beschreiben mit Hilfe des Minimalpolynoms mq(t) = t3 — 6t> + 5t — 3
von a und erhdlt so eine Darstellung ohne Indexteiler.

Man wird auf folgenden Ansatz gefiihrt:

(1) Betrachte die Maximalordnung des Zahlkorpers F und fiihre auf der
Basis eine LLL-Reduktion durch [PZ97, Chapter 3, (3.40)]. Die intuitive
Idee ist, dass ,kurze* Elemente ,kleine* Indices haben.

(2) Bilde kleine Linearkombinationen v;,7s,... von Elementen der LLL-
reduzierten Maximalordnung, welche einen Nenner haben. ,,Elemente
mit Nenner” bedeutet, dass ein Element w der Maximalordnung nicht
dargestellt werden kann durch eine Z-Linearkombinationen mit Ele-
menten der Gleichungsordnung. ,Kleine“ Linearkombinationen meint,
dass die Koeffizienten Elemente der Menge {0, 1} sind. Die Existenz
mindestens eines primitiven Elementes in der Menge dieser Linearkom-
binationen garantiert der Satz von Sonn*-Zassenhaus [PZ97, Chapter
2, (12.23)].

(3) Verkleinert sich der Index fiir ein 7;, withle ~; als neues primitives Ele-
ment von F und springe zu (1). Ist fiir ; die zu zerlegende Primzahl
p € Pz kein Indexteiler, terminiere.

Man arbeitet mit drei Zahlern: Einem Zéhler, Ay, der festlegt, mit wie vielen
Koeffizienten ungleich Null man hichstens arbeitet, einem Zihler Ay, welcher
festlegt, wie viele Linearkombinationen iiberpriift werden. Schliellich fiihrt
man einen Zihler Aj ein, die maximale Anzahl der zu testenden Linearkom-
binationen. Der ausformulierte Algorithmus sieht so aus:

Algorithmustabelle 5: AlgOrderShort

Input: Zahlkérper F = Q[J], Primzahl p € Pz mit p | i(9)

4Jack Sonn, x1940
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e A; Anzahl der zu testenden Linearkombinationen
e A, Maximale Anzahl der Koeffizienten ungleich 0

Output: {True, o}, falls ein primitives Element
a gefunden wurde mit p 1 i(«), sonst {False, 0}
begin:

{Initialisierung}

a; — Aq, ag — Ay, a3 +— 0
Berechne Maximalordnung or
Fiihre auf oz LLL-Reduktion durch

erhalte reduzierte Z-Basis wy,...,w, von or
Wihle Elemente @y, ..., &,, mit Nenner

m
a3 — (31)

while a; # 0 and a3 > 0 do
{Bilde Linearkombination}
a«— > " aw;, a; €{0,1}, max;en,, {a; | a; =1} < ay
ag <— as — 1
Berechne i(«)
if p{i(a) then
return {True, o}
else if i(a) < i(V¥) then
¥ —a
a; «— A4
else
ap «—a; — 1
end if
end while
return {False, 0}

Dieser Algorithmus ist unter dem Namen OrderShort in dem Compu-
teralgebrasystem KANT-V4 implementiert, wurde jedoch im Rahmen dieser
Arbeit zur Verwendung fiir Leistungsmessungen komplett neu geschrieben.

Diese Untersuchungen haben ergeben, dass die Verwendung von Order-
Short nicht sinnvoll ist, wenn man diesen Algorithmus nur verwenden moch-
te, um die Primidealfaktorisierung zu berechnen. Auch garantiert der Algo-
rithmus nicht, dass wirklich ein besseres primitives Element gefunden wird,
selbst wenn ein solches existiert, was im Fall p > deg(F) immer gegeben ist.
Hier meint ,besser” ein Element mit kleinerem Index. (,Besser* kann auch
meinen, dass der Index eines neuen primitiven Elementes coprim zur zu zer-
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legenden Primzahl ist.) Ein weiteres Problem beim OrderShort Algorithmus
ist das Anwachsen der Koeffizienten fiir das neue Minimalpolynom. Hat man
ein besseres Minimalpolynom gefunden, so speichert man zusétzlich das ur-
spriingliche Minimalpolynom ab, damit man bei weiteren Rechnungen darauf
zuriickgreifen kann und nicht auf die unverhéltnisméflig groflen Koeffizienten
des neuen angewiesen ist. Das Ergebnis dieser Untersuchungen ist in (B.3)
zusammengefasst.
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Kapitel 3

Primidealfaktorisierung durch
Primardekomposition

2] ———————Fy[X]/c

Dieses Kapitel untersucht folgenden Ansatz, die Primidealfaktorisierung in
einem Kompositum von Zahlkorpern zu bestimmen: Beim Zerlegungssatz
(1.35) fithrt man die Primidealzerlegung zuriick auf die Faktorisierung des
Minimalpolynoms my(t) € Z[t] modulo der Primzahl p € Pz, welche man
zerlegen will. Damit bestimmt man die Primideale des Restklassenringes

Fp[t]/ (Mg (1)) g, 11)-

Bei einem Korperkompositum K := Q[d4, ..., 9,] hat man nun nicht ein defi-
nierendes Minimalpolynom, sondern mehrere, ndmlich die Minimalpolynome
my, (t),...,my, (t) € Z[t] der an dem Komposition beteiligten Zahlkorper
Q[t4], ..., Q[Y,]. Die Idee liegt nahe, die Primideale des Restklassenringes

Fp[Xy, ..., Xol/ (Mg, (1), ..., Mg, (1))F, 14

zu bestimmen, um so Informationen {iber das Zerlegungsverhalten von p in
IC zu erhalten.

Man hat zwei Aufgaben zu l6sen: Man betrachtet statt univariaten Poly-
nomringen multivariate, in denen man nicht ein Polynom faktorisiert, sondern
mehrere. Diese Aufgabe 16st man mit Priméirdekomposition, welche detail-
liert in (3.1) und (3.2) erldutert wird. Die andere Aufgabe ist zu untersuchen,

43
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in wieweit der Zerlegungssatz (1.35) auf Komposita von Zahlkorpern iibertra-
gen werden kann. Es wurde im Rahmen dieser Arbeit untersucht, auf welche
Komposita sich der Satz iibertragen liasst und der Zerlegungssatz wurde in
dieser allgemeineren Form bewiesen. Diesem verallgemeinerten Zerlegungs-
satz ist Unterabschnitt (3.3) gewidmet. Auch wird erldutert, warum die Pri-
mérdekomposition nicht zur Primidealfaktorisierung in beliebigen Komposita
benutzt werden kann. In den restlichen Unterabschnitten werden die Ergeb-
nisse aus (3.1), (3.2) und (3.3) algorithmisch ausgewertet.

3.1 Primardekomposition in noetherschen Rin-
gen

Dieser Unterabschnitt fiihrt ein in die Theorie der Primirdekomposition in
allgemeinen noetherschen Ringen bis hin zum Satz von Lasker!-Noether. Man
findet die Theorie der Primérdekomposition zum Beispiel in [BW93, CLO92,
Eis95]. Zuerst wird der Sinn und Zweck der Primérdekomposition in einer
Bemerkung erlautert.

Seien fiir diesen Abschnitt alle Ideale ungleich dem Nullideal.

Bemerkung 3.1. In einem Hauptidealring R kann man ein Ideal a in Prim-
ideale zerlegen, indem man fir den (garantiert existierenden) Erzeuger a € R
dieses Ideals die Primfaktorzerlegung

n
a= Hp?, pi € Pr, 1 €N,
=1

durchfiihrt. Die einzelnen p; generieren dann die Primideale (p;)r, welche in
der Primidealfaktorisierung von a auftreten. Die Idee, welche hinter der Pri-
mdardekomposition steht, ist, dieses Vorgehen auf beliebige noethersche Ringe
zu tbertragen. Man erhdlt in der Zerlegung keine Primideale mehr, wohl aber
Primdrideale, das sind Ideale, die sich ,,so dhnlich® verhalten, wie Primideale.

Definition 3.2. Sei R ein Ring und sei a ein Ideal von R. a heifst Primar-
tdeal, wenn a echtes Ideal ist, und fir jedes Produkt ab € a, mit a,b € R
gilt: aus a & a folgt b™ € a mit einem n € N.

Beispielsweise sind alle Primideale Primérideale. Die Umkehrung gilt nicht,
betrachte zum Beispiel a := (4)7. Zu jedem Primérideal gehort ein eindeutig
bestimmtes Primideal:

'Emanuel Lasker, 1868 — 1941
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Lemma 3.3. Sei a ein Primdrideal eines Ringes R. Dann ist das Radikal
von a, also die Menge

Rad(a) :={a € R|3dIneN: a" € a}
ein Primideal von R, welches a enthdlt.
[BW93, Lemma 8.38]

Definition 3.4. Seien die Bezeichnungen wie in (3.3). Man nennt Rad(a)
das zu a gehdrige oder assoziierte Primideal ass(a). Statt Rad(a) ist
auch die Bezeichnung v/a gebrduchlich.

Bemerkung 3.5. Das Radikal eines Ideals Rad(a) und das p-Radikal einer
Ordnung O aus (1.37) sind verschiedene Begriffe.

Definition 3.6. Fin Ideal a eines Ringes R heifit reduzibel, falls Ideale
ap, a3 € R, a; # a # ay existieren mit a = a; N ag, sonst irreduzibel.

Den Zusammenhang zwischen irreduziblen und Priméridealen stellt fol-
gendes Lemma her:

Lemma 3.7. Sei R noetherscher Ring. Dann ist jedes Ideal a von R der
Schnitt von endlich vielen irreduziblen Idealen

s
a:ﬂqi, r €N,
i=1

und jedes dieser irreduziblen Ideale ist ein Primdrideal.

[BW93, Lemma 8.51, Lemma 8.52| Fiir die Darstellung eines Ideals als
Schnitt von irreduziblen Idealen erhilt man, dhnlich der Primidealzerlegung
in Dedekindringen, in noetherschen Ringen eine Existenz- und Eindeutig-
keitsaussage, welche in der Literatur unter dem Namen ,Satz von Lasker-
Noether bekannt ist:

Satz 3.8. Existenz der Primdrdekomposition
Sei R noetherscher Ring und a € I echtes Ideal. Dann existieren Primdr-
ideale qq, . ..,q, € Ig mit folgenden Eigenschaften:

o a=[N_ 9
o Keines der q; enthdlt den Schnitt der anderen:

ﬂ 0 £ q;.

iEN,
7]
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e Die zu den qy,...,q, assoziierten Primideale ass(qy),...,ass(q,) sind
paarweise verschieden: ass(q;) # ass(q;) fir alle i,5 € N, mit i # j.

[BW93, Theorem 8.54] Die g, ..., g, aus (3.8) bekommen einen besonde-
ren Namen:

Definition 3.9. Seien die Bezeichnungen wie in (3.8). Dann nennt man
eine Darstellung von a der Art a = (_, q; eine Primdrdekomposition
des Ideals a und die qq,...,q, die Primdrkomponenten des Ideals a.

Man mochte nun eine Eindeutigkeitsaussage formulieren. Dazu unter-
scheidet man Primidrkomponenten wie folgt:

Definition 3.10. Fine Primdrkomponente q eines Ideals a heifst isoliert,
falls das zugehérige Primideal ass(q) nicht das zugehorige Primideal einer
anderen Primdarkomponente echt enthdlt. Sonst heifit q eingebettet.

Die Bezeichnungen ,isoliert” und ,eingebettet” sind auch fiir die zugeho-
rigen Primideale gebriduchlich. Jetzt kann die Eindeutigkeitsaussage fiir die
Primardekomposition formuliert werden:

Satz 3.11. Eindeutigkeit der Primdrdekomposition
Seien die Bezeichnungen wie in (3.8) und seien

r1 9
a=[Na = ey
i=1 j=1

zwet Primdrdekompositionen von a. Dann sind diese im folgendem Sinne
eindeutig:

® ' =To.

e Die Mengen der zu den Primdrkomponenten zugehdrigen Primideale
sind gleich:

{p € ]P)R | 7 € er . ass(ql,i) = p}
= {p S IP)R | EI] € Nm : ass(qZ,j) = p}

o [st q isolierte Primdrkomponente von a, dann ezistieren i € N,, und
J €Ny, mit q=q1,; = g2

[BW93, Theorem 8.55, Theorem 8.56| [CLO92, 4, §7, Theorem 7, Theo-
rem 9]. Wiirde man Priméirdekompositionen nur in Ringen R betrachten, in
denen Primarkomponenten automatisch isoliert sind, erreichte man, dhnlich
der Primidealzerlegung in Dedekindringen, Eindeutigkeit der Primardekom-
position bis auf die Reihenfolge der Faktoren:



Primardekomposition iiber endlichen Kérpern 47

Korollar 3.12. Sei R ein noetherscher Ring. Sei jedes Primdrideal q von
R isoliert. Dann hat jedes Ideal a von R eine bis auf die Reihenfolge der
Faktoren eindeutige Primdrdekomposition.

Dieses Korollar bildet im néchsten Abschnitt die Grundlage, um ein Ideal
eines multivariaten Polynomringes iiber einem endlichen Kérper in Primidea-
le zu zerlegen.

3.2 Primardekomposition iiber endlichen Kor-
pern

Dieser Unterabschnitt beschreibt die Technik der Primirdekomposition in
multivariaten Polynomringen iiber endlichen K&rpern. Sei fiir diesen Ab-
schnitt X := {X3,..., X,,} eine Menge von Unbestimmten und K ein Korper.
Sei K[X] multivariater Polynomring.

Die Aufgabenstellung fiir diesen Abschnitt lautet:

Bemerkung 3.13. Sei F,[X] multivariater Polynomring tiber einem endli-
chen Kdirper Fp,. Sei ¢ = (g, (X41),..., My, (Xn))r, [ ein Ideal von Fp[X],
welches von normierten, irreduziblen Polynomen Ty, (X;) € Fy[X;], i € N,,,
erzeugt wird. Bestimme alle Primideale des Restklassenringes F,[X]/c.

Man benoétigt fiir das Weitere die Begriffe Dimension von Idealen und
radikale Ideale:

Definition 3.14. Sei a € IIX([X] echtes Ideal. Sei U = {Uy,...,U,} C X.
Dann heifit die Menge B
ay ‘= a N K[Q]

das Eliminationsideal von a bzgl. U. U heifst unabhdngig modulo a,
falls ay = {0} ist. U heifst maximal unabhdngig, falls U unabhdingig mo-
dulo a ist, und nicht echt in einer modulo a unabhdngigen Menge enthalten
18t.

dim(a) := max{#U | U C X ist unabhdingig modulo a}

heifit die Dimension dim(a) von a.

Die in diesem Abschnitt betrachteten Ideale sind immer 0-dimensional:

Lemma 3.15. Sei a echtes Ideal von K[Xy,...,X,]. a ist genau dann 0-
dimensional, falls a in jeder Variable X;, i € N,,, ein nicht-konstantes, uni-
variates Polynom enthdlt.
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[BW93, Lemma 6.50] Folgendes Lemma zeigt, dass (3.12) auf das Ideal ¢
aus (3.13) angewendet werden kann:

Lemma 3.16. Sei a ein 0-dimensionales Ideal von K[X]. Dann ist jede Pri-
mdrkomponente von a isoliert.

[BW93, Lemma 8.60]

Definition 3.17. Sei a ein Ideal eines Ringes R. Ist a gleich seinem Radikal
Rad(a), so heifit a radikales Ideal.

Die in diesem Abschnitt betrachteten Ideale sind immer radikal:

Lemma 3.18. Sei K ein perfekter Korper, dann ist ein 0-dimensionales
Ideal a von K[X] genau dann radikal, wenn a in jeder Unbestimmten X; ein
univariates, quadratfreies Polynom enthdlt.

[BW93, Lemma 6.50] Insbesondere ist mit (3.18) das betrachtete Ideal ¢
aus (3.13) radikal. Fiir radikale Ideale vereinfacht sich die Primardekompo-
sition ungemein:

Lemma 3.19. Sei a ein 0-dimensionales Ideal von K|[X]. Dann sind die
Primdrkomponenten von Rad(a) genau die zugehdrigen Primideale der Pri-
mdrkomponenten von a. Ist insbesondere a radikal, dann sind die Primdr-
komponenten von a genau die Primideale, welche a enthalten.

[BW93, Lemma 8.60] Man kennt daher die Primdrdekomposition von ¢
in (3.13), sobald man paarweise verschiedene Primideale py, ..., p, gefunden
hat, fiir die gilt:

c=p1N...NP,.
Den theoretischen Hintergrund zur Priméardekomposition liefert der Beweis

des ,Seidenberg? Lemma 92“. Diesem Lemma werden zwei Propositionen vor-
ausgeschickt:

Proposition 3.20. Sei a ein Ideal von K[X]. Seien f,q1,...,9, € K[Xi]
mit der Eigenschaft gegeben, dass f = g1 -...- g, eine Faktorisierung von f
in K[X4] in paarweise relativ prime Faktoren ist. Dann gilt

T

o, fxix = [ (o 90w

i=1

[BW93, Lemma 8.5|

2 Abraham Seidenberg, 1916 —1988
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Proposition 3.21. Sei f : Ry — Ry ein Ringepimorphismus und 11];1 die
Menge der Ideale a von Ry mit der Eigenschaft ker(f) C a. Dann ist die
Abbildung
X Ij;l — Ip,
a— f(a)

eine Bijektion mit Umkehrabbildung x~*(a) = f~(a). Insbesondere ist x eine
Bijektion zwischen den mazimalen Idealen m € MZg, mit ker(f) C m und
den maximalen Idealen von Rs.

[BW93, Lemma 1.62]

Lemma 3.22. ,,Seidenbergs Lemma 92%

Sei a ein 0-dimensionales Ideal von K[X] mit der Eigenschaft, dass fir i €
N, ein Polynom f; € K[X;] N a existiert mit ged(fi, f/) = 1. Dann ist a ein
Schnitt von endlich vielen mazximalen Idealen, insbesondere ist a radikal.

Beweis. Wegen ged( f;, f/) = 1 sind die f; quadratfrei. Der Beweis erfolgt mit
Induktion iiber die Anzahl der Unbestimmten n:

n=1:Sei f = ¢ -...- g, die Faktorisierung von f in paarweise nicht-
assoziierte, irreduzible Polynome aus K[X;]. Dann sind die g; paarweise re-
lativ prim und es gilt mit (3.20)

T

a = (f(X1))kx,) = ﬂ(gi<X1)>K[Xﬂ'

i=1

Die Ideale (g;(X1))k[x,] sind fiir alle ¢ € N, maximal, da die Erzeuger ¢;(X;)
irreduzibel sind und K[X;]| Hauptidealring ist.

n > 1: Wie im Fallen = 1 sei f; = g1 - ... g, eine Faktorisierung von
f1 € K[X;] in paarweise nicht-assoziierte, irreduzible Polynome ¢; € K[X/],
i € N,. Mit (3.20) gilt

T

a=(a, f1)kx] = ﬂ(a, 9i) K(X]-

i=1

Es reicht zu zeigen, dass die Ideale (a,g;(X1))kx) fiir ¢ € N, die Schnitte
von endlich vielen maximalen Idealen sind. Nehme also 0. B.d. A. an, dass f;
irreduzibel ist (denn sonst wende (3.20) erneut an).

K[X1]/{fi)k(x,) ist ein Restklassenring und Kérper. Betrachte dazu die
(per Definition surjektive) kanonische Projektion:

™ o K[Xi] — K[Xa]/(fi) k)
9(X1) = g(X1) + (fi)kxy)
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Bildet man iiber K[X;] und K[X1]/(f1)k(x, den Polynomring iiber n — 1
Unbestimmten, so induziert 7 einen Ringepimorphismus zwischen diesen Po-
lynomringen:

o KXXe o Xl = (KX ki) (X, Xl
Z%(XUX”“ --XZ“H;((%(XI) () ) X5™ - X0

Jj=

[BW93, Lemma 2.17, (II)] Das Bild ¢(a) =: b ist ein Ideal von

(K[Xa]/ (1) rixap) [Xe, -+, Xal,

denn Bilder von Idealen unter Ringepimorphismen sind Ideale.
Die Induktionsvoraussetzung kann auf b angewendet werden: Betrachte
K[X1]/{f1)k(x,) durch die Einbettung

v K — K[X0]/(f1) k)
a— a+ (fi1) k)

als Korpererweiterung von K. Es ist ¢|x = Idg und damit gilt fiir die Po-
lynome f5, .. fn die Voraussetzung ged(f;, f/) = 1 auch iiber dem Korper

K[X1]/{fi)k(x,)- Denn es ist ¢(f;) = f; € b, und der euklidische Algorith-
mus verlauft 1n L(K) genau so, wie in einer beliebigen Korpererweiterung
(hier K[Xl]/<f1>K[X1]) von K.

Nun ist b ein Ideal in einem Polynomring in n — 1 Unbestimmten iiber
einem Korper K und enthélt fiir alle i € Ny, ein Polynom f; € K[X;] mit
der Eigenschaft ged(f;, f/) = 1. Mit der Induktionsvoraussetzung ist b gleich
dem Schnitt von endlich vielen maximalen Idealen:

b:mlﬂ...ﬂms.
Betrachte fiir die Menge b die Umkehrabbildung ¢! von ¢, dann ist
a=¢'(b) = ¢ (ﬂ ) ﬂs@ (m;).
=1

Denn aufgrund ker(¢) = (f1)xx] gilt ker(p) € a und (3.21) ist anwendbar.
Wieder wegen (3.21), ker(¢) C a und der Maximalitiit der m; sind die ! (m;)
maximal. O

Den ersten Schritt in der Primadrdekomposition erldutert folgende Bemer-
kung:
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Bemerkung 3.23. Primdrdekomposition Teil 1

Seien die Bezeichnungen wie in (3.13). Faktorisiere den normierten Erzeuger
my, (X1) € Fp[X] des Eliminationsideals c¢(x,} in paarweise relativ prime
Polynome

My, (X1) = Hgl Xy).

Mit (3.20) erhdlt man eine Faktorisierung

S

¢ = ){e. 70)r, -

i=1

Also hat man jedes der (wegen (3.18)) radikalen Ideale (¢, q;)r,x] in Prim-
ideale zu zerlegen.

Mit (3.23) kann man sich auf radikale Ideale beschrinken, fiir die gilt, dass
fiir mindestens ein Eliminationsideal ¢;x,; der Generator g;(X;) irreduzibel
ist. Sei 0.B.d. A. i = 1 (denn sonst tausche die Unbestimmten). Die Aufgabe
ist, fiir diese Ideale die Primédrdekomposition zu berechnen. Zur Lésung dieser
Aufgabe benutzt man den Beweis des Seidenberg Lemma (3.22):

Bemerkung 3.24. Primdrdekomposition Teil 2
Seien die Bezeichnungen wie in (3.13). Sei o.B.d. A. Ty, (X1) = 9(X1)
irreduzibel, denn sonst faktorisiere My, (X1) in F,[X;].

Es ist Fo[X1]/(9(X1))r,[x,) ein endlicher Kirper, und eine eindeutige
Menge von Reprisentanten ist gegeben durch

{n(X1) € Fp[Xu] | deg(h(X1)) < deg(g(X1))}-

Betrachte das Bild von ¢ unter der Abbildung

o Fp[Xa][Xa, .o Xo] — (Fp[X1]/(9(X0))r, 1x:)) [ X2, - -, X
D (X)X X

— ((hy(X1) + (G(X1))w, 1)) X572 ... X00m)

J=1

und setze 0 := @(c). Das Ideal 0 ist ein 0-dimensionales Ideal in dem Poly-

nomring mit n—1 Unbestimmten iber dem endlichen Kdrper Fp[X1]/(g(X1))r,[x1]-
Man ruft diese Prozedur rekursiv auf und endet nach n Rekursionsschrit-

ten bei einem univariaten Polynomring f([Xn] tiber einem endlichen Korper
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K. Dieser Ring ist Hauptidealring und man kann die Faktorisierung aus (5.1)
anwenden.
Man erhdlt eine Zerlequng

D:mlﬂ...ﬂmt.

Die m;, i € N; sind genau die Primideale, welche 0 enthalten, und die Ur-
bilder =1 (m;) sind die gesuchten Primdrkomponenten. Die m; sind gege-
ben durch endliche Basen M;, 1 € N; und jedes Element von M, ist gege-
ben als Reprdasentant in F,[X] seiner Nebenklasse modulo ker(y). Dabei ist
ker(p) = (G(X1))r,1x,- Es gilt also M; C F,[X] und eine Basis H; von
o1 (my) ist gegeben durch

H;i:= M; U{g(X1)},
wobei g(X1) ein normiertes Urbild von §(X;) ist.

Ankniipfend an (3.13) erhilt man folgende Beschreibung der Primérde-
komposition in multivariaten Polynomringen iiber endlichen Koérpern:

Bemerkung 3.25. Sei F,[X] mit einem Ideal

¢ := (Mg, (X1), ..., Mo, (Xn))F,[1

gegeben. ¢ ist 0-dimensional (3.15) und radikal (3.18). Man erhdlt die Pri-
mdrdekomposition ¢ = (\;_, p; von c. Die p; sind Primarideale von F,[X]
mit folgenden Figenschaften:

e Jedes p; ist Primideal von F,[X].
e Die p; sind genau die Primideale von F,[X], welche ¢ enthalten.

e Esgilt c=(;_, pi = [[._, pi, da Primdrkomponenten von 0-dimensio-
nalen Idealen paarweise comazimal sind.

Eine zusammenfassende Beschreibung der Primardekomposition sieht so
aus:

Algorithmustabelle 6: AlgPrimDec

Input: Endlicher Kérper K,
Anzahl der Unbestimmten n € N in dem Polynomring K[X7, ..., X,],
Ideal a = <m191 (Xl), R ,mgn<Xn)>K[£]
alle Ty, (X;) € K[X;] normiert
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Output: {p;,...,p;} C Pgix) mit a = H§:1 D,

jedes p; von der Form {p; ;(X),...,pi;,(X)} C K(X)

if n=1 then
Faktorisiere my, (X1) in K[X1]: My, (X1) = szl My, o(X1)
return {{my, 1(X1)}, ..., {M, «(X1)}}

else
Faktorisiere My, (X1) in K [X1]: Mg, (X1) = [T, Mo, o(X1)
for all ¢ € N; do

¢y < {a} U {mg, 4(X1)}

end for
{Sel 0.B.d.A. t= 1, ¢ =.¢ und mghl(Xl) = mgl (Xl)}
{Konstruiere endlichen Korper}
R — KX/, (X1) ki
{Abbildung ¢: Reduziere ¢ modulo 7y, (X;)}
b — ¢ mod My, (X7)
{Rekursiver Aufruf}
M «— call PrimDec(K,n —1,b)
M ist von der Form: M = {{p11,-- -, D1w }s- s {Puts - Duwy }}

-~

p1 Pu

alle p,,, € K[Xa,..., X,]
{Bilde Urbilder der p, unter ¢} py < pr U {my, (X1)}
Return {pi,...,p.}

end if

Fiir eine detaillierte Beschreibung der Reduktion eines Ideals a modulo
einem Polynom siehe [BW93, Chapter 5.1].

3.3 Der verallgemeinerte Kummersche Zerle-
gungssatz

Nachdem in den ersten beiden Abschnitten dieses Kapitels die Handwerks-
zeuge fiir das Berechnen der Primideale in einem Faktorring eines multivaria-
ten Polynomringes iiber einem endlichen Kérper bereitgestellt wurden, wird
jetzt die Theorie aufbereitet. Der Kummersche Zerlegungssatz (1.35) wird in
Teilen erweitert auf bestimmte Korperkomposita. Der hier gegebene Beweis
orientiert sich an [PZ97, Chapter 6, (2.27)].

In diesem Abschnitt wird die verallgemeinerte Gleichungsordnung Z[t, 5]
ebenfalls als Gleichungsordnung bezeichnet, obwohl sie eigentlich nicht durch
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eine Gleichung definiert ist.

Satz 3.26. Sei K := Q[v1, 5] ein Kompositum von zwei Zahlkérpern Fy =
Q[t4], Fo := Q[1s], welche gegeben sind durch die Minimalpolynome

My, (Xl) € Z[Xl] und m192(X2) € Z[XQ]

Sei deg(F1) =: n, deg(Fs) =: m und deg(K) = nm. Die Gleichungsordnung
Z101,95] von K hat dann die Form

n—1m-—1
’191,192 :{ a; ’19219]|(IZ]€Z}
=0 7=0

Sei p € Py eine Primzahl. Seien py, ..., p, die endlich vielen Primideale des
Faktorringes

F,[ X1, Xo]/ <m791<X17X2)7m792<X17X2)>]F,,[X1,X2}Ja

~~
=:c

gegeben durch ein Reprasentantensystem von Restklassen
pi = (hia(X1,X2), ..o, hip, (X1, X))y 3], 1 EN,
mit
hij (X1, Xo) = hi j(X1, Xo) + ¢ € Fy[X1, X5]/c, i €N,,jeN,.
Dann sind die Primideale, welche in Z[01, 5] tber (p)z liegen von der Form
P = (D) zw1,00) + (hit(V1,02), .., iy, (Y1, 92)) 291,02, @ € Ny
Die h; j(X1, Xz) € Z[ X1, Xo| sind dabei normierte Urbilder der h; j( Xy, X3).

Beweis. Bemerkt sei, dass die my,(X;) € Z[X|] fiir ¢ € Ny auch Elemente
von Z[X1, X5 sind.
Die Gleichungsordnung Z [, 5] hat die angegebene Form, weil Z[d;, 9]
das Bild von Z[X;, X5] unter dem Einsetzungshomomorphismus
&917792 . Z[Xl,XQ] — C
Zaﬂl Vl'LXV2z’_)ZaIZ V1119V2'L

ist. Die zweite Behauptung zeigt man in zwei Schritten:
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(1) Zeige, dass es geniigt, die Primideale von Z[t1, ¥s]/(p)zj9, 9,) Zu bestim-
men.

(2) Zeige den Isomorphismus
Z[91, 0a) /(D) 2o, ,00) = Fp[ X1, Xo] /.

Punkt (1) folgt mit (3.21), wenn man fiir f die kanonische Projektion

T o Z[, o] — Z[V1, 02] /(D) z191,05)
a = a+ (P)zw, 9]

einsetzt.
Fiir den Beweis von (2) betrachte die Abbildung

[OJ Z[’ﬁl,’ﬁg] ﬁIEp[Xl,XQ]/C
h("l?l, 192) — h(Xl, X2) +c.

Zeigt man, dass ¢ ein Ringepimorphismus ist, also wohldefiniert, homomorph
und surjektiv, und dass ker(®) = pZ[v1, 5] gilt, folgt die Behauptung (2)
mit dem Isomorphiesatz fiir Ringe [Bos96, 2.3, Korollar 5|. Dann folgt auch,
dass F,[ X1, X5]/c nur endlich viele Primideale hat, denn Z[9, 5]/ (D) 29, 9.
ist als Faktorring einer Ordnung endlich und kann damit nur endlich viele
Primideale haben.

Seien hl(Xl,Xg),hQ(Xl,XQ) € Z[Xl,XQ] mit hl(’l91,192) = hg(ﬁl,’ﬁg). Zu
zeigen ist ®(hy (U1, 02)) = ®(ha(V1,12)), d.h. sind zwei Urbilder gleich, wer-
den diese auf die gleiche Nebenklasse abgebildet. Betrachte das Polynom

hy (X1, X2) — hao(X7, Xo) =: h(X1, X>),

und reduziere h mittels verallgemeinerter Polynomdivision zur Normalform
modulo

ci= <m191 (Xh X2>7 My, (Xh X2)>Z[X17X2]
[BW93, Proposition 5.22|. Das ist anwendbar, weil man nur Topreduktionen
zuldsst und my, (X7), my,(Xz) als Minimalpolynome vorausgesetzt wurden,
also insbesondere normiert sind. Man erhélt die Normalform ¢(X;, Xy) €
Z]X1, X3] von h modulo ¢:
() h(X1,X2) = @(Xy, Xo)my, (X1, Xs)
+ (X1, Xo)my, (X1, Xa) + g(X1, Xa),

und es ist

max{HT (g1 (X1, Xo)my, (X1, X2)), HT(q2(X1, Xo)my, (X1, X2)) }
< HT(h(X1, X2)).
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Substitution (X7, X5) — (¢, 195) liefert

h1(191,?92) - h2(?91, 192) = Q1(191,192)m191(191, 192)

N S/ J/

TV
=0, gem. =0, my, (X1,X2)
Voraussetzung ist Mipo von 91

+ q2(V1, ¥2)my, (U1, 1922+g(191, Ua).

=0, myp, (X1,X2)
ist Mipo von 99

Damit ist g(’l91, ’192) = 0.
Gezeigt wird jetzt, dass auch g(X;, Xo) = 0 gilt: Wire g(X;, X3) # 0,
wiirde dies bedeuten, dass es ein Polynom

X
g(X1, X2) = > a; XX € Z[Xy, X

pn=1
mit folgenden Eigenschaften gébe:

9(X1, Xo) #0 vig < deg(my, (X1))
g(01,72) =0 va1 < deg(my,(X2)).

Es muss weiterhin
g(Xl, XQ) € Z[Xl, XQ]

gelten mit
9(X1, Xo) ¢ Z[Xy] und  g(Xy, Xo) ¢ Z[Xs],

da man sonst einen Widerspruch zur Minimalpolynomeigenschaft von my, (X;)
und my,(X>) erhielte.
Das Polynom ¢(Xi, X5) ist von der Form

g(Xl, XQ) = lel’lX;Q’l “+ ...

mit

v <n=deg(my, (X1) und 13 <m =deg(my,(X2),
denn sonst konnte man in (x) den Term ¢(X;, X5) noch weiter reduzieren.
Sei 0.B.d.A. 111 :=n—1, 1p; :==m—1 und jeder Koeffizient von g(X;, X»)
ungleich Null. Dann hédtte man aber (n — 1)(m — 1) Elemente gefunden,

welche in dem freien Z-Modul Z[¢;,J5] linear abhéngig sind. Widerspruch,
da Z[Yy,¥5] Rang nm hat, siehe (1.7).
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Wende nun die Restklassenabbildung
T Z[Xl,XQ] — (Z/pZ)[Xl,XQ]

T T

1% 1R — 12 1R
Z aiX11,2X22,7, —s Z aiX11,2X22,7,
=0 i=0

auf (x) an:

h( X1, Xo) = q(Xq, Xo)my, (X1, Xa) + G (X1, Xo)y, (X7, Xo).

Dann gilt _ B
hi(X1, X)) — ho(Xy, X2) € ¢,

also liegen hy (X1, X5) und hy(X1, X5) bzgl. ¢ in derselben Nebenklasse.
_ Zeige nun ker(®) = pZ[vy, V). Sei h(V1,02) € pZ[¥1,Vs]. Zu zeigen ist
h(X1,X3) € ¢c. Es sei

h("l?l, 192) =P Z Z CLZJﬂZl"l?%
1=0 j=0

Schreibe

Es gilt aufgrund Distributivitat
(h(X1, X2) — g(X1, X)) (91, 72) = 0.
Dann liegen h(X7, Xs) und ¢g(Xi, X2) bzgl. ¢ in derselben Nebenklasse:
h(X1, X)) +¢=g(Xy,Xo)+¢, in Z[X;, Xo]/c,

da Z[Y1,05] genau dann isomorph zu Z[X;, X5]/¢ ist, wenn Z[J1, 5] vom
Rang mmn ist. Also existieren Polynome

01 (X1, X2), ¢2( X1, Xo) € Z[Xy, X
mit
h(X1, Xp) — g(X1, Xo) = qui( Xy, Xo)my, (X1, Xo)
+ @ X1, Xo)my, (X1, Xo).
(Wegen h(X1, Xs) — g(X1, Xs) € ¢.) Reduktion modulo p liefert

h(X1,X5)—0 = g (X1, Xo)my, (X1, Xs)
+ 62<X17X2)m792<X17X2)'



58 Kapitel 3. Primidealfaktorisierung durch Priméirdekomposition

Also

h(Xl, X2) € C.
Fiir die Richtung ker(®) C pZ[¥1, J5] betrachte h(d1,9s) € Z[¥1, 2] mit
(ID(h(’l?b 192)) =0.Zu zeigen ist h("l?l, 192) € pZ[ﬁl, 192]
Es gilt
(I)(h(’ﬁl, ’192)) - 0,

also

h(Xl,Xg) € C.
Es existieren g, (X1, X2),G5(X1, X2) € F,[X7, X3 mit

h(X1, Xo) = (X1, Xo)m, (X1, X2) + Qo (X7, Xo)Tg, (X7, Xo).

[BW93, Proposition 5.22| garantiert die Existenz eines (X1, X5) € pZ[ X1, X5
mit

h(X1, Xo) = q1( X1, Xo)my, (X1, Xa) + q2( X1, Xo)m, (X1, Xo) + (X1, Xo).
Substitution (X7, X5) — (¢, 9s) liefert
h(ﬁl,’l?Q) = T("l?l, 192),

aufgrund der Minimalpolynomeigenschaft der my, (X7, X3), my, (X1, X2), also
h("l?l, 192) € pZ[ﬁl, ’192]

Der Nachweis der Surjektivitat von & ist trivial. Die Homomorphie von &
folgt mit der Definition der Addition bzw. Multiplikation in einem Faktorring
und der Homomorphie der Restklassenabbildung . O

Der Beweis von (3.26) lisst sich ohne Probleme auf Komposita erweitern,
welche aus mehr als zwei Zahlkorpern bestehen. Das fithrt auf das Haupter-
gebnis dieses Abschnittes:

Korollar 3.27. Der verallgemeinerte Zerlegungssatz
Sei K := Q[U] :== Q[th, . ..,9,] ein Kompositum von Zahlkorpern F; := Q[J,],
i € N,,. Die F; seien gegeben durch Minimalpolynome my,(X;) € Z[X;]. Sei

deg(1C) = T deg(mo, (X))

Sei p € Py eine Primzahl. Seien pq,...,p, die Primideale des Faktorringes

Fp[i]/fmm (X),...,my, (K»FP[&J,

~~
=:c
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gegeben durch ein Reprdsentantensystem von Restklassen

pi = (hit(X), ..., hi (X)), x1/e €N,
mit _
hij(X)=hj(X)+ceF,[X]/c, ieN,, jeN,.
Dann sind die Primideale, welche in Z[9] iber (p)z liegen, von der Form
pi = Pz + (hin (@), hi (D))zgg), @ € Ny
Die h; j(X) € Z[X] sind dabei normierte Urbilder der h; ;(X).

Lasst man in (3.26) die Voraussetzung fallen, dass der Grad des Kompo-

situms deg(KC) nicht das Produkt der Grade der Zahlkérper Q[d] und Q[d]
ist, ist der Satz falsch:

Bemerkung 3.28. Sei my, (X1) = X{ — 2 und my,(Xs) = X3 — 2, dann ist
die Abbildung
o Z[’ﬁl,ﬁg] — IEQ[Xl,XQ]/C
h("l?l, 192) — h,(Xl, X2) +c

nicht wohldefiniert. Es ist
¢ = (X1, X3k [x1, %)
Die Polynome
(X1, Xo) = X2 und  ho(X1, X5) = Xo
haben nach Einsetzung von (9,9,) = (v/2,v/2) den Wert
hi(91,92) = V2 = hy(¥1,9,).
Es gilt aber
D(h (X1, X2)) = X7 +c¢  und  P(hy(X1, X2)) = Xo + c.

Das Urbild /2 wird also auf mindestens zwei verschiedene Nebenklassen ab-
gebildet.

Man hat jetzt die Theorie zur Verfiigung, um in einem Korperkompositum
K = Q[Y], welches den Voraussetzung aus (3.27) geniigt, alle Primideale der
Gleichungsordnung zu bestimmen, welche iiber einer Primzahl p liegen.

Ist das zu zerlegende, hochgehobene Primideal (p)zjs comaximal zum

Fiithrer von Z[9], siehe (1.32), kann man auch eine Angabe machen, von
welchen Primidealen der Maximalordnung das Ideal (p),, geteilt wird:
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Lemma 3.29. Sei K := Q] ein Kéorperkompositum mit Mazimalordnung
o und Gleichungsordnung Z[9]. Definiere

Doy = {0 € Loy | a+ F(ZIY) = 2]}
Do = {a€ Iy [ at+ F(Z[Y) = ok}
Es gilt
(1) Die Mengen Dy und Do, sind multiplikative Monoide mit Kiirzungs-

regeln.

(2) Die Abbildung
Ko DZ[Q] — Do;c
a = (@)oc
ist ein Idealmonoidisomorphismus mit Umkehrabbildung x~1(b) = b N

Z[Y].
(3) Fiir alle a € Doy gilt oxc/a = Z[Y]/ (a N Z[W]).

Beweis. [PZ97, Chapter 6, (2.24), (2.26)] kann {ibernommen werden, da die
dort betrachteten Ordnungen nicht notwendig monogen sein miissen. O

3.4 Primidealfaktorisierung in der Gleichungs-
ordnung

Bemerkung 3.30. Bezeichnungen

Fiir den Rest dieses Kapitels gelten folgende Bezeichnungen, es sein denn,
es wird ausdricklich etwas Anderes gesagt: Seien Fy = Q[v1], Fo := Q5]
Zahlkorper und K := F1Fy das Kompositum. Sein := deg(F), m := deg(Fz)
und s := deg(K). Die Relativgrade seien m = [KC : Fi| und n := [KC : F3.

K=FF
Fi \ /.7:2
Q
Sei p € Py eine Primzahl und Z[9,,95] die verallgemeinerte Gleichungs-
ordnung. Wird ein Verzweigungsindex mit é(p|(p)) bezeichnet, so ist p ein

Primideal der verallgemeinerten Gleichungsordnung und nicht der Mazimal-
ordnung, analog fiir den Trdgheitsgrad.
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Die Komposita K, auf die (3.26) anwendbar ist, bekommen einen beson-
deren Namen:

Definition 3.31. Seien die Bezeichnungen wie in (3.50). Gilt deg(K) = nm,
nennt man K Kompositum vom vollen Grad. Ein Kompositum, welches
nicht notwendig vollen Grad hat, nennt man beliebiges Kompositum.

Mit den ersten 3 Abschnitten dieses Kapitels hat man die Technik und
Theorie zur Verfiigung, um fiir ein Kompositum vom vollen Grad X und eine
Primzahl p € Py alle Primideale zu bestimmen, welche in der Gleichungs-
ordnung Z[, 5] iiber p liegen. Ist p kein Indexteiler, kann man auch die
Primideale der Maximalordnung bestimmen, welche iiber p liegen. Dieser
Abschnitt stellt die Techniken bereit, um die Primidealfaktorisierung in der
Gleichungsordnung zu berechnen.

Bemerkung 3.32. Folgende Informationen werden fiir die Berechnung der
Primidealfaktorisierung in der Gleichungsordnung als bekannt vorausgesetzt:

o Ein beliebiges Korperkompositum K, gegeben durch zwei Minimalpoly-
nome my, (X1) € Z[X1], my,(X2) € Z[X3].

e Fine zu zerlegende Primzahl p € Py.

e Die Primidealfaktorisierungen von p in Q[¢1] und Q).
e Bekannt ist, ob F, bzw. F5 normal sind.

o Die Mazimalordnungen ox, und og,.

Die Maximalordnung des Kompositums ox und der Grad sind nicht notwendig
bekannt.

Man hat 3 Aufgaben zu lsen:
(1) Uberpriifung, ob K vom vollen Grad ist, d. h. ob (3.26) anwendbar ist.

(2) Berechnung der Primideale {p1,...,p,}, welche in Z[1};, 95| iiber einer
gegebenen Primzahl p liegen.

(3) Berechnung der Verzweigungsindices &(p;|(p)) und Triigheitsgrade f(p;|(p)).

Ein erster Schritt zur Losung von (1) ist der Diskriminantentest (siehe
auch (2.16)):
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Satz 3.33. Seien Fi, Fo Zahlkérper vom Grad n, m mit teilerfremden Dis-
kriminanten. Sei K := F1Fy das Kompositum. Dann gilt [K : Q] = nm
und

disc(K) = disc(Fp)™ disc(F2)".
Ist {wr,...,wn} eine Ganzheitsbasis von Fy und {m,..., T} eine Ganzheits-
basis von Fy, dann ist die Menge

{wﬂj | 1€ Nn,j S Nm}
eine Ganzheitsbasis von K.

[Nar89, 4, §2, Theorem 4.9] Man kennt sogar die Maximalordnung des
Kompositums und kann damit Indexteiler leicht bestimmen, siehe (3.5). Lie-
fert der Diskriminantentest gemeinsame Teiler von disc(F;) und disc(F),
konnen F; und F; gemeinsame Teilkorper haben:

Bemerkung 3.34. Im Falle, dass der Diskriminantentest negativ ist, hat
man zwei Maglichkeiten den Grad deg(K) zu bestimmen:

(1) Man faktorisiert das Minimalpolynom my,(Xs) in dem Polynomring
07, [Xa] dber der Mazimalordnung von Fy. Man betrachtet also die Re-
lativerweiterung Fo/F1 und wdhlt als Relativgrad m den Grad des Fak-
tors aus, von dem Yo Nullstelle ist. (Das ist die Idee des Beweises in
[Nar89, 4, §2, Theorem 4.9], vergleiche mit (2.16).)

(2) Man wendet (2.14) (2) oder (2.14) (3), bzw. die Algorithmen AlgFieker
oder AlgFiekerSafe an.

In der Praxis wird man diese Verfahren weiter verfeinern, zum Beispiel
kann man sich den Diskriminantentest sparen, wenn n und m Primzahlen
sind, da dann F; und F; iiberhaupt keine Teilkorper haben (mit dem Grad-
satz).

Ergibt sich aus (3.34) (1) und (2), dass K vom vollen Grad ist, hat die
Gleichungsordnung die Form:

n—1 -1
LYy, 0] = { Z ai,jﬁ’iﬁ% | aij € Z} g

i=0 j=0

und o

{99 i eN, . jeNg ,}
ist eine Q-Basis von K. Dann ist (3.26) anwendbar und mit dem Algorithmus
AlgPrimDec berechnet man im zweiten Schritt die Primideale pq, ..., p, iiber

p in Z[¥1,Ys]. Diese haben die Form
pi = (fi1(V1,92), .., fim, (U1, 02), D)z, 0., fij € Z[ X1, Xl
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Das Berechnen der Verzweigungsindices und Trigheitsgrade im univaria-
ten Fall kann nicht ohne Weiteres auf den Kompositafall iibertragen wer-
den, da im Beweis zu [PZ97, Chapter 6, (2.27)] die Verzweigungsindices und
Tragheitsgrade hergeleitet werden aus den Exponenten und den Graden der
Faktoren der Primpolynomzerlegung des Minimalpolynoms modulo der zu
zerlegenden Primzahl. Diese Begriffe stehen im multivariaten Fall nicht zur
Verfiigung. Eine einfache Moglichkeit zum Berechnen der Verzweigungsindi-
ces é(p|(p)) und Trigheitsgrade f(p|(p)) ist folgende:

(1) Potenziere jedes p; bis gilt p & pl, t € N, dann ist é(p;|(p)) = ¢ — 1.

(2) Zur Berechnung der Trégheitsgrade betrachte die Idealnorm eines p; in
der Gleichungsordnung

N(p;) = #Z[01, 02] /p; = p’ @il

in Verbindung mit

M ist die Hermite-Normalform einer Transformationsmatrix von p;
bzgl. der Basis {0{¢ | i € NV_,, j € N%_,}, siehe (A.8). Man er-

hilt: "1’1 iy
Fnl) = =S,

Man ist bis jetzt in der Lage, die komplette Primidealfaktorisierung fiir
eine Primzahl p in der Gleichungsordnung fiir ein Koérperkompositum vom
vollen Grad anzugeben. Der néchste Schritt ist, zu versuchen, Erkenntnisse
iiber das Zerlegungsverhalten von p in der Maximalordnung ox zu erlangen.
Da der Idealmonoidisomorphismus  aus (3.29) nicht fiir beliebige Ideale der
Gleichungsordnung definiert ist, muss man die Primzahlen p bestimmen, fiir
die gilt, dass s auf alle in der Gleichungsordnung iiber p liegenden Ideale
angewandt werden kann. Dieses Problem wird im nichsten Abschnitt behan-
delt, es werden fiir Komposita die Indexteiler bestimmt.

3.5 Indexteilerbestimmung in Komposita

Seien fiir diesen Abschnitt die Bezeichnungen wie in (3.4), KC sei beliebiges
Kompositum.

Ist der Diskriminantentest (3.33) positiv, kennt man sofort den Grad
von K und die Maximalordnung. Die Bedingung ,teilerfremde Diskriminan-
ten“ ist aber fiir die Eigenschaft von IC, vollen Grad zu haben, nur hinrei-
chend und nicht notwendig. Ein einfaches Gegenbeispiel ist F; := Q[v/5] und
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F, := Q[v/15]. Es gibt also Komposita I vom vollen Grad, fiir die die Diskri-
minanten disc(F;) und disc(F2) gemeinsame Teiler haben. Dann kann man
auch keine genauen Aussagen iiber die Maximalordnung ox machen. Will
man in K die Primidealfaktorisierung berechnen, wird man sich daher (lei-
der) mit Komposita beschéftigen miissen, fiir die die Maximalordnung nicht
bekannt ist. Deshalb werden in diesem Kapitel ab jetzt zwei Strategien ver-
folgt: Zum einen werden Komposita betrachtet, fiir die die Maximalordnung
nicht bekannt ist. Der andere Fall behandelt Komposita, fiir die die Maxi-
malordnung als bekannt vorausgesetzt wird. Die Verfahren dieses Abschnittes
zur Bestimmung von Indexteilern sind unabhéngig davon, ob K vollen Grad
hat, deshalb werden alle Verfahren fiir beliebige Komposita diskutiert. Es
wird lediglich unterschieden, ob die Maximalordnung bekannt ist, oder nicht.

Im Falle teilerfremder Diskriminanten ist das Bestimmen der Indexteiler
einfach:

Bemerkung 3.35. Es gelte
ged(disc(F), dise(Fy)) = 1.
Dann kann man mit
disc(K) = disc(F;)™ disc(F)",
siehe (3.33), und
disc(Z[04,9s]) = disc(Z[v4])™ disc(Z[95])"

[Ist01, 3, Gleichung (3)] die Indexteiler einfach bestimmen: Man benutzt

ok : Z[9y, 0] = \/%&;;92])_

Die Mazimalordnung ist in diesem Fall mit (3.33) bekannt und K hat vollen
Grad.

Schliagt der Diskriminantentest fehl, hat IC aber trotzdem vollen Grad,
kann man nur noch hinreichende Aussagen machen, dass p kein Indexteiler
ist, da man die Diskriminante der Maximalordnung nicht kennt. Den ersten
Zugang zu diesem Problem liefert folgender Satz:

Satz 3.36. Seien die Bezeichnungen wie in (3.30). Dann stimmen die Prim-
zahlen, welche disc(K) und disc(Fy) - disc(Fy) teilen, dberein.
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[Nar89, 4,82, Proposition 4.13] Es gilt also nur noch
dise(K) < disc(Fp)™ disc(F)",

statt Gleichheit. Man kann aber eine genaue Angabe machen, mit welcher
Potenz die Primdivisoren von disc(F;) und disc(F2) den Wert disc(K) teilen:

Satz 3.37. Seien die Bezeichnungen wie in (3.30), dann gilt
disc(F;)™ | disc(K)
und ~
disc(Fy)" | disc(K).
Also gilt ~ ~
ged (disc(Fp)™, dise(F2)"™) | disc(K).
[Nar89, 4, §2, Korollar 2 zu Proposition 4.9] Die Gleichung
disc(Z[V¥1, 95]) = disc(Z[9,])™ disc(Z[0,])",

gilt ebenfalls nicht mehr. Betrachte als Gegenbeispiel F := F; := Q[v/2].
Mit folgendem Verfahren ist man dennoch in der Lage, den genauen Wert
der Diskriminante der Ordnung Z[)1, ¥s] zu bestimmen, also den Wert

disc({90y | p € N2_,, v € N% _,}).

Dieses Verfahren ist auch unabhingig davon, ob K vollen Grad hat oder
nicht:

Bemerkung 3.38. Berechnung der Diskriminante der Gleichungs-
ordnung fiur beliebige Komposita
Fiir die Diskriminantenabbildung von K gilt

disc : K*—=Q
(a1, ..., a5) — det(M),

mit M = (m; j)1<ij<s und m;; = Tr(asay), siehe (1.13). Ist € K, dann
gilt fiir die Spur von B in IC:

Triip(8) = x:Q ] (Trgio(8))

[Q[A]: Q

[Mar77, Chapter 2, Theorem /’|. (Siehe auch den Beweis zu (2.4).) Es ist s
durch (3.34) (1) und (2) bekannt.
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Man hat daher Trggo(8) zu bestimmen, mit
el lpeN,_, veNy ,}.

Die Werte 91 und 95 sind ganze algebraische Zahlen, welche man in Minimal-
polynomdarstellung beschreiben kann. Diese Darstellung ist unabhdngig von
dem Zahlkorper, dessen Elemente ¥, und 9y sind, siehe (A.1). Man kann mit
% und ¥y Arithmetik betreiben, also insbesondere Multiplikation und Poten-
zierung. Das fihrt auf die Minimalpolynomdarstellung von 9{9% und damit
die Minimalpolynome der Zahlkérper

{QW{"‘?;] |lpeN,_ |, ve N?ﬁ—l} .
Es gilt
deg(mgugy (X)) < deg(K), V p,v

wegen V9 € K.

In Q[U%] stimmen das charakteristische und das Minimalpolynom von
Wy dberein. Denn das charakteristische Polynom ist eine Potenz des Mini-
malpolynoms und gelte Cyugy (X) 7 mygrgy (X), wire deg(Q[I[I5]) echt gro-
Ber als deg(mgugy (X)) in Q[U)05], was nicht sein kann. An Cyugy (X) kann
man die Spur von 9\ mit (1.12) ablesen.

Der Wert [Q[y9%] : Q] kann ebenfalls iiber das charakteristische Polynom
abgelesen werden.

Damit hat man alle Werte zur Berechnung von disc(Z[Yq,95]) ermittelt.

Es liegt bis jetzt der genaue Wert von disc(Z[¥;,3;]) und eine obere
Schranke fiir disc(ox) vor. Folgende Kriterien sind hinreichend, dass eine
Primzahl p kein Indexteiler in K ist:

Lemma 3.39. Seien die Voraussetzungen wie in (3.38), setze
A == ged (dise(Fp)™, dise(F2)") .

Die Zahl p ist kein Indexteiler, wenn mindestens einer der folgenden Punkte
erfillt ist:

(1) pfdisc(Z[V1,9:]).

(2) p | disc(Z[9;, %)) und p? § disc(Z[V:, D).

(3) p* | disc(Z[9y, 9s)), p* § disc(Z[D;,9s]) und p | \.
(1) p? | disc(Z[9, 92)) und p? | \, fiir ein q € N.
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Beweis. Das Lemma folgt mit

lox. : Z[Vh, 9a]2 = %&)ﬁﬂ)

und der Tatsache, dass die linke Seite nur Quadrate enthélt. O

Probleme bereiten also die Primzahlen p, welche disc(Z[¢;,5]) teilen,
auf die aber keine der Punkte (2), (3) oder (4) aus (3.39) anwendbar sind.
Fiir Komposita, deren Maximalordnung nicht bekannt ist, muss man diese
,problematischen” Primzahlen wie Indexteiler behandeln.

Jetzt wird der Fall betrachtet, dass fiir ein beliebiges Kompositum die
Maximalordnung bekannt ist:

Bemerkung 3.40. Ist fiir ein beliebiges Kompositum K die Maximalordnung
bekannt, so ist die Bestimmung der Indexteiler mit Hilfe von

maoglich. Den Wert disc(Z[01,93]) kennt man mit (3.38). Der Wert disc(ox)
st berechenbar, da die Mazimalordnung als bekannt vorausgesetzt wurde.

Man hat jetzt die Mdoglichkeit in einem beliebigen Kompositum, welches
aus zwei Zahlkorpern konstruiert ist, Indexteiler zu bestimmen. Ist die Ma-
ximalordnung des Kompositums bekannt, kann man alle Indexteiler explizit
angeben. Ist die Maximalordnung nicht bekannt, existieren mit (3.38) und
(3.39) Verfahren, um die potenziellen Indexteiler weitgehend einzuschrin-
ken. Das Ubertragen der Indexteilerbestimmung auf Komposita, gebildet aus
mehr als zwei Zahlkorper, ist nur bedingt moglich und wird in (3.48) und
(3.49) diskutiert.

Zum Schluss dieses Abschnittes wird die Moglichkeit betrachtet, den re-
lativen Dedekindtest zu benutzen, um Indexteiler zu bestimmen:

Bemerkung 3.41. Im Round-2 Algorithmus wird der Dedekindtest benutzt,
um fiir eine Ordnung O und eine Primzahl p zu entscheiden, ob O p-mazimal
ist [PZ97, Chapter 4, (5.55)], [Coh93, Proposition 6.1.2]. Der Dedekindtest
existiert auch fir Relativerweiterungen [Fri98, Theorem V.4]. Der relative
Dedekindtest priift, ob in der Relativerweiterung Fi/Fs die relative Glei-
chungsordnung o, [t] fir ein Primidealp € Poy, p-mazimal ist. Man interpre-
tiert nun ein Korperkompositum als Relativerweiterung und erhdlt folgenden
Ansatz:
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(1)

(2)

(%)

(4)

(5)

(6)
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Gegeben ist ein Kompositum K und eine ,problematische” Primzahl p.

Betrachte die Korpertirme KC/F1/Q, K/F2/Q.

Berechne die Zerlegung von p in Fy und Fy. Seien pi1,...,p1, die
Primideale, welche in ox, iber p liegen, analog pa1, ..., P2, fir or,.

Uberpriife mit dem relativen Dedekindtest die relative Gleichungsord-
nung oz [t] auf p1,-Mazimalitit fir v € Ny, und die relative Glei-
chungsordnung o, [t] auf ps s-Mazimalitdt fir 0 € Ny,

Sind alle Dedekindtests positiv, tiberpriife die Beziehungen
or [0h] 2 Z[V1,92]  und  ox,[Ua] 2 Z[, Vo],

Ist diese Priifung positiv, ist die Ordnung Z[V1, Us] in dem Kompositum
IC p-maximal, also p kein Indexteiler.

Schligt ein Dedekindtest fehl, zum Beispiel fir ein Primideal py ., S0
berechne die py ,-mazimale Oberordnung der Ordnung oz, [0,], und fah-
re mit dem Dedekindtest fir diese neue Ordnung fort. Man erhdlt zwes
Ordnungen (91, (92, welche 1 -mazimal sind, bzw. pys-mazimal, fir
alle 7, 9.

Sind alle Tests negativ, komponiere die Ordnungen O1, Oy zu einer
Ordnung O und stelle O mit zwei neuen primitiven Elementen 191 e F
und 9y € Fy dar. Die Primzahl p ist dann fiir diese neue Gleichungs-
ordnung Z[0y,0,] kein Indezteiler.

Man wird auf folgende Probleme gefiihrt:

Die Tests in (4) sind auf jeden Fall negativ, wenn fir einen Korper JF;
oder Fy die Gleichungsordnung nicht mazimal ist.

Das Darstellen der Kompositaordnung O mit zwei primitiven Elemen-
ten ¥, 94 ist nicht realisierbar.

Der relative Dedekindtest ist daher nur sinnvoll anwendbar, wenn fir die
Zahlkéorper Fi und Fo die Gleichungsordnung maximal ist. Auch liefert der
Test nur ein Kriterium, dass eine Primzahl p kein Indexteiler ist. Es ist mit
dem heutigen Stand der Forschung nicht maoglich, eine neue Gleichungsord-
nung Z["zg‘l,"z%] zu konstruieren, fir die p kein Indexteiler ist.
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3.6 Primidealzerlegung in Komposita Teil 1

Seien die Bezeichnungen wie in (3.30) und K vom vollen Grad. Sei zusétzlich
wi,...,ws € K eine Z-Basis der Maximalordnung von /.

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse aus den vorherigen Abschnit-
ten dieses Kapitels zu Algorithmen zusammengefasst. Auch wird untersucht,
in wieweit man Algorithmen aus (1) auf den Kompositafall retten kann. Wie
bereits am Anfang von (3.5) besprochen, wird einmal der Fall betrachtet,
dass fiir ein Kérperkompositum K die Maximalordnung bekannt ist. Ande-
rerseits wird der Fall betrachtet, dass die Maximalordnung nicht bekannt ist.
Der erste Fall wird in diesem Abschnitt behandelt, der zweite in (3.7).

Mit (3.40) kann man sehr leicht feststellen, ob p Indexteiler ist. Ist p kein
Indexteiler, hat man alle Werkzeuge zur Verfiigung: Man wendet Algorithmus
AlgPrimDec an und ermittelt mit den Techniken aus (3.4) die Primidealfak-
torisierung in der Gleichungsordnung Z[J,vs]. AnschlieBend wendet man
(3.29) an.

Einige Vereinfachungen beschreibt folgende Bemerkung:

Bemerkung 3.42. Niitzliche Hilfsmittel zum Bestimmen der Verzweigungs-
indices e und Trigheitsgrade [ sind:

o Ist p total zerlegt in Fy und in Fy, dann auch in IC. Alle Verzweigungs-
indices und Tragheitsgrade sind 1 [Koc00, Proposition 4.9.2].

e Die Menge der Primdivisoren von disc(F;) disc(Fz) ist gleich der Men-
ge der Primdivisoren von disc(K) [Nar89, 4, §2, Proposition 4.13]. Ist
also p unverzweigt in Fy und Fo, so ist p auch unverzweigt in K und
alle Verzweigungsindices sind 1.

o Sind sowohl Fy als auch Fy normal, muss man nur einen Tragheitsgrad
oder einen Verzweigungsindex kennen. [PZ97, Chapter 6, (2.23)]

Es gilt allerdings nicht: Sei p total verzweigt in Fi und in Fo, dann ist p
auch total verzweigt in K. Ein Gegenbeispiel ist F, := Q[v/3], F := Q[v/15],
p:=3.

Man erhilt folgenden Algorithmus:

Algorithmustabelle 7: AlgKumBiv

Input: Kompositum X vom vollen Grad,
gegeben durch zwei Minimalpolynome
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My, (t)> My, (t) S Z[t]
{w1,...,ws} Z-Basis von o
Primzahl p, kein Indexteiler
Output: Menge von Tripeln {p,e, f} mit p € P, und p | (p)o,,
e = e(pl(p)). f = F(pl(p))
begin:
{Rufe Algorithmus AlgPrimDec auf}
M « call AlgPrimDec(F,, 2, (my, (X1, Xa), my,(X1, X2)))
{M ist von der Form M = {Mj,... M}
mit Mz = {pi’l(Xl,Xg), e ,pi7it(X1,X2)} }
{Erzeuge die Primideale in der Gleichungsordnung}
N «— 0
for all i € N, do
p— (0, pi1(V1,92), . .., pis, (V1,02))
N —NU {pla i, fl}
end for
if p ist total zerlegt in F; und F, then
e; «— 1, fi — 1 fir alle: € N;
else
if p unverzweigt in F; und F, then
e; — 1 fiir alle 7 € N,
easyl « true
end if
if F1, F, sind normal then
easy2 « true
end if
{Berechne Verzweigungsindices}
for all i € N; do
if e; noch nicht bekannt then
repeat
jeJg+1pep
until p ¢ p
€; 1 —1
end if
if easy2 = true then
e; < ¢ — 1 fiir alle noch nicht bekannten e;
end if
end for
{Berechne Trigheitsgrade}
if easy2 = true then
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fi < 2 fiir alle 7 € Ny
else
for all7i € N, do
if f; noch nicht bekannt then
D «— HNF von p
fi — In(| det(M)])/ In(p)
end if
end for
end if
end if
{Wende (3.29) an}
for all i € N; do
Pi <pi>01c
end for
return M

Bemerkung 3.43. Der Algorithmus AlgKumBiv kann mit Hilfe von Induk-
tion einfach auf Komposita vom vollen Grad, bestehend aus mehr als zwesi
Zahlkérpern tbertragen werden. Man erhdlt den Algorithmus AlgKumMult.
Algorithmustabelle 7 kann ibernommen werden, lediglich der Aufruf von Alg-
PrimDec ist im zweiten Parameter zu modifizieren. Es sei aber bemerkt, dass
die Mazximalordnung des Kompositums bekannt sein muss, da man sonst nur
Generatoren der Primideale in der Zerlegung angeben kann, (siehe (3.49)).

Den Indexteilerfall kann man mit AlgKumBiv nicht 16sen, da fiir die-
sen Fall der Idealmonoidisomorphismus « aus (3.29) nicht definiert ist. Man
kann lediglich die Primidealfaktorisierung in der Gleichungsordnung berech-
nen. Uberpriift man, welche der Methoden aus (1.4) auf den Kompositafall
iibertragen werden konnen, kommt man zu folgendem Ergebnis:

Der Ore-Pohst Algorithmus ist nicht auf den Kompositafall iibertragbar,
da hier eine sukzessive p-adische Faktorisierung des definierenden Polynoms
durchgefiihrt wird, welche nicht mit den Mitteln der Primardekomposition
emuliert werden kann. Der Algorithmus von Buchmann-Lenstra kann aber
auf den Kompositafall iibertragen werden:

Bemerkung 3.44. Der Algorithmus von Buchmann-Lenstra tiber-
tragen auf Komposita

(Der Algorithmus wurde bereits eingehend in (1.4) beschrieben, deshalb ist
die Darstellung knapp gehalten)
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e Schritt 1: (Berechnen des p-Radikals)
In [Coh93, Chapter 6.1.3] wird das p-Radikal I,(ox) der Mazimalord-
nung als Kern einer g-ten Potenz des Frobenius-Homomorphismus be-
rechnet, mit p? > [K : Q|. Im Unterschied zu (1.4) ist jetzt die Mazi-
malordnung wy, . ..,ws nicht als Transformationsmatrixz beziiglich einer
Potenzbasis von K gegeben, sondern beziiglich der Basis
{0195 | i e Ny, e Ny}
Das hat auf die Berechnung von I,(ox) keinen Einfluss. Man erhdlt

die Hermite-Normalform von I,(ox)/pox (, da man alle Berechnungen
modulo pox durchfihrt).

e Schritt 2: (Berechnen der Idealprodukte H;)
Die Berechnung der H; kann aus (1.39) wortlich dbernommen werden.
Man erhdlt die H; als Hermite-Normalformen modulo pox.

e Schritt 3: (Zerlegen der Algebren ox/H,)
Zum Zerlegen der separablen F,-Algebren ox /H; kann Algorithmus Alg-
ZerSepA tbernommen werden.

Der Algorithmus von Buchmann-Lenstra kann ohne Weiteres auf belie-
bige Komposita iibertragen werden. Diese brauchen nicht vollen Rang zu
haben, allerdings muss die Maximalordnung bekannt sein. Der einzige Unter-
schied zum bivariaten Fall betrifft die Darstellung der Maximalordnung. Die
Transformationsmatrix der Maximalordnung ist nicht beziiglich einer Zahl-
korperbasis gegeben, in der nur zwei primitive Elemente erscheinen, sondern
beliebig viele:

‘ - 0 . 0
{90 i € Njpgion -5 I € Nfp L mpom -1

Das hat allerdings keinen Einfluss auf die Berechnungen. Man kommt zu
folgendem Gesamtergebnis:

Bemerkung 3.45. Liegt ein Kompositum IC vor, fiir welches die Mazximal-
ordnung bekannt ist, kann man die Primidealfaktorisierung in jedem Fall
mit dem Algorithmus von Buchmann-Lenstra berechnen. Primdrdekomposi-
tion ist nur anwendbar, wenn IC vollen Rang hat und auch dann nur, wenn p
kein Indexteiler ist. Sonst ist mit Hilfe von Primdrdekomposition lediglich die
Berechnung der Primidealfaktorisierung in der Gleichungsordnung mdéglich.
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3.7 Primidealzerlegung in Komposita Teil 2

Seien die Bezeichnungen wie in (3.30). Sei K ein Kompositum vom vollen
Grad. Die ,problematischen* Primzahlen, fiir die keine genaue Aussage iiber
die Indexteilereigenschaft mit Hilfe von (3.5) moglich ist, werden ebenfalls
als Indexteiler bezeichnet.

In diesem letzten Abschnitt werden Mdoglichkeiten untersucht, Aussagen
zu treffen iiber das Zerlegungsverhalten einer Primzahl p in einem Kompo-
situm vom vollen Grad, fiir welches die Maximalordnung nicht bekannt ist.
Lediglich die Maximalordnungen der an der Kompositabildung beteiligten
Zahlkorper sind bekannt. Interessant sind diese Untersuchungen aus folgen-
dem Grund:

Bemerkung 3.46. Die Anwendung des Algorithmus von Buchmann-Lenstra
setzt zwingend die Kenntnis der Mazximalordnung voraus, die Anwendung des
Zerlequngssatzes (1.35) zwingend die Kenntnis eines Minimalpolynoms. Die
Idee ist, dass man in Komposita die Primidealzerlequng berechnen kann, ohne
ein definierendes Minimalpolynom oder die Maximalordnung zu kennen. Man
muss lediglich die Maximalordnungen der an der Kompositabildung beteiligten
Zahlkorper kennen. Die Berechnung der Maximalordnungen von Zahlkorpern
vom Grad 15 und hoher sind moglich, also kann man mit den hier vorgestell-
ten Verfahren theoretisch die Primidealzerlequng von Zahlkorpern bis zum
Grad 225 und hoher berechnen, so sie sich als Komposita vom vollen Grad
darstellen lassen. Betrachtet man Komposita, die durch mehr als zwei Zahl-
korper gebildet werden, erhdht sich der Grad jeweils um den Faktor 15. Fir
Beispiele siehe (B.4).

Es existieren in der Literatur [BR87| bereits Ansitze, lediglich das Zer-
legungsverhalten einer Primzahl p zu berechnen und nicht die vollstéindige
Zerlegung.

Zuerst werden ,gute” Primzahlen diskutiert, also Primzahlen, die keine
Indexteiler sind:

Bemerkung 3.47. Mit den Verfahren aus (5.5) ist man in der Lage, die
Primidealzerleqgung von p in der Gleichungsordnung Z[Y1,95] zu bestimmen.
Da p kein Indexteiler ist, ist das Zerlegungsverhalten von p mit (3.29) in
der Mazimalordnung ox dasselbe, wie in der Gleichungsordnung, d.h. die
Generatoren sind dieselben und die Verzweigungsindices und Trigheitsgrade
sind gleich. Die Algorithmen AlgKumBiv und AlgKumMult kénnen kénnen
wortlich ibernommen werden.

(3.47) ldsst sich ohne die Ergebnisse aus (2.2) nur eingeschriankt auf be-
liebige Komposita iibertragen:
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Bemerkung 3.48. Sei K ein Kompositum, bestehend aus n Zahlkorpern
K :=F...Fn, n>3. Es seien nur die Maximalordnungen og,,...,0x, be-
kannt. Dann muss man, um die Algorithmen aus (3.4) anwenden zu konnen,
in dem Korperturm

Fi..Fo2o2F .. Fp,q12...20F
die genauen Grade der Erweiterungen
Ny = [Fr1.. . Fn:Fr.o . Foil,. o, ng = [F1Fs o F

kennen, da sonst die Konstruktion der Gleichungsordnung

ni o
ALARES {Z . Z Qi in OO | gy € Z} , ny = deg(Fy)

i1=1 in=1

nicht maglich ist, und man nicht dberprifen kann, ob K wvollen Grad hat.
Die Gleichungsordnung muss man auch fir die Indexteilerberechnung kennen,
siehe (3.38). Haben die Zahlkorper F,...,F, teilerfremde Diskriminanten,
sind die Grade ny,...,ny bekannt (wende (3.33) induktiv an). Ansonsten
muss man, wie in (3.4) bemerkt, das Minimalpolynom my,(t) € Z[t] fir
i € Ny,_1 als Element des Polynomringes 0;1__;“_1[)(1, ..y X,_1] interpre-
tieren, und in diesem faktorisieren. Damit muss man aber die Maximalord-
nung 0F, £, ,---,0r 7 kennen. Man gibt den Vorteil auf, dass man keine
Mazimalordnung kennen muss, welche durch Kompositumsbildung zustande
gekommen ist.

Man kann jedoch die Ergebnisse aus Kapitel 2 heranziehen und erhélt:

Satz 3.49. Seien die Bezeichnungen wie in (3.30) bzw. in (3.48). Die Algo-
rithmen AlgFieker und AlgFiekerSafe geben einem die Mdglichkeit, induktiv
die Grade der Erweiterungen

Ny = [Fr... Fn:Froo . Fudl, .oy ng = [F1Fs s Fil,

zu bestimmen, ohne zusdtzlich Maximalordnungen oder Minimalpolynome be-
rechnen zu miissen. Man kann so die Gleichungsordnung

ni o
Z]9] = {Z . Z Qi in OO | gy € Z} , ny = deg(Fy)

generieren, tberprifen, ob (3.27) anwendbar ist und gegebene Primzahlen
auf Indexteilereigenschaft mit den Verfahren aus (3.5) untersuchen. Ist die
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gegebene Primzahl kein Indexteiler, kann man mit AlgKumMult (3.43) die
Primidealfaktorisierung bestimmen. Das FErgebnis sind die Generatoren der
Primideale in der Maximalordnung, die zugehdrigen Verzweigungsindices und
Tragheitsgrade.

Damit ist der Fall, dass eine zu zerlegende Primzahl kein Indexteiler ist,
und K als Kompositum vom vollen Grad von beliebig vielen Zahlkérpern
gegeben ist, vollstdndig geldst.

Sei nun p Indexteiler im Sinne von (3.5). Der Algorithmus von Buchmann-
Lenstra ist nicht anwendbar, weil bei der Konstruktion des p-Radikals, zwin-
gend die Kenntnis der Maximalordnung vorausgesetzt wird, ebenso der Ore-
Pohst Algorithmus. Man wird die Primidealzerlegung in der Gleichungsord-
nung berechnen und hoffen, dass hieraus Aussagen iiber das Zerlegungsver-
halten von p in der Maximalordnung getroffen werden konnen.

Folgender Satz gibt Auskunft, welche Aussagen des erweiterten Zerle-
gungssatzes (3.26) auf den Indexteilerfall gerettet werden konnen:

Satz 3.50. Seien die Voraussetzungen wie in (3.26). Seien py,...,p, die
Primideale, welche in Z[1,Ys] tber p liegen. Sei a; das Bild von p; unter der
Abbildung k fiir i € N, siehe (3.29). Dann gilt

<p>o;c = H a;.

Die a; sind paarweise coprim.

Beweis. Der Beweis folgt mit (3.26) in Verbindung mit [Coh93, Proposition
6.2.1]. O

Man erhélt lediglich ein Produkt von coprimen Idealen, statt einem Pro-
dukt von Primidealen. Der Versuch, iiber das Zerlegungsverhalten von p in
der Gleichungsordnung auf das Zerlegungsverhalten in der Maximalordnung
zu schlieflen, ist aber hoffnungslos:

Beispiel 3.51. Betrachte Q9] mit Minimalpolynom my(t) = t*> — 86t* —
65t + 326 € Z[t]. Die 2 zerlegt sich in der Gleichungsordnung zu

2z = (2,0 z19(2, 1 + 9) 71,

wegen
my(t) = t(t +1)>  mod Fyft].

In der Mazimalordnung ogg zerlegt sich die 2 aber zu

<2>UQ[19] = <27 192>0Q>[19] <27 19> Q[ <27 U+ 792>0Q>[19]7
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denn (2,1 + 19>%M ist in oqpg) kein Primideal mehr. Hier gilt

= (2,0%) 09 (2,0 4+ %) oy

2
<27 1 + Q9>o [ UQ[ﬂ]<

Q1)
Beispiel 3.52. Betrachte QU] mit my(t) :=t*> — 5 € Z[t]. Die 2 zerlegt sich
in der Gleichungsordnung zu

2z = (2,14 9) 7,

wegen
my(t) = (t+1)>  mod Fy[t].

In der Mazimalordnung ogpg) ist (2)ey,, aber ein Primideal. [Mar77, Chapter

3, Theorem 25]

°Q[v

Man ist also nicht einmal in der Lage, die Anzahl der Primideale anzu-
geben, in die sich eine Primzahl zerlegt.

Das Gesamtergebnis des Kapitels ist in folgender Bemerkung zusammen-
gefasst:

Bemerkung 3.53. In diesem Kapitel wurde untersucht, ob man Primdrde-
komposition einsetzen kann, um die Primidealfaktorisierung in Komposita zu
berechnen. Das ist grundsdtzlich nicht maéglich, sondern nur in Komposita,
welche vollen Grad haben (3.31). Dann hat diese Technik aber den Vorteil,
dass man weder ein Minimalpolynom noch die Mazimalordnung des Komposi-
tums kennen muss. Fir diese Situation ist die Primdrdekomposition bzgl. der
Laufzeit unschlagbar, siche die Beispiele in (B.J). Des weiteren wurden Ver-
fahren entwickelt, um fiir eine groffe Menge von Primzahlen zu entscheiden,
ob sie Indexteiler sind, ohne die Mazimalordnung zu kennen. Fir Indexteiler
kann die Primdrdekomposition in Komposita von vollem Grad allerdings nur
eingesetzt werden, um die Primidealfaktorisierung in der Gleichungsordnung
zu berechnen.



Anhang A

Reprasentation im Computer

Dieses Unterkapitel beschéftigt sich mit der Frage, wie man die in der Theorie
der Primidealzerlegung vorkommenden zahlentheoretischen Strukturen im
Computer reprasentiert. Die Art und Weise dieser Repréasentation sollte wohl
iiberlegt sein, denn naive Ansitze fiithren oft zu astronomischer Laufzeit. Als
Stichwort sei hier die Koeffizientenexplosion bei der Hermite-Normalform
genannt, sieche [Hop94, Kapitel 2].

Referenzsystem fiir die Implementation ist das Computeralgebrasystem
KANT-V4 [DFK*97]. Weiterfiihrende Literatur zu diesem Thema sind [PZ97,
Coh93, Coh00] und das Standardwerk [Knu97a, Knu97b, Knu97c].

Zuerst werden Moglichkeiten diskutiert, wie man eine algebraische Zahl in
einem Computer speichert. Der zweite Abschnitt behandelt die Speicherung
von Idealen.

A.1 Darstellung von algebraischen Zahlen

Im Allgemeinen werden vier Moglichkeiten verwendet, algebraische Zahlen
in Computern zu repréisentieren:

Definition A.1. Sei a € C eine algebraische Zahl, nach (1.4) existiert das
Minimalpolynom m,(t) € Q[t] und der Grad deg(my(t)) entspricht der An-
zahl der Konjugierten von « in einem algebraischen Abschluss. Um « von
diesen Konjugierten unterscheiden zu konnen, reprdisentiert man o als ein
Paar

(ma(t), z) € Q[t] x C,

wobei x € C eine komplexe Approzimation ist. Das Paar (my(t),x) nennt
man die Minimalpolynomdarstellung von «.

7
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Wichtig an der Minimalpolynomdarstellung ist, dass die zu speichern-
de algebraische Zahl nicht notwendig Element eines Zahlkorpers sein muss.
Man hat so die Moglichkeit mit algebraischen Zahlen, unabhéngig von dem
Zahlkorpern, aus dem sie stammen, Arithmetik zu betreiben.

Sei ab jetzt F := Q[v] algebraischer Zahlkorper vom Grad n und o € F.

Definition A.2. Sei ¢4,...,1, eine Q-Basis von F, dann kann o eindeutig
geschrieben werden als

—

n—

. 5 ]
a=> i, —€Q, ged(p,q) =1
— b q
j
Setzt man d :=lem(qo, - .., qu—1), erhdlt man eine Darstellung
n—1
—o DiVj+1
o= ZJO%, d>0, p; € Z, ged(po, ... ,pn-1,d) = 1.
Ist die Basis {0,...,9,} eine Potenzbasis eines primitiven Elementes 0,

nennt man den Z-Vektor (po,...,pn_1,d) € Z"™*1 die Standarddarstel-
lung von o bzgl. V.

Definition A.3. Betrachte die Darstellungsmatriz M, von «, siehe (1.11),

so kann M, umgeformt werden zu einer Matriz M, = (Mij)1<ij<n fir die

qgilt:

(M) 1<i,j<n
d Y

Man nennt das Paar

Ma = d > O, ’ﬁ”bi]‘ - Z, ng({ThiJ’ | ’L,j - Nn},d) =1.

((Mij)1<ij<n,d) € Z™" x N

die Matrixdarstellung von «. Die Zahl d nennt man den Nenner von «.

Definition A.4. Seien oq,...,0, : Q[t]/(my(t))qy — C die Q-Finbettungen
von F, siehe (1.5). Seien die o; so sortiert, dass gilt

015+ +30r 30pr 41y« -5 Opy4ras Orpdrotls -« o5 Orydrotrg -
TV - TV - TV -
reelle kompleze 2U Ory 415,071 +19
Q-FEinbettungen Q-Einbettungen kongjugiert kompleze

Q-FEinbettungen

Dann kann o eindeutig dargestellt werden durch den Vektor
(o1(a), ..., 00 4r2(a)) € R™ x C™2,

welchen man die Konjugiertenvektordarstellung von o nennt.
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Gilt deg(ma(t)) # deg(F) in der Konjugiertenvektordarstellung einer al-
gebraischen Zahl o« € F, dann wiederholen sich die Komponenten dieser
Darstellung deg(F)/ deg(mq(t)) mal.

Fiir eine ausfiihrliche Diskussion der Vor- und Nachteile aller vier Dar-
stellungen siehe [Coh93, Chapter 4.2].

A.2 Darstellung von Idealen

Will man Ideale von Ordnungen in Computern représentieren, hat man zwei
verschiedene Ansédtze: Die Hermite-Normalform und die 2-Elementdarstel-
lung.

Sei fiir diesen Abschnitt F := Q[¢] Zahlkorper vom Rang n. Sei O eine
Ordnung von F und a € Z; ein Ideal von O.

Den Zugang zur Hermite-Normalform liefert folgende Proposition:

Proposition A.5. FEs ist a freier Z-Modul vom Rang n.

[Coh93, Proposition 4.6.3] Das Ideal a hat daher eine Z-Basis der Méch-
tigkeit m, zum Beispiel wy,...,w, € F. Es existiert mindestens eine Zahl
d € Z fiir die gilt dw; € O. Die kleinste positive Zahl d mit dieser Eigen-
schaft nennt man den Nenner von a bzgl. O. Man stellt nun dw, ..., dw,
mit Hilfe einer Transformationsmatrix 7" € Z™*"™ bzgl. O dar.

Es existieren Transformationsmatrizen, die eine ganz besondere Form ha-
ben:

Satz A.6. Zu jeder Matriz A € Z™ " existiert eines Matriz U = (u;;) €
Gl(n,Z), so dass AU untere Dreiecksmatriz ist. Es gilt u;; € N° und die (Y
mit 7 <1 sind modulo u;; eindeutig bestimmt fiir alle i,7 € N,,.

[PZ97, Chapter 3, (2.6)] Zusammengefasst erhélt man:

Satz A.7. Seiaq,...,«a, € F eine Basis von O, dann existiert eine eindeutiq
bestimmte Z-Basis wy, . ..,w, € F von a, so dass, falls man
n
L Qi Wi
‘ d

schreibt, gilt:
o d ist der Nenner von a bzgl. O,
e w;; €7 fiir allei,j € Ny,

e fiiri < j gilt w,; =0,
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o fiiri=j gilt w;; >0,
o fiir allei > j gilt 0 < w; ; < w;;.
[Coh93, Theorem 4.7.3]

Definition A.8. Seien die Bezeichnungen wie in (A.7). Das Paar
(d, (wij)1<ij<n) € N X Z™*"

nennt man Hermaite-Normalform oder HNF wvon a bzgl O. Die Basis
{wi,...,w,} nennt man HNF-Basis von a bzgl. O.

Sei ab jetzt a € Z° . Die Existenz der 2-Elementdarstellung von a garan-
tiert folgende Proposition:

Proposition A.9. Sei o € a, a # 0 beliebig. Dann ezistiert € a, so dass
a=(a,B)o, gill. Des weiteren ist a NZ # ().

[Coh93, Proposition 4.7.7|

Definition A.10. Sei o die kleinste positive Zahl der Menge a N Z und
B € a wie in (A.9). Dann nennt man das Paar («,3) € N x a die 2-
Elementdarstellung von a.

Ein offensichtlicher Vorteil der 2-Elementdarstellung ist der niedrigere
Speicherplatz gegeniiber der HNF. Ein Nachteil ist, dass man beim Addie-
ren und Multiplizieren von zwei Idealen vier Generatoren erhilt und die
2-Elementdarstellung des Ergebnisses neu berechnen muss. Dieses Problem
16st die p-Normaldarstellung [PZ97, Chapter 6, (3.14)], [Hop98, Definition
1.2.6].

Fiir eine weiterfithrende Diskussion der Darstellung von Idealen sei auf
[PZ97, Chapter 6.2] und [Hop98| verwiesen.



Anhang B

Beispiele und Berechnungen am
Computer

Dieser Abschnitt beschreibt die Verfahren dieser Arbeit, welche in dem Com-
puteralgebrasystem KANT-V4 implementiert sind bzw. im Rahmen dieser
Arbeit implementiert wurden. Alle Berechnungen wurden durchgefiihrt auf
einem Rechner mit AMD Athlon™ XP 1500+ Prozessor mit 512 Megabyte
Hauptspeicher und einer Cachegriéfie von 256 Kilobyte.

B.1 Schnelle Regularititsbestimmung

In (2.1) ist man darauf angewiesen, schnell fiir eine Matrix M € Z"*" zu
entscheiden, ob die Determinante von M Null ist oder nicht. Die Idee ist,
fiir eine gegebene Matrix M, die man auf Regularitét {iberpriifen will, zuerst
M modulo einer Primzahl p zu reduzieren, um dann die Determinante der
reduzierten Matrix zu {iberpriifen, sieche (2.7), (2.8). Hat man eine Primzahl
p gefunden, so dass det(M") # 0 ist, ist man fertig.

Folgende Fragen wurden untersucht:

e Ab welcher Spalten- bzw. Zeilenzahl lohnt sich die Reduktion?

e Ab welcher Primzahl kann man davon ausgehen, dass man die Matrix
nur einmal reduzieren muss, um ein verléssliches Ergebnis zu haben?

e Ist die modulare Methode schneller, und wenn ja, um welchen Faktor?

Die Ergebnisse sind in folgender Tabelle zusammengefasst, dabei haben
die einzelnen Spalten folgende Bedeutung:

e Spalte 1: Anzahl der Spalten/Zeilen der untersuchten Matrix.

81
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e Spalte 2: Koeffizientenbereich.

e Spalte 3: Anzahl der Fehler, d.h. die Determinante der reduzierten
Matrix ist Null, obwohl die reale Determinante ungleich Null ist.

e Spalte 4: Zeit 1: Durchschnittliche Rechenzeit in Millisekunden fiir
das Ermitteln der realen Determinante.

e Spalte 5: Zeit 2: Durchschnittliche Rechenzeit in Millisekunden fiir
das Reduzieren der Matrix und Ermitteln der Determinante.

Betrachtet wurde jeweils eine Reduktion modulo 2, 3 und 5. Es wurden
fiir jede Kombination 20000 Zufallsmatrizen erzeugt.

Tabelle B.1: Regularitdtsbestimmung modulo 2

‘ Benutzte Primzahl: 2 ‘

Anzahl | Koeffizienten- | Anzahl | Zeit 1 Zeit 2
Spalten | bereich Fehler

10 +10k 5838 1.077 0.267
10 +50k 5992 1.112 0.295
10 +100k 5950 1.386 0.281
20 +10k 52 4.132 1.270
20 +50k 39 4.487 1.323
20 4100k 56 5.380 1.337
30 +10k 1 9.865 3.553
30 +50k 0 10.407 3.602
30 +100k 0 12.018 3.544
40 +10k 0 17.157 8.125
40 +50k 0 20.680 8.336
40 +100k 0 21.461 8.358
50 +10k 0 27.339 12.193
50 +50k 0 33.010 12.262
50 +100k 0 33.783 12.307
100 +10k 0 156.740 66.901
100 +50k 0 191.851 66.997
100 4100k 0 197.266 67.011
150 +10k 0 502.541 204.072
150 +50k 0 623.646 204.183
150 4100k 0 639.321 203.845
200 +10k 0 1228.833 428.044
200 +50k 0 1290.573 429.016
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Tabelle B.1: (Fortsetzung)

‘ Benutzte Primzahl: 2

Anzahl | Koeffizienten- | Anzahl | Zeit 1 Zeit 2
Spalten | bereich Fehler

200 +100k 0 1551.843 428.711
250 +10k 0 2215.004 756.709
250 +50k 0 2747.506 756.810
250 +100k 0 2809.379 757.069

Tabelle B.2: Regularitdtsbestimmung modulo 3

‘ Benutzte Primzahl: 3

Anzahl | Koeffizienten- | Anzahl | Zeit 1 Zeit 2
Spalten | bereich Fehler

10 +10k 223 1.086 0.429
10 +50k 241 1.121 0.423
10 +100k 250 1.371 0.415
20 +10k 0 4.115 2.163
20 +50k 0 4.366 2.167
20 +100k 0 5.483 2.176
30 +10k 0 9.758 6.341
30 +50k 0 10.300 6.309
30 +100k 0 12.050 6.317
40 +10k 0 17.204 9.832
40 +50k 0 20.560 10.215
40 +100k 0 21.560 9.814
50 +10k 0 27.351 17.463
50 +50k 0 32.992 17.357
50 +100k 0 33.782 17.379
100 +10k 0 156.903 78.621
100 +50k 0 192.093 78.606
100 +100k 0 197.665 78.618
150 +10k 0 508.655 235.747
150 +50k 0 632.132 235.767
150 +100k 0 652.962 236.894
200 +10k 0 1233.566 499.140
200 +50k 0 1287.773 497.910
200 +100k 0 1552.332 497.640
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Tabelle B.2: (Fortsetzung)

Benutzte Primzahl: 3

Anzahl | Koeffizienten- | Anzahl | Zeit 1 Zeit 2
Spalten | bereich Fehler

250 +10k 0 2216.417 904.574
250 +50k 0 2749.457 904.583
250 +100k 0 2809.536 904.509

Tabelle B.3: Regularitdtsbestimmung modulo 5

Benutzte Primzahl: 5

Anzahl | Koeffizienten- | Anzahl | Zeit 1 Zeit 2
Spalten | bereich Fehler

10 +10k 5 1.081 0.637
10 +50k 3 1.106 0.630
10 +100k 0 1.366 0.639
20 +10k 0 4.150 3.019
20 +50k 0 4.384 3.020
20 +100k 0 5.326 3.011
30 +10k 0 9.758 6.110
30 +50k 0 10.313 6.080
30 +100k 0 12.061 6.069
40 +10k 0 17.167 12.097
40 +50k 0 20.702 12.141
40 +100k 0 21.532 12.116
50 +10k 0 27.227 18.580
50 +50k 0 32.942 18.622
50 +100k 0 33.739 18.698
100 +10k 0 156.938 89.874
100 +50k 0 192.796 90.173
100 4100k 0 197.626 89.837
150 +10k 0 506.962 264.382
150 +50k 0 630.141 264.278
150 +100k 0 647.115 264.370
200 +10k 0 1228.704 538.494
200 +50k 0 1287.566 538.403
200 +100k 0 1552.429 538.369
250 +10k 0 2218.623 | 1017.916
250 +50k 0 2753.358 | 1018.081
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Tabelle B.3: (Fortsetzung)

‘ Benutzte Primzahl: 5 ‘

Anzahl | Koeffizienten- | Anzahl | Zeit 1 Zeit 2
Spalten | bereich Fehler
250 | £100k IE | 2813.209 | 1017.676 |

Betrachtet man die Tabellen erhilt man folgende Ergebnisse:

e Fiir die Primzahl 2 kommt es ab einer Spalten- bzw. Zeilenanzahl von
grofler 40 zu keinen Fehlern mehr.

e Fiir Primzahlen gréfler als 3 kommt es ab einer Spalten- bzw. Zeilen-
anzahl von grofler 20 zu keinen Fehlern mehr.

e Die modulare Methode ist im Durchschnitt um den Faktor 3 schneller,
ab einer Spalten- bzw. Zeilenanzahl gréfler als 250 um den Faktor 4.

e Die Benutzung der jeweils nichstgrofieren Primzahl verlingert die Re-
chenzeit der modularen Methode um circa 10 %. Siehe jedoch die néchs-
te Bemerkung.

Bemerkung B.1. In den Tabellen (B.1), (B.2) und (B.3) wird deutlich,
dass die Benutzung einer hoheren Primzahl die Rechenzeit der Regularitits-
bestimmung erhoht. Es gibt jedoch Prozessoren, deren ALU in der Lage ist,
die Multiplikation von zwei Registerinhalten innerhalb eines Prozessortaktes
auszufiihren. Fir solche Hardware kann es sinnvoll sein, als Primzahl p die-
jenige auszuwdhlen, die die grofite Primzahl ist, welche noch vollstindig in
einem Register gespeichert werden kann. Dieses Vorgehen erhoht die Wahr-
scheinlichkeit, dass man die Reduktion der zu diberprifenden Matriz nur ein
einziges Mal ausfiihren muss, um sofort ein zuverldssiges Ergebnis zu pro-
duzieren. Auf der anderen Seite verliert man keine Rechengeschwindigkeit.
Softwaretechnisch gesehen reduziert eine solche Implementation allerdings die
Portabilitdt auf andere Architekturen.

B.2 Beispiele fiir die G-Schranke

In (2.13) wurde die &-Menge und &-Schranke definiert. Im Rahmen dieser
Arbeit wurden Untersuchungen durchgefiihrt, wie fiir zwei zufillig gewéhlte
Polynome f(t), fo(t) € Z[t] die &-Menge und die &-Schranke verteilt sind.
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In die Untersuchung einbezogen wurden 50000 Paare von Zufallspolynome
(f1(t), f2(t)) € Z[t] x Z][t]. Alle Polynome waren normiert, irreduzibel und es
es galt:

2 < deg(f1(t)), deg(f2(t)) < 30.

Die Koeffizienten hatten Werte zwischen —10000 und 10000, gerechnet wurde
mit einer Genauigkeit von 500 Nachkommastellen. Die Ergebnisse sind in
(B.4) zusammengefasst. Die einzelnen Spalten haben folgende Bedeutung:

e Spalte 2 gibt die Anzahl der Polynompaare an, die eine &-Schranke
haben, welche kleiner ist als die Zahl in Spalte 1.

e Spalte 3 gibt die Anzahl der Polynompaare aus Spalte 2 in Prozent an.

Tabelle B.4: &-Schranken von Zufallspolynomen

0.12 | 2972 5.94
0.25 | 6156 | 12.31
0.5 | 12446 | 24.89
124910 | 49.82

2| 37242 | T74.48
3| 41461 | 82.92
4143496 | 86.99
5 | 44758 | 89.51

9 | 46992 | 93.98

10 | 47275 | 94.55

15 | 48056 | 96.11

20 | 48486 | 96.97

30 | 48884 | 97.76

40 | 49084 | 98.16

50 | 49215 | 98.43
100 | 49410 | 98.82
500 | 49520 | 99.04
1000 | 49553 | 99.10
5000 | 49735 | 99.47
10000 | 49847 | 99.69
20000 | 49932 | 99.86
1000000 | 50000 | 100.00

Auffallig ist, dass bereits 90 % der Paare ein G-Schranke kleiner als 10 haben.
Genau dieser Umstand wird in dem Algorithmus AlgFieker benutzt.
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Das Maximum der &-Schranke betrug 699902 und wurde erzeugt von den
Polynomen

fi(t) = 7 —8969t* + 3738t — 6258t* 4 82111%* 4 168>
—8218t% + 8247t" + 6785¢' + 10817 + 12896 — 7654¢"
42t 4 4941¢" — 7057t 4- 18891 + 1139410 — 3982¢°
—4660t® 4 76237 — 7146t% — 4907t — 10t* + 9158¢3
—9294¢* + 3504t — 401

und

fot) = 04 23961° + 9154t — 63387 — 15911° — 184745
—7298t* — 6792t* 4+ 7911¢* — 819t + 5236.

Als Beispiel, wie wahllos die &-Schranke verteilt ist, betrachte folgendes Po-
lynompaar, fiir welches die &-Schranke besonders klein ist. Die Polynome

fi(t) = 2% —102¢® + 8733t* — 7691¢* + 9084 + 3278¢*
+8214t% 4 7978t%% + 6738t%" + 3681t%° — 2265t — 852318
+9310'7 + 6819t'6 — 889745 + 9415t + 8237¢'3 — 1691¢'2
—2211¢M — 2277t'° — 8006t° — 7892t + 6265t + 4852t
—3438t° + 756" + 8204¢3 + 7242t% — 9394

und

fo(t) = £+ 2490% + 17417 + 8197+ — 1491¢* — 3977¢"? — 4885¢'®
+5145t7 + 4948t'% — 9689t + 6678 + 9272t + 1204t
—1065t'" — 6286t + 277717 4 3789t% — 9246t — 31t° + 4961°
+3542t* — 16873 — 304t% 4 301t + 7393

haben die &-Schranke 0.020046720818. Die Polynome

fi(t) =t —8951t% — 7903t" — 6105t° + 8673t° + 8176t*
—6616t> — 4470t> — 9965t + 2651

und
fot) = t* 4 1345¢% — 3491t + 2081

haben dagegen die G-Schranke 12184.
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B.3 Leistung des OrderShort Algorithmus

Der OrderShort Algorithmus, wie er in (2.3) beschrieben ist, wurde im Rah-
men dieser Arbeit komplett neu implementiert. In der neuen Version kann
der Anwender folgende Parameter selbst festlegen:

(1)
(2)

(7)

Soll eine LLL-Reduktion stattfinden oder nicht?

Sollen nur Elemente mit Nenner der (eventuell LLL-reduzierten) Ma-
ximalordnung verwendet werden?

Die maximale Anzahl der zu testenden Linearkombinationen in jedem
Durchlauf fiir ein primitives Element.

Soll die Koeffizientenmenge {0, 1} der Linearkombinationen um {—1}
erginzt werden?

Soll beim Auffinden eines Elementes mit einem kleineren Index sofort
gestoppt bzw. in die Rekursion gesprungen werden, oder soll die maxi-
male Anzahl an Linearkombinationen getestet werden?

Die maximale Anzahl rekursiver Aufrufe der Funktion, wenn ein klei-
nerer Index gefunden wurde.

Die maximale Anzahl von Koeffizienten ungleich Null in einer Linear-
kombination.

Es wurden fiir verschiedene Kombinationen jeweils 1000 Zufallspolynome be-
stimmt, um die Leistung des OrderShort Algorithmus zu testen. Die Zu-
fallspolynome hatten dabei einen vorgegebenen Index. Es kam zu folgenden
Ergebnissen:

(1)

(2)

Die Leistung des Algorithmus mit LLL-Reduktion ist wesentlich bes-
ser. Die zusétzliche Rechenzeit fiir die LLL-Reduktion fillt nicht ins
Gewicht.

Es ist sinnvoll, Elemente ohne Nenner in die Bildung der Linearkombi-
nationen mit einzubeziehen.

Die maximale Anzahl der Linearkombinationen sollte moglichst hoch
angesetzt werden, und die maximale Anzahl der zu testenden Linear-
kombinationen iiber die maximale Anzahl der Koeffizienten ungleich
Null gesteuert werden. (Siehe nichsten Punkt)
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(4) Die maximale Anzahl von Koeffizienten ungleich Null sollte den Wert
3 nicht tiberschreiten. In 50 % aller Fille kommt es schon zu einer In-
dexreduktion, wenn man nur einen einzigen Koeffizienten ungleich Null
zuldsst, d. h. wenn man die Elemente der reduzierten Maximalordnung
der Reihe nach durchprobiert.

(5) Die maximale Rekursionstiefe der Funktion sollte umgekehrt propor-
tional zur Anzahl der Primdivisoren des Index sein.

(6) Ob man {—1} als Koeffizient zulésst, hat keinen Einfluss auf Leistung.

Verwendet man den OrderShort Algorithmus, wenn man die Primidealzerle-
gung berechnen mdochte, reicht die Leistung allerdings nicht an die des Al-
gorithmus von Buchmann-Lenstra heran. Der Algorithmus von Buchmann-
Lenstra ist in der in dem System KANT-V4 implementierten Version we-
sentlich schneller. Der Einsatz von OrderShort bleibt daher auf Gebiete be-
schrinkt, wo man zwingend auf einen kleinen Index angewiesen ist.

B.4 Primidealfaktorisierung in ,,groflen“ Kom-
posita

In diesem Abschnitt werden zwei Beispiele besprochen, die die Leistungs-
fahigkeit der Primidealzerlegung durch Priméardekomposition in Komposita
vom vollen Grad hervorheben. Angewandt wurden die Verfahren aus (3.7).
Die an der Kompositabildung beteiligten Zahlkérper wurden der KANT-V4
Datenbank entnommen. Zuerst ein kleines Beispiel:

Beispiel B.2. Zahlkérper vom Grad 28
Betrachte den Zahlkorper QY] mit ¥ Nullstelle des Polynoms

my(t) = %4+ 111#% + 5339t%° 4 1448561
1+2397735t% + 23968904t%* + 124050213t
+39142425t*' — 2866083966t%° — 7514711113t
+41365184897t'® 4 118633909733t'7 — 569206724921¢'°
—499467772351" + 5323168738219t — 8075616574139t
—2915603136061¢' + 21091176068315t'! — 25253551274912¢'°
+12990181145039¢” + 24362931701047t% — 85546892141911¢7
+116191002429482t° — 108955850383737¢°
+87584279312844t* — 46823283975692t3 +
14271347151002t* — 335016057191t 4+ 514703916260.
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Dieser Zahlkorper QY] kann dargestellt werden als Kompositum von Q[i4]
und Q[Us], wobei ¥, und 95 Nullstellen der Polynome

me, (t) = t'+9t° — 18> + 7t + 8
und
m,(t) = 74+ 12t5 — 45 — 12¢* 4+ 13> 4 3¢% — 13t + 20

sind. Die Diskriminanten von Q[v1] und Q[¥5] sind teilerfremd, der Diskri-
minantentest ist also positiv. Es ist:

disc(Q[Y]) = —16058624013954648326946551900695030
8614793754930849554935897966330204999
1146319509444916626581026457983975929
627924215844202271.

Die Primteiler dieser Diskriminante sind
{29, 919019, 2021927, 1780931668729}.

Der Index [ogg, 9, : Z[V1,75]] ist 1. Die Primzahl 13 ist unverzweigt und
zerlegt sich zu

<13>0Q[791,192] == pl Tt p67

mit

pro= (13, D1+ 11, Pa)oy,,

p2 = (13, 1, P2)ogy, oy

s (13, 03 4 301 + 6, V2)agyy, o,

Py (13, Oy + 11, 95 + T2 + 4) oy, .,

ps (13, D1, 95+ 02+ 4)agiy, o0

Pe (13, Oy + 11, U5 + 605 + 603 + 1205 + 10)4y,

pr (13, ¥y, 054 605 + 603 + 1205 + 10)4y,

Ps (13, 0y + 805 + 1105 + 302 + 7, U5 + 695 + 695 + 1202 + 10)0y,, .
Po (13, 91 + 505 + 205 + 1005 + 9, 95 + 695 + 693 + 120, + 10>OW1,02]
P10 (13, 91 + 1005 + 4, 05+ T2 + 4)oy,. o0

pu = (13, 9 4305+ 12, 05 + Ty + 4)ogyy. -
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Fiir die Trdgheitsgrade gilt

f(pal(13)) =1 fp2[(13)) =1 fps[(13)) =2
f(pal(13)) =2 fps[(13)) =2 f(pl(13)) =4
f(p7[(13)) =4 f(ps|(13)) =4 fpol(13)) = 4
f(p10ol(13)) =2 f(pui[(13)) =2

Die Rechenzeit der Berechnung der Marimalordnungen oqg,), 0qps,) lag unter
einer Sekunde. Die Berechnung der Primdrdekomposition bendtigte 2.849 Se-
kunden. Das Berechnen des Minimalpolynoms my(t) mit Hilfe der OrderAbs
Methode dauerte tiber 10 Sekunden.

Ein zweites Beispiel betrachtet einen etwas gréfleren Zahlkorper:

Beispiel B.3. Zahlkérper vom Grad 100
Betrachte den Zahlkorper QY] mit ¢ Nullstelle des Polynoms:

mg(t) = 190 4+ 140¢% + 8105t + 230186197 + 3248250¢% — 395457415 — 6
81054897t — 5165679899t% + 55480553506t + 726870414069t — 32059
05749313t%° — 50893981096350t%° + 207627808952098¢%8 + 188950543163485
787 — 118584576486427661%0 — 9649200382884743t%° + 265786312513280973
3 — 1271367150894024826¢%% + 53149412416840723361%* — 201461459973801
2605981 + 58889757882203936179¢5 — 154922057299559432343t™ + 4059671
20024620842338t™ — 918508193335752850686t"" + 1920677118201743651812
76 —4007769539415785312041¢™ + 6932934685661199201995¢™ — 113480315
88667971847002t™ + 21009817433008422488826t™ — 28867008688402598622
408t™ + 27432294492482141600120t™° — 65405178806570127570255t%% + 1938
64834525702390893851¢%8 — 261138119668030143229411¢%7 + 2163168356417
8606373327190 +131325065975878043601163t%° — 2505953589020253 7661887
54154 +519691116500379720141373753 — 1685685003637604929864280t%2 — 1
921892306913961800077765t%1 — 11084364841108804901963948t5° + 2524905
1806206756459404185¢° — 80887979839947930065130035¢°® + 258000033439
552449275911268t57 — 428190779313243099816207917t%5 + 785770103064464
377930986841t — 1301082994305606518393111067t%* + 13222975128681558
7586692733853 — 1010476301464132015257543761¢52 + 329366390818426117
327388689251 — 4536725830788255737967593244t° — 2045546441259957999
03463854411 + 17579685037415101084875419823t18 — 3978775147387380290
2261978565t47 + 72170011645327901775425255627t1¢ — 116520183559390447
0383378893975 + 185049659775595608172494788050t** — 218206583920714
194876230097055t* + 186555673804261309357017319170t*2 — 355449258769
566780237228807610t4! + 860458722283345161848967774203t%° — 156594343
2587525926975688042152t3 + 2404901473025399607234437918758t3 — 2877
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377059253685344480794428473t3" + 3066126504165007165437214314080¢36 —
4557047579284699875091451944911¢% + 6576625845550558715885841817979
34 — 7083788470104910471301164375764¢33 + 79187090479238408175281740
47447132 — 9562166485976402699298129694288t3! 4- 127727652216615243254
5620909029530 — 1735406607000974761074130088218112% + 20578102150452
378945769285674977t% — 20749522076541550452196740153434t7 + 2068427
9214671499404646698256623t%6 —191882972396538322881094622299271%° 41
6378955411612572168516426643949t%* — 1354841367839097233095220210135
3t% + 4401004731723546359722148019676t%2 — 1672703153775247713436025
66325221 4 93922252905206971257587612822t%° + 2898830910161593868912
67557872617 + 3181352726305790022351501148330¢'® + 26375228572410053
09432634185097¢17 + 1311285182809656332952769261253t6 + 379864250396
442352441123540124t%5 + 378102478575551395345380460693t* — 275880903
123997630056022572005t13 + 37925627016400252270612063858712 + 104364
574285909850555832577397t + 80556133923588872476341017816¢1° + 4389
0137233686954071356930294t° — 23204431990425050385798881087¢% — 80354
99645750153711731120422t" — 3867868453149981786601834495t° — 11229728
02509163797977026423t° + 898076930825365717843823360t* — 111183616870
480171907471848t3 + 93769158764957646056303732t% — 109248380226222350
68260171t + 1883049976344367832380171

Der Zahlkorper Q] kann dargestellt werden als Kompositum von Q[i4]
und Q[s], wobei V1 und 9y Nullstellen der Polynome

my, (t) = t10 4197 + 115 + 57 — 61° — 18¢° — 6¢* + 17¢3 + 18> + 5t — 16
und
my, (t) = t'0 — 5% 4+ 3t° — 7t + 12t° — 3t° + 7t* + 173 — 6t — 9t + 5

sind.

Die Diskriminanten von Q[¥1] und Q[¥3] sind teilerfremd, und es gilt:

disc(Q[J]) = 182632529999871133669284448439799548566973896800512
8870274646612877578118827735706962158441417619037796088569330432502
6070756740006254549110273259794505333678769639196220645400842405080
3548819160957772323398471876109222798561276913573045491964387694322
6737271285265042723939728167933570788489817441829143659190440865735
0620322432913421048685599336019482309947549304381656938537339361401
1242133478956617975626841227710607102328179715655228285134322561813
7284005395612639331407011298575308089600124788396091485546821197236
949218921697858689525760000000000.
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Die Primteiler dieser Diskriminante sind:

{2, 3, 5, 11, 113, 433, 883, 1848550883,
32396271419, 36159115591, 272610510906919}.

Der Index [ogpy, v, © Z[U1,7,]] ist 1. Die kleinste Primzahl, welche kein In-
dexteiler ist und nicht verzweigt ist, ist die 7. Diese zerlegt sich wie folgt:

(Mogisy o = P17+ P16

mat

1= (7, V1 +3, 0" +305° + 202 + 3)oyy,

P2 = (T, U1+ 3, 95 + 6057 + 60" + 0% + 05> + 605 + 4)oyy,
(
(

7, 191 + 61,2 +191—|—2 ot +3192 +2192+3>

Q[ 792]

Ua® + 3, ¥o° + 605" + 6192 +05° + Uo? + 6192 + 4 ogia, 0y
ps = (7, 912 + 910955 + 691921 + 60910993 + 301052 + 60925 + 92 + 1953 + 409,2
+ 4, V9% + 605° + 605" + 057 + U9 + 605 + 4) oy
P = <7, 191 —+ 61925 + 51924 + 31923 + 21922 + 4192 + 2, 1926 + 61925 —+ 61924 -+ 1923
+ 12" + 602 + 4)agyy,
pr = (7, U1 + 609° + 09 + 953 + 41952 + 5, 955 + 60955 + 6095 + 953 + 1922 + 6
192 + 4> 0Q[v1,92]
ps = <7, 191 -+ 51925 + 1924 + 21923 + 192 + 2, 1926 + 61925 + 61924 —+ 1923 -+ 1922 +6
192 + 4> 0Q[¥1,9]
po = (7, U1 + 302° + 0" + 209 + 522 + 205 + 2, 955 + 695° + 602 + ¥5°
+ 952 4 6095 + ) o919, .94)
pro = (7, U1 + 09° + 602" + 605" + 305> + 4, 955 4 695° + 605" + 95° + 957
+ 672 +4>0Q19 991
P11 = <7 191 +4192 + 3192 + 5192 +4 192 + 3192 + 2192 + 3>0Q79 9]
= (7, U1 +409° + 602, 02" + 305" + 205 + 3)ogy, .,
p13— <7 ’191+3’l92 +6192 +3192—|—5 192 —|—3’l92 —|—2’l92+3>
= (7, U1 + 302% + 99 + 2, V" + 395> + 2095 + 3)
=
=

0Q[91,92]

0Q[91,95]

7, 01 + 4952 + 05 + 6, 9% + 3053 + 205 + 3)
T, Oh + 0o + 50, Vot + 3053 + 205 + 3)

0Q[¥1,92]

0Q[¥1,92]
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Fiir die Tragheitsgrade gilt

fp[(7)) =4 f(p2(7)) =6 flps|(7)) =12
f(pal(7)) =12 fps[(7)) = 12 fpsl(7)) =6
flp7l(7)) =6 fpsl(7)) =6 f(pol(7)) =6
f(p1ol(7)) =6 f(pul(7)) =4 f(p12(7)) = 4
f(p13[(7)) = 4 f(p1al(7)) = 4 fp1s(7)) = 4
fpsl(7)) = 4.

Die Rechenzeit der Berechnung der Mazimalordnungen ogps,], 0qpe,) betrug 70
bzw. 140 Millisekunden. Die Berechnung der Primdrdekomposition bendtigte
3.009 Sekunden. Die Berechnung des Minimalpolynoms, um dieses anschlie-
Bend modulo 7 zu faktorisieren dauerte mehrere Minuten.

Um diese Arbeit nicht mit Zahlenkolonnen zu iiberfrachten, wurde auf das
Anfiihren von weiteren Beispielen in noch gréfleren Zahlkorpern verzichtet.

Man erkennt anhand dieser beiden Beispiele die Vorteile, die Primideal-
faktorisierung in groflen Zahlkérpern zu berechnen, indem man diese Zahlkor-
per als Komposita darstellt. Weitere Forschung auf diesem Gebiet, vielleicht
auch die Berechnung anderer Invarianten von groflen Zahlkorpern dargestellt
als Komposita, verheiffit Aussicht auf Erfolg.
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