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Bezei
hnungenIn dieser Arbeit gelten folgende Bezei
hnungen:
Nn {1, 2, . . . , n}
Nn,m {n, n + 1, . . . , m}
N0 N ∪ {0}
P Primzahlen
R, S, Λ Integritätsringe
Q(R) Quotientenkörper von R
Cl(R, S) Ganzer Abs
hluss von R in S
U(R) Einheitengruppe von R
a, b, c Ideale eines Ringes
p, p1, p2, . . . Primideale eines Ringes
IR Menge der Ideale des Ringes R
PR Menge der Primideale des Ringes R
MIR Menge der maximalen Ideale des Ringes R
I×R IR \ {0}
P×
R PR \ {0}
MI×R MIR \ {0}
〈r〉R das von r ∈ R in R erzeugte Hauptideal
〈A〉R das von A ⊆ R in R erzeugte Ideal
F ,F1,F2, . . . algebrais
he Zahlkörper
K Zahlkörperkompositum
ϑ, ϑ1, ϑ2, . . . primitive Elemente
σi i-te Q-Einbettung eines Zahlkörpers in C
ϑ(i) i-te Konjugierte von ϑ
i(ϑ) Index von ϑ
Mϑ Darstellungsmatrix von ϑ
O Ordnung eines Zahlkörpers
oF Maximalordnung des Zahlkörpers F
ẽ(p|〈p〉) Verzweigungsindex in der Glei
hungsordnungvii
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Ip(O) p-Radikal der Ordnung O
Cα(t) 
harakteristis
hes Polynom von α

M
p Matrix M reduziert modulo p

f
p
(t) Polynom f reduziert modulo p

ξα Einsetzungshomomorphismus f(t) 7→ f(α)
π kanonis
he Projektion
sgn Signumabbildung
HT (f) Führungsterm des Polynoms f
IdA Identität auf der Menge A
OR die Null des Ringes R
1R die Eins des Ringes R
Sn Permutationsgruppe
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Einleitung �Indexteiler? Das sind do
h die Dinger, ohnedie das Leben so langweilig wäre.�(Dr. Carsten Friedri
hs)Die Maximalordnung eines algebrais
hen Zahlkörpers ist als Dedekindringau
h dadur
h gekennzei
hnet, dass jedes e
hte Ideal eine bis auf die Reihenfol-ge der Faktoren eindeutige Darstellung als Produkt von Primidealen besitzt.Die Mögli
hkeit, diese Zerlegung e�ektiv zu bere
hnen, ist ni
ht nur für si
hallein genommen interessant, sondern �ndet au
h in anderen Berei
hen deralgorithmis
hen algebrais
hen Zahlentheorie Anwendung, zum Beispiel beimErmitteln der Klassengruppe.Diese Arbeit bes
häftigt si
h mit der Bere
hnung der Primidealfaktorisie-rung in Zahlkörpern, wel
he als Komposita gegeben sind. Zahlkörperkompo-sita treten zum Beispiel in kanonis
her Weise beim Ermitteln von Klassen-körpern auf. Besondere Aufmerksamkeit wurde auf den konstruktiven Aspektgelegt, d. h. die Arbeit ist unter der Fragestellung entstanden, wie man et-was konkret bere
hnen kann, anstatt zum Beispiel na
h theoretis
hen Exis-tenzaussagen zu su
hen.Ist ein Zahlkörper als Kompositum von mehreren Zahlkörpern gegeben,bedeutet das, dass die bekannten Verfahren zur Primidealfaktorisierung nurno
h einges
hränkt angewendet werden können. Im Rahmen dieser Arbeitwurden daher zwei Verfahren entwi
kelt, wel
he es in dieser Form no
h ni
htgibt. Au
h wurde die Theorie weiter vorangetrieben, so es zur mathemati-s
hen Fundierung der entwi
kelten Algorithmen notwendig war.Kapitel 1 ist das Grundlagenkapitel. Bespro
hen wird die bekannte Theo-rie der Primidealfaktorisierung in Zahlkörpern, wel
he ni
ht als Kompositumgegeben sind. Insbesondere werden immer ein primitives Element und dieMaximalordnung des Zahlkörpers als bekannt vorausgesetzt. S
hwerpunktdes Kapitels sind der Zerlegungssatz von Kummer und der Algorithmus vonBu
hmann-Lenstra.In Kapitel 2 wird ein Verfahren vorgestellt, mit dem es mögli
h ist, e�-zient in einem Kompositum ein primitives Element zu bestimmen, um dannix



den Zerlegungssatz anwenden zu können. Ans
hlieÿend wird untersu
ht, inwieweit es mögli
h ist, in einem Zahlkörper ein primitives Element zu su-
hen, wel
hes für eine gegebene Primzahl kein Indexteiler ist. Der momentanaktuelle Stand der Fors
hung wird eingehend diskutiert und erklärt.Im dritten Kapitel wird untersu
ht, in wieweit Primärdekomposition zurPrimidealfaktorisierung in Komposita eingesetzt werden kann. Zuerst wirddie Te
hnik der Primärdekomposition im Detail diskutiert. Dann wird imtheoretis
hen Teil des dritten Kapitels der verallgemeinerte Kummers
heZerlegungssatz für Komposita bewiesen, und es wird erläutert, warum diePrimärdekomposition für beliebige Komposita ni
ht einsetzbar ist. Ans
hlie-ÿend wird die bereitgestellte Te
hnik und Theorie in Algorithmen umgesetzt.Es werden einerseits Komposita betra
htet, für die die Maximalordnung alsbekannt vorausgesetzt wird. Andererseits wird diese Voraussetzung fallen ge-lassen und überprüft, wel
he Aussagen man auf diesen Fall retten kann.Das zweite und dritte Kapitel sind im Prinzip voneinander unabhängig,jedo
h vereinfa
hen si
h die Algorithmen des dritten Kapitels teilweise dur
hBenutzung von Ergebnissen des zweiten. Wo es Querverbindungen gibt, sinddiese aufgeführt.Der Anhang ist zweigeteilt: Zuerst werden die 
omputerinternen Reprä-sentationen der in dieser Arbeit betra
hteten zahlentheoretis
hen Strukturenerklärt. Dieser Teil ist kurz gehalten, es werden nur die Begri�e erläutert, dietatsä
hli
h in dieser Arbeit benutzt werden. Der zweite Teil des Anhangsbesteht aus Beispielen, wel
he am Computer bere
hnet wurden.Abges
hlossen wird die vorliegende Arbeit dur
h ein Literaturverzei
hnisund einen Index der wi
htigsten Begri�e.I
h mö
hte mi
h an dieser Stelle bei Herrn Prof. Dr. M. E. Pohst herzli
hfür sein väterli
hes Geleit dur
h das Erstellen dieser Arbeit bedanken.I
h danke Dr. Claus Fieker und Dipl.-Math. Janis Meyer für die Dur
h-si
ht einer vorläu�gen Fassung dieser Arbeit. Darüber hinaus gilt mein DankDr. Jürgen Klüners, Dr. Florian Heÿ und Markus Wagner für viele anre-gende Diskussionen und Tipps. Sebastian Freundt s
hulde i
h Dank für seineLATEX-Rats
hläge.Persönli
h mö
hte i
h mi
h an dieser Stelle bei Mathias, Carsten, Clausund Max bedanken.Zum S
hluss bedanke i
h mi
h beim Bundesministerium für Verteidigungbei den zuständigen Stellen, die mir das Studium �nanziert haben.I
h widme diese Arbeit Major Gerald Heuer d, stellvertretend für alle, diees gut mit mir meinen. x



Kapitel 1Grundlagen
p oF Q[ϑ]

〈p〉 Z QDieses Kapitel bespri
ht die Theorie der Primidealzerlegung in algebrais
henZahlkörpern, wel
he ni
ht als Kompositum dargestellt werden. Insbesondereist also ein primitives Element bekannt. Hauptgegenstand ist der Zerlegungs-satz von Kummer1, der die komplette Zerlegung einer Primzahl in einem al-gebrais
hen Zahlkörper bes
hreibt, wel
he kein Indexteiler ist. Abges
hlossenwird das Kapitel dur
h den Algorithmus von Bu
hmann2-Lenstra3, der fürden Indexteilerfall entwi
kelt wurde.Die in diesem Kapitel aufgeführten De�nitionen und Sätze �ndet manin vielen klassis
hen Werken zur algebrais
hen Zahlentheorie, etwa [Poh93,PZ97, Coh93, Nar89, Neu92℄.1.1 Von Algebrais
hen Zahlen zu IndexteilernZuerst wird der Begri� der algebrais
hen Zahl und der ganzen algebrais
henZahl eingeführt:De�nition 1.1. Eine komplexe Zahl α ∈ C heiÿt algebrais
he Zahl, falls esein f(t) ∈ Q[t] gibt, so dass f(α) = 0 gilt. Ist f(t) normiert mit Koe�zientenaus Z, nennt man α ganze algebrais
he Zahl.1Ernst Eduard Kummer, 1810 � 18932Johannes Bu
hmann, b 19533Hendrik Willem Lenstra, b 1949 1



2 Kapitel 1. GrundlagenDasWort �algebrais
h� kommt aus dem Arabis
hen (9. Jahrhundert n.Chr.)und bedeutet in etwa �Re
hnen mit Glei
hungen� [Bos96℄. Alle komplexenZahlen, wel
he ni
ht algebrais
h sind, nennt man transzendente Zahlen.Eine wi
htige zahlentheoretis
he Struktur, ist die des algebrais
hen Zahlkör-pers:De�nition 1.2. Ein Teilkörper F von C heiÿt algebrais
her Zahlkörper,falls die Erweiterung F/Q endli
h ist. F hat dann als Q-Vektorraum betra
h-tet endli
he Dimension dimQ(F), wel
he man den Grad des Zahlkörpers
deg(F) nennt.Statt des Begri�es �algebrais
her Zahlkörper�, sagt man oft au
h nurZahlkörper. Man kann in jedem Zahlkörper die Teilmenge betra
hten, dienur aus den ganzen algebrais
hen Zahlen besteht:De�nition 1.3. Sei F algebrais
her Zahlkörper. Dann nennt man die Menge

oF := {α ∈ F | α ist ganze algebrais
he Zahl }die Maximalordnung oF von F .Die Maximalordnung oF eines Zahlkörpers F bildet einen Unterring, des-sen additive Struktur eine freie abels
he Gruppe vom Rang Rg(oF) = n ist.Man kann daher die Maximalordnung eines Zahlkörpers als freien Z-Modulvom Rang n ansehen. Au
h erfüllen Maximalordnungen die Dedekindringei-gens
haften, siehe (1.2). Eine alternative Bezei
hnung für die Maximalord-nung ist der Begri� des Ringes der ganzen algebrais
hen Zahlen.
Q ist perfekt, damit ist jede Erweiterung separabel. Ein algebrais
herZahlkörper F ist per De�nition eine endli
he Erweiterung von Q. Man kannden Satz vom primitiven Element [Bos96, 3.6, Satz 12℄ anwenden, und erhältein primitives Element ϑ von F . Mit diesem ϑ kann man F als Menge explizithins
hreiben dur
h
F = {a0 + a1ϑ + . . . + adeg(F)−1ϑ

deg(F)−1 | ai ∈ Q, i ∈ Ndeg(F)−1},weshalb man für F au
h die Bezei
hnung Q[ϑ] verwendet. Die vers
hiedenenPotenzen {1, ϑ, . . . , ϑdeg(F)−1} nennt man eine Potenzbasis von F .Für jedes ϑ ∈ F existiert ein normiertes Polynom mϑ(t) ∈ Q[t] kleinstenGrades, für wel
hes ϑ Nullstelle ist. Dieses Polynom nennt man das Mini-malpolynom mϑ(t) von ϑ. Minimalpolynome sind eindeutig bestimmt:Satz 1.4. Sei ϑ eine ganze algebrais
he Zahl, mϑ(t) ∈ Z[t] ein normiertesPolynom mit kleinstmögli
hem Grad und ϑ Nullstelle von mϑ(t) ∈ Z[t]. Dannist mϑ(t) irreduzibel über Q.



Von Algebrais
hen Zahlen zu Indexteilern 3[Mar77, Chapter 2, Theorem 1℄ Für ein ϑ ∈ F nennt man die anderenNullstellen des Minimalpolynoms mϑ(t) die Konjugierten von ϑ. Je zweiZahlkörper, die konjugierte primitive Elemente haben, sind isomorph. Sieunters
heiden si
h nur um die Art der Einbettung in C:De�nition 1.5. Sei F = Q[ϑ] Zahlkörper, sei mϑ(t) das Minimalpolynomvon ϑ mit Nullstellen {ϑ1 := ϑ, . . . , ϑn}, dann nennt man die Abbildungen
σµ : Q[t]/〈mϑ(t)〉Q[t] → C

j∑

i=0

ait
i 7→

j∑

i=0

aiϑ
i
µfür µ ∈ Nn die Q-Einbettungen von F in C.Wenn man von einem algebrais
hen Zahlkörper F spri
ht, meint mandaher eigentli
h die algebrais
he Struktur Q[t]/〈mϑ(t)〉Q[t], zusammen miteiner Einbettung σi.Bemerkung 1.6. In dieser Arbeit soll ein Zahlkörper F immer als die al-gebrais
he Struktur Q[t]/〈mϑ(t)〉Q[t], zusammen mit einer C-Einbettung auf-gefasst werden.Sei für den Rest dieses Abs
hnittes F Zahlkörper mit primitivem Ele-ment ϑ. mϑ(t) sei das Minimalpolynom von ϑ und deg(mϑ(t)) =: n.Betra
htet man bestimmte Z-Untermoduln der Maximalordnung, erhältman den Begri� einer Ordnung:De�nition 1.7. Ein Teilring O von oF heiÿt Ordnung von F , falls O freier

Z-Modul vom Rang n ist und die Eins enthält.Die am einfa
hsten zu konstruierende Ordnung ist die Glei
hungsordnung:De�nition 1.8. Sei Q[ϑ] Zahlkörper, dann ist der Z-Modul
Z[ϑ] := {a0 + a1ϑ + . . . + an−1ϑ

n−1 | ai ∈ Z, i ∈ Nn−1}eine Ordnung von Q[ϑ], wel
he man die Glei
hungsordnung nennt.Für zwei gegebene Ordnungen O1 ⊇ O2 eines Zahlkörpers, die per De�ni-tion Z-Moduln vom Rang n sind, ist der Faktormodul O1/O2 endli
h. Setztman O1 := oF erhält man den Begri� des Index:De�nition 1.9. Sei O Ordnung von F , dann bezei
hnet man die Mä
htigkeitdes Faktormoduls oF/O als den Index von O.



4 Kapitel 1. GrundlagenBildet man für einen Zahlkörper den Faktormodul der Maximalordnungna
h der Glei
hungsordnung, erhält man den Begri� des Index eines primi-tiven Elementes:De�nition 1.10. Man nennt die Zahl i(ϑ) := #oK/Z[ϑ] den Index von ϑin Q[ϑ]. Eine Primzahl p ∈ PZ mit p | i(ϑ) heiÿt Indexteiler von ϑ.Die Indexteiler spielen in der Theorie der Primidealzerlegung eine groÿeRolle.Eine Methode den Index zu bere
hnen, benötigt den Begri� der Diskri-minante, der wiederum über die Begri�e Norm und Spur de�niert ist:De�nition 1.11. Für eine Q-Basis {ω1, . . . , ωn} von F existiert zu jedem
α ∈ F eine Matrix Mα = (mij) ∈ Qn×n mit

α · (ω1, . . . , ωn) = (ω1, . . . , ωn)






m11 . . . m1n... ...
mn1 . . . mnn






Mα nennt man die Darstellungsmatrix von α in der Basis ω1, . . . , ωn.Der Linearen Algebra folgend, de�niert man die Begri�e 
harakteristi-s
hes Polynom, Norm und Spur:De�nition 1.12. Sei Mα die Darstellungsmatrix eines Elementes α ∈ F .Man de�niert das 
harakteristis
he Polynom Cα(t) von α dur
h
Cα(t) := det(t · Idn−Mα) ∈ Q[t],und die Norm NF|Q von α und Spur TrF|Q von α dur
h die Abbildungen

NF|Q : F → Q TrF|Q : F → Q
α 7→ det(Mα) α 7→ Tr(Mα)Ist klar, in wel
hem Zahlkörper man die Norm oder Spur bere
hnen will,s
hreibt man statt NF|Q nur N und statt TrF|Q nur Tr.Jetzt kann man die Diskriminantenabbildung erklären:De�nition 1.13. Sei F Zahlkörper vom Grad n, dann de�niere die Diskri-minante eines n-Tupels dur
h

disc : Fn → Q
(α1, . . . , αn) 7→ det (Tr(αiαj))1≤i,j≤nGilt αi = ϑi−1, setzt man

disc(ϑ) := disc(1, ϑ, . . . , ϑn−1).



Dedekindringe 5Alternativ kann man die Diskriminante eines n-Tupels über die Konju-gierten der Elemente des n-Tupels bere
hnen:Lemma 1.14. Seien α1, . . . , αn ∈ F und σ1, . . . , σn die Q-Einbettungen von
F . De�niere die Matrix M = (mij) ∈ Qn×n mit mij = σi(αj), dann gilt

disc(α1, . . . , αn) = det(M)2[Mar77, Chapter 2, Theorem 6℄ Vers
hiedene Z-Basen der Maximalord-nung oF eines Zahlkörpers F haben glei
he Diskriminanten. Diese Zahl istdaher eine Invariante von F :De�nition 1.15. Sei α1, . . . , αn Z-Basis von oF . Man nennt die Zahl
disc(F) := disc(oF) := disc(α1, . . . , αn)die Diskriminante von F .Eine Anwendung der Diskriminantenabbildung ist, Elemente eines Zahl-körpers auf lineare Unabhängigkeit zu überprüfen:Lemma 1.16. Seien α1, . . . , αn ∈ F . Die αi, i ∈ Nn sind genau dann linearunabhängig in dem Q-Vektorraum F , wenn disc(α1, . . . , αn) 6= 0 ist.[Mar77, Chapter 2, Theorem 7℄ Die Diskriminante von F und die voneinem primitiven Element ϑ erzeugte Glei
hungsordnung stehen in folgenderBeziehung:Satz 1.17. Für die Glei
hungsordnung Z[ϑ] von F gilt

disc(Z[ϑ]) = disc(F) · [oF : Z[ϑ]]2.[Coh93, Proposition 4.4.4℄ Der Index der Glei
hungsordnung geht alsoimmer in zweiter Potenz in die Diskriminante der Glei
hungsordnung ein.Man erhält so eine Mögli
hkeit zum Überprüfen, ob die Glei
hungsordnungbereits die Maximalordnung ist: Ist die Diskriminante der Glei
hungsordnungquadratfrei, stimmen Glei
hungsordnung und Maximalordnung überein.1.2 DedekindringeDieser Abs
hnitt führt ein in den Begri� des Dedekindringes4. In einem De-dekindring gilt im Allgemeinen ni
ht der Satz von der eindeutigen Primfak-torzerlegung, d. h. Dedekindringe sind im Allgemeinen keine ZPE-Ringe. FürIdeale bleibt dieser Satz aber ri
htig:4Ri
hard Dedekind, 1831 � 1916



6 Kapitel 1. GrundlagenJedes Ideal eines Dedekindringes lässt si
h eindeutig als Produkt vonPrimidealen darstellen.Dedekindringe erlangen ihre Bedeutung dadur
h, dass die Maximalord-nung eines Zahlkörpers die Dedekindringeigens
haften erfüllt, und die Er-fors
hung von Maximalordnungen ges
hieht über diese abstraktere Betra
h-tungsweise. Eine interessante historis
he Abhandlung ist [Ull99℄.Zur De�nition des Dedekindringes, benötigt man die Begri�e ganz-abge-s
hlossen und noethers
h:De�nition 1.18. Seien R ⊆ S Integritätsringe.� Ein Element α ∈ S heiÿt ganz über R, wenn α Nullstelle eines nor-mierten Polynoms f(t) ∈ R[t] ist.� S heiÿt ganz über R, wenn jedes Element α ∈ S ganz über R ist.� De�niere den ganzen Abs
hluss von R in S dur
h
Cl(R, S) := {α ∈ S | α ist ganz über R}.� Gilt S = Q(R) und Cl(R, S) = R, so heiÿt R ganz-abges
hlossen inseinem Quotientenkörper oder einfa
h nur ganz-abges
hlossen.Zum Beispiel ist Z ganz-abges
hlossen, denn jede rationale Zahl, die Null-stelle eines normierten Polynoms f(t) ∈ Z[t] ist, ist s
hon aus Z.De�nition 1.19. Ein Integritätsring R heiÿt noethers
h5, falls R eine derdrei folgenden äquivalenten Eigens
haften erfüllt:� Jedes Ideal ist endli
h erzeugt.� Jede aufsteigende Kette von Idealen wird konstant.� Jede ni
ht-leere Menge von Idealen hat ein (ni
ht notwendigerweiseeindeutiges) maximales Element bzgl. der Inklusion.Die Äquivalenz der Aussagen folgt mit [Mar77, Chapter 3, Exer
ise 1℄.Ein Beispiel für einen ni
ht noethers
hen Ring ist der Polynomring über Zin unendli
h vielen Unbestimmten. Jetzt wird der Begri� des Dedekindringeseingeführt:De�nition 1.20. Ein Integritätsring R heiÿt Dedekindring, falls R noe-thers
h und ganz-abges
hlossen ist, und jedes von Null vers
hiedene Primidealist maximal.5Emmy Amalie Noether, 1882 � 1935



Dedekindringe 7Für den Begri� des Dedekindringes existieren mindestens vier äquivalen-te De�nitionen, die für si
h allein genommen s
hon interessant sind [PZ97,Chapter 4, (5.6)℄.Die für diese Arbeit wi
htigste Eigens
haft eines Dedekindringes ist dieMögli
hkeit, jedes Ideal in Primideale zu faktorisieren:Satz 1.21. Sei R Integritätsring. R ist genau dann Dedekindring, wenn jedesIdeal a ∈ I×R eine bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutige Darstellungals Produkt von Primidealen besitzt.[PZ97, Chapter 4, (5.6)℄ [Mar77, Chapter 3, Theorem 16℄ (Dieser Satz unddie folgenden Aussagen gelten au
h für gebro
hene Ideale.) Eine Anwendungvon (1.21) ist, für zwei Ideale a, b eines Dedekindringes den Begri� des Teilerszu de�nieren:De�nition 1.22. Sei R Dedekindring, seien a, b ∈ I×R . Gilt a ⊆ b, sagt man
b teilt a und s
hreibt b | a.Man kann mit (1.22) zum Beispiel die De�nitionen des gröÿten gemein-samem Teilers und des kleinsten gemeinsamen Vielfa
hen auf Idealeübertragen.Dedekindringe sind im Allgemeinen keine Hauptidealringe. Es stellt si
haber heraus, dass aus der Implikation

R ist Hauptidealring ⇒ R ist ZPE-Ringin Dedekindringen eine Äquivalenz wird [Mar77, Chapter 3, Theorem 18℄.Satz 1.23. Sei R Dedekindring, dann ist R genau dann Hauptidealring, wenn
R ZPE-Ring ist.Ein Gegenbeispiel, in dem ein ZPE-Ring, wel
her kein Dedekindring ist,au
h kein Hauptidealring ist, ist Z[t]. Die Verbindung zwis
hen Dedekindrin-gen und Maximalordnungen stellt folgender Satz her:Satz 1.24. Die Maximalordnung eines Zahlkörpers ist ein Dedekindring. Ei-ne Ordnung O eines Zahlkörpers, wel
he ni
ht die Maximalordnung ist, istnoethers
h und jedes Primideal ist maximal, aber O ist ni
ht ganz-abges
hlos-sen.[Mar77, Chapter 3, Theorem 14℄



8 Kapitel 1. Grundlagen1.3 Primidealzerlegung in ErweiterungenSei für diesen Abs
hnitt F = Q[ϑ] algebrais
her Zahlkörper vom Grad n,
p 6= {0} Primideal von oF und p ∈ PZ Primzahl.De�nition 1.25. Die Menge 〈p〉Z ist in oF kein Ideal mehr, wohl aber dieMenge

〈p〉oF = {p · α | α ∈ oF}.
〈p〉oF nennt man die Ho
hhebung des Ideals 〈p〉Z.Gemäÿ dem letzten Abs
hnitt ist eine Maximalordnung oF ni
ht notwen-dig ein Hauptidealring und zwar genau dann ni
ht, wenn oF kein ZPE-Ringist. Primelemente sind irreduzibel und die Umkehrung gilt nur in Hauptideal-ringen. Das bedeutet aber, dass es ein irreduzibles Element in oF geben kann,wel
hes kein Primelement ist, oder idealtheoretis
h: Ist oF kein ZPE-Ring,kann es ein Primideal 〈p〉Z in Z geben, dessen Erzeuger p in oF irreduzibelist, die Ho
hhebung von 〈p〉Z na
h oF ist aber kein Primideal mehr. DiesenVorgang bezei
hnet man als Zerlegung von 〈p〉Z in oF .Eine (fast) vollständige Antwort auf das Zerlegungsverhalten von Prim-idealen in Maximalordnungen gibt der Zerlegungssatz von Kummer, und die-ser Abs
hnitt behandelt die Theorie bis hin zu diesem Satz:De�nition 1.26. Gilt 〈p〉Z ⊆ p, sagt man p liegt über 〈p〉Z oder 〈p〉Z liegtunter p.Lemma 1.27. Folgende Aussagen sind äquivalent:� p liegt über 〈p〉Z� 〈p〉oF ⊆ p� 〈p〉Z = p ∩Q� 〈p〉Z = p ∩ Z� p | 〈p〉oF .[Mar77, Chapter 3, Theorem 19℄. Weiterhin gilt:Lemma 1.28. Für ein Primideal 〈p〉Z aus Z gibt es mindestens ein Primideal
p in oF , wel
hes über 〈p〉Z liegt. Für ein Primideal p aus oF gibt es genauein Primideal 〈p〉Z aus Z, wel
hes unter p liegt.



Primidealzerlegung in Erweiterungen 9[Mar77, Chapter 3, Theorem 20℄ Wegen (1.21) lässt si
h jedes Ideal ineiner Maximalordnung eindeutig darstellen als Produkt von Primidealen. DiePrimideale p1, . . . , pk von oF , wel
he über einem Primideal 〈p〉Z von Z liegen,sind genau diejenigen, die in dieser Faktorisierung auftreten. Die Exponentendieser Faktorisierung und die Grade der Körpererweiterungen [oF/p : Z/〈p〉]erhalten eigene Bezei
hnungen:De�nition 1.29. Es liege p über 〈p〉Z, dann heiÿt der genaue Exponent e,mit dem p in die Primidealfaktorisierung von 〈p〉oF eingeht, der Verzwei-gungsindex e(p|〈p〉) von p über 〈p〉Z.Eine alternative Formulierung ist, den Verzweigungsindex als den Expo-nenten der Potenz von p zu de�nieren, mit der das Primideal p das ho
hge-hobene Ideal 〈p〉oF gerade no
h teilt.De�nition 1.30. Es liege p über 〈p〉Z, dann sind die Faktorringe oF/p und
Z/〈p〉Z Körper. Betra
hte mit der Einbettung

κ : Z/〈p〉Z → oF/p
a + 〈p〉Z 7→ a + p

oF/p als Körpererweiterung von Z/〈p〉Z. Den Grad dieser Körpererweiterungnennt man den Trägheitsgrad f(p|〈p〉) von p über 〈p〉Z.Für die Zerlegung eines Primideals sind also unter anderem die Anzahlder Faktoren der Zerlegung, die Verzweigungsindi
es und die Trägheitsgradeinteressant. Diese drei Werte stehen in folgendem Zusammenhang:Satz 1.31. Sei
〈p〉oF = pe11 · . . . · pekkdie Primidealfaktorisierung der Ho
hhebung von 〈p〉Z in oF . Dann gilt für dieVerzweigungsindi
es e(pi|〈p〉) und die Trägheitsgrade f(pi|〈p〉)

n =

k∑

i=1

e(pi|〈p〉)f(pi|〈p〉).[Mar77, Chapter 3, Theorem 21℄ Bespro
hen wird jetzt der Kummers
heZerlegungssatz. Dieser gilt ni
ht für beliebige Primideale 〈p〉Z aus Z, sondernnur für sol
he, für die der Erzeuger p ni
ht den Index [oF : Z[ϑ]] teilt. Die-se Voraussetzung kann man allgemeiner mit dem Begri� des Führers einerOrdnung formulieren:



10 Kapitel 1. GrundlagenDe�nition 1.32. Sei O Ordnung von F , dann nennt man
F(O) := {x ∈ oF | x · oF ⊆ O}den Führer von O in oF .Eine umgangsspra
hli
he Erklärung des Führers gibt folgende Bemer-kung:Bemerkung 1.33. Der Führer F(O) von O in oF ist ein Ideal in O und au
hein Ideal in oF . F(O) ist das gröÿte Ideal der Maximalordnung oF , wel
hesno
h vollständig in O enthalten ist.Au
h gibt der Begri� des Führers eine Antwort auf die Frage, für wel
heIdeale in einer beliebigen Ordnung O eine eindeutige Primidealfaktorisierungexistiert. Für beliebige Ideale in beliebigen Ordnungen kann es keine ein-deutige Primidealfaktorisierung geben, da O dann Dedekindring wäre, siehe(1.21) und (1.24). Die Primidealfaktorisierung gilt aber für die Ideale a von

O, wel
he 
omaximal zum Führer F(O) sind:Satz 1.34. Sei O Ordnung von F , a e
htes Ideal in O und es gelte
a + F(O) = O.Dann besitzt a in O eine, bis auf die Reihenfolge der Faktoren, eindeutigeDarstellung als Produkt von Primidealen von O.[PZ97, Chapter 6, (2.26)℄ Jetzt wird der Zerlegungssatz bespro
hen:Satz 1.35. Zerlegungssatz von KummerSei F = Q[ϑ] Zahlkörper mit Minimalpolynom mϑ(t) ∈ Z[t]. Sei F(Z[ϑ]) derFührer von Z[ϑ] in oF . Sei 〈p〉Z ein Primideal von Z, für wel
hes gilt, dass

〈p〉Z[ϑ] 
omaximal zu F(Z[ϑ]) ist.
〈p〉oF hat in oF folgende Primidealfaktorisierung:� Sei mϑ(t) die Reduktion von mϑ(t) modulo p und

mϑ(t) =
r∏

i=1

fi(t)
ei
, e1, . . . , er ∈ Ndie Primpolynomzerlegung von mϑ(t) in Fp[t].



Primidealzerlegung in Erweiterungen 11� Seien fi(t) ∈ Z[t] normierte Urbilder von fi(t) bezügli
h der Restklas-senabbildung
¯ : Z[t]→ Fp[t]

l∑

µ=1

αµt
µ 7→

l∑

µ=1

αµt
µDann hat 〈p〉oF in oF die Primidealfaktorisierung

〈p〉oF = pe11 · . . . · perrmit pi := 〈p〉oF + 〈fi(ϑ)〉oF . Es gilt f(pi|〈p〉) = deg(fi).[PZ97, Chapter 6, (2.27)℄ Die Voraussetzung, dass das zu zerlegende Ide-al 
omaximal zum Führer der betra
hteten Ordnung sein muss, lässt si
halgorithmis
h nur s
hwer verwenden, oder, wie in [PZ97, Seite 392℄: �A di-re
t atta
k of the problem is not very promising...�, da die Bere
hnung desFührers zwingend die Kenntnis der Maximalordnung voraussetzt. Man for-muliert stattdessen hinrei
hende Bedingungen für die Comaximalität des zuzerlegenden Ideals zum Führer, wel
he lei
hter na
hprüfbar sind:Lemma 1.36. Seien die Voraussetzungen wie in (1.35). Dann ist 〈p〉oF +
F(Z[ϑ]) = oF erfüllt, wenn zum Beispiel gilt:

[oF : Z[ϑ]] 6∈ 〈p〉Z,oder au
h, wenn gilt:
disc(mϑ(t)) 6∈ 〈p〉Z[PZ97, Chapter 6, (2.29)℄ Mit (1.35) kann man jetzt einen Algorithmuszur Primidealfaktorisierung formulieren:Algorithmustabelle 1: AlgKummerInput: Zahlkörper F = Q[ϑ] gegeben dur
h Minimalpolynom

mϑ(t) =
∑g

i=1 αit
i ∈ Z[t]Primzahl p ∈ PZ kein IndexteilerOutput: Menge M von Tripeln {p, e, f}mit p ∈ PoF

, p | 〈p〉oF ,
e = e(p|〈p〉), f = f(p|〈p〉){Bekannt ist eine Ganzheitsbasis von F}begin



12 Kapitel 1. Grundlagen{Reduziere Minimalpolynom modulo p}
mϑ(t)←

∑g
i=1 αit

i{Faktorisiere reduziertes Minimalpolynom}Sei ∏h
j=1 f

ej
j (t) die Faktorisierung von mϑ(t) in Fp[t]{Bilde Menge M}

M ← ∅for all j ∈ {1, . . . , h} do
M ← M ∪ {{p, fj(ϑ)}, ej, deg(fj(t))}end forreturn MJetzt ist deutli
h, warum der Index eines primitiven Elementes in derTheorie der Primidealzerlegung groÿe Bedeutung hat. Kennt man mehrereprimitive Elemente, wird man eines wählen, dessen Index mögli
hst wenigPrimteiler hat, denn so kann man für eine gröÿere Anzahl von Primzahlendie Primidealfaktorisierung mit dem Kummers
hen Zerlegungssatz bere
h-nen. Im Allgemeinen sind Indexteiler aber unvermeidbar, denn es gibt Zahl-körper F mit der Eigens
haft, dass für jedes primitive Element ϑ von F(mindestens) eine Primzahl p existiert, wel
he den Index teilt, siehe (2.19).Man muss also Methoden für die Primidealfaktorisierung von Indexteilernbereitstellen. Diese Theorie wird im nä
hsten Abs
hnitt mit dem Algorith-mus von Bu
hmann-Lenstra behandelt.1.4 Der Algorithmus von Bu
hmann-LenstraSei für diesen Abs
hnitt O Ordnung eines Zahlkörpers F und p ∈ PZ Prim-zahl.Dieser Abs
hnitt bes
häftigt si
h mit der Frage, wie man die Primideal-zerlegung in Zahlkörpern bere
hnen kann, wenn die zu zerlegende Primzahl

p Indexteiler ist. Der Algorithmus AlgKummer ist anwendbar auf den �einfa-
hen� Fall, also p kein Indexteiler. Der Algorithmus von Bu
hmann-Lenstraist eine Bere
hnungsmethode für den Indexteilerfall. Er besteht im Wesent-li
hen aus drei S
hritten:(1) Bere
hne das p-Radikal Ip(oF) der Maximalordnung.(2) Bere
hne Idealprodukte H1, . . . , Hg aus Primidealen, wel
he über pidentis
hen Verzweigungsindex haben. (In der englis
hen Literatur nenntman diesen Vorgang �equal degree fa
torisation�.)



Der Algorithmus von Bu
hmann-Lenstra 13(3) Zerlege die H1, . . . , Hg in Primideale.Es wird nun der Begri� des p-Radikals eingeführt, wel
her aus dem Um-feld des von Zassenhaus6 vorgestellten Round-2 Algorithmus [Poh93, V, 2℄,[Coh93, Theorem 6.1.3℄ entliehen ist:De�nition 1.37. De�niere das p-Radikal Ip(O) von O dur
h
Ip(O) := {x ∈ O | ∃ m ≥ 1, so dass gilt xm ∈ pO}.Ist klar, wel
he Ordnung gemeint ist, s
hreibt man au
h Ip := Ip(O).Wi
htig ist der Begri� des p-Radikals aufgrund folgender Proposition:Proposition 1.38. Für das p-Radikal Ip(O) gilt:(1) Das p-Radikal Ip(O) ist ein Ideal von O.(2) Ip(O) ist das Produkt der in O über p liegenden Primideale.(3) Es existiert eine ganze Zahl m mit Imp (O) ⊆ 〈p〉O.[Coh93, Proposition 6.1.2℄ Die Bere
hnung des p-Radikals einer Ordnungerfolgt zum Beispiel über den Kern einer Potenz des Frobenius-Homomor-phismus [Poh93, V, 2℄, oder über die Spurabbildung [Fri00, Kapitel 5℄.S
hritt 2 im Algorithmus von Bu
hmann-Lenstra ist die Bere
hnung vonIdealprodukten H1, . . . , Hr in oF , wobei ein Produkt Hµ, µ ∈ Nr, genau ausden Primidealen besteht, wel
he in die Primidealfaktorisierung von 〈p〉oF mitVerzweigungsindex µ eingehen:Bemerkung 1.39. Bere
hnung der Idealprodukte Hµ� Für j ≥ 0 setze Kj := Ip(oF)j + 〈p〉oF . Seien p1, . . . , pg die in oF über

p liegenden Primideale. Dann gilt:
Kj =

g
∏

i=1

p
min(ei,j)
i ,da jeder Faktor mit Exponent min(ei, j) in Kj eingeht.� Es gilt Kj−1 ⊇ Kj ⇒ Kj−1 | Kj, de�niere damit:

Jj :=
Kj

Kj−1
.Die Jj sind genau das Produkt der Primideale pi aus oF für die e(pi|〈p〉) ≥

j gilt.6Hans Zassenhaus, 1912 � 1991



14 Kapitel 1. Grundlagen� Mit Jj+1 ⊇ Jj ⇒ Jj+1 | Jj setze
Hj :=

Jj
Jj+1

.Zur Bere
hnung der Hj ist man im Rahmen einer Implementation aufAlgorithmen zur Multiplikation und Division von Idealen angewiesen, siehedafür [PZ97, Chapter 6, 3℄, [Coh93, Proposition 4.7.2℄.Man hat jetzt Idealprodukte H1, . . . , He vorliegen, von denen man weiÿ,dass sie aus paarweise vers
hiedenen Primidealen, also maximalen Idealenbestehen:
Hj =

∏

〈p〉oF⊆pj,i

e(pj,i|〈p〉)=j

pj,iAlle pj,i treten in diesen Produkten in erster Potenz auf. Man muss zumFinden der Primidealzerlegung von 〈p〉oF nur die Hj in Primideale zerle-gen, denn die Verzweigungsindi
es der pj,i über 〈p〉Z sind bekannt. Es istmögli
h, den Restklassenring oF/Hj für jedes j au
h als Vektorraum über
Z/pZ = Fp zu betra
hten, da alle Faktoren der Produkte Hj das Ideal 〈p〉oFteilen. oF/Hj wird als Ringerweiterung von Z/pZ und als Fp-Vektorraum,also als Fp-Algebra interpretiert. Deshalb bezei
hnet man den letzten S
hrittim Algorithmus von Bu
hmann-Lenstra als die Zerlegung der Fp-Algebra
oF/Hj. Die Zerlegung von oF/Hj basiert auf folgendem Lemma:Lemma 1.40. Sei A eine endli
he, separable Algebra über dem endli
henKörper Fp. Dann existiert ein e�zienter Algorithmus, wel
her entweder na
h-weist, dass A Körper ist, oder ein ni
ht-triviales idempotentes Element ε ∈ A�ndet, d. h. ein Element ε 6∈ {0, 1}, für wel
hes ε2 = ε gilt.Da man den Beweis von (1.40) kennen muss, um den Algorithmus vonBu
hmann-Lenstra zu verstehen, wird hier eine kurze Skizze des Beweisesgegeben:Beweis. (von (1.40)) A ist als endli
he separable Algebra isomorph zu einemendli
hen Produkt von Körpern, zum Beispiel

A ∼= A1 × . . .×Ak.Betra
hte den Fp-Vektorraumendomorphismus
ϕ : A→ A

α 7→ αp − α.



Der Algorithmus von Bu
hmann-Lenstra 15Es gilt Fp ⊆ ker(ϕ), wenn man Fp mit Hilfe der Abbildung
ι : Fp → A

a 7→ (a · 1A1 , . . . , a · 1Ak)in A eingebettet, denn für einen endli
hen Körper K mit #K = p gilt, wegendes kleinen Satzes von Fermat7 und #K× = p− 1:
xp−1 = 1K ⇔

xp

x
= 1K ⇔ xp = x⇔ xp − x = 0.Für α = (α1, . . . , αk) ∈ A gilt nun α ∈ ker(ϕ) dann und nur dann, wennfür alle i ∈ Nk αi in Fp ist. Das bedeutet dim(ker(ϕ)) = k, und daher

dim(ker(ϕ)) = 1 genau dann, wenn A Körper ist, denn das kartesis
he Pro-dukt von zwei Körpern kann kein Körper sein. Es existieren e�ziente Algo-rithmen zum Bere
hnen des Kerns von Homomorphismen [Knu97b, Chapter4.6.2, Algorithm N℄, damit ist der erste Teil des Lemmas bewiesen.Sei nun dim(ker(ϕ)) > 1 und α ∈ ker(ϕ)\Fp. Ermittle, zum Beispiel dur
hBere
hnung von aufeinander folgenden Potenzen von α, das Minimalpolynom
mα(t) ∈ Fp[t] von α über Fp. Es gilt

lcm{mα1(t), . . . , mαk(t)} = mα(t),dabei sind die mαi(t) die Minimalpolynome der einzelnen Komponenten. We-gen α ∈ ker(ϕ) gilt deg(mαi(t)) = 1 für alle i. Damit ist mα(t) quadratfreiund ein Produkt von mindestens zwei Linearfaktoren, denn angenommen war
α 6∈ Fp. Sei also mα(t) = m1(t)m2(t) mit m1(t), m2(t) ∈ Fp[t]. Da mα(t) qua-dratfrei ist, sind m1(t) und m2(t) 
oprim und mit Euklid8 kann man zweiPolynome f1(t), f2(t) ∈ Fp[t] �nden, so dass gilt

f1(t)m1(t) + f2(t)m2(t) = 1.Setze ε := f1(α)m1(α), dann ist
(f1(α)m1(α))2 = f1(α)m1(α),wegen
f1(α)m1(α)− 1 = f2(α)m2(α).Also ist ε idempotent. Mit
gcd(f1, m2) = gcd(f2, m1) = 1und
deg(m1(t)), deg(m2(t)) ≥ 1gilt ε 6∈ {0, 1}.7Pierre de Fermat, 1601 � 16658Euklid, vermutli
h 325 v. Chr. � 265 v. Chr.



16 Kapitel 1. Grundlagen(1.40) ist auf oF/Hj anwendbar, da die Erweiterung (oF/Hj)/Fp end-li
h ist. Au
h ist oF/Hj separabel, denn Hj ist als Produkt von vers
hiede-nen maximalen Idealen quadratfrei. Wende nun (1.40) auf die Erweiterung
(oF/Hj)/Fp an:Bemerkung 1.41. Zerlegung von oF/Hj mit (1.40)(1) Liefert der Algorithmus aus (1.40), dass oF/Hj Körper ist, ist manmit Hj fertig, denn Hj ist maximal, damit Primideal und geht in dieFaktorisierung von 〈p〉Z mit Verzweigungsindex j ein.(2) (Setze Hj =: H für diesen Unterpunkt.) Der Algorithmus aus (1.40)liefert als Ergebnis ein Idempotent ε ∈ oF/H. Sei e ∈ oF ein Reprä-sentant von ε. Setze

H1 := H + 〈e〉oF und H2 := H + 〈1− e〉oF ,dann gilt H = H1 ·H2, denn
H1 ·H2 = (H + eoF) · (H + (1− e)oF)

= H ·H
︸ ︷︷ ︸

⊆H

+ (1− e)H · oF
︸ ︷︷ ︸

=(1−e)H
=H−eH⊆H

+ eoFH
︸ ︷︷ ︸

=eH⊆H

+ eoF(1− e)oF
︸ ︷︷ ︸

⊆e(1−e)oF
=(e−e2)oF

⊆ Hwegen e(1−e) = e−e2 ∈ H. (Das ist gerade die Idempotenteigens
haftvon e + H = ε in oF/H.) Mit einem analogen Argument zeigt man für
x ∈ H au
h x ∈ H1 ·H2.(3) Mit (2) ist Hj ni
ht-trivial in zwei Idealprodukte Hj,1, Hj,2 zerlegt. Wen-de (1.40) auf Hj,1 und Hj,2 rekursiv an. Na
h spätestens k S
hritten istman fertig, wenn k die Anzahl der Primfaktoren von H ist.Jetzt kann man den Algorithmus von Bu
hmann-Lenstra zusammenhän-gend formulieren. Zuerst folgen zwei Bemerkungen, die alternative Mögli
h-keiten zur Zerlegung von oF/Hj bes
hreiben:Bemerkung 1.42. Zerlegung von oF/Hj mit Hilfe der Primpolynom-zerlegung von mα(t)Es gibt e�ziente Verfahren zum Bere
hnen der Primpolynomzerlegung ei-nes Polynoms f(t) ∈ Fp[t] über einem endli
hen Körper [PZ97, Chapter2, 3℄, [Knu97b, Chapter 4.6.2℄. Statt nun im Fall, dass oF/Hj kein Kör-per ist, Hj in ledigli
h zwei ni
ht-triviale Ideale aufzuteilen, faktorisiert mandas Minimalpolynom mα(t) im Beweis von (1.40) in Fp[t]. Man erhält so



Der Algorithmus von Bu
hmann-Lenstra 17die vollständige Zerlegung von Hj. Aufgrund der E�zienz der Verfahren zurPolynomfaktorisierung war diese Variante für lange Zeit in dem Computeral-gebrasystem KANT-V4 [DFK+97℄ implementiert.Bemerkung 1.43. Zerlegung von oF/Hj mit Hilfe eines primitivenElementes
(oF/Hj)/Fp ist endli
h und separabel. Man erhält ein primitives Element
αj + Hj ∈ oF/Hj mit

oF/Hj = Fp[αj + Hj] ∼= Fp[t]/〈mα+Hj (t)〉Fp[t].Bezei
hne Cj(t) ∈ Z[t] ein beliebiges Urbild des 
harakteristis
hen Polynoms
Cj(t) ∈ Fp[t] von αj + Hj. Dann sei

Cj(t) =

gj∏

i=1

qj,i(t)die Primpolynomzerlegung von Cj(t) modulo p in Fp[t]. Die Ideale
qj,i = Hj + 〈qj,i(αj)〉oFsind maximal und das Produkt

Hj =

gj∏

i=1

qj,iist die gewüns
hte Zerlegung der Hj in ein Produkt von Primidealen. DerBeweis ist derselbe wie beim Kummers
hen Zerlegungssatz.Der konzeptuell s
hwierigste Teil, nämli
h die Zerlegung der separablen
Fp-Algebra oF/Hj ist erstaunli
herweise der Teil, der am wenigsten Re
hen-zeit erfordert. Die meiste Zeit im Algorithmus von Bu
hmann-Lenstra ver-bringt ein Computer mit der Idealmultiplikation und Idealdivision beim Be-re
hnen der Idealprodukte Hj. Man ist deshalb bestrebt, diesen Re
hens
hrittso e�zient wie mögli
h zu gestalten. Es stellt si
h heraus, dass man eineVielzahl von Problemen im Zusammenhang mit der Hermite-Normalformvon Idealen, wie zum Beispiel die Koe�zientenexplosion, siehe Anhang (A),vermeiden kann, wenn man die Bere
hnungen für alle verwendeten Idealemodulo poF dur
hführt. Man bedenke, dass man mit Koe�zienten aus ei-nem endli
hen Körper re
hnet, dessen Kardinalität �sehr klein� ist, denn fürden verwendeten endli
hen Körper Fp ist p Indexteiler (sonst verwendet mannatürli
h den Kummers
hen Zerlegungssatz direkt).



18 Kapitel 1. GrundlagenMan wird also alle beteiligten Ideale modulo poF angeben. Ledigli
h dieIdeale im Ergebnis werden mit Hilfe der 2-Element Darstellung bes
hreiben,siehe (A.10).Der vollständige Algorithmus zur Bere
hnung der Primidealfaktorisierungist in den Algorithmustabellen 2 und 3 formuliert:Algorithmustabelle 2: AlgPIDe
AbsInput: Zahlkörper F = Q[ϑ] gegeben dur
h Minimalpolynom mϑ(t) ∈ Z[t],Primzahl p ∈ PZOutput: Eine Menge M von Tripeln {p, e, f}mit p ∈ PoF
und p | 〈p〉,

e = e(pi|〈p〉), f = f(p|〈p〉){Bekannt ist eine Ganzheitsbasis von F}{Alle Ideale, werden dargestellt modulo poF dur
h eine Fp-Basis}if p ∤ [oF : Z[ϑ]] then{Rufe Algorithmus AlgKummer auf}return 
all AlgKummer (mϑ(t), p)end ifBere
hne p-Radikal Ip(oF)Bere
hne Fp-Basis β̄1, . . . , β̄l von Ip(oF)/poF{Bere
hnung der Ki}
K1 ← Ip(oF)/poF , i← 1while Ki 6= {0} do

i← i + 1, Ki ← K1Ki−1end while{Bere
hnung der J j}
J1 ← K1for j = 2, . . . , i do

J j ← KjK
−1
j−1end for{Bere
hnung der Hj}for j = 1, . . . , i− 1 do

Hj ← JjJ
−1
j+1end for

H i ← J i{Initialisierung Idealliste }
L ← {H1, . . . , Hj}while L 6= ∅ do{Zerlegung der Idealprodukte}



Der Algorithmus von Bu
hmann-Lenstra 19Sei Hµ ∈ L{Bere
hne Fp-Basis B der Algebra A := oF/Hµ = (oF/poF)/(Hµ/poF)}Sei B̄ := β̄1, . . . , β̄r Fp-Basis von Hµergänze B̄ zu einer Basis β̄1, . . . , β̄n von oF/poF
β̄r+1, . . . , β̄n ist Fp-Basis von A{Rufe Algorithmus ZerlSepA auf}
{E1, E2} ← 
all ZerlSepA (β̄r+1, . . . , β̄n, p)if E1 = True thenreturn {Hµ, µ, dimFp(A) = #B̄}else
L ← L ∪ E2end if
L ← L \Hµend whileEin Algorithmus AlgZerSepA ist separat angegeben. Es wird das Verfah-ren aus dem Beweis von (1.40) benutzt:Algorithmustabelle 3: AlgZerSepAInput: Fp-Algebra oF/H , gegeben dur
h Basis A = ᾱ1, . . . , ᾱrPrimzahl p ∈ PZOutput: {True, ∅} falls oF/H Körper ist,{False, {A1, A2}} mit A1 | H , A2 | H sonst{Alle Ideale, werden dargestellt modulo poF dur
h eine Fp-Basis}begin: {Bere
hne Abbildung} Sei M die Matrix der Abbildung

ϕ : A→ A, x 7→ xp − x bzgl. der Basis A{Bere
hnung der Matrix des Kerns}
M1 ← ker(M)if Rg(M1) > 1 then{H ist Primideal}return {True, ∅}else{Zerlege Hµ}Sei e wie in (1.41) (2)

H1 ← H + eoF
H2← H + (1− e)oFreturn {False, {H1, H2}}



20 Kapitel 1. Grundlagenend ifWie in (1.42) angedeutet, wird die Zerlegung der Algebra oF/H in Algo-rithmus AlgZerSepA in der Realität meistens ersetzt dur
h die Polynomfak-torisierung des Minimalpolynoms eines primitiven Elementes der Algebra.Weitere Verfahren zum Bere
hnen der Primidealfaktorisierung für denFall von Indexteilern sind zum Beispiel der Ore9-Pohst10-Algorithmus [Poh91,Ogn94℄ und das Newton11-Polygon-Verfahren [Coh93, Chapter 6.2.1℄.

9Oystein Ore, 1899 � 196810Mi
hael Pohst, b 194511Sir Isaa
 Newton, 1643 � 1727



Kapitel 2Der Algorithmus von Fieker
F = Q[ϑ1, ϑ2, . . . , ϑn]

Q[ϑ1] Q[ϑ2] . . . Q[ϑn]

QIn diesem Kapitel werden Zahlkörper betra
htet, wel
he als Kompositum vonmehreren Zahlkörpern Q[ϑ1], . . . , Q[ϑn] gegeben sind. Die Aufgabe ist, diePrimidealfaktorisierung einer Primzahl p in K = Q[ϑ1, . . . , ϑn] zu bere
hnen.Um den Zerlegungssatz (1.35) auf K anwenden zu können, ist die Kenntniseines primitiven Elementes ϑ von K zwingend notwendig. Die Idee liegt nahe,in K ein primitives Element zu su
hen. Genau das ma
ht der Algorithmusvon Fieker1.Erstaunli
herweise ist dieses Problem alles Andere als trivial: Es ist ni
hts
hwierig für einen Zahlkörper Q[ϑ1, . . . , ϑn], ein Element hin zus
hreiben,wel
hes intuitiv primitiv sein sollte; zum Beispiel ∑n
i=1 niϑi mit natürli
henZahlen ni. Jedo
h muss man im Rahmen einer Implementation die Primiti-vität na
hweisen und der S
hwerpunkt liegt auf einem s
hnellen Na
hweis.Viellei
ht ist es sogar mögli
h, das neue primitive Element ϑ ∈ K so zu wäh-len, dass die Primzahl p für ϑ kein Indexteiler ist? Und hat man Verfahrengefunden, primitive Elemente so zu bestimmen, so dass man das Indextei-lerproblem los wird, kann man dann diese Verfahren auf den absoluten Fallanwenden, so dass zur Bestimmung der Primidealfaktorisierung der Zerle-gungssatz (1.35) ausrei
ht?1Claus Fieker, b 1969 21



22 Kapitel 2. Der Algorithmus von FiekerDer erste und zweite Teil dieses Kapitels bes
häftigt si
h mit dem Fin-den und dem Na
hweis von primitiven Elementen in absoluten Zahlkörpernbzw. in Komposita. Da die Untersu
hungen für den Kompositafall auf denErgebnissen des absoluten Falls aufbauen, wird in (2.1) der absolute, in (2.2)der Kompositafall behandelt.In (2.3) wird die Frage diskutiert, ob es mögli
h ist, primitive Elementeso zu bestimmen, dass eine gegebene Primzahl p kein Indexteiler ist.2.1 Primitivitätsna
hweis in ZahlkörpernIn diesem Abs
hnitt werden Verfahren zum Na
hweis der Primitivität ei-nes Elementes α ∈ Q[ϑ] bespro
hen. Dabei wird besonders Wert auf denalgorithmis
hen Aspekt gelegt, d. h. es wird für jede Darstellungsart eineralgebrais
hen Zahl α aus (A.1) mindestens ein Verfahren angegeben, wel
hessi
h für diese Darstellungsart eignet.Sei für diesen Abs
hnitt F = Q[ϑ] Zahlkörper vom Grad n. Sei mϑ(t) ∈
Z[t] das Minimalpolynom von ϑ.Primitive Elemente können benutzt werden, um Potenzbasen zu bilden.Insbesondere sind die 0-te bis (n − 1)-te Potenz eines primitiven Elementslinear unabhängig. Man erhält:Lemma 2.1. α ∈ Q[ϑ] ist genau dann primitiv, wenn gilt

disc(1, α, . . . , αn−1) 6= 0.Beweis. Die n vers
hiedenen Elemente {1, α, . . . , αn−1} sind genau dann li-near unabhängig in dem n-dimensionalen Q-Vektorraum Q[ϑ], wenn
disc(1, α, . . . , αn−1) 6= 0ist, siehe (1.16).Wird α in einem Computer in Minimalpolynomdarstellung repräsentiert,siehe (A.1), kann man disc(1, α, . . . , αn−1) über

disc(1, α, . . . , αn−1) = disc(mα(t)) = (−1)(
n
2) N(m′

α(α))ermitteln [Mar77, Chapter 3, Theorem 8℄. Man spart si
h so das Bere
hnender Spurmatrix in der De�nition der Diskriminante, vergl. (1.13).Liegt α ∈ F in Minimalpolynomdarstellung vor, betra
htet man den Graddes Minimalpolynoms:



Primitivitätsna
hweis in Zahlkörpern 23Lemma 2.2. Für α ∈ F gilt:
deg(mα(t)) = n⇐⇒ α ist primitiv.Dieses Verfahren ist für algebrais
he Zahlen in Minimalpolynomdarstel-lung das s
hnellste. Ist α in Matrixdarstellung gespei
hert, siehe (A.3), erhältman ein weiteres Kriterium für die Primitivität:Lemma 2.3. Sei Mα ∈ Qn×n die Darstellungsmatrix von α und Cα(t) ∈ Q[t]das 
harakteristis
he Polynom, siehe (1.12), dann gilt:
Cα quadratfrei ⇒ α ist primitiv.Beweis. Ist das 
harakteristis
he Polynom Cα(t) quadratfrei, so muss es be-reits das Minimalpolynom sein, da das 
harakteristis
he Polynom eine Potenzdes Minimalpolynoms ist. Aufgrund der De�nition von Cα(t),
Cα(t) := det(t · Idn−Mα) ∈ Q[t],gilt

deg(Cα(t)) = n.Dann ist au
h deg(mα(t)) = n und mit (2.2) folgt die Behauptung.Mit Hilfe der Norm und Spur kann man für ein Element α ents
heiden,ob es primitiv ist:Lemma 2.4. Sei α ∈ F . Dann gilt:
N(α) ist keine p-te Potenz für alle p mit p | n =⇒ α ist primitiv.Beweis. Nehme an, dass α ni
ht primitiv ist. Dann teilt der Grad von α, alsoder Grad des Minimalpolynoms deg(mα(t)) =: d, den Grad der Körpererwei-terung F/Q und die Darstellungsmatrix Mα ∈ Qn×n hat Käst
hengestalt:

Mα =








. . . 




Jedes einzelne Käst
hen entspri
ht der Darstellungsmatrix von α in demZahlkörper Q[α]. Na
h dem Gradsatz gilt

[F : Q[α]] =
n

d
=: δ,



24 Kapitel 2. Der Algorithmus von Fiekerund δ ist au
h die Anzahl der Käst
hen in Mα. Die Norm von α ist de�niertals die Determinante det(Mα) der Darstellungsmatrix. Mit dem Determinan-tenmultiplikationssatz ist
NF|Q(α) = NQ[α]|Q(α)

n
deine p-te Potenz, mit p|n.(2.4) angewandt auf die Spur erhält folgende Form:Korollar 2.5. Sei α ∈ F . Dann gilt:

p ∤ Tr(α) für alle p | n =⇒ α ist primitiv.Beweis. Analog zu (2.4). Ersetze die Multiplikativität der Norm bzw. derDeterminante dur
h die Additivität der Spurabbildung.Ist für α ∈ F eine Repräsentation mit Hilfe der Darstellungsmatrix be-kannt, wird man der Methode in (2.5) statt der in (2.4) den Vorzug geben,da statt Multiplikation Addition verwendet wird. Man hat ledigli
h die Ko-e�zienten auf der Diagonale zu addieren.Ist für ein α ∈ F das 
harakteristis
he Polynom
Cα(t) := tn + a1t

n−1 + . . . + an ∈ Q[t]bere
hnet, kann man dur
h Betra
htung des Koe�zienten a1 sogar auf dieseAddition verzi
hten:Korollar 2.6. Sei
Cα(t) := tn + a1t

n−1 + . . . + an ∈ Q[t]das 
harakteristis
he Polynom von α ∈ F . α ist primitiv, wenn mindestenseiner der folgenden Punkte erfüllt ist:(1)
∀p ∈ N mit p | n gilt p ∤ a1.(2)

|an| ist keine p-te Potenz für alle p mit p | n.Beweis. Es gilt (−1)a1 = Tr(α) und N(α) = (−1)nan. Die Behauptung folgtmit (2.5) und (2.4).



Primitivitätsna
hweis in Zahlkörpern 25Normalerweise werden Elemente α ∈ F in Standardrepräsentation ange-geben, siehe (A.2). Will man auf diese Darstellung zum Beispiel (2.1) an-wenden, wird man bestrebt sein, modulare Bere
hnungen auszuführen. Manverlagert den Berei
h der beteiligten Koe�zienten von Z na
h Fp, erhält aberfür den Na
hweis der Primitivität keine Äquivalenzaussagen mehr, sondernnur no
h notwendige Bedingungen:Lemma 2.7. Sei α ∈ Q[ϑ] und p ∈ PZ Primzahl. Seien
αµ =

∑n−1
j=0 aµ,jϑ

j

dµ
, µ ∈ N0

n−1, d ∈ NStandardrepräsentationen der Potenzen {1, α, . . . , αn−1}. Sei (mi,j) ∈ Qn×nmit mi,j := aµ+1,j+1. Dann ist α primitiv, wenn gilt:
det((mi,j)

p
) 6= 0.Hier stellt (mi,j)

p ∈ Fn×np die Matrix (mi,j) modulo p reduziert dar.Beweis. o.B. d.A. ist (mi,j) =: M ∈ Zn×n, denn betra
hte statt M die Ma-trix dM mit d =
∑n−1

ν=0 dµ. Multiplikation von M mit d hat keinen Ein�ussauf die lineare (Un)Abhängigkeit der Spalten.Zeige zuerst die Behauptung für den ni
ht-modularen Fall: In dem Q-Vektorraum Q[ϑ] istM die Übergangsmatrix von der Q-Basis {1, ϑ, . . . , ϑn−1}zu den Elementen {1, α, . . . , αn−1}. Gilt det(M) 6= 0, hat M vollen Rang und
{1, α, . . . , αn−1} ist na
h dem Basisaustaus
hsatz eine Basis von Q[ϑ]. Daherist α mit (2.1) primitiv.Zu zeigen bleibt: Existiert eine beliebige Primzahl p ∈ PZ mit det(M

p
) 6=

0, so gilt det(M) 6= 0. Beweis dur
h Widerspru
h: Zeige
det(M) = 0 =⇒ det(M

p
) = 0 für alle p ∈ PZ.Seien x, y ∈ Z, p ∈ PZ eine Primzahl und für ein a ∈ Z sei ap die Reduktionmodulo p. Da die Restklassenabbildung

¯ : Z→ Z/pZ
x 7→ x + pZhomomorph ist, gilt für die Addition

(x + y)
p

= xp + yp,analog für die Multiplikation
(x · y)

p
= xp · yp.



26 Kapitel 2. Der Algorithmus von FiekerAn der Bere
hnung der Determinante einer Matrix (mk,l) ∈ Zn×n sind abernur Addition und Multiplikation beteiligt:
det((mk,l)) =

∑

σ∈Sn

sgn(σ)
n∏

k=1

mk,σ(k).Damit gilt det((mk,l))
p

= det((mk,l
p)).In der Praxis wird man so vorgehen, dass man beginnend ab einer klei-nen Primzahl, die Matrix M modulo p reduziert, um dann von dieser re-duzierten Matrix die Determinante zu bere
hnen. Man probiert eine Reihevon Primzahlen p1, p2, . . . dur
h, bis man eine Primzahl pn gefunden hat, fürdie M

pn 6= 0 gilt. Es stellt si
h jetzt die Frage, ob es s
hneller ist, glei
hdie Determinante der Matrix M zu bere
hnen, oder M erst zu reduzieren,viellei
ht sogar mehrfa
h für vers
hiedene Primzahlen, um na
h einigen Be-re
hnungen festzustellen, dass tatsä
hli
h det(M) = 0 gilt. Untersu
hungen,dur
hgeführt mit dem Computeralgebrasystem KANT-V4 zeigen, dass es si
hprinzipiell lohnt, ab einer Spaltenanzahl gröÿer als 20 die Matrix zu reduzie-ren und nur no
h die Determinante der reduzierten Matrix zu bere
hnen.Au
h zeigt si
h, dass es bei einer Reduktion modulo 3 praktis
h zu keinenFehlern mehr kommt. Für Details sei auf Anhang (B.1) verwiesen.Aus (2.7) folgt des Weiteren:Lemma 2.8. Seien die Bezei
hnungen wie in (2.7). Dann ist α primitiv,wenn gilt
Rg(M

p
) = n.Beweis. Eine Matrix hat genau dann vollen Rang, wenn die Determinanteunglei
h Null ist.Zum S
hluss sei no
h ein Verfahren zum Na
hweis der Primitivität fürdie Konjugiertenvektordarstellung genannt, siehe (A.4):Lemma 2.9. Sei α ∈ Q[ϑ] und seien {α =: α(1), . . . , α(n)} die Konjugiertenvon α. Dann gilt

α ist primitiv ⇐⇒ α(i) 6= α(j) ∀i, j ∈ Nn, i 6= j.Beweis. Das 
harakteristis
he Polynom Cα(t) ∈ Qn×n von α hat die Form
Cα(t) =

n∏

j=1

(t− α(j)).

Cα(t) ist genau dann quadratfrei, wenn alle Konjugierten von α vers
hiedensind. Die Behauptung folgt mit (2.3).



Bestimmung primitiver Elemente in Komposita von Zahlkörpern 27Wel
hes der genannten Verfahren zum Na
hweis der Primitivität mananwenden wird, hängt davon ab, in wel
her Form eine algebrais
he Zahlin einem Computer gespei
hert ist. In dem Referenzsystem KANT-V4 wirdgrundsätzli
h eine algebrais
he Zahl in der Standarddarstellung bzgl. der Po-tenzbasis eines primitiven Elementes angegeben, so dass man hier (2.7) an-wenden wird. Hat man die Wahl zwis
hen allen vier Darstellungen, d. h. liegtinsbesondere das Minimalpolynom vor, wird man (2.2) anwenden.2.2 Bestimmung primitiver Elemente in Kom-posita von ZahlkörpernDieser Abs
hnitt bes
hreibt ein Verfahren zur Bestimmung eines primitivenElementes in einem Kompositum K = Q[ϑ1] . . . Q[ϑn]. Man kann si
h auf denFall bes
hränken, dass K als Kompositum von zwei Zahlkörpern gegeben ist,da alle anderen Fälle mit Induktion gelöst werden können. Die Existenz einesprimitiven Elementes ist garantiert, da Zahlkörper endli
h und separabel sind[Bos96, 3.6, Satz 12℄.Sei für diesen Abs
hnitt K = Q[ϑ1, ϑ2] algebrais
her Zahlkörper und p ∈
PZ eine Primzahl.Der hier bes
hriebene Algorithmus beruht auf zwei konstruktiven Bewei-sen des Satzes vom primitiven Element, angelehnt an [Lan65, VII, �, Theo-rem 14℄ und [Mey76, Satz 6.9.17℄. Bespro
hen wird der für den Algorithmusrelevante Teil dieser Beweise:Satz 2.10. Satz vom primitiven Element ISei E endli
he Erweiterung des Körpers K. E habe o. B. d. A. eine Darstel-lung der Form E = K[a, b]. Dann gilt:� Es existieren genau dann nur endli
h viele e
hte Zwis
henkörper F von

K und E, wenn ein primitives Element α ∈ E mit E = K[α] existiert.� Ist E/K separabel, so existiert ein sol
hes α.Beweis. (nur Teil =⇒ von Punkt 1)Sei o. B. d.A. #K = ∞. Im Fall #K < ∞ ist K× zyklis
h, es existiert ein
α ∈ K× mit der Eigens
haft 〈α〉 = K×. Dann erzeugt α au
h E über K.Seien α, β ∈ E mit K[α, β] = E. Betra
hte Elemente der Form

α + cβ ∈ E mit c ∈ K.Es kann, aufgrund der Annahme, nur eine endli
he Anzahl von Körpern desTyps K[α + cβ] mit
K $ K[α + cβ] $ K[α, β]



28 Kapitel 2. Der Algorithmus von Fiekergeben. K 6= K[α + cβ] gilt wegen α, β /∈ K. K[α + cβ] ⊆ K[α, β] gilt wegen
α, β, c ∈ K[α, β] und Körper sind abges
hlossen unter Multiplikation undAddition. Aus demselben Grund kann ni
ht K[α, β] $ K[α + cβ] gelten.Des weiteren kann für c1, c2 ∈ K mit c1 6= c2 und K[α + c1β] $ K[α, β],
K[α + c2β] $ K[α, β] ni
ht K[α + c1β] = K[α + c2β] gelten, da α + c1βni
ht in K[α + c2β] enthalten ist. Wäre α + c1β ∈ K[α + c2β], wäre au
h
α + c1β − (α + c2β) = (c1 − c2)β ∈ K[α + c2β]. Da c1 − c2 ∈ K ist, würdedann α, β ∈ K[α + c2β] gelten. Widerspru
h zu K[α + c2β] $ K[α, β].Da #K = ∞ vorausgesetzt wurde, existieren in K unendli
h viele Ele-mente c für die gilt K[α + cβ] = E und jedes dieser α + cβ ist ein primitivesElement von E.Um (2.10) anzuwenden, muss man si
h no
h überlegen, dass für einen al-gebrais
hen Zahlkörper F die Erweiterung F/Q nur endli
h viele Zwis
hen-körper hat: F/Q ist endli
h (na
h De�nition) und separabel (da Q perfektist), man kann die normale Hülle N ⊇ F ⊇ Q betra
hten und N/Q ist ga-loiss
h. Na
h dem Hauptsatz der Galois-Theorie existieren nur endli
h vieleZwis
henkörper zwis
hen N und Q, da die Galois-Gruppe Gal(N/Q) nur ei-ne endli
he Anzahl von Untergruppen hat. Damit hat aber au
h F/Q nurendli
h viele Zwis
henkörper.Überträgt man (2.10) auf die Situation eines KörperkompositumsQ[ϑ1, ϑ2]folgt, dass es nur endli
h viele q ∈ Q gibt, für die das Element ϑ1 + qϑ2 ∈
Q[ϑ1, ϑ2] ni
ht primitiv ist. Das ist die Grundidee des zu entwi
kelnden Al-gorithmus.Mit folgendem Satz kann man die Menge dieser �s
hle
hten� q ∈ Q sogarnäher bestimmen [Mey76, Satz 6.9.17℄:Satz 2.11. Satz vom primitiven Element IISei K Körper. Seien a, b Elemente einer Erweiterung. Es seien a algebrais
hund b separabel über K, dann besitzt K[a, b] ein primitives Element c.Beweis. Da a, b algebrais
h sind, ist die Erweiterung K[a, b]/K endli
h. Ana-log zu (2.10) sei #K =∞.Betra
hte in einem algebrais
hen Abs
hluss die paarweise vers
hiedenenNullstellen {a =: a1, . . . , ar} und {b =: b1, . . . , bs} der Minimalpolynome
ma(t), mb(t) ∈ K[t] von a und b. Es sei r := deg(ma(t)) und s := deg(mb(t)).De�niere für alle x ∈ K die Menge

W (x) := {aix + bj | i ∈ N2,r, j ∈ N2,s}.Wähle ein y ∈ K, wel
hes ni
ht in der endli
hen Menge
Sa,b :=

{
bj − b

a− ai

∣
∣
∣
∣

i ∈ N2,r, j ∈ N2,s

}



Bestimmung primitiver Elemente in Komposita von Zahlkörpern 29enthalten ist. (Das geht, weil #K =∞ vorausgesetzt ist.) Dann gilt
ay + b /∈W (y),denn wäre ay + b ∈W (y), gäbe es i ∈ N2,r, j ∈ N2,s mit

ay + b = aiy + bj ⇐⇒ y =
bj − b

a− ai
.Jetzt ist c := ay + b s
hon primitives Element von K[a, b]: Trivialerweisegilt K[c] ⊆ K[a, b], zeige also K[a, b] ⊆ K[c]. Betra
hte

h(t) := gcd(ma(t), mb(c− yt)) ∈ K[c][t].Es gilt ma(a) = 0 und
mb(c− ya) = mb(ay + b

︸ ︷︷ ︸

=c

−ya) = mb(b) = 0.Daher ist t− a gemeinsamer Teiler von ma(t) und mb(c− yt), also au
h von
h(t). Jede weitere Nullstelle von h(t) ist au
h Nullstelle von ma(t) und damitaus der Menge {a2, . . . , ar}. Für alle Elemente dieser Menge gilt

mb(c− yai) 6= 0,wegen c−yai 6= bj , das besagt gerade die Bedingung c /∈W (y). Also hat h(t)nur die Nullstelle a, das bedeutet aber, dass man h(t) s
hreiben kann als
(t− a)s = gcd(ma(t), mb(c− yt)).Damit teilt h(t) insbesondere ma(t). ma(t) ist separabel (wegen Vorausset-zung) und irreduzibel (wegen Minimalpolynomeigens
haft), damit folgt s = 1und h(t) = t− a.Der gcd zweier Polynome aus K[c][t] ist au
h aus K[c][t], also h(t) =

t− a ∈ K[c][t], d. h. a ∈ K[c], damit
c
︸︷︷︸

∈K[c]

− y
︸︷︷︸

∈K

a
︸︷︷︸

∈K[c]
︸ ︷︷ ︸

∈K[c]

= ay + b− ya = b =⇒ b ∈ K[c]und daher K[a, b] ⊆ K[c].Eine Anwendung des Satzes auf die Situation eines Körperkompositumsergibt:



30 Kapitel 2. Der Algorithmus von FiekerKorollar 2.12. Sei Q[ϑ1, ϑ2] Körperkompositum der Zahlkörper Q[ϑ1] und
Q[ϑ2]. Seien mϑ1(t), mϑ2(t) ∈ Z[t] die Minimalpolynome von ϑ1, ϑ2 in Q[ϑ1]und Q[ϑ2]. Sei deg(mϑ1(t)) =: m und deg(mϑ2(t)) =: n. Sind

{ϑ1 =: ϑ
(1)
1 , . . . , ϑ

(m)
1 } und {ϑ2 =: ϑ

(1)
2 , . . . , ϑ

(n)
2 }die Konjugierten von ϑ1 und ϑ2 in Q[ϑ1] und Q[ϑ2], dann ist jede Zahl ϑ1q +

ϑ2 ∈ Q[ϑ1, ϑ2], für wel
hes q ∈ Q ni
ht Element der Menge
Sϑ1,ϑ2 :=

{

ϑ
(j)
2 − ϑ2

ϑ1 − ϑ
(i)
1

∣
∣
∣
∣
∣

i ∈ N2,m, j ∈ N2,n

}ist, primitives Element von Q[ϑ1, ϑ2]. Die Anzahl der �s
hle
hten� q ∈ Qkann man na
h oben abs
hätzen mit:
#{q ∈ Q | ϑ1 + qϑ2 ist ni
ht primitiv } ≤ (m− 1) · (n− 1) < [Q[ϑ1, ϑ2] : Q].Die Menge Sϑ1,ϑ2 und das Maximum dieser Menge bekommen einen be-sonderen Namen:De�nition 2.13. Seien die Voraussetzungen wie in (2.12). Man nennt dieMenge Sϑ1,ϑ2 die S-Menge des Zahlkörpers Q[ϑ1, ϑ2] und die Zahl

max Sϑ1,ϑ2 := max{|x| | x ∈ Sϑ1,ϑ2}die S-S
hranke des Zahlkörpers Q[ϑ1, ϑ2].Der Begri� �Maximum� in (2.13) bezieht si
h auf das Maximum der eu-klidis
hen Normen der Elemente der Menge Sϑ1,ϑ2 in der Gauÿs
hen Zahlen-ebene, da die Elemente von Sϑ1,ϑ2 im Allgemeinen ni
ht reell sind.Mit (2.12) hat man nun einen Ansatzpunkt zur Bestimmung eines primi-tiven Elementes ϑ in einem Kompositum Q[ϑ1, ϑ2]. Man erhält sofort mehrere�ad-ho
� Methoden:� Bere
hne mit Hilfe von numeris
hen Methoden die S-S
hranke direktund wähle n ∈ N mit n := ⌈max Sϑ1,ϑ2⌉; dann ist ϑ1 + nϑ2 primitiv.� Bere
hne die Menge Sϑ1,ϑ2 direkt und wähle ein n ∈ N mit n /∈ Sϑ1,ϑ2;dann ist ϑ1 + nϑ2 primitiv.Diese beiden Methoden sind sehr zeitaufwendig, besonders in Computeralge-brasystemen, bei denen der S
hwerpunkt ni
ht auf einer ges
hwindigkeitsop-timierten Gleitkommaarithmetik, sondern auf zahlentheoretis
hen Aspekten



Bestimmung primitiver Elemente in Komposita von Zahlkörpern 31liegt. Auÿerdem hat man si
h hier mit allen Problemen numeris
her Be-re
hnungen zu bes
häftigen, zum Beispiel der Auslös
hung. Man wird daherbestrebt sein, numeris
he Bere
hnungen bzgl. der S-Menge na
h Mögli
hkeitzu reduzieren, bzw. ganz zu vermeiden.In der Tat kann man auf die Bere
hnung der S-Menge in der Praxiskomplett verzi
hten: Re
hnersimulationen, dur
hgeführt mit dem Compu-teralgebrasystem KANT-V4 zeigen, dass für zwei zufällig ausgewählte Poly-nome f1(t), f2(t) ∈ Z[t] die S-S
hranke zu über 50% bei einem Wert vonunter 1 liegt. Für 90% der Polynompaare sogar unter 10. S
hon über der 1ist die S-S
hranke sehr wahllos verteilt. Die detaillierten Ergebnisse sind inAnhang (B.2) bes
hrieben.Als Idee erhält man:Bemerkung 2.14. Seien die Bezei
hnungen wie in (2.13).(1) Ist der Grad des Kompositums K = Q[ϑ1, ϑ2] bekannt, bere
hne dieFolge
ϑ1 + qϑ2, q ∈ N,bis man ein q ∈ N erhält, für wel
hes

deg(mϑ1+qϑ2(t)) = deg(K)gilt. Dieses ϑ1+qϑ2 ist das gesu
hte Element. Den Grad deg(mϑ1+qϑ2(t))kann man sofort ablesen, da alle Bere
hnungen in der Minimalpolynom-darstellung dur
hgeführt werden.(2) Ist der Grad deg(K) ni
ht bekannt, bere
hne für eine kleine Menge Mmit ungerader Mä
htigkeit die Werte
N := {ϑ1 + qϑ2 | q ∈M}.Sei zum Beispiel

M := {10, 20, 30}.Die Wahrs
heinli
hkeit, dass N viele primitive Elemente enthält, istho
h. Haben die Elemente von N unters
hiedli
he Grade, führe bzgl. die-ser Grade eine Mehrheitsents
heidung dur
h (deshalb soll #M ungera-de sein).(3) Will man si
h ni
ht auf eine Mehrheitsents
heidung verlassen, bere
hnesolange Elemente der Folge
(ϑ1 + qϑ2)q∈N,bis man mn Elemente vorliegen hat, wel
he glei
hen Grad haben. Dannist dur
h (2.12) garantiert, dass diese Zahl mit deg(K) übereinstimmt.



32 Kapitel 2. Der Algorithmus von FiekerIn (1) und (2) liegen alle Elemente in Minimalpolynomdarstellung vor, sodass man diese Darstellung sofort für das Minimalpolynom des Kompositums
K benutzen kann. Au
h kann man mit den Elementen ϑ1, ϑ2 in (2) Arithmetikbetreiben, ohne dass diese Zahlen Elemente eines Zahlkörpers sein müssen,siehe (A.1).Die Bestimmung des Grades eines Kompositums ist ni
ht trivial:Bemerkung 2.15. Seien Q[ϑ1] und Q[ϑ2] Zahlkörper vom Grad m bzw.
n. Dann gilt für den Grad des Körperkompositum Q[ϑ1, ϑ2] im Allgemeinenni
ht [Q[ϑ1, ϑ2] : Q] = m · n. Ein Gegenbeispiel ist ϑ1 :=

√
2, ϑ2 := 4

√
2.Betra
hte folgendes Diagramm:

Q[ϑ1, ϑ2]

Q[ϑ1] Q[ϑ2]

F

QHier haben die Zahlkörper Q[ϑ1] und Q[ϑ2] einen gemeinsamen Teilkörperund es gilt ni
ht deg(Q[ϑ1, ϑ2]) = deg(Q[ϑ1]) · deg(Q[ϑ2]).Es gibt ni
ht viele hinrei
hende Kriterien, die si
h algorithmis
h verwen-den lassen, um zu testen, ob der Grad des Körperkompositums Q[ϑ1, ϑ2] dasProdukt der einzelnen Grade ist. Eine notwendige Bedingung ist der Diskri-minantentest:Lemma 2.16. DiskriminantentestSeien Q[ϑ1] und Q[ϑ2] Zahlkörper vom Grad m und n, dann gilt
gcd(disc(Q[ϑ1]), disc(Q[ϑ2])) = 1 =⇒ deg(Q[ϑ1, ϑ2]) = m · n[Nar89, 4, �2, Theorem 4.9℄ Die Idee des Beweises ist, in dem Körperturm

Q[ϑ1, ϑ2] ⊇ Q[ϑ1] ⊇ Qdie Irreduzibilität des Minimalpolynoms mϑ2(t) ∈ oQ[ϑ1][t] über oQ[ϑ1] zu zei-gen, falls gcd(disc(Q[ϑ1]), disc(Q[ϑ2])) = 1 gilt. Diese Idee wird in (3.5) wie-der aufgegri�en.



Bestimmung primitiver Elemente in Komposita von Zahlkörpern 33Man wird also bei der Bere
hnung eines primitiven Elementes ϑ in einemKörperkompositum Q[ϑ1, ϑ2] mit Hilfe der S-Menge Sϑ1,ϑ2 zuerst den Dis-kriminantentest dur
hführen. Ist dieser positiv, wendet man (2.14) (1) an,sonst (2.14) (2).Jetzt sind alle Bausteine für den Algorithmus von Fieker zusammen. Dasi
h (2.14) problemlos auf Komposita bestehend aus mehr als zwei Zahl-körpern übertragen lässt, ist der Algorithmus für diesen allgemeinen Fallformuliert:Algorithmustabelle 4: AlgFiekerInput: n Zahlkörper Q[ϑ1], . . . , Q[ϑn] vom Grad n1, . . . , nngegeben dur
h Minimalpolynome
mϑ1(t), . . . , mϑn(t) ∈ Z[t]Output: Primitives Element ϑ von K = Q[ϑ1, . . . , ϑn]in Minimalpolynomdarstellung{Bekannt sind die Diskriminanten der Zahlkörper Q[ϑ1], . . . , Q[ϑn]}begin:{Initialisierung}
K ← Q[ϑ1], x← 2, M ← {10, 20, 30}while x < n do

K̃ ← Q[ϑx]{Diskriminantentest}
d← gcd(disc(K), disc(K̃))if d = 1 then

m← 0repeat
m← m + 10until deg(mϑ1+mϑx(t)) = deg(mϑ1(t)) · deg(mϑx(t))elsefor all mi ∈M do
ϑmi ← ϑ1 + miϑxend for{Mehrheitsents
heidung}Bestimme ein mi ∈M mit der Eigens
haft:
∃ m1, m2 ∈ M : deg(mϑm1

(t)) = deg(mϑm2
(t)) mit m1 6= m2 und

deg(mϑm2
(t)) = deg(mϑmi

(t))
m← miend if{Bilde Kompositum}
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K ← Q[ϑ1 + mϑx], ϑ1 ← ϑ1 + mϑx
x← x + 1end whilereturn mϑ1(t)Bemerkung 2.17. Modi�ziert man den Algorithmus AlgFieker, so dass imelse-Zweig der while-S
hleife, statt einer Mehrheitsents
heidung die �si
he-re� Methode aus (2.14) (3) genommen wird, erhält man den AlgorithmusAlgFiekerSafe. Die Ri
htigkeit dieses Algorithmus beruht ni
ht auf statis-tis
hen Messungen, sondern folgt mit (2.12). Dafür nimmt man aber einelängere Laufzeit in Kauf.2.3 Vermeidung von Indexteilern dur
h We
h-sel des primitiven ElementesMan hat jetzt mit den Algorithmen AlgFieker und AlgFiekerSafe e�ektiveMögli
hkeiten, in Komposita von Zahlkörpern die Primidealfaktorisierungzu bere
hnen, indem man ein primitives Element bestimmt. Vergegenwärtigtman si
h dabei die Verfahren aus Kapitel (1), drängt si
h die Frage auf, obes ni
ht mögli
h ist, ein primitives Element so zu bestimmen, dass die zuzerlegende Primzahl kein Indexteiler ist. Man könnte diese Verfahren nutzen,um in einem absoluten Zahlkörper F das primitive Element zu we
hseln,oder um den Algorithmus AlgFieker so zu modi�zieren, dass man primitiveElemente bestimmt, für wel
he eine zu zerlegende Primzahl kein Indexteilerist. Leider erfüllt si
h diese Ho�nung ni
ht, denn es existieren gemeinsameauÿerwesentli
he Diskriminantenteiler:De�nition 2.18. Sei F = Q[ϑ] Zahlkörper mit Maximalordnung oF , dannnennt man

i(F) := gcd{i(α) | α ∈ oF}den Index des Zahlkörpers F . Siehe au
h (1.10). Eine Primzahl p ∈ PZ,mit p | i(F) nennt man gemeinsamen auÿerwesentli
hen Diskrimi-nantenteiler, im Folgenden CNEDD2 abgekürzt.Die Existenz von CNEDDs zeigt folgendes Beispiel, wel
hes auf Dedekindzurü
kgeht [Has63, III, �25, 7.1℄:2engl. 
ommon non-essential dis
riminant divisor



Vermeidung von Indexteilern dur
h We
hsel des primitiven Elementes 35Beispiel 2.19. Sei Q[ϑ] Zahlkörper mit ϑ Nullstelle des Polynoms mϑ(t) =
t3 − t2 − 2t− 8, dann gilt 2 | i(Q[ϑ]).Folgender Satz liefert ein Kriterium dafür, wann eine Primzahl CNEDDist:Satz 2.20. Sei F Zahlkörper und p ∈ PZ Primzahl. Mit 〈p〉oF = pe11 ·. . .·perr be-zei
hne die Primidealfaktorisierung von 〈p〉oF mit Trägheitsgraden f(pi|〈p〉).
p ist genau dann kein CNEDD, wenn r vers
hiedene, irreduzible Polynome
f1(t), . . . fr(t) ∈ Fp[t] existieren, für deren Grade f(pi|〈p〉) = deg(fi(t)) füralle i ∈ Nr gilt.[Nar89, 4, �3, Theorem 4.13℄. Um (2.20) anwenden zu können, benötigtman folgende auf Gauÿ3 zurü
kgehende Proposition:Proposition 2.21. Sei r(p, n) die Anzahl ni
ht assoziierter, irreduzibler Po-lynome vom Grad n über dem endli
hen Körper Fp. Für alle Primzahlen
p ∈ PZ und n ≥ 1 gilt

r(p, n) =
1

n

∑

d|n

µ(d)pn/d.

µ ist die Möbius-Funktion.[Has63, I, �3, Theorie der endli
hen Körper℄ Mit Hilfe von (2.21) erhältman eine obere S
hranke für CNEDDs:Proposition 2.22. Sei F Zahlkörper und p ∈ PZ Primzahl, dann gilt
p | i(F) =⇒ p < [F : Q].Ist p in F voll zerlegt, gilt au
h die Umkehrung.[Nar89, 4, �3, Proposition 4.17℄ [Ko
00, Theorem 3.12.13℄ Um (2.22) algo-rithmis
h verwenden zu können, muss man die Anzahl der Primideale kennen,in die si
h ein zu faktorisierendes Ideal zerlegt und die entspre
henden Träg-heitsgrade. Gerade das will man aber bere
hnen. Man kann aber s
hlieÿen,dass es si
h prinzipiell lohnt, für einen Indexteiler p im Falle p ≥ [F : Q] zuversu
hen, das primitive Element zu we
hseln.Mit Verfahren zur Bere
hnung des Index eines Zahlkörpers i(F) könnteman alle CNEDDs bestimmen. Leider ist au
h dieses Problem bis heute ni
htbefriedigend gelöst. In [Nar89, Unsolved Problems, 6℄ ist es aufgelistet als3Johann Carl Friedri
h Gauÿ, 1777 � 1855



36 Kapitel 2. Der Algorithmus von FiekerNummer 6 der ungelösten Probleme der Zahlentheorie. Es liegen bis heutekeine Ergebnisse vor, die si
h algorithmis
h verwenden lassen. Den aktuellenStand der Fors
hung spiegelt zum Beispiel [Nar85℄ wieder.Für den Rest dieses Abs
hnittes werden drei Verfahren diskutiert, um füreine gegebene Primzahl p ∈ PZ, wel
he Indexteiler in einem Zahlkörper Q[ϑ]ist, ein anderes primitives Element ϑ̃ so zu bestimmen, dass p kein Indexteilermehr ist.Sei für den Rest dieses Abs
hnittes F = Q[ϑ] Zahlkörper vom Grad n.Sei p ∈ PZ Primzahl mit der Eigens
haft p | i(ϑ).Zuerst ein ad-ho
 Ansatz: Man repräsentiert in Computeralgebrasyste-men Elemente eines Zahlkörpers F bzgl. einer Potenzbasis {1, ϑ, . . . , ϑn−1}.
ϑ ist ein primitives Element von F , dargestellt dur
h sein Minimalpolynom
mϑ(t) ∈ Z[t]. Man kann nun versu
hen, randomisiert Linearkombinationen

α̃ :=

n−1∑

i=0

αiϑ
i, αi ∈ Nzu �nden, so dass man ein primitives Element α̃ erhält, wel
hes ni
ht denIndex teilt. Leider ist dieser Ansatz ni
ht erfolgrei
h:Satz 2.23. Die Indexteilereigens
haft von p ist invariant unter Addition undMultiplikation von ϑ mit ganzen Zahlen. Ist eine Potenz ϑm mit m ∈ N wiederprimitiv, so teilt p au
h den Index dieser Potenz.Beweis. Dass die Summe bzw. das Produkt eines primitiven Elementes miteiner ganzen Zahl wieder primitiv ist, überlegt man si
h mit den Verfahrenaus (2.1).Seien {ϑ =: ϑ(1), . . . , ϑ(n)} die Konjugierten von ϑ und z ∈ Z. Dann sind

{ϑ + z =: ϑ(1) + z, . . . , ϑ(n) + z} die Konjugierten von ϑ + z, und es gilt fürdie Diskriminante der Glei
hungsordnung:
disc(Z[ϑ]) = disc(mϑ(t)) =

∏

1≤i<j≤n

(ϑ(i) − ϑ(j))2

=
∏

1≤i<j≤n

(ϑ(i) + z − (ϑ(j) + z))2

= disc(mϑ(t)+z(t)) = disc(Z[ϑ + z]).Analog gilt für die Multiplikation:
disc(Z[zϑ]) =

∏

1≤i<j≤n

(zϑ(i) − zϑ(j))2

=
∏

1≤i<j≤n

z2(ϑ(i) − ϑ(j))2

= z2
Pn−1
µ=1 µ disc(Z[αα]).



Vermeidung von Indexteilern dur
h We
hsel des primitiven Elementes 37Für die letzte Behauptung überlege man si
h, dass die Glei
hungsordnung
Z[ϑm] einer Potenz von ϑ e
ht in der Glei
hungsordnung Z[ϑ] enthalten ist,damit teilt der Modulindex [oF : Z[ϑ]] den Modulindex [oF : Z[ϑm]].Eine weitere Idee um ein primitives Element ϑ̃, wel
hes für p kein Index-teiler ist, zu bere
hnen, benutzt den Begri� der p-maximalen Oberordnung.Folgende S
hritte skizzieren einen Algorithmus:(1) Prüfe, dass p ≥ deg(K) gilt.(2) Bere
hne die p-maximale Oberordnung Z[ϑ]p der Glei
hungsordnung

Z[ϑ].(3) Stelle Z[ϑ]p mit Hilfe einer Potenzbasis {1, ϑ̃, . . . , ϑ̃n−1} dar.(4) Es gilt F ∼= Q[t]/〈mϑ̃(t)〉Q[t] und p teilt ni
ht den Index i(ϑ̃).Der Begri� der p-maximalen Oberordnung ist der Terminologie des Round-2Algorithmus entliehen:De�nition 2.24. Sei O eine Ordnung in F , dann nennt man
Op := {α ∈ oF | ∃m ∈ N : pmα ∈ O}die p-maximale Oberordnung der Ordnung O.Jede p-maximale Oberordnung Op ist eine Ordnung, für wel
he p ∤ [oF :

Op] gilt. Eine genaue Bes
hreibung der Bere
hnung von p-maximalen Ober-ordnungen kann zum Beispiel in [Poh93, V, 2℄ na
hgelesen werden.Ist p > deg(F), so weiÿ man aus (2.20), dass für Op eine Potenzbasisexistiert; Denn ist p kein CNEDD, muss es ein primitives Element ϑ̃ geben,für wel
hes p ni
ht den Index i(ϑ̃) teilt. Man ist also �nur� mit dem Problemkonfrontiert, für eine gegebene Ordnung O eine Potenzbasis auszure
hnen.Leider ist das alles Andere als trivial. Man wird geführt auf die Theorie derIndexformglei
hungen:Sei {1, α2, . . . , αn−1} eine Ganzheitsbasis von F . Ein Element L(a) ∈ Fstelle man dar dur
h
L(a) = a1 + a2α2 + . . . + an−1αn−1 ai ∈ Q, ∀ i ∈ Nn−1,dann sind die Konjugierten von L(a) in F gegeben dur
h

L(a)(i) = a1 + a2α
(i)
2 + . . . + an−1α

(i)
n−1



38 Kapitel 2. Der Algorithmus von Fiekerfür alle i ∈ Nn. Die Diskriminante der von den L(a)(i) erzeugten Glei
hungs-ordnungen Z[L(a)(i)] bere
hnet si
h zu
disc(Z[L(a)(i)]) =

∏

1≤i<j≤n

(L(a)(i) − L(a)(j))2.Unter Bea
htung von (1.17) de�niert man nun:De�nition 2.25. Seien die Voraussetzungen wie bes
hrieben. Dann nenntman die Form
I(a2, . . . , an) :=

∏

1≤i<j≤n

(L(a)(i) − L(a)(j))2

√

disc(F)die Indexform bzgl. der Ganzheitsbasis {1, α2, . . . , αn−1}. Eine Glei-
hung der Form
I(a2, . . . , an) = ±1nennt man die zu I gehörige Indexformglei
hung.Folgendes Lemma bes
hreibt Indexformen genauer:Lemma 2.26. Seien die Voraussetzungen wie in (2.25). Dann ist I(a2, . . . , an)eine homogene Form in n− 1 Variablen vom Grad n(n− 1)/2.[Gaá02, Lemma 1.1.2℄ Es existieren Algorithmen zum Lösen von Index-formglei
hungen für Zahlkörper bis zum Grad 5 eins
hlieÿli
h. Partielle Lö-sungen existieren bis zum Grad 9, wel
he aber ni
ht sehr e�ektiv sind [Wil97℄.Im vorliegenden Fall ist man jedo
h an Potenzganzheitsbasen von p-ma-ximalen Oberordnungen interessiert. Sei Op eine p-maximale Oberordnung,dann lautet die dazugehörige Indexform

I(a2, . . . , an) :=

∏

1≤i<j≤n

(L(a)(i) − L(a)(j))2

√

disc(Op)
.Man ist an einer Lösung der Form I(a2, . . . , an) = ±1 interessiert, denn genaudiese Lösung generiert ein gesu
htes primitives Element. Oft nennt man die-se Glei
hungen au
h p-adis
he Indexformglei
hungen. Leider gibt es biszum heutigen Stand keine Fors
hungsergebnisse, wel
he si
h algorithmis
hverwenden lassen. Es ist mögli
h, in kubis
hen und quartis
hen Zahlkörpern

p-adis
he Indexformglei
hungen zu lösen, jedo
h kann man hier die Primide-alfaktorisierung sehr s
hnell mit Hilfe der Algorithmen aus (1.3) und (1.4)ausre
hnen.Der dritte untersu
hte Ansatz, in einem Zahlkörper ein �besseres� primi-tives Element zu konstruieren, ist die OrderShort-Methode:



Vermeidung von Indexteilern dur
h We
hsel des primitiven Elementes 39Beispiel 2.27. Sei Q[ϑ] Zahlkörper mit ϑ Nullstelle des Polynoms mϑ(t) =
t3 +17t2−2t+9 ∈ Z[t]. Die Transformationsmatrix der Maximalordnung oFhat die Form

(d, M) :=



 15,





15 0 6
0 15 13
0 0 1







 .Der Index von ϑ ist i(ϑ) = 15. Das dritte Basiselement der Maximalordnung
α := (6 + 13ϑ + 15ϑ2)/15 ist primitiv und hat den Index 1! Damit kann man
Q[ϑ] bes
hreiben mit Hilfe des Minimalpolynoms mα(t) = t3 − 6t2 + 5t − 3von α und erhält so eine Darstellung ohne Indexteiler.Man wird auf folgenden Ansatz geführt:(1) Betra
hte die Maximalordnung des Zahlkörpers F und führe auf derBasis eine LLL-Reduktion dur
h [PZ97, Chapter 3, (3.40)℄. Die intuitiveIdee ist, dass �kurze� Elemente �kleine� Indi
es haben.(2) Bilde kleine Linearkombinationen γ1, γ2, . . . von Elementen der LLL-reduzierten Maximalordnung, wel
he einen Nenner haben. �Elementemit Nenner� bedeutet, dass ein Element ω der Maximalordnung ni
htdargestellt werden kann dur
h eine Z-Linearkombinationen mit Ele-menten der Glei
hungsordnung. �Kleine� Linearkombinationen meint,dass die Koe�zienten Elemente der Menge {0, 1} sind. Die Existenzmindestens eines primitiven Elementes in der Menge dieser Linearkom-binationen garantiert der Satz von Sonn4-Zassenhaus [PZ97, Chapter2, (12.23)℄.(3) Verkleinert si
h der Index für ein γi, wähle γi als neues primitives Ele-ment von F und springe zu (1). Ist für γi die zu zerlegende Primzahl

p ∈ PZ kein Indexteiler, terminiere.Man arbeitet mit drei Zählern: Einem Zähler, A1, der festlegt, mit wie vielenKoe�zienten unglei
h Null man hö
hstens arbeitet, einem Zähler A2, wel
herfestlegt, wie viele Linearkombinationen überprüft werden. S
hlieÿli
h führtman einen Zähler A3 ein, die maximale Anzahl der zu testenden Linearkom-binationen. Der ausformulierte Algorithmus sieht so aus:Algorithmustabelle 5: AlgOrderShortInput: Zahlkörper F = Q[ϑ], Primzahl p ∈ PZ mit p | i(ϑ)4Ja
k Sonn, b 1940



40 Kapitel 2. Der Algorithmus von Fieker� A1 Anzahl der zu testenden Linearkombinationen� A2 Maximale Anzahl der Koe�zienten unglei
h 0Output: {True, α}, falls ein primitives Element
α gefunden wurde mit p ∤ i(α), sonst {False, 0}begin:{Initialisierung}
a1 ← A1, a2 ← A2, a3 ← 0Bere
hne Maximalordnung oFFühre auf oF LLL-Reduktion dur
herhalte reduzierte Z-Basis ω1, . . . , ωn von oFWähle Elemente ω̃1, . . . , ω̃m mit Nenner
a3 ←

(
m
a1

)while a1 6= 0 and a3 > 0 do{Bilde Linearkombination}
α←∑m

i=1 aiω̃i, ai ∈ {0, 1}, maxi∈Nm{ai | ai = 1} ≤ a2

a3 ← a3 − 1Bere
hne i(α)if p ∤ i(α) thenreturn {True, α}else if i(α) < i(ϑ) then
ϑ← α
a1 ← A1else
a1 ← a1 − 1end ifend whilereturn {False, 0}Dieser Algorithmus ist unter dem Namen OrderShort in dem Compu-teralgebrasystem KANT-V4 implementiert, wurde jedo
h im Rahmen dieserArbeit zur Verwendung für Leistungsmessungen komplett neu ges
hrieben.Diese Untersu
hungen haben ergeben, dass die Verwendung von Order-Short ni
ht sinnvoll ist, wenn man diesen Algorithmus nur verwenden mö
h-te, um die Primidealfaktorisierung zu bere
hnen. Au
h garantiert der Algo-rithmus ni
ht, dass wirkli
h ein besseres primitives Element gefunden wird,selbst wenn ein sol
hes existiert, was im Fall p > deg(F) immer gegeben ist.Hier meint �besser� ein Element mit kleinerem Index. (�Besser� kann au
hmeinen, dass der Index eines neuen primitiven Elementes 
oprim zur zu zer-



Vermeidung von Indexteilern dur
h We
hsel des primitiven Elementes 41legenden Primzahl ist.) Ein weiteres Problem beim OrderShort Algorithmusist das Anwa
hsen der Koe�zienten für das neue Minimalpolynom. Hat manein besseres Minimalpolynom gefunden, so spei
hert man zusätzli
h das ur-sprüngli
he Minimalpolynom ab, damit man bei weiteren Re
hnungen daraufzurü
kgreifen kann und ni
ht auf die unverhältnismäÿig groÿen Koe�zientendes neuen angewiesen ist. Das Ergebnis dieser Untersu
hungen ist in (B.3)zusammengefasst.
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Kapitel 3Primidealfaktorisierung dur
hPrimärdekomposition
oK p1 · . . . · ·pr

Z[ϑ] Fp[X]/cDieses Kapitel untersu
ht folgenden Ansatz, die Primidealfaktorisierung ineinem Kompositum von Zahlkörpern zu bestimmen: Beim Zerlegungssatz(1.35) führt man die Primidealzerlegung zurü
k auf die Faktorisierung desMinimalpolynoms mϑ(t) ∈ Z[t] modulo der Primzahl p ∈ PZ, wel
he manzerlegen will. Damit bestimmt man die Primideale des Restklassenringes
Fp[t]/〈mϑ(t)〉Fp[t].Bei einem Körperkompositum K := Q[ϑ1, . . . , ϑn] hat man nun ni
ht ein de�-nierendes Minimalpolynom, sondern mehrere, nämli
h die Minimalpolynome

mϑ1(t), . . . , mϑn(t) ∈ Z[t] der an dem Komposition beteiligten Zahlkörper
Q[ϑ1], . . . , Q[ϑn]. Die Idee liegt nahe, die Primideale des Restklassenringes

Fp[X1, . . . , Xn]/〈mϑ1(t), . . . , mϑn(t)〉Fp[t]zu bestimmen, um so Informationen über das Zerlegungsverhalten von p in
K zu erhalten.Man hat zwei Aufgaben zu lösen: Man betra
htet statt univariaten Poly-nomringen multivariate, in denen man ni
ht ein Polynom faktorisiert, sondernmehrere. Diese Aufgabe löst man mit Primärdekomposition, wel
he detail-liert in (3.1) und (3.2) erläutert wird. Die andere Aufgabe ist zu untersu
hen,43



44 Kapitel 3. Primidealfaktorisierung dur
h Primärdekompositionin wieweit der Zerlegungssatz (1.35) auf Komposita von Zahlkörpern übertra-gen werden kann. Es wurde im Rahmen dieser Arbeit untersu
ht, auf wel
heKomposita si
h der Satz übertragen lässt und der Zerlegungssatz wurde indieser allgemeineren Form bewiesen. Diesem verallgemeinerten Zerlegungs-satz ist Unterabs
hnitt (3.3) gewidmet. Au
h wird erläutert, warum die Pri-märdekomposition ni
ht zur Primidealfaktorisierung in beliebigen Kompositabenutzt werden kann. In den restli
hen Unterabs
hnitten werden die Ergeb-nisse aus (3.1), (3.2) und (3.3) algorithmis
h ausgewertet.3.1 Primärdekomposition in noethers
hen Rin-genDieser Unterabs
hnitt führt ein in die Theorie der Primärdekomposition inallgemeinen noethers
hen Ringen bis hin zum Satz von Lasker1-Noether. Man�ndet die Theorie der Primärdekomposition zum Beispiel in [BW93, CLO92,Eis95℄. Zuerst wird der Sinn und Zwe
k der Primärdekomposition in einerBemerkung erläutert.Seien für diesen Abs
hnitt alle Ideale unglei
h dem Nullideal.Bemerkung 3.1. In einem Hauptidealring R kann man ein Ideal a in Prim-ideale zerlegen, indem man für den (garantiert existierenden) Erzeuger a ∈ Rdieses Ideals die Primfaktorzerlegung
a =

n∏

i=1

peii , pi ∈ PR, i ∈ Nndur
hführt. Die einzelnen pi generieren dann die Primideale 〈pi〉R, wel
he inder Primidealfaktorisierung von a auftreten. Die Idee, wel
he hinter der Pri-märdekomposition steht, ist, dieses Vorgehen auf beliebige noethers
he Ringezu übertragen. Man erhält in der Zerlegung keine Primideale mehr, wohl aberPrimärideale, das sind Ideale, die si
h �so ähnli
h� verhalten, wie Primideale.De�nition 3.2. Sei R ein Ring und sei a ein Ideal von R. a heiÿt Primär-ideal, wenn a e
htes Ideal ist, und für jedes Produkt ab ∈ a, mit a, b ∈ Rgilt: aus a 6∈ a folgt bn ∈ a mit einem n ∈ N.Beispielsweise sind alle Primideale Primärideale. Die Umkehrung gilt ni
ht,betra
hte zum Beispiel a := 〈4〉Z. Zu jedem Primärideal gehört ein eindeutigbestimmtes Primideal:1Emanuel Lasker, 1868 � 1941



Primärdekomposition in noethers
hen Ringen 45Lemma 3.3. Sei a ein Primärideal eines Ringes R. Dann ist das Radikalvon a, also die Menge
Rad(a) := {a ∈ R | ∃n ∈ N : an ∈ a}ein Primideal von R, wel
hes a enthält.[BW93, Lemma 8.38℄De�nition 3.4. Seien die Bezei
hnungen wie in (3.3). Man nennt Rad(a)das zu a gehörige oder assoziierte Primideal ass(a). Statt Rad(a) istau
h die Bezei
hnung √a gebräu
hli
h.Bemerkung 3.5. Das Radikal eines Ideals Rad(a) und das p-Radikal einerOrdnung O aus (1.37) sind vers
hiedene Begri�e.De�nition 3.6. Ein Ideal a eines Ringes R heiÿt reduzibel, falls Ideale

a1, a2 ∈ R, a1 6= a 6= a2 existieren mit a = a1 ∩ a2, sonst irreduzibel.Den Zusammenhang zwis
hen irreduziblen und Primäridealen stellt fol-gendes Lemma her:Lemma 3.7. Sei R noethers
her Ring. Dann ist jedes Ideal a von R derS
hnitt von endli
h vielen irreduziblen Idealen
a =

r⋂

i=1

qi, r ∈ N,und jedes dieser irreduziblen Ideale ist ein Primärideal.[BW93, Lemma 8.51, Lemma 8.52℄ Für die Darstellung eines Ideals alsS
hnitt von irreduziblen Idealen erhält man, ähnli
h der Primidealzerlegungin Dedekindringen, in noethers
hen Ringen eine Existenz- und Eindeutig-keitsaussage, wel
he in der Literatur unter dem Namen �Satz von Lasker-Noether� bekannt ist:Satz 3.8. Existenz der PrimärdekompositionSei R noethers
her Ring und a ∈ IR e
htes Ideal. Dann existieren Primär-ideale q1, . . . , qr ∈ IR mit folgenden Eigens
haften:� a =
⋂r
i=1 qi.� Keines der qi enthält den S
hnitt der anderen:

⋂

i∈Nr
i6=j

qi * qj.
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h Primärdekomposition� Die zu den q1, . . . , qr assoziierten Primideale ass(q1), . . . , ass(qr) sindpaarweise vers
hieden: ass(qi) 6= ass(qj) für alle i, j ∈ Nr mit i 6= j.[BW93, Theorem 8.54℄ Die q1, . . . , qr aus (3.8) bekommen einen besonde-ren Namen:De�nition 3.9. Seien die Bezei
hnungen wie in (3.8). Dann nennt maneine Darstellung von a der Art a =
⋂r
i=1 qi eine Primärdekompositiondes Ideals a und die q1, . . . , qr die Primärkomponenten des Ideals a.Man mö
hte nun eine Eindeutigkeitsaussage formulieren. Dazu unter-s
heidet man Primärkomponenten wie folgt:De�nition 3.10. Eine Primärkomponente q eines Ideals a heiÿt isoliert,falls das zugehörige Primideal ass(q) ni
ht das zugehörige Primideal eineranderen Primärkomponente e
ht enthält. Sonst heiÿt q eingebettet.Die Bezei
hnungen �isoliert� und �eingebettet� sind au
h für die zugehö-rigen Primideale gebräu
hli
h. Jetzt kann die Eindeutigkeitsaussage für diePrimärdekomposition formuliert werden:Satz 3.11. Eindeutigkeit der PrimärdekompositionSeien die Bezei
hnungen wie in (3.8) und seien

a =

r1⋂

i=1

q1,i =

r2⋂

j=1

q2,jzwei Primärdekompositionen von a. Dann sind diese im folgendem Sinneeindeutig:� r1 = r2.� Die Mengen der zu den Primärkomponenten zugehörigen Primidealesind glei
h:
{p ∈ PR | ∃ i ∈ Nr1 : ass(q1,i) = p}

= {p ∈ PR | ∃ j ∈ Nr2 : ass(q2,j) = p}.� Ist q isolierte Primärkomponente von a, dann existieren i ∈ Nr1 und
j ∈ Nr2 mit q = q1,i = q2,j.[BW93, Theorem 8.55, Theorem 8.56℄ [CLO92, 4, �7, Theorem 7, Theo-rem 9℄. Würde man Primärdekompositionen nur in Ringen R betra
hten, indenen Primärkomponenten automatis
h isoliert sind, errei
hte man, ähnli
hder Primidealzerlegung in Dedekindringen, Eindeutigkeit der Primärdekom-position bis auf die Reihenfolge der Faktoren:



Primärdekomposition über endli
hen Körpern 47Korollar 3.12. Sei R ein noethers
her Ring. Sei jedes Primärideal q von
R isoliert. Dann hat jedes Ideal a von R eine bis auf die Reihenfolge derFaktoren eindeutige Primärdekomposition.Dieses Korollar bildet im nä
hsten Abs
hnitt die Grundlage, um ein Idealeines multivariaten Polynomringes über einem endli
hen Körper in Primidea-le zu zerlegen.3.2 Primärdekomposition über endli
hen Kör-pernDieser Unterabs
hnitt bes
hreibt die Te
hnik der Primärdekomposition inmultivariaten Polynomringen über endli
hen Körpern. Sei für diesen Ab-s
hnitt X := {X1, . . . , Xn} eine Menge von Unbestimmten und K ein Körper.Sei K[X] multivariater Polynomring.Die Aufgabenstellung für diesen Abs
hnitt lautet:Bemerkung 3.13. Sei Fp[X] multivariater Polynomring über einem endli-
hen Körper Fp. Sei c = 〈mϑ1(X1), . . . , mϑn(Xn)〉Fp[t] ein Ideal von Fp[X],wel
hes von normierten, irreduziblen Polynomen mϑi(Xi) ∈ Fp[Xi], i ∈ Nn,erzeugt wird. Bestimme alle Primideale des Restklassenringes Fp[X]/c.Man benötigt für das Weitere die Begri�e Dimension von Idealen undradikale Ideale:De�nition 3.14. Sei a ∈ I×K[X] e
htes Ideal. Sei U := {U1, . . . , Ur} ⊆ X.Dann heiÿt die Menge

aU := a ∩K[U ]das Eliminationsideal von a bzgl. U . U heiÿt unabhängig modulo a,falls aU = {0} ist. U heiÿt maximal unabhängig, falls U unabhängig mo-dulo a ist, und ni
ht e
ht in einer modulo a unabhängigen Menge enthaltenist.
dim(a) := max{# U | U ⊆ X ist unabhängig modulo a}heiÿt die Dimension dim(a) von a.Die in diesem Abs
hnitt betra
hteten Ideale sind immer 0-dimensional:Lemma 3.15. Sei a e
htes Ideal von K[X1, . . . , Xn]. a ist genau dann 0-dimensional, falls a in jeder Variable Xi, i ∈ Nn, ein ni
ht-konstantes, uni-variates Polynom enthält.
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h Primärdekomposition[BW93, Lemma 6.50℄ Folgendes Lemma zeigt, dass (3.12) auf das Ideal caus (3.13) angewendet werden kann:Lemma 3.16. Sei a ein 0-dimensionales Ideal von K[X]. Dann ist jede Pri-märkomponente von a isoliert.[BW93, Lemma 8.60℄De�nition 3.17. Sei a ein Ideal eines Ringes R. Ist a glei
h seinem Radikal
Rad(a), so heiÿt a radikales Ideal.Die in diesem Abs
hnitt betra
hteten Ideale sind immer radikal:Lemma 3.18. Sei K ein perfekter Körper, dann ist ein 0-dimensionalesIdeal a von K[X] genau dann radikal, wenn a in jeder Unbestimmten Xi einunivariates, quadratfreies Polynom enthält.[BW93, Lemma 6.50℄ Insbesondere ist mit (3.18) das betra
htete Ideal caus (3.13) radikal. Für radikale Ideale vereinfa
ht si
h die Primärdekompo-sition ungemein:Lemma 3.19. Sei a ein 0-dimensionales Ideal von K[X]. Dann sind diePrimärkomponenten von Rad(a) genau die zugehörigen Primideale der Pri-märkomponenten von a. Ist insbesondere a radikal, dann sind die Primär-komponenten von a genau die Primideale, wel
he a enthalten.[BW93, Lemma 8.60℄ Man kennt daher die Primärdekomposition von cin (3.13), sobald man paarweise vers
hiedene Primideale p1, . . . , pn gefundenhat, für die gilt:

c = p1 ∩ . . . ∩ pn.Den theoretis
hen Hintergrund zur Primärdekomposition liefert der Beweisdes �Seidenberg2 Lemma 92�. Diesem Lemma werden zwei Propositionen vor-ausges
hi
kt:Proposition 3.20. Sei a ein Ideal von K[X]. Seien f, g1, . . . , gr ∈ K[X1]mit der Eigens
haft gegeben, dass f = g1 · . . . · gn eine Faktorisierung von fin K[X1] in paarweise relativ prime Faktoren ist. Dann gilt
〈a, f〉K[X] =

r⋂

i=1

〈a, gi〉K[X].[BW93, Lemma 8.5℄2Abraham Seidenberg, 1916 � 1988



Primärdekomposition über endli
hen Körpern 49Proposition 3.21. Sei f : R1 → R2 ein Ringepimorphismus und IfR1
dieMenge der Ideale a von R1 mit der Eigens
haft ker(f) ⊆ a. Dann ist dieAbbildung

χ : IfR1
→ IR2

a 7→ f(a)eine Bijektion mit Umkehrabbildung χ−1(a) = f−1(a). Insbesondere ist χ eineBijektion zwis
hen den maximalen Idealen m ∈ MIR1 mit ker(f) ⊆ m undden maximalen Idealen von R2.[BW93, Lemma 1.62℄Lemma 3.22. �Seidenbergs Lemma 92�Sei a ein 0-dimensionales Ideal von K[X] mit der Eigens
haft, dass für i ∈
Nn ein Polynom fi ∈ K[Xi] ∩ a existiert mit gcd(fi, f

′
i) = 1. Dann ist a einS
hnitt von endli
h vielen maximalen Idealen, insbesondere ist a radikal.Beweis. Wegen gcd(fi, f

′
i) = 1 sind die fi quadratfrei. Der Beweis erfolgt mitInduktion über die Anzahl der Unbestimmten n:

n = 1: Sei f = g1 · . . . · gr die Faktorisierung von f in paarweise ni
ht-assoziierte, irreduzible Polynome aus K[X1]. Dann sind die gi paarweise re-lativ prim und es gilt mit (3.20)
a = 〈f(X1)〉K[X1] =

r⋂

i=1

〈gi(X1)〉K[X1].Die Ideale 〈gi(X1)〉K[X1] sind für alle i ∈ Nr maximal, da die Erzeuger gi(X1)irreduzibel sind und K[X1] Hauptidealring ist.
n > 1: Wie im Falle n = 1 sei f1 = g1 · . . . · gr eine Faktorisierung von

f1 ∈ K[X1] in paarweise ni
ht-assoziierte, irreduzible Polynome gi ∈ K[X1],
i ∈ Nr. Mit (3.20) gilt

a = 〈a, f1〉K[X] =
r⋂

i=1

〈a, gi〉K[X].Es rei
ht zu zeigen, dass die Ideale 〈a, gi(X1)〉K[X] für i ∈ Nr die S
hnittevon endli
h vielen maximalen Idealen sind. Nehme also o. B. d.A. an, dass f1irreduzibel ist (denn sonst wende (3.20) erneut an).
K[X1]/〈f1〉K[X1] ist ein Restklassenring und Körper. Betra
hte dazu die(per De�nition surjektive) kanonis
he Projektion:

π : K[X1]→ K[X1]/〈f1〉K[X1]

g(X1) 7→ g(X1) + 〈f1〉K[X1]



50 Kapitel 3. Primidealfaktorisierung dur
h PrimärdekompositionBildet man über K[X1] und K[X1]/〈f1〉K[X1] den Polynomring über n − 1Unbestimmten, so induziert π einen Ringepimorphismus zwis
hen diesen Po-lynomringen:
ϕ : K[X1][X2, . . . , Xn]→ (K[X1]/〈f1〉K[X1])[X2, . . . , Xn]

m∑

j=1

gj(X1)X
ν2,j
2 . . .X

νn,j
n 7→

m∑

j=1

(
(gj(X1) + 〈f1〉K[X1])X

ν2,j
2 . . .X

νn,j
n

)[BW93, Lemma 2.17, (II)℄ Das Bild ϕ(a) =: b ist ein Ideal von
(K[X1]/〈f1〉K[X1])[X2, . . . , Xn],denn Bilder von Idealen unter Ringepimorphismen sind Ideale.Die Induktionsvoraussetzung kann auf b angewendet werden: Betra
hte

K[X1]/〈f1〉K[X1] dur
h die Einbettung
ι : K → K[X1]/〈f1〉K[X1]

a 7→ a + 〈f1〉K[X1]als Körpererweiterung von K. Es ist ϕ|K = IdK und damit gilt für die Po-lynome f2, . . . , fn die Voraussetzung gcd(fi, f
′
i) = 1 au
h über dem Körper

K[X1]/〈f1〉K[X1]. Denn es ist ϕ(fi) = fi ∈ b, und der euklidis
he Algorith-mus verläuft in ι(K) genau so, wie in einer beliebigen Körpererweiterung(hier K[X1]/〈f1〉K[X1]) von K.Nun ist b ein Ideal in einem Polynomring in n − 1 Unbestimmten übereinem Körper K und enthält für alle i ∈ N2,n ein Polynom fi ∈ K[Xi] mitder Eigens
haft gcd(fi, f
′
i) = 1. Mit der Induktionsvoraussetzung ist b glei
hdem S
hnitt von endli
h vielen maximalen Idealen:

b = m1 ∩ . . . ∩ms.Betra
hte für die Menge b die Umkehrabbildung ϕ−1 von ϕ, dann ist
a = ϕ−1(b) = ϕ−1

(
s⋂

i=1

mi

)

=
s⋂

i=1

ϕ−1(mi).Denn aufgrund ker(ϕ) = 〈f1〉K[X] gilt ker(ϕ) ⊆ a und (3.21) ist anwendbar.Wieder wegen (3.21), ker(ϕ) ⊆ a und der Maximalität der mi sind die ϕ−1(mi)maximal.Den ersten S
hritt in der Primärdekomposition erläutert folgende Bemer-kung:



Primärdekomposition über endli
hen Körpern 51Bemerkung 3.23. Primärdekomposition Teil 1Seien die Bezei
hnungen wie in (3.13). Faktorisiere den normierten Erzeuger
mϑ1(X1) ∈ Fp[X] des Eliminationsideals c{X1} in paarweise relativ primePolynome

mϑ1(X1) =
s∏

i=1

gi(X1).Mit (3.20) erhält man eine Faktorisierung
c =

s⋂

i=1

〈c, gi〉Fp[X].Also hat man jedes der (wegen (3.18)) radikalen Ideale 〈c, gi〉Fp[X] in Prim-ideale zu zerlegen.Mit (3.23) kann man si
h auf radikale Ideale bes
hränken, für die gilt, dassfür mindestens ein Eliminationsideal c{Xi} der Generator gi(Xi) irreduzibelist. Sei o. B. d.A. i = 1 (denn sonst taus
he die Unbestimmten). Die Aufgabeist, für diese Ideale die Primärdekomposition zu bere
hnen. Zur Lösung dieserAufgabe benutzt man den Beweis des Seidenberg Lemma (3.22):Bemerkung 3.24. Primärdekomposition Teil 2Seien die Bezei
hnungen wie in (3.13). Sei o. B. d. A. mϑ1(X1) =: g(X1)irreduzibel, denn sonst faktorisiere mϑ1(X1) in Fp[X1].Es ist Fp[X1]/〈g(X1)〉Fp[X1] ein endli
her Körper, und eine eindeutigeMenge von Repräsentanten ist gegeben dur
h
{h(X1) ∈ Fp[X1] | deg(h(X1)) < deg(g(X1))}.Betra
hte das Bild von c unter der Abbildung

ϕ : Fp[X1][X2, . . . , Xn]→ (Fp[X1]/〈g(X1)〉Fp[X1])[X2, . . . , Xn]
m∑

j=1

hj(X1)X
νj2
2 . . .Xνjn

n

7→
m∑

j=1

(
(hj(X1) + 〈g(X1)〉Fp[X1])X

νj2
2 . . .Xνjn

n

)und setze d := ϕ(c). Das Ideal d ist ein 0-dimensionales Ideal in dem Poly-nomring mit n−1 Unbestimmten über dem endli
hen Körper Fp[X1]/〈g(X1)〉Fp[X1].Man ruft diese Prozedur rekursiv auf und endet na
h n Rekursionss
hrit-ten bei einem univariaten Polynomring K̃[Xn] über einem endli
hen Körper
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h Primärdekomposition
K̃. Dieser Ring ist Hauptidealring und man kann die Faktorisierung aus (3.1)anwenden.Man erhält eine Zerlegung

d = m1 ∩ . . . ∩mt.Die mi, i ∈ Nt sind genau die Primideale, wel
he d enthalten, und die Ur-bilder ϕ−1(mi) sind die gesu
hten Primärkomponenten. Die mi sind gege-ben dur
h endli
he Basen Mi, i ∈ Nt und jedes Element von Mi ist gege-ben als Repräsentant in Fp[X] seiner Nebenklasse modulo ker(ϕ). Dabei ist
ker(ϕ) = 〈g(X1)〉Fp[X1]. Es gilt also Mi ⊆ Fp[X] und eine Basis Hi von
ϕ−1(mi) ist gegeben dur
h

Hi := Mi ∪ {g(X1)},wobei g(X1) ein normiertes Urbild von g(X1) ist.Anknüpfend an (3.13) erhält man folgende Bes
hreibung der Primärde-komposition in multivariaten Polynomringen über endli
hen Körpern:Bemerkung 3.25. Sei Fp[X] mit einem Ideal
c := 〈mϑ1(X1), . . . , mϑn(Xn)〉Fp[t]gegeben. c ist 0-dimensional (3.15) und radikal (3.18). Man erhält die Pri-märdekomposition c =

⋂r
i=1 pi von c. Die pi sind Primärideale von Fp[X]mit folgenden Eigens
haften:� Jedes pi ist Primideal von Fp[X].� Die pi sind genau die Primideale von Fp[X], wel
he c enthalten.� Es gilt c =

⋂r
i=1 pi =

∏r
i=1 pi, da Primärkomponenten von 0-dimensio-nalen Idealen paarweise 
omaximal sind.Eine zusammenfassende Bes
hreibung der Primärdekomposition sieht soaus:Algorithmustabelle 6: AlgPrimDe
Input: Endli
her Körper K,Anzahl der Unbestimmten n ∈ N in dem Polynomring K[X1, . . . , Xn],Ideal a = 〈mϑ1(X1), . . . , mϑn(Xn)〉K[X]alle mϑi(Xi) ∈ K[Xi] normiert



Der verallgemeinerte Kummers
he Zerlegungssatz 53Output: {p1, . . . , pt} ⊆ PK[X] mit a =
∏t

i=1 pi,jedes pi von der Form {pi,1(X), . . . , pi,in(X)} ⊆ K(X)if n=1 thenFaktorisiere mϑ1(X1) in K[X1]: mϑ1(X1) =
∏t

q=1 mϑ1,q(X1)return {{mϑ1,1(X1)}, . . . , {mϑ1,t(X1)}}elseFaktorisiere mϑ1(X1) in K[X1]: mϑ1(X1) =
∏t

q=1 mϑ1,q(X1)for all q ∈ Nt do
cq ← {a} ∪ {mϑ1,q(X1)}end for{Sei o. B. d.A. t = 1, c1 =: c und mϑ1,1(X1) =: mϑ1(X1)}{Konstruiere endli
hen Körper}

K̃ ← K[X1]/〈mϑ1(X1)〉K[X1]{Abbildung ϕ: Reduziere c modulo mϑ1(X1)}
b← c mod mϑ1(X1){Rekursiver Aufruf}
M ← 
all PrimDe
(K̃, n− 1, b)
M ist von der Form: M = {{p1,1, . . . , p1,v1}

︸ ︷︷ ︸

p1

, . . . , {pu,1, . . . , pu,vu}
︸ ︷︷ ︸

pu

}alle pµ,ν ∈ K̃[X2, . . . , Xn]{Bilde Urbilder der pk unter ϕ} p̃k ← pk ∪ {mϑ1(X1)}Return {p̃1, . . . , p̃u}end ifFür eine detaillierte Bes
hreibung der Reduktion eines Ideals a moduloeinem Polynom siehe [BW93, Chapter 5.1℄.3.3 Der verallgemeinerte Kummers
he Zerle-gungssatzNa
hdem in den ersten beiden Abs
hnitten dieses Kapitels die Handwerks-zeuge für das Bere
hnen der Primideale in einem Faktorring eines multivaria-ten Polynomringes über einem endli
hen Körper bereitgestellt wurden, wirdjetzt die Theorie aufbereitet. Der Kummers
he Zerlegungssatz (1.35) wird inTeilen erweitert auf bestimmte Körperkomposita. Der hier gegebene Beweisorientiert si
h an [PZ97, Chapter 6, (2.27)℄.In diesem Abs
hnitt wird die verallgemeinerte Glei
hungsordnung Z[ϑ1, ϑ2]ebenfalls als Glei
hungsordnung bezei
hnet, obwohl sie eigentli
h ni
ht dur
h



54 Kapitel 3. Primidealfaktorisierung dur
h Primärdekompositioneine Glei
hung de�niert ist.Satz 3.26. Sei K := Q[ϑ1, ϑ2] ein Kompositum von zwei Zahlkörpern F1 :=
Q[ϑ1], F2 := Q[ϑ2], wel
he gegeben sind dur
h die Minimalpolynome

mϑ1(X1) ∈ Z[X1] und mϑ2(X2) ∈ Z[X2].Sei deg(F1) =: n, deg(F2) =: m und deg(K) = nm. Die Glei
hungsordnung
Z[ϑ1, ϑ2] von K hat dann die Form

Z[ϑ1, ϑ2] =

{
n−1∑

i=0

m−1∑

j=0

ai,jϑ
i
1ϑ

j
2 | ai,j ∈ Z

}

.Sei p ∈ PZ eine Primzahl. Seien p̃1, . . . , p̃r die endli
h vielen Primideale desFaktorringes
Fp[X1, X2]/ 〈mϑ1(X1, X2), mϑ2(X1, X2)〉Fp[X1,X2]

︸ ︷︷ ︸

=:c

,gegeben dur
h ein Repräsentantensystem von Restklassen
p̃i = 〈hi,1(X1, X2), . . . , hi,µi(X1, X2)〉Fp[X1,X2], i ∈ Nrmit

hi,j(X1, X2) = hi,j(X1, X2) + c ∈ Fp[X1, X2]/c, i ∈ Nr, j ∈ Nµi .Dann sind die Primideale, wel
he in Z[ϑ1, ϑ2] über 〈p〉Z liegen von der Form
pi = 〈p〉Z[ϑ1,ϑ2] + 〈hi,1(ϑ1, ϑ2), . . . , hi,µi(ϑ1, ϑ2)〉Z[ϑ1,ϑ2], i ∈ Nr.Die hi,j(X1, X2) ∈ Z[X1, X2] sind dabei normierte Urbilder der hi,j(X1, X2).Beweis. Bemerkt sei, dass die mϑi(Xi) ∈ Z[Xi] für i ∈ N2 au
h Elementevon Z[X1, X2] sind.Die Glei
hungsordnung Z[ϑ1, ϑ2] hat die angegebene Form, weil Z[ϑ1, ϑ2]das Bild von Z[X1, X2] unter dem Einsetzungshomomorphismus

ξϑ1,ϑ2 : Z[X1, X2]→ C
r∑

i=0

aiX
ν1,i
1 X

ν2,i
2 7→

r∑

i=0

aiϑ
ν1,i
1 ϑ

ν2,i
2ist. Die zweite Behauptung zeigt man in zwei S
hritten:



Der verallgemeinerte Kummers
he Zerlegungssatz 55(1) Zeige, dass es genügt, die Primideale von Z[ϑ1, ϑ2]/〈p〉Z[ϑ1,ϑ2] zu bestim-men.(2) Zeige den Isomorphismus
Z[ϑ1, ϑ2]/〈p〉Z[ϑ1,ϑ2]

∼= Fp[X1, X2]/c.Punkt (1) folgt mit (3.21), wenn man für f die kanonis
he Projektion
π : Z[ϑ1, ϑ2]→ Z[ϑ1, ϑ2]/〈p〉Z[ϑ1,ϑ2]

a 7→ a + 〈p〉Z[ϑ1,ϑ2]einsetzt.Für den Beweis von (2) betra
hte die Abbildung
Φ : Z[ϑ1, ϑ2]→ Fp[X1, X2]/c

h(ϑ1, ϑ2) 7→ h(X1, X2) + c.Zeigt man, dass Φ ein Ringepimorphismus ist, also wohlde�niert, homomorphund surjektiv, und dass ker(Φ) = pZ[ϑ1, ϑ2] gilt, folgt die Behauptung (2)mit dem Isomorphiesatz für Ringe [Bos96, 2.3, Korollar 5℄. Dann folgt au
h,dass Fp[X1, X2]/c nur endli
h viele Primideale hat, denn Z[ϑ1, ϑ2]/〈p〉Z[ϑ1,ϑ2]ist als Faktorring einer Ordnung endli
h und kann damit nur endli
h vielePrimideale haben.Seien h1(X1, X2), h2(X1, X2) ∈ Z[X1, X2] mit h1(ϑ1, ϑ2) = h2(ϑ1, ϑ2). Zuzeigen ist Φ(h1(ϑ1, ϑ2)) = Φ(h2(ϑ1, ϑ2)), d. h. sind zwei Urbilder glei
h, wer-den diese auf die glei
he Nebenklasse abgebildet. Betra
hte das Polynom
h1(X1, X2)− h2(X1, X2) =: h(X1, X2),und reduziere h mittels verallgemeinerter Polynomdivision zur Normalformmodulo
c̃ := 〈mϑ1(X1, X2), mϑ2(X1, X2)〉Z[X1,X2][BW93, Proposition 5.22℄. Das ist anwendbar, weil man nur Topreduktionenzulässt und mϑ1(X1), mϑ2(X2) als Minimalpolynome vorausgesetzt wurden,also insbesondere normiert sind. Man erhält die Normalform g(X1, X2) ∈

Z[X1, X2] von h modulo c̃:
(⋆) h(X1, X2) = q1(X1, X2)mϑ1(X1, X2)

+ q2(X1, X2)mϑ2(X1, X2) + g(X1, X2),und es ist
max{HT(q1(X1, X2)mϑ1(X1, X2)), HT(q2(X1, X2)mϑ2(X1, X2))}

≤ HT (h(X1, X2)).



56 Kapitel 3. Primidealfaktorisierung dur
h PrimärdekompositionSubstitution (X1, X2) 7→ (ϑ1, ϑ2) liefert
h1(ϑ1, ϑ2)− h2(ϑ1, ϑ2)
︸ ︷︷ ︸

=0, gem.Voraussetzung = q1(ϑ1, ϑ2)mϑ1(ϑ1, ϑ2)
︸ ︷︷ ︸

=0, mϑ1
(X1,X2)ist Mipo von ϑ1

+ q2(ϑ1, ϑ2)mϑ2(ϑ1, ϑ2)
︸ ︷︷ ︸

=0, mϑ2
(X1,X2)ist Mipo von ϑ2

+g(ϑ1, ϑ2).Damit ist g(ϑ1, ϑ2) = 0.Gezeigt wird jetzt, dass au
h g(X1, X2) = 0 gilt: Wäre g(X1, X2) 6= 0,würde dies bedeuten, dass es ein Polynom
g(X1, X2) =

χ
∑

µ=1

aiX
ν1,µ
1 X

ν2,µ
2 ∈ Z[X1, X2]mit folgenden Eigens
haften gäbe:

g(X1, X2) 6= 0 ν1,1 < deg(mϑ1(X1))

g(ϑ1, ϑ2) = 0 ν2,1 < deg(mϑ2(X2)).Es muss weiterhin
g(X1, X2) ∈ Z[X1, X2]gelten mit

g(X1, X2) /∈ Z[X1] und g(X1, X2) /∈ Z[X2],da man sonst einenWiderspru
h zur Minimalpolynomeigens
haft von mϑ1(X1)und mϑ2(X2) erhielte.Das Polynom g(X1, X2) ist von der Form
g(X1, X2) = X

ν1,1
1 X

ν2,1
2 + . . .mit

ν1,1 < n = deg(mϑ1(X1) und ν2,1 < m = deg(mϑ2(X2),denn sonst könnte man in (⋆) den Term g(X1, X2) no
h weiter reduzieren.Sei o. B. d.A. ν1,1 := n− 1, ν2,1 := m− 1 und jeder Koe�zient von g(X1, X2)unglei
h Null. Dann hätte man aber (n − 1)(m − 1) Elemente gefunden,wel
he in dem freien Z-Modul Z[ϑ1, ϑ2] linear abhängig sind. Widerspru
h,da Z[ϑ1, ϑ2] Rang nm hat, siehe (1.7).



Der verallgemeinerte Kummers
he Zerlegungssatz 57Wende nun die Restklassenabbildung
¯ : Z[X1, X2]→ (Z/pZ)[X1, X2]

r∑

i=0

aiX
ν1,i
1 X

ν2,i
2 7→

r∑

i=0

aiX
ν1,i
1 X

ν2,i
2auf (⋆) an:

h(X1, X2) = q1(X1, X2)mϑ1(X1, X2) + q2(X1, X2)mϑ2(X1, X2).Dann gilt
h1(X1, X2)− h2(X1, X2) ∈ c,also liegen h1(X1, X2) und h2(X1, X2) bzgl. c in derselben Nebenklasse.Zeige nun ker(Φ) = pZ[ϑ1, ϑ2]. Sei h(ϑ1, ϑ2) ∈ pZ[ϑ1, ϑ2]. Zu zeigen ist

h(X1, X2) ∈ c. Es sei
h(ϑ1, ϑ2) = p

n∑

i=0

m∑

j=0

ai,jϑ
i
1ϑ

j
2.S
hreibe

g(X1, X2) :=

n∑

i=0

m∑

j=0

pai,jX
i
1X

j
2 .Es gilt aufgrund Distributivität

(h(X1, X2)− g(X1, X2)) (ϑ1, ϑ2) = 0.Dann liegen h(X1, X2) und g(X1, X2) bzgl. c̃ in derselben Nebenklasse:
h(X1, X2) + c̃ = g(X1, X2) + c̃, in Z[X1, X2]/c̃,da Z[ϑ1, ϑ2] genau dann isomorph zu Z[X1, X2]/c̃ ist, wenn Z[ϑ1, ϑ2] vomRang mn ist. Also existieren Polynome

q1(X1, X2), q2(X1, X2) ∈ Z[X1, X2]mit
h(X1, X2)− g(X1, X2) = q1(X1, X2)mϑ1(X1, X2)

+ q2(X1, X2)mϑ2(X1, X2).(Wegen h(X1, X2)− g(X1, X2) ∈ c̃.) Reduktion modulo p liefert
h(X1, X2)− 0 = q1(X1, X2)mϑ1(X1, X2)

+ q2(X1, X2)mϑ2(X1, X2).



58 Kapitel 3. Primidealfaktorisierung dur
h PrimärdekompositionAlso
h(X1, X2) ∈ c.Für die Ri
htung ker(Φ) ⊆ pZ[ϑ1, ϑ2] betra
hte h(ϑ1, ϑ2) ∈ Z[ϑ1, ϑ2] mit

Φ(h(ϑ1, ϑ2)) = 0. Zu zeigen ist h(ϑ1, ϑ2) ∈ pZ[ϑ1, ϑ2].Es gilt
Φ(h(ϑ1, ϑ2)) = 0,also
h(X1, X2) ∈ c.Es existieren q1(X1, X2), q2(X1, X2) ∈ Fp[X1, X2] mit

h(X1, X2) = q1(X1, X2)mϑ1(X1, X2) + q2(X1, X2)mϑ2(X1, X2).[BW93, Proposition 5.22℄ garantiert die Existenz eines r(X1, X2) ∈ pZ[X1, X2]mit
h(X1, X2) = q1(X1, X2)mϑ1(X1, X2) + q2(X1, X2)mϑ2(X1, X2) + r(X1, X2).Substitution (X1, X2) 7→ (ϑ1, ϑ2) liefert

h(ϑ1, ϑ2) = r(ϑ1, ϑ2),aufgrund der Minimalpolynomeigens
haft der mϑ1(X1, X2), mϑ2(X1, X2), also
h(ϑ1, ϑ2) ∈ pZ[ϑ1, ϑ2].Der Na
hweis der Surjektivität von Φ ist trivial. Die Homomorphie von Φfolgt mit der De�nition der Addition bzw. Multiplikation in einem Faktorringund der Homomorphie der Restklassenabbildung .̄Der Beweis von (3.26) lässt si
h ohne Probleme auf Komposita erweitern,wel
he aus mehr als zwei Zahlkörpern bestehen. Das führt auf das Haupter-gebnis dieses Abs
hnittes:Korollar 3.27. Der verallgemeinerte ZerlegungssatzSei K := Q[ϑ] := Q[ϑ1, . . . , ϑn] ein Kompositum von Zahlkörpern Fi := Q[ϑi],
i ∈ Nn. Die Fi seien gegeben dur
h Minimalpolynome mϑi(Xi) ∈ Z[Xi]. Sei

deg(K) =

n∏

i=1

deg(mϑi(Xi)).Sei p ∈ PZ eine Primzahl. Seien p̃1, . . . , p̃r die Primideale des Faktorringes
Fp[X]/ 〈mϑ1(X), . . . , mϑn(X)〉Fp[X]

︸ ︷︷ ︸

=:c

,



Der verallgemeinerte Kummers
he Zerlegungssatz 59gegeben dur
h ein Repräsentantensystem von Restklassen
p̃i = 〈hi,1(X), . . . , hi,µi(X)〉Fp[X]/c, i ∈ Nrmit

hi,j(X) = hi,j(X) + c ∈ Fp[X]/c, i ∈ Nr, j ∈ Nµi .Dann sind die Primideale, wel
he in Z[ϑ] über 〈p〉Z liegen, von der Form
pi = 〈p〉Z[ϑ] + 〈hi,1(ϑ), . . . , hi,µi(ϑ)〉Z[ϑ], i ∈ Nr.Die hi,j(X) ∈ Z[X] sind dabei normierte Urbilder der hi,j(X).Lässt man in (3.26) die Voraussetzung fallen, dass der Grad des Kompo-situms deg(K) ni
ht das Produkt der Grade der Zahlkörper Q[ϑ1] und Q[ϑ2]ist, ist der Satz fals
h:Bemerkung 3.28. Sei mϑ1(X1) = X4

1 − 2 und mϑ2(X2) = X2
2 − 2, dann istdie Abbildung

Φ : Z[ϑ1, ϑ2]→ F2[X1, X2]/c

h(ϑ1, ϑ2) 7→ h(X1, X2) + cni
ht wohlde�niert. Es ist
c = 〈X4

1 , X
2
2 〉F2[X1,X2].Die Polynome

h1(X1, X2) = X2
1 und h2(X1, X2) = X2haben na
h Einsetzung von (ϑ1, ϑ2) = ( 4

√
2,
√

2) den Wert
h1(ϑ1, ϑ2) =

√
2 = h2(ϑ1, ϑ2).Es gilt aber

Φ(h1(X1, X2)) = X2
1 + c und Φ(h2(X1, X2)) = X2 + c.Das Urbild √2 wird also auf mindestens zwei vers
hiedene Nebenklassen ab-gebildet.Man hat jetzt die Theorie zur Verfügung, um in einem Körperkompositum

K = Q[ϑ], wel
hes den Voraussetzung aus (3.27) genügt, alle Primideale derGlei
hungsordnung zu bestimmen, wel
he über einer Primzahl p liegen.Ist das zu zerlegende, ho
hgehobene Primideal 〈p〉Z[ϑ] 
omaximal zumFührer von Z[ϑ], siehe (1.32), kann man au
h eine Angabe ma
hen, vonwel
hen Primidealen der Maximalordnung das Ideal 〈p〉oK geteilt wird:



60 Kapitel 3. Primidealfaktorisierung dur
h PrimärdekompositionLemma 3.29. Sei K := Q[ϑ] ein Körperkompositum mit Maximalordnung
oK und Glei
hungsordnung Z[ϑ]. De�niere

DZ[ϑ] := {a ∈ IZ[ϑ] | a + F(Z[ϑ]) = Z[ϑ]}
DoK

:= {a ∈ IoK
| a + F(Z[ϑ]) = oK}Es gilt(1) Die Mengen DZ[ϑ] und DoK

sind multiplikative Monoide mit Kürzungs-regeln.(2) Die Abbildung
κ : DZ[ϑ] → DoK

a 7→ 〈a〉oKist ein Idealmonoidisomorphismus mit Umkehrabbildung κ−1(b) = b ∩
Z[ϑ].(3) Für alle a ∈ DoK

gilt oK/a ∼= Z[ϑ]/ (a ∩ Z[ϑ]).Beweis. [PZ97, Chapter 6, (2.24), (2.26)℄ kann übernommen werden, da diedort betra
hteten Ordnungen ni
ht notwendig monogen sein müssen.3.4 Primidealfaktorisierung in der Glei
hungs-ordnungBemerkung 3.30. Bezei
hnungenFür den Rest dieses Kapitels gelten folgende Bezei
hnungen, es sein denn,es wird ausdrü
kli
h etwas Anderes gesagt: Seien F1 := Q[ϑ1], F2 := Q[ϑ2]Zahlkörper und K := F1F2 das Kompositum. Sei n := deg(F1), m := deg(F2)und s := deg(K). Die Relativgrade seien m̃ := [K : F1] und ñ := [K : F2].
K = F1F2

F1

m̃

F2

ñ

Q

n mSei p ∈ PZ eine Primzahl und Z[ϑ1, ϑ2] die verallgemeinerte Glei
hungs-ordnung. Wird ein Verzweigungsindex mit ẽ(p|〈p〉) bezei
hnet, so ist p einPrimideal der verallgemeinerten Glei
hungsordnung und ni
ht der Maximal-ordnung, analog für den Trägheitsgrad.



Primidealfaktorisierung in der Glei
hungsordnung 61Die Komposita K, auf die (3.26) anwendbar ist, bekommen einen beson-deren Namen:De�nition 3.31. Seien die Bezei
hnungen wie in (3.30). Gilt deg(K) = nm,nennt man K Kompositum vom vollen Grad. Ein Kompositum, wel
hesni
ht notwendig vollen Grad hat, nennt man beliebiges Kompositum.Mit den ersten 3 Abs
hnitten dieses Kapitels hat man die Te
hnik undTheorie zur Verfügung, um für ein Kompositum vom vollen Grad K und einePrimzahl p ∈ PZ alle Primideale zu bestimmen, wel
he in der Glei
hungs-ordnung Z[ϑ1, ϑ2] über p liegen. Ist p kein Indexteiler, kann man au
h diePrimideale der Maximalordnung bestimmen, wel
he über p liegen. DieserAbs
hnitt stellt die Te
hniken bereit, um die Primidealfaktorisierung in derGlei
hungsordnung zu bere
hnen.Bemerkung 3.32. Folgende Informationen werden für die Bere
hnung derPrimidealfaktorisierung in der Glei
hungsordnung als bekannt vorausgesetzt:� Ein beliebiges Körperkompositum K, gegeben dur
h zwei Minimalpoly-nome mϑ1(X1) ∈ Z[X1], mϑ2(X2) ∈ Z[X2].� Eine zu zerlegende Primzahl p ∈ PZ.� Die Primidealfaktorisierungen von p in Q[ϑ1] und Q[ϑ2].� Bekannt ist, ob F1 bzw. F2 normal sind.� Die Maximalordnungen oF1 und oF2.Die Maximalordnung des Kompositums oK und der Grad sind ni
ht notwendigbekannt.Man hat 3 Aufgaben zu lösen:(1) Überprüfung, ob K vom vollen Grad ist, d. h. ob (3.26) anwendbar ist.(2) Bere
hnung der Primideale {p1, . . . , pn}, wel
he in Z[ϑ1, ϑ2] über einergegebenen Primzahl p liegen.(3) Bere
hnung der Verzweigungsindi
es ẽ(pi|〈p〉) und Trägheitsgrade f̃(pi|〈p〉).Ein erster S
hritt zur Lösung von (1) ist der Diskriminantentest (sieheau
h (2.16)):



62 Kapitel 3. Primidealfaktorisierung dur
h PrimärdekompositionSatz 3.33. Seien F1, F2 Zahlkörper vom Grad n, m mit teilerfremden Dis-kriminanten. Sei K := F1F2 das Kompositum. Dann gilt [K : Q] = nmund
disc(K) = disc(F1)

m disc(F2)
n.Ist {ω1, . . . , ωn} eine Ganzheitsbasis von F1 und {τ1, . . . , τm} eine Ganzheits-basis von F2, dann ist die Menge

{ωiτj | i ∈ Nn, j ∈ Nm}eine Ganzheitsbasis von K.[Nar89, 4, �2, Theorem 4.9℄ Man kennt sogar die Maximalordnung desKompositums und kann damit Indexteiler lei
ht bestimmen, siehe (3.5). Lie-fert der Diskriminantentest gemeinsame Teiler von disc(F1) und disc(F2),können F1 und F2 gemeinsame Teilkörper haben:Bemerkung 3.34. Im Falle, dass der Diskriminantentest negativ ist, hatman zwei Mögli
hkeiten den Grad deg(K) zu bestimmen:(1) Man faktorisiert das Minimalpolynom mϑ2(X2) in dem Polynomring
oF1[X2] über der Maximalordnung von F1. Man betra
htet also die Re-lativerweiterung F2/F1 und wählt als Relativgrad m̃ den Grad des Fak-tors aus, von dem ϑ2 Nullstelle ist. (Das ist die Idee des Beweises in[Nar89, 4, �2, Theorem 4.9℄, verglei
he mit (2.16).)(2) Man wendet (2.14) (2) oder (2.14) (3), bzw. die Algorithmen AlgFiekeroder AlgFiekerSafe an.In der Praxis wird man diese Verfahren weiter verfeinern, zum Beispielkann man si
h den Diskriminantentest sparen, wenn n und m Primzahlensind, da dann F1 und F2 überhaupt keine Teilkörper haben (mit dem Grad-satz).Ergibt si
h aus (3.34) (1) und (2), dass K vom vollen Grad ist, hat dieGlei
hungsordnung die Form:

Z[ϑ1, ϑ2] =

{
n−1∑

i=0

m̃−1∑

j=0

ai,jϑ
i
1ϑ

j
2 | ai,j ∈ Z

}

,und
{
ϑi1ϑ

j
2 | i ∈ N0

n−1, j ∈ N0
m̃−1

}ist eine Q-Basis von K. Dann ist (3.26) anwendbar und mit dem AlgorithmusAlgPrimDe
 bere
hnet man im zweiten S
hritt die Primideale p1, . . . , pk über
p in Z[ϑ1, ϑ2]. Diese haben die Form

pi = 〈fi,1(ϑ1, ϑ2), . . . , fi,mi(ϑ1, ϑ2), p〉Z[ϑ1,ϑ2], fi,j ∈ Z[X1, X2].



Indexteilerbestimmung in Komposita 63Das Bere
hnen der Verzweigungsindi
es und Trägheitsgrade im univaria-ten Fall kann ni
ht ohne Weiteres auf den Kompositafall übertragen wer-den, da im Beweis zu [PZ97, Chapter 6, (2.27)℄ die Verzweigungsindi
es undTrägheitsgrade hergeleitet werden aus den Exponenten und den Graden derFaktoren der Primpolynomzerlegung des Minimalpolynoms modulo der zuzerlegenden Primzahl. Diese Begri�e stehen im multivariaten Fall ni
ht zurVerfügung. Eine einfa
he Mögli
hkeit zum Bere
hnen der Verzweigungsindi-
es ẽ(p|〈p〉) und Trägheitsgrade f̃(p|〈p〉) ist folgende:(1) Potenziere jedes pi bis gilt p 6∈ pti, t ∈ N, dann ist ẽ(pi|〈p〉) = t− 1.(2) Zur Bere
hnung der Trägheitsgrade betra
hte die Idealnorm eines pi inder Glei
hungsordnung
N(pi) = #Z[ϑ1, ϑ2]/pi = pf(pi|p)in Verbindung mit
| det(M)| = #Z[ϑ1, ϑ2]/pi.

M ist die Hermite-Normalform einer Transformationsmatrix von pibzgl. der Basis {ϑi1ϑj2 | i ∈ N0
n−1, j ∈ N0

m̃−1}, siehe (A.8). Man er-hält:
f̃(pi|〈p〉) =

ln(| det(M)|)
ln(p)

.Man ist bis jetzt in der Lage, die komplette Primidealfaktorisierung füreine Primzahl p in der Glei
hungsordnung für ein Körperkompositum vomvollen Grad anzugeben. Der nä
hste S
hritt ist, zu versu
hen, Erkenntnisseüber das Zerlegungsverhalten von p in der Maximalordnung oK zu erlangen.Da der Idealmonoidisomorphismus κ aus (3.29) ni
ht für beliebige Ideale derGlei
hungsordnung de�niert ist, muss man die Primzahlen p bestimmen, fürdie gilt, dass κ auf alle in der Glei
hungsordnung über p liegenden Idealeangewandt werden kann. Dieses Problem wird im nä
hsten Abs
hnitt behan-delt, es werden für Komposita die Indexteiler bestimmt.3.5 Indexteilerbestimmung in KompositaSeien für diesen Abs
hnitt die Bezei
hnungen wie in (3.4), K sei beliebigesKompositum.Ist der Diskriminantentest (3.33) positiv, kennt man sofort den Gradvon K und die Maximalordnung. Die Bedingung �teilerfremde Diskriminan-ten� ist aber für die Eigens
haft von K, vollen Grad zu haben, nur hinrei-
hend und ni
ht notwendig. Ein einfa
hes Gegenbeispiel ist F1 := Q[
√

5] und
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F2 := Q[

√
15]. Es gibt also Komposita K vom vollen Grad, für die die Diskri-minanten disc(F1) und disc(F2) gemeinsame Teiler haben. Dann kann manau
h keine genauen Aussagen über die Maximalordnung oK ma
hen. Willman in K die Primidealfaktorisierung bere
hnen, wird man si
h daher (lei-der) mit Komposita bes
häftigen müssen, für die die Maximalordnung ni
htbekannt ist. Deshalb werden in diesem Kapitel ab jetzt zwei Strategien ver-folgt: Zum einen werden Komposita betra
htet, für die die Maximalordnungni
ht bekannt ist. Der andere Fall behandelt Komposita, für die die Maxi-malordnung als bekannt vorausgesetzt wird. Die Verfahren dieses Abs
hnitteszur Bestimmung von Indexteilern sind unabhängig davon, ob K vollen Gradhat, deshalb werden alle Verfahren für beliebige Komposita diskutiert. Eswird ledigli
h unters
hieden, ob die Maximalordnung bekannt ist, oder ni
ht.Im Falle teilerfremder Diskriminanten ist das Bestimmen der Indexteilereinfa
h:Bemerkung 3.35. Es gelte

gcd(disc(F1), disc(F2)) = 1.Dann kann man mit
disc(K) = disc(F1)

m disc(F2)
n,siehe (3.33), und

disc(Z[ϑ1, ϑ2]) = disc(Z[ϑ1])
m disc(Z[ϑ2])

n[Ist01, 3, Glei
hung (3)℄ die Indexteiler einfa
h bestimmen: Man benutzt
[oK : Z[ϑ1, ϑ2] =

√

disc(Z[ϑ1, ϑ2])

disc(oK)
.Die Maximalordnung ist in diesem Fall mit (3.33) bekannt und K hat vollenGrad.S
hlägt der Diskriminantentest fehl, hat K aber trotzdem vollen Grad,kann man nur no
h hinrei
hende Aussagen ma
hen, dass p kein Indexteilerist, da man die Diskriminante der Maximalordnung ni
ht kennt. Den erstenZugang zu diesem Problem liefert folgender Satz:Satz 3.36. Seien die Bezei
hnungen wie in (3.30). Dann stimmen die Prim-zahlen, wel
he disc(K) und disc(F1) · disc(F2) teilen, überein.



Indexteilerbestimmung in Komposita 65[Nar89, 4,�2, Proposition 4.13℄ Es gilt also nur no
h
disc(K) ≤ disc(F1)

m disc(F2)
n,statt Glei
hheit. Man kann aber eine genaue Angabe ma
hen, mit wel
herPotenz die Primdivisoren von disc(F1) und disc(F2) den Wert disc(K) teilen:Satz 3.37. Seien die Bezei
hnungen wie in (3.30), dann gilt

disc(F1)
m̃ | disc(K)und

disc(F2)
ñ | disc(K).Also gilt

gcd
(
disc(F1)

m̃, disc(F2)
ñ
)
| disc(K).[Nar89, 4, �2, Korollar 2 zu Proposition 4.9℄ Die Glei
hung

disc(Z[ϑ1, ϑ2]) = disc(Z[ϑ1])
m̃ disc(Z[ϑ2])

ñ,gilt ebenfalls ni
ht mehr. Betra
hte als Gegenbeispiel F1 := F2 := Q[
√

2].Mit folgendem Verfahren ist man denno
h in der Lage, den genauen Wertder Diskriminante der Ordnung Z[ϑ1, ϑ2] zu bestimmen, also den Wert
disc({ϑµ1ϑν2 | µ ∈ N0

n−1, ν ∈ N0
m̃−1}).Dieses Verfahren ist au
h unabhängig davon, ob K vollen Grad hat oderni
ht:Bemerkung 3.38. Bere
hnung der Diskriminante der Glei
hungs-ordnung für beliebige KompositaFür die Diskriminantenabbildung von K gilt

disc : Ks → Q
(α1, . . . , αs) 7→ det(M),mit M := (mi,j)1≤i,j≤s und mi,j := Tr(αiαj), siehe (1.13). Ist β ∈ K, danngilt für die Spur von β in K:

TrK|Q(β) =
[K : Q]

[Q[β] : Q]

(
TrQ[β]|Q(β)

)[Mar77, Chapter 2, Theorem 4'℄. (Siehe au
h den Beweis zu (2.4).) Es ist sdur
h (3.34) (1) und (2) bekannt.
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h PrimärdekompositionMan hat daher TrQ[β]|Q(β) zu bestimmen, mit
β ∈

{
ϑµ1ϑ

ν
2 | µ ∈ N0

n−1, ν ∈ N0
m̃−1

}
.Die Werte ϑ1 und ϑ2 sind ganze algebrais
he Zahlen, wel
he man in Minimal-polynomdarstellung bes
hreiben kann. Diese Darstellung ist unabhängig vondem Zahlkörper, dessen Elemente ϑ1 und ϑ2 sind, siehe (A.1). Man kann mit

ϑ1 und ϑ2 Arithmetik betreiben, also insbesondere Multiplikation und Poten-zierung. Das führt auf die Minimalpolynomdarstellung von ϑµ1ϑ
ν
2 und damitdie Minimalpolynome der Zahlkörper

{
Q[ϑµ1ϑν2 ] | µ ∈ N0

n−1, ν ∈ N0
m̃−1

}
.Es gilt

deg(mϑµ1ϑ
ν
2
(X)) ≤ deg(K), ∀ µ, νwegen ϑµ1ϑ

ν
2 ∈ K.In Q[ϑµ1ϑν2 ] stimmen das 
harakteristis
he und das Minimalpolynom von

ϑµ1ϑ
ν
2 überein. Denn das 
harakteristis
he Polynom ist eine Potenz des Mini-malpolynoms und gelte Cϑµ1ϑ

ν
2
(X) 6= mϑµ1ϑ

ν
2
(X), wäre deg(Q[ϑµ1ϑ

ν
2 ]) e
ht grö-ÿer als deg(mϑµ1ϑ

ν
2
(X)) in Q[ϑµ1ϑν2], was ni
ht sein kann. An Cϑµ1ϑ

ν
2
(X) kannman die Spur von ϑµ1ϑ

ν
2 mit (1.12) ablesen.Der Wert [Q[ϑµ1ϑ

ν
2 ] : Q] kann ebenfalls über das 
harakteristis
he Polynomabgelesen werden.Damit hat man alle Werte zur Bere
hnung von disc(Z[ϑ1, ϑ2]) ermittelt.Es liegt bis jetzt der genaue Wert von disc(Z[ϑ1, ϑ2]) und eine obereS
hranke für disc(oK) vor. Folgende Kriterien sind hinrei
hend, dass einePrimzahl p kein Indexteiler in K ist:Lemma 3.39. Seien die Voraussetzungen wie in (3.38), setze

λ := gcd
(
disc(F1)

m̃, disc(F2)
ñ
)
.Die Zahl p ist kein Indexteiler, wenn mindestens einer der folgenden Punkteerfüllt ist:(1) p ∤ disc(Z[ϑ1, ϑ2]).(2) p | disc(Z[ϑ1, ϑ2]) und p2 ∤ disc(Z[ϑ1, ϑ2]).(3) p2 | disc(Z[ϑ1, ϑ2]), p3 ∤ disc(Z[ϑ1, ϑ2]) und p | λ.(4) pq | disc(Z[ϑ1, ϑ2]) und pq | λ, für ein q ∈ N.
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[oK : Z[ϑ1, ϑ2]

2 =
disc(Z[ϑ1, ϑ2])

disc(oK)und der Tatsa
he, dass die linke Seite nur Quadrate enthält.Probleme bereiten also die Primzahlen p, wel
he disc(Z[ϑ1, ϑ2]) teilen,auf die aber keine der Punkte (2), (3) oder (4) aus (3.39) anwendbar sind.Für Komposita, deren Maximalordnung ni
ht bekannt ist, muss man diese�problematis
hen� Primzahlen wie Indexteiler behandeln.Jetzt wird der Fall betra
htet, dass für ein beliebiges Kompositum dieMaximalordnung bekannt ist:Bemerkung 3.40. Ist für ein beliebiges Kompositum K die Maximalordnungbekannt, so ist die Bestimmung der Indexteiler mit Hilfe von
[oK : Z[ϑ1, ϑ2]] =

√

disc(Z[ϑ1, ϑ2])

disc(oK)mögli
h. Den Wert disc(Z[ϑ1, ϑ2]) kennt man mit (3.38). Der Wert disc(oK)ist bere
henbar, da die Maximalordnung als bekannt vorausgesetzt wurde.Man hat jetzt die Mögli
hkeit in einem beliebigen Kompositum, wel
hesaus zwei Zahlkörpern konstruiert ist, Indexteiler zu bestimmen. Ist die Ma-ximalordnung des Kompositums bekannt, kann man alle Indexteiler explizitangeben. Ist die Maximalordnung ni
ht bekannt, existieren mit (3.38) und(3.39) Verfahren, um die potenziellen Indexteiler weitgehend einzus
hrän-ken. Das Übertragen der Indexteilerbestimmung auf Komposita, gebildet ausmehr als zwei Zahlkörper, ist nur bedingt mögli
h und wird in (3.48) und(3.49) diskutiert.Zum S
hluss dieses Abs
hnittes wird die Mögli
hkeit betra
htet, den re-lativen Dedekindtest zu benutzen, um Indexteiler zu bestimmen:Bemerkung 3.41. Im Round-2 Algorithmus wird der Dedekindtest benutzt,um für eine Ordnung O und eine Primzahl p zu ents
heiden, ob O p-maximalist [PZ97, Chapter 4, (5.55)℄, [Coh93, Proposition 6.1.2℄. Der Dedekindtestexistiert au
h für Relativerweiterungen [Fri98, Theorem V.4℄. Der relativeDedekindtest prüft, ob in der Relativerweiterung F1/F2 die relative Glei-
hungsordnung oF1 [t] für ein Primideal p ∈ PoF1
p-maximal ist. Man interpre-tiert nun ein Körperkompositum als Relativerweiterung und erhält folgendenAnsatz:
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h Primärdekomposition(1) Gegeben ist ein Kompositum K und eine �problematis
he� Primzahl p.Betra
hte die Körpertürme K/F1/Q, K/F2/Q.(2) Bere
hne die Zerlegung von p in F1 und F2. Seien p1,1, . . . , p1,ρ diePrimideale, wel
he in oF1 über p liegen, analog p2,1, . . . , p2,η für oF2.(3) Überprüfe mit dem relativen Dedekindtest die relative Glei
hungsord-nung oF1 [t] auf p1,γ-Maximalität für γ ∈ N1,ρ und die relative Glei-
hungsordnung oF2 [t] auf p2,δ-Maximalität für δ ∈ N2,η.(4) Sind alle Dedekindtests positiv, überprüfe die Beziehungen
oF1 [ϑ1] ⊇ Z[ϑ1, ϑ2] und oF2 [ϑ2] ⊇ Z[ϑ1, ϑ2].Ist diese Prüfung positiv, ist die Ordnung Z[ϑ1, ϑ2] in dem Kompositum

K p-maximal, also p kein Indexteiler.(5) S
hlägt ein Dedekindtest fehl, zum Beispiel für ein Primideal pψ,ω, sobere
hne die pψ,ω-maximale Oberordnung der Ordnung oFψ [ϑψ], und fah-re mit dem Dedekindtest für diese neue Ordnung fort. Man erhält zweiOrdnungen Õ1, Õ2, wel
he p1,γ-maximal sind, bzw. p2,δ-maximal, füralle γ, δ.(6) Sind alle Tests negativ, komponiere die Ordnungen Õ1, Õ2 zu einerOrdnung Õ und stelle Õ mit zwei neuen primitiven Elementen ϑ̃1 ∈ F1und ϑ̃2 ∈ F2 dar. Die Primzahl p ist dann für diese neue Glei
hungs-ordnung Z[ϑ̃1, ϑ̃2] kein Indexteiler.Man wird auf folgende Probleme geführt:� Die Tests in (4) sind auf jeden Fall negativ, wenn für einen Körper F1oder F2 die Glei
hungsordnung ni
ht maximal ist.� Das Darstellen der Kompositaordnung Õ mit zwei primitiven Elemen-ten ϑ̃1, ϑ̃2 ist ni
ht realisierbar.Der relative Dedekindtest ist daher nur sinnvoll anwendbar, wenn für dieZahlkörper F1 und F2 die Glei
hungsordnung maximal ist. Au
h liefert derTest nur ein Kriterium, dass eine Primzahl p kein Indexteiler ist. Es ist mitdem heutigen Stand der Fors
hung ni
ht mögli
h, eine neue Glei
hungsord-nung Z[ϑ̂1, ϑ̂2] zu konstruieren, für die p kein Indexteiler ist.



Primidealzerlegung in Komposita Teil 1 693.6 Primidealzerlegung in Komposita Teil 1Seien die Bezei
hnungen wie in (3.30) und K vom vollen Grad. Sei zusätzli
h
ω1, . . . , ωs ∈ K eine Z-Basis der Maximalordnung von K.In diesem Abs
hnitt werden die Ergebnisse aus den vorherigen Abs
hnit-ten dieses Kapitels zu Algorithmen zusammengefasst. Au
h wird untersu
ht,in wieweit man Algorithmen aus (1) auf den Kompositafall retten kann. Wiebereits am Anfang von (3.5) bespro
hen, wird einmal der Fall betra
htet,dass für ein Körperkompositum K die Maximalordnung bekannt ist. Ande-rerseits wird der Fall betra
htet, dass die Maximalordnung ni
ht bekannt ist.Der erste Fall wird in diesem Abs
hnitt behandelt, der zweite in (3.7).Mit (3.40) kann man sehr lei
ht feststellen, ob p Indexteiler ist. Ist p keinIndexteiler, hat man alle Werkzeuge zur Verfügung: Man wendet AlgorithmusAlgPrimDe
 an und ermittelt mit den Te
hniken aus (3.4) die Primidealfak-torisierung in der Glei
hungsordnung Z[ϑ1, ϑ2]. Ans
hlieÿend wendet man(3.29) an.Einige Vereinfa
hungen bes
hreibt folgende Bemerkung:Bemerkung 3.42. Nützli
he Hilfsmittel zum Bestimmen der Verzweigungs-indi
es e und Trägheitsgrade f sind:� Ist p total zerlegt in F1 und in F2, dann au
h in K. Alle Verzweigungs-indi
es und Trägheitsgrade sind 1 [Ko
00, Proposition 4.9.2℄.� Die Menge der Primdivisoren von disc(F1) disc(F2) ist glei
h der Men-ge der Primdivisoren von disc(K) [Nar89, 4, �2, Proposition 4.13℄. Istalso p unverzweigt in F1 und F2, so ist p au
h unverzweigt in K undalle Verzweigungsindi
es sind 1.� Sind sowohl F1 als au
h F2 normal, muss man nur einen Trägheitsgradoder einen Verzweigungsindex kennen. [PZ97, Chapter 6, (2.23)℄Es gilt allerdings ni
ht: Sei p total verzweigt in F1 und in F2, dann ist pau
h total verzweigt in K. Ein Gegenbeispiel ist F1 := Q[

√
3], F2 := Q[

√
15],

p := 3.Man erhält folgenden Algorithmus:Algorithmustabelle 7: AlgKumBivInput: Kompositum K vom vollen Grad,gegeben dur
h zwei Minimalpolynome
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mϑ1(t), mϑ2(t) ∈ Z[t]
{ω1, . . . , ωs} Z-Basis von oKPrimzahl p, kein IndexteilerOutput: Menge von Tripeln {p, e, f} mit p ∈ PoF

und p | 〈p〉oF ,
e = e(p|〈p〉), f = f(p|〈p〉)begin:{Rufe Algorithmus AlgPrimDe
 auf}
M ← 
all AlgPrimDe
(Fp, 2, 〈mϑ1(X1, X2), mϑ2(X1, X2)〉){M ist von der Form M = {M1, . . . , Mt}mit Mi = {pi,1(X1, X2), . . . , pi,it(X1, X2)} }{Erzeuge die Primideale in der Glei
hungsordnung}
N ← ∅for all i ∈ Nt do

p← 〈p, pi,1(ϑ1, ϑ2), . . . , pi,it(ϑ1, ϑ2)〉
N ← N ∪ {pi, ei, fi}end forif p ist total zerlegt in F1 und F2 then
ei ← 1, fi ← 1 für alle i ∈ Ntelseif p unverzweigt in F1 und F2 then

ei ← 1 für alle i ∈ Nteasy1 ← trueend ifif F1,F2 sind normal theneasy2 ← trueend if{Bere
hne Verzweigungsindi
es}for all i ∈ Nt doif ei no
h ni
ht bekannt then
j ← 1, p̃← pirepeat

j ← j + 1, p̃← p̃juntil p /∈ p̃

ei ← i− 1end ifif easy2 = true then
ei ← i− 1 für alle no
h ni
ht bekannten eiend ifend for{Bere
hne Trägheitsgrade}if easy2 = true then
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fi ← s

e
für alle i ∈ Ntelsefor all i ∈ Nt doif fi no
h ni
ht bekannt then

D ← HNF von p

fi ← ln(| det(M)|)/ ln(p)end ifend forend ifend if{Wende (3.29) an}for all i ∈ Nt do
pi ← 〈pi〉oKend forreturn M

Bemerkung 3.43. Der Algorithmus AlgKumBiv kann mit Hilfe von Induk-tion einfa
h auf Komposita vom vollen Grad, bestehend aus mehr als zweiZahlkörpern übertragen werden. Man erhält den Algorithmus AlgKumMult.Algorithmustabelle 7 kann übernommen werden, ledigli
h der Aufruf von Alg-PrimDe
 ist im zweiten Parameter zu modi�zieren. Es sei aber bemerkt, dassdie Maximalordnung des Kompositums bekannt sein muss, da man sonst nurGeneratoren der Primideale in der Zerlegung angeben kann, (siehe (3.49)).Den Indexteilerfall kann man mit AlgKumBiv ni
ht lösen, da für die-sen Fall der Idealmonoidisomorphismus κ aus (3.29) ni
ht de�niert ist. Mankann ledigli
h die Primidealfaktorisierung in der Glei
hungsordnung bere
h-nen. Überprüft man, wel
he der Methoden aus (1.4) auf den Kompositafallübertragen werden können, kommt man zu folgendem Ergebnis:Der Ore-Pohst Algorithmus ist ni
ht auf den Kompositafall übertragbar,da hier eine sukzessive p-adis
he Faktorisierung des de�nierenden Polynomsdur
hgeführt wird, wel
he ni
ht mit den Mitteln der Primärdekompositionemuliert werden kann. Der Algorithmus von Bu
hmann-Lenstra kann aberauf den Kompositafall übertragen werden:Bemerkung 3.44. Der Algorithmus von Bu
hmann-Lenstra über-tragen auf Komposita(Der Algorithmus wurde bereits eingehend in (1.4) bes
hrieben, deshalb istdie Darstellung knapp gehalten)
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h Primärdekomposition� S
hritt 1: (Bere
hnen des p-Radikals)In [Coh93, Chapter 6.1.3℄ wird das p-Radikal Ip(oK) der Maximalord-nung als Kern einer q-ten Potenz des Frobenius-Homomorphismus be-re
hnet, mit pq ≥ [K : Q]. Im Unters
hied zu (1.4) ist jetzt die Maxi-malordnung ω1, . . . , ωs ni
ht als Transformationsmatrix bezügli
h einerPotenzbasis von K gegeben, sondern bezügli
h der Basis
{ϑi1ϑj2 | i ∈ N0

n−1, j ∈ N0
m̃−1}.Das hat auf die Bere
hnung von Ip(oK) keinen Ein�uss. Man erhältdie Hermite-Normalform von Ip(oK)/poK (, da man alle Bere
hnungenmodulo poK dur
hführt).� S
hritt 2: (Bere
hnen der Idealprodukte Hj)Die Bere
hnung der Hj kann aus (1.39) wörtli
h übernommen werden.Man erhält die Hj als Hermite-Normalformen modulo poK.� S
hritt 3: (Zerlegen der Algebren oK/Hj)Zum Zerlegen der separablen Fp-Algebren oK/Hj kann Algorithmus Alg-ZerSepA übernommen werden.Der Algorithmus von Bu
hmann-Lenstra kann ohne Weiteres auf belie-bige Komposita übertragen werden. Diese brau
hen ni
ht vollen Rang zuhaben, allerdings muss die Maximalordnung bekannt sein. Der einzige Unter-s
hied zum bivariaten Fall betri�t die Darstellung der Maximalordnung. DieTransformationsmatrix der Maximalordnung ist ni
ht bezügli
h einer Zahl-körperbasis gegeben, in der nur zwei primitive Elemente ers
heinen, sondernbeliebig viele:

{ϑi11 · · . . . · ϑinn | i1 ∈ N0
[F1:Q]−1, . . . , in ∈ N0

[F1...Fn:F1...Fn−1]−1}.Das hat allerdings keinen Ein�uss auf die Bere
hnungen. Man kommt zufolgendem Gesamtergebnis:Bemerkung 3.45. Liegt ein Kompositum K vor, für wel
hes die Maximal-ordnung bekannt ist, kann man die Primidealfaktorisierung in jedem Fallmit dem Algorithmus von Bu
hmann-Lenstra bere
hnen. Primärdekomposi-tion ist nur anwendbar, wenn K vollen Rang hat und au
h dann nur, wenn pkein Indexteiler ist. Sonst ist mit Hilfe von Primärdekomposition ledigli
h dieBere
hnung der Primidealfaktorisierung in der Glei
hungsordnung mögli
h.



Primidealzerlegung in Komposita Teil 2 733.7 Primidealzerlegung in Komposita Teil 2Seien die Bezei
hnungen wie in (3.30). Sei K ein Kompositum vom vollenGrad. Die �problematis
hen� Primzahlen, für die keine genaue Aussage überdie Indexteilereigens
haft mit Hilfe von (3.5) mögli
h ist, werden ebenfallsals Indexteiler bezei
hnet.In diesem letzten Abs
hnitt werden Mögli
hkeiten untersu
ht, Aussagenzu tre�en über das Zerlegungsverhalten einer Primzahl p in einem Kompo-situm vom vollen Grad, für wel
hes die Maximalordnung ni
ht bekannt ist.Ledigli
h die Maximalordnungen der an der Kompositabildung beteiligtenZahlkörper sind bekannt. Interessant sind diese Untersu
hungen aus folgen-dem Grund:Bemerkung 3.46. Die Anwendung des Algorithmus von Bu
hmann-Lenstrasetzt zwingend die Kenntnis der Maximalordnung voraus, die Anwendung desZerlegungssatzes (1.35) zwingend die Kenntnis eines Minimalpolynoms. DieIdee ist, dass man in Komposita die Primidealzerlegung bere
hnen kann, ohneein de�nierendes Minimalpolynom oder die Maximalordnung zu kennen. Manmuss ledigli
h die Maximalordnungen der an der Kompositabildung beteiligtenZahlkörper kennen. Die Bere
hnung der Maximalordnungen von Zahlkörpernvom Grad 15 und höher sind mögli
h, also kann man mit den hier vorgestell-ten Verfahren theoretis
h die Primidealzerlegung von Zahlkörpern bis zumGrad 225 und höher bere
hnen, so sie si
h als Komposita vom vollen Graddarstellen lassen. Betra
htet man Komposita, die dur
h mehr als zwei Zahl-körper gebildet werden, erhöht si
h der Grad jeweils um den Faktor 15. FürBeispiele siehe (B.4).Es existieren in der Literatur [BR87℄ bereits Ansätze, ledigli
h das Zer-legungsverhalten einer Primzahl p zu bere
hnen und ni
ht die vollständigeZerlegung.Zuerst werden �gute� Primzahlen diskutiert, also Primzahlen, die keineIndexteiler sind:Bemerkung 3.47. Mit den Verfahren aus (3.5) ist man in der Lage, diePrimidealzerlegung von p in der Glei
hungsordnung Z[ϑ1, ϑ2] zu bestimmen.Da p kein Indexteiler ist, ist das Zerlegungsverhalten von p mit (3.29) inder Maximalordnung oK dasselbe, wie in der Glei
hungsordnung, d. h. dieGeneratoren sind dieselben und die Verzweigungsindi
es und Trägheitsgradesind glei
h. Die Algorithmen AlgKumBiv und AlgKumMult können könnenwörtli
h übernommen werden.(3.47) lässt si
h ohne die Ergebnisse aus (2.2) nur einges
hränkt auf be-liebige Komposita übertragen:
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h PrimärdekompositionBemerkung 3.48. Sei K ein Kompositum, bestehend aus n Zahlkörpern
K := F1 . . .Fn, n ≥ 3. Es seien nur die Maximalordnungen oF1, . . . , oFn be-kannt. Dann muss man, um die Algorithmen aus (3.4) anwenden zu können,in dem Körperturm

F1 . . .Fn ⊇ F1 . . .Fn−1 ⊇ . . . ⊇ F1die genauen Grade der Erweiterungen
nn := [F1 . . .Fn : F1 . . .Fn−1], . . . , n2 := [F1F2 : F1]kennen, da sonst die Konstruktion der Glei
hungsordnung

Z[ϑ] :=

{
n1∑

i1=1

. . .

nn∑

in=1

ai1,...,inϑ
i1
1 . . . ϑinn | ai1,...,in ∈ Z

}

, n1 := deg(F1)ni
ht mögli
h ist, und man ni
ht überprüfen kann, ob K vollen Grad hat.Die Glei
hungsordnung muss man au
h für die Indexteilerbere
hnung kennen,siehe (3.38). Haben die Zahlkörper F1, . . . ,Fn teilerfremde Diskriminanten,sind die Grade nn, . . . , n1 bekannt (wende (3.33) induktiv an). Ansonstenmuss man, wie in (3.4) bemerkt, das Minimalpolynom mϑµ(t) ∈ Z[t] für
µ ∈ Nn−1 als Element des Polynomringes oF1...Fµ−1 [X1, . . . , Xµ−1] interpre-tieren, und in diesem faktorisieren. Damit muss man aber die Maximalord-nung oF1...Fn−1 , . . . , 0F1F2 kennen. Man gibt den Vorteil auf, dass man keineMaximalordnung kennen muss, wel
he dur
h Kompositumsbildung zustandegekommen ist.Man kann jedo
h die Ergebnisse aus Kapitel 2 heranziehen und erhält:Satz 3.49. Seien die Bezei
hnungen wie in (3.30) bzw. in (3.48). Die Algo-rithmen AlgFieker und AlgFiekerSafe geben einem die Mögli
hkeit, induktivdie Grade der Erweiterungen

nn := [F1 . . .Fn : F1 . . .Fn−1], . . . , n2 := [F1F2 : F1],zu bestimmen, ohne zusätzli
h Maximalordnungen oder Minimalpolynome be-re
hnen zu müssen. Man kann so die Glei
hungsordnung
Z[ϑ] :=

{
n1∑

i1=1

. . .

nn∑

in=1

ai1,...,inϑ
i1
1 . . . ϑinn | ai1,...,in ∈ Z

}

, n1 := deg(F1)generieren, überprüfen, ob (3.27) anwendbar ist und gegebene Primzahlenauf Indexteilereigens
haft mit den Verfahren aus (3.5) untersu
hen. Ist die



Primidealzerlegung in Komposita Teil 2 75gegebene Primzahl kein Indexteiler, kann man mit AlgKumMult (3.43) diePrimidealfaktorisierung bestimmen. Das Ergebnis sind die Generatoren derPrimideale in der Maximalordnung, die zugehörigen Verzweigungsindi
es undTrägheitsgrade.Damit ist der Fall, dass eine zu zerlegende Primzahl kein Indexteiler ist,und K als Kompositum vom vollen Grad von beliebig vielen Zahlkörperngegeben ist, vollständig gelöst.Sei nun p Indexteiler im Sinne von (3.5). Der Algorithmus von Bu
hmann-Lenstra ist ni
ht anwendbar, weil bei der Konstruktion des p-Radikals, zwin-gend die Kenntnis der Maximalordnung vorausgesetzt wird, ebenso der Ore-Pohst Algorithmus. Man wird die Primidealzerlegung in der Glei
hungsord-nung bere
hnen und ho�en, dass hieraus Aussagen über das Zerlegungsver-halten von p in der Maximalordnung getro�en werden können.Folgender Satz gibt Auskunft, wel
he Aussagen des erweiterten Zerle-gungssatzes (3.26) auf den Indexteilerfall gerettet werden können:Satz 3.50. Seien die Voraussetzungen wie in (3.26). Seien p̃1, . . . , p̃r diePrimideale, wel
he in Z[ϑ1, ϑ2] über p liegen. Sei ai das Bild von p̃i unter derAbbildung κ für i ∈ Nr, siehe (3.29). Dann gilt
〈p〉oK =

r∏

i=1

ai.Die ai sind paarweise 
oprim.Beweis. Der Beweis folgt mit (3.26) in Verbindung mit [Coh93, Proposition6.2.1℄.Man erhält ledigli
h ein Produkt von 
oprimen Idealen, statt einem Pro-dukt von Primidealen. Der Versu
h, über das Zerlegungsverhalten von p inder Glei
hungsordnung auf das Zerlegungsverhalten in der Maximalordnungzu s
hlieÿen, ist aber ho�nungslos:Beispiel 3.51. Betra
hte Q[ϑ] mit Minimalpolynom mϑ(t) := t3 − 86t2 −
65t + 326 ∈ Z[t]. Die 2 zerlegt si
h in der Glei
hungsordnung zu

〈2〉Z[ϑ] = 〈2, ϑ〉Z[ϑ]〈2, 1 + ϑ〉2Z[ϑ],wegen
mϑ(t) ≡ t(t + 1)2 mod F2[t].In der Maximalordnung oQ[ϑ] zerlegt si
h die 2 aber zu

〈2〉oQ[ϑ]
= 〈2, ϑ2〉oQ[ϑ]

〈2, ϑ〉oQ[ϑ]
〈2, ϑ + ϑ2〉oQ[ϑ]

,



76 Kapitel . Primidealfaktorisierung dur
h Primärdekompositiondenn 〈2, 1 + ϑ〉2
Z[ϑ] ist in oQ[ϑ] kein Primideal mehr. Hier gilt
〈2, 1 + ϑ〉2

oQ[ϑ]
= 〈2, ϑ2〉oQ[ϑ]

〈2, ϑ + ϑ2〉oQ[ϑ]
.Beispiel 3.52. Betra
hte Q[ϑ] mit mϑ(t) := t2 − 5 ∈ Z[t]. Die 2 zerlegt si
hin der Glei
hungsordnung zu

〈2〉Z[ϑ] = 〈2, 1 + ϑ〉2Z[ϑ],wegen
mϑ(t) ≡ (t + 1)2 mod F2[t].In der Maximalordnung oQ[ϑ] ist 〈2〉oQ[ϑ]

aber ein Primideal. [Mar77, Chapter3, Theorem 25℄Man ist also ni
ht einmal in der Lage, die Anzahl der Primideale anzu-geben, in die si
h eine Primzahl zerlegt.Das Gesamtergebnis des Kapitels ist in folgender Bemerkung zusammen-gefasst:Bemerkung 3.53. In diesem Kapitel wurde untersu
ht, ob man Primärde-komposition einsetzen kann, um die Primidealfaktorisierung in Komposita zubere
hnen. Das ist grundsätzli
h ni
ht mögli
h, sondern nur in Komposita,wel
he vollen Grad haben (3.31). Dann hat diese Te
hnik aber den Vorteil,dass man weder ein Minimalpolynom no
h die Maximalordnung des Komposi-tums kennen muss. Für diese Situation ist die Primärdekomposition bzgl. derLaufzeit uns
hlagbar, siehe die Beispiele in (B.4). Des weiteren wurden Ver-fahren entwi
kelt, um für eine groÿe Menge von Primzahlen zu ents
heiden,ob sie Indexteiler sind, ohne die Maximalordnung zu kennen. Für Indexteilerkann die Primärdekomposition in Komposita von vollem Grad allerdings nureingesetzt werden, um die Primidealfaktorisierung in der Glei
hungsordnungzu bere
hnen.



Anhang ARepräsentation im ComputerDieses Unterkapitel bes
häftigt si
h mit der Frage, wie man die in der Theorieder Primidealzerlegung vorkommenden zahlentheoretis
hen Strukturen imComputer repräsentiert. Die Art und Weise dieser Repräsentation sollte wohlüberlegt sein, denn naive Ansätze führen oft zu astronomis
her Laufzeit. AlsSti
hwort sei hier die Koe�zientenexplosion bei der Hermite-Normalformgenannt, siehe [Hop94, Kapitel 2℄.Referenzsystem für die Implementation ist das ComputeralgebrasystemKANT-V4 [DFK+97℄. Weiterführende Literatur zu diesem Thema sind [PZ97,Coh93, Coh00℄ und das Standardwerk [Knu97a, Knu97b, Knu97
℄.Zuerst werden Mögli
hkeiten diskutiert, wie man eine algebrais
he Zahl ineinem Computer spei
hert. Der zweite Abs
hnitt behandelt die Spei
herungvon Idealen.A.1 Darstellung von algebrais
hen ZahlenIm Allgemeinen werden vier Mögli
hkeiten verwendet, algebrais
he Zahlenin Computern zu repräsentieren:De�nition A.1. Sei α ∈ C eine algebrais
he Zahl, na
h (1.4) existiert dasMinimalpolynom mα(t) ∈ Q[t] und der Grad deg(mα(t)) entspri
ht der An-zahl der Konjugierten von α in einem algebrais
hen Abs
hluss. Um α vondiesen Konjugierten unters
heiden zu können, repräsentiert man α als einPaar
(mα(t), x) ∈ Q[t]× C,wobei x ∈ C eine komplexe Approximation ist. Das Paar (mα(t), x) nenntman die Minimalpolynomdarstellung von α.77



78 Kapitel A. Repräsentation im ComputerWi
htig an der Minimalpolynomdarstellung ist, dass die zu spei
hern-de algebrais
he Zahl ni
ht notwendig Element eines Zahlkörpers sein muss.Man hat so die Mögli
hkeit mit algebrais
hen Zahlen, unabhängig von demZahlkörpern, aus dem sie stammen, Arithmetik zu betreiben.Sei ab jetzt F := Q[ϑ] algebrais
her Zahlkörper vom Grad n und α ∈ F .De�nition A.2. Sei ϑ1, . . . , ϑn eine Q-Basis von F , dann kann α eindeutigges
hrieben werden als
α =

n−1∑

j=0

p̃j
qj

ϑj+1,
p̃

q
∈ Q, gcd(p̃, q) = 1.Setzt man d := lcm(q0, . . . , qn−1), erhält man eine Darstellung

α =

∑n−1
j=0 pjϑj+1

d
, d > 0, pj ∈ Z, gcd(p0, . . . , pn−1, d) = 1.Ist die Basis {ϑ1, . . . , ϑn} eine Potenzbasis eines primitiven Elementes ϑ,nennt man den Z-Vektor (p0, . . . , pn−1, d) ∈ Zn+1×1 die Standarddarstel-lung von α bzgl. ϑ.De�nition A.3. Betra
hte die Darstellungsmatrix Mα von α, siehe (1.11),so kann Mα umgeformt werden zu einer Matrix M̃α = (m̃ij)1≤i,j≤n für diegilt:

Mα =
(m̃ij)1≤i,j≤n

d
, d > 0, m̃ij ∈ Z, gcd({m̃i,j | i, j ∈ Nn}, d) = 1.Man nennt das Paar

((m̃ij)1≤i,j≤n, d) ∈ Zn×n × Ndie Matrixdarstellung von α. Die Zahl d nennt man den Nenner von α.De�nition A.4. Seien σ1, . . . , σn : Q[t]/〈mϑ(t)〉Q[t] → C die Q-Einbettungenvon F , siehe (1.5). Seien die σi so sortiert, dass gilt
σ1, . . . , σr1
︸ ︷︷ ︸reelle

Q-Einbettungen , σr1+1, . . . , σr1+r2
︸ ︷︷ ︸komplexe

Q-Einbettungen , σr1+r2+1, . . . , σr1+r2+r2
︸ ︷︷ ︸zu σr1+1,...,σr1+r2konjugiert komplexe

Q-Einbettungen .Dann kann α eindeutig dargestellt werden dur
h den Vektor
(σ1(α), . . . , σr1+r2(α)) ∈ Rr1 × Cr2 ,wel
hen man die Konjugiertenvektordarstellung von α nennt.



Darstellung von Idealen 79Gilt deg(mα(t)) 6= deg(F) in der Konjugiertenvektordarstellung einer al-gebrais
hen Zahl α ∈ F , dann wiederholen si
h die Komponenten dieserDarstellung deg(F)/ deg(mα(t)) mal.Für eine ausführli
he Diskussion der Vor- und Na
hteile aller vier Dar-stellungen siehe [Coh93, Chapter 4.2℄.A.2 Darstellung von IdealenWill man Ideale von Ordnungen in Computern repräsentieren, hat man zweivers
hiedene Ansätze: Die Hermite-Normalform und die 2-Elementdarstel-lung.Sei für diesen Abs
hnitt F := Q[ϑ] Zahlkörper vom Rang n. Sei O eineOrdnung von F und a ∈ I×O ein Ideal von O.Den Zugang zur Hermite-Normalform liefert folgende Proposition:Proposition A.5. Es ist a freier Z-Modul vom Rang n.[Coh93, Proposition 4.6.3℄ Das Ideal a hat daher eine Z-Basis der Mä
h-tigkeit n, zum Beispiel ω1, . . . , ωn ∈ F . Es existiert mindestens eine Zahl
d ∈ Z für die gilt dωi ∈ O. Die kleinste positive Zahl d mit dieser Eigen-s
haft nennt man den Nenner von a bzgl. O. Man stellt nun dω1, . . . , dωnmit Hilfe einer Transformationsmatrix T ∈ Zn×n bzgl. O dar.Es existieren Transformationsmatrizen, die eine ganz besondere Form ha-ben:Satz A.6. Zu jeder Matrix A ∈ Zn×n existiert eines Matrix U := (ui,j) ∈
Gl(n, Z), so dass AU untere Dreie
ksmatrix ist. Es gilt ui,i ∈ N0 und die ui,jmit j < i sind modulo ui,i eindeutig bestimmt für alle i, j ∈ Nn.[PZ97, Chapter 3, (2.6)℄ Zusammengefasst erhält man:Satz A.7. Sei α1, . . . , αn ∈ F eine Basis von O, dann existiert eine eindeutigbestimmte Z-Basis ω1, . . . , ωn ∈ F von a, so dass, falls man

ωi =

∑n
i=1 ωi,jαi

ds
hreibt, gilt:� d ist der Nenner von a bzgl. O,� ωi,j ∈ Z für alle i, j ∈ Nn,� für i < j gilt ωi,j = 0,



80 Kapitel A. Repräsentation im Computer� für i = j gilt ωi,j > 0,� für alle i > j gilt 0 ≤ ωi,j < ωi,i.[Coh93, Theorem 4.7.3℄De�nition A.8. Seien die Bezei
hnungen wie in (A.7). Das Paar
(d, (ωi,j)1≤i,j≤n) ∈ N× Zn×nnennt man Hermite-Normalform oder HNF von a bzgl O. Die Basis

{ω1, . . . , ωn} nennt man HNF-Basis von a bzgl. O.Sei ab jetzt a ∈ I×
oF
. Die Existenz der 2-Elementdarstellung von a garan-tiert folgende Proposition:Proposition A.9. Sei α ∈ a, α 6= 0 beliebig. Dann existiert β ∈ a, so dass

a = 〈α, β〉oF gilt. Des weiteren ist a ∩ Z 6= ∅.[Coh93, Proposition 4.7.7℄De�nition A.10. Sei α die kleinste positive Zahl der Menge a ∩ Z und
β ∈ a wie in (A.9). Dann nennt man das Paar (α, β) ∈ N × a die 2-Elementdarstellung von a.Ein o�ensi
htli
her Vorteil der 2-Elementdarstellung ist der niedrigereSpei
herplatz gegenüber der HNF. Ein Na
hteil ist, dass man beim Addie-ren und Multiplizieren von zwei Idealen vier Generatoren erhält und die2-Elementdarstellung des Ergebnisses neu bere
hnen muss. Dieses Problemlöst die p-Normaldarstellung [PZ97, Chapter 6, (3.14)℄, [Hop98, De�nition1.2.6℄.Für eine weiterführende Diskussion der Darstellung von Idealen sei auf[PZ97, Chapter 6.2℄ und [Hop98℄ verwiesen.



Anhang BBeispiele und Bere
hnungen amComputerDieser Abs
hnitt bes
hreibt die Verfahren dieser Arbeit, wel
he in dem Com-puteralgebrasystem KANT-V4 implementiert sind bzw. im Rahmen dieserArbeit implementiert wurden. Alle Bere
hnungen wurden dur
hgeführt aufeinem Re
hner mit AMD Athlon� XP 1500+ Prozessor mit 512 MegabyteHauptspei
her und einer Ca
hegröÿe von 256 Kilobyte.B.1 S
hnelle RegularitätsbestimmungIn (2.1) ist man darauf angewiesen, s
hnell für eine Matrix M ∈ Zn×n zuents
heiden, ob die Determinante von M Null ist oder ni
ht. Die Idee ist,für eine gegebene Matrix M , die man auf Regularität überprüfen will, zuerst
M modulo einer Primzahl p zu reduzieren, um dann die Determinante derreduzierten Matrix zu überprüfen, siehe (2.7), (2.8). Hat man eine Primzahl
p gefunden, so dass det(M

p
) 6= 0 ist, ist man fertig.Folgende Fragen wurden untersu
ht:� Ab wel
her Spalten- bzw. Zeilenzahl lohnt si
h die Reduktion?� Ab wel
her Primzahl kann man davon ausgehen, dass man die Matrixnur einmal reduzieren muss, um ein verlässli
hes Ergebnis zu haben?� Ist die modulare Methode s
hneller, und wenn ja, um wel
hen Faktor?Die Ergebnisse sind in folgender Tabelle zusammengefasst, dabei habendie einzelnen Spalten folgende Bedeutung:� Spalte 1: Anzahl der Spalten/Zeilen der untersu
hten Matrix.81



82 Kapitel B. Beispiele und Bere
hnungen am Computer� Spalte 2: Koe�zientenberei
h.� Spalte 3: Anzahl der Fehler, d. h. die Determinante der reduziertenMatrix ist Null, obwohl die reale Determinante unglei
h Null ist.� Spalte 4: Zeit 1: Dur
hs
hnittli
he Re
henzeit in Millisekunden fürdas Ermitteln der realen Determinante.� Spalte 5: Zeit 2: Dur
hs
hnittli
he Re
henzeit in Millisekunden fürdas Reduzieren der Matrix und Ermitteln der Determinante.Betra
htet wurde jeweils eine Reduktion modulo 2, 3 und 5. Es wurdenfür jede Kombination 20000 Zufallsmatrizen erzeugt.Tabelle B.1: Regularitätsbestimmung modulo 2Benutzte Primzahl: 2Anzahl Koe�zienten- Anzahl Zeit 1 Zeit 2Spalten berei
h Fehler10 ±10k 5838 1.077 0.26710 ±50k 5992 1.112 0.29510 ±100k 5950 1.386 0.28120 ±10k 52 4.132 1.27020 ±50k 39 4.487 1.32320 ±100k 56 5.380 1.33730 ±10k 1 9.865 3.55330 ±50k 0 10.407 3.60230 ±100k 0 12.018 3.54440 ±10k 0 17.157 8.12540 ±50k 0 20.680 8.33640 ±100k 0 21.461 8.35850 ±10k 0 27.339 12.19350 ±50k 0 33.010 12.26250 ±100k 0 33.783 12.307100 ±10k 0 156.740 66.901100 ±50k 0 191.851 66.997100 ±100k 0 197.266 67.011150 ±10k 0 502.541 204.072150 ±50k 0 623.646 204.183150 ±100k 0 639.321 203.845200 ±10k 0 1228.833 428.044200 ±50k 0 1290.573 429.016



S
hnelle Regularitätsbestimmung 83Tabelle B.1: (Fortsetzung)Benutzte Primzahl: 2Anzahl Koe�zienten- Anzahl Zeit 1 Zeit 2Spalten berei
h Fehler200 ±100k 0 1551.843 428.711250 ±10k 0 2215.004 756.709250 ±50k 0 2747.506 756.810250 ±100k 0 2809.379 757.069Tabelle B.2: Regularitätsbestimmung modulo 3Benutzte Primzahl: 3Anzahl Koe�zienten- Anzahl Zeit 1 Zeit 2Spalten berei
h Fehler10 ±10k 223 1.086 0.42910 ±50k 241 1.121 0.42310 ±100k 250 1.371 0.41520 ±10k 0 4.115 2.16320 ±50k 0 4.366 2.16720 ±100k 0 5.483 2.17630 ±10k 0 9.758 6.34130 ±50k 0 10.300 6.30930 ±100k 0 12.050 6.31740 ±10k 0 17.204 9.83240 ±50k 0 20.560 10.21540 ±100k 0 21.560 9.81450 ±10k 0 27.351 17.46350 ±50k 0 32.992 17.35750 ±100k 0 33.782 17.379100 ±10k 0 156.903 78.621100 ±50k 0 192.093 78.606100 ±100k 0 197.665 78.618150 ±10k 0 508.655 235.747150 ±50k 0 632.132 235.767150 ±100k 0 652.962 236.894200 ±10k 0 1233.566 499.140200 ±50k 0 1287.773 497.910200 ±100k 0 1552.332 497.640



84 Kapitel B. Beispiele und Bere
hnungen am ComputerTabelle B.2: (Fortsetzung)Benutzte Primzahl: 3Anzahl Koe�zienten- Anzahl Zeit 1 Zeit 2Spalten berei
h Fehler250 ±10k 0 2216.417 904.574250 ±50k 0 2749.457 904.583250 ±100k 0 2809.536 904.509Tabelle B.3: Regularitätsbestimmung modulo 5Benutzte Primzahl: 5Anzahl Koe�zienten- Anzahl Zeit 1 Zeit 2Spalten berei
h Fehler10 ±10k 5 1.081 0.63710 ±50k 3 1.106 0.63010 ±100k 0 1.366 0.63920 ±10k 0 4.150 3.01920 ±50k 0 4.384 3.02020 ±100k 0 5.326 3.01130 ±10k 0 9.758 6.11030 ±50k 0 10.313 6.08030 ±100k 0 12.061 6.06940 ±10k 0 17.167 12.09740 ±50k 0 20.702 12.14140 ±100k 0 21.532 12.11650 ±10k 0 27.227 18.58050 ±50k 0 32.942 18.62250 ±100k 0 33.739 18.698100 ±10k 0 156.938 89.874100 ±50k 0 192.796 90.173100 ±100k 0 197.626 89.837150 ±10k 0 506.962 264.382150 ±50k 0 630.141 264.278150 ±100k 0 647.115 264.370200 ±10k 0 1228.704 538.494200 ±50k 0 1287.566 538.403200 ±100k 0 1552.429 538.369250 ±10k 0 2218.623 1017.916250 ±50k 0 2753.358 1018.081



Beispiele für die S-S
hranke 85Tabelle B.3: (Fortsetzung)Benutzte Primzahl: 5Anzahl Koe�zienten- Anzahl Zeit 1 Zeit 2Spalten berei
h Fehler250 ±100k 0 2813.209 1017.676Betra
htet man die Tabellen erhält man folgende Ergebnisse:� Für die Primzahl 2 kommt es ab einer Spalten- bzw. Zeilenanzahl vongröÿer 40 zu keinen Fehlern mehr.� Für Primzahlen gröÿer als 3 kommt es ab einer Spalten- bzw. Zeilen-anzahl von gröÿer 20 zu keinen Fehlern mehr.� Die modulare Methode ist im Dur
hs
hnitt um den Faktor 3 s
hneller,ab einer Spalten- bzw. Zeilenanzahl gröÿer als 250 um den Faktor 4.� Die Benutzung der jeweils nä
hstgröÿeren Primzahl verlängert die Re-
henzeit der modularen Methode um 
ir
a 10%. Siehe jedo
h die nä
hs-te Bemerkung.Bemerkung B.1. In den Tabellen (B.1), (B.2) und (B.3) wird deutli
h,dass die Benutzung einer höheren Primzahl die Re
henzeit der Regularitäts-bestimmung erhöht. Es gibt jedo
h Prozessoren, deren ALU in der Lage ist,die Multiplikation von zwei Registerinhalten innerhalb eines Prozessortaktesauszuführen. Für sol
he Hardware kann es sinnvoll sein, als Primzahl p die-jenige auszuwählen, die die gröÿte Primzahl ist, wel
he no
h vollständig ineinem Register gespei
hert werden kann. Dieses Vorgehen erhöht die Wahr-s
heinli
hkeit, dass man die Reduktion der zu überprüfenden Matrix nur eineinziges Mal ausführen muss, um sofort ein zuverlässiges Ergebnis zu pro-duzieren. Auf der anderen Seite verliert man keine Re
henges
hwindigkeit.Softwarete
hnis
h gesehen reduziert eine sol
he Implementation allerdings diePortabilität auf andere Ar
hitekturen.B.2 Beispiele für die S-S
hrankeIn (2.13) wurde die S-Menge und S-S
hranke de�niert. Im Rahmen dieserArbeit wurden Untersu
hungen dur
hgeführt, wie für zwei zufällig gewähltePolynome f1(t), f2(t) ∈ Z[t] die S-Menge und die S-S
hranke verteilt sind.



86 Kapitel B. Beispiele und Bere
hnungen am ComputerIn die Untersu
hung einbezogen wurden 50000 Paare von Zufallspolynome
(f1(t), f2(t)) ∈ Z[t]×Z[t]. Alle Polynome waren normiert, irreduzibel und eses galt:

2 ≤ deg(f1(t)), deg(f2(t)) ≤ 30.Die Koe�zienten hatten Werte zwis
hen −10000 und 10000, gere
hnet wurdemit einer Genauigkeit von 500 Na
hkommastellen. Die Ergebnisse sind in(B.4) zusammengefasst. Die einzelnen Spalten haben folgende Bedeutung:� Spalte 2 gibt die Anzahl der Polynompaare an, die eine S-S
hrankehaben, wel
he kleiner ist als die Zahl in Spalte 1.� Spalte 3 gibt die Anzahl der Polynompaare aus Spalte 2 in Prozent an.Tabelle B.4: S-S
hranken von Zufallspolynomen0.12 2972 5.940.25 6156 12.310.5 12446 24.891 24910 49.822 37242 74.483 41461 82.924 43496 86.995 44758 89.519 46992 93.9810 47275 94.5515 48056 96.1120 48486 96.9730 48884 97.7640 49084 98.1650 49215 98.43100 49410 98.82500 49520 99.041000 49553 99.105000 49735 99.4710000 49847 99.6920000 49932 99.861000000 50000 100.00Auffällig ist, dass bereits 90% der Paare ein S-S
hranke kleiner als 10 haben.Genau dieser Umstand wird in dem Algorithmus AlgFieker benutzt.



Beispiele für die S-S
hranke 87Das Maximum der S-S
hranke betrug 699902 und wurde erzeugt von denPolynomen
f1(t) := t26 − 8969t25 + 3738t24 − 6258t23 + 8211t22 + 168t21

−8218t20 + 8247t19 + 6785t18 + 108t17 + 1289t16 − 7654t15

+2t14 + 4941t13 − 7057t12 + 1889t11 + 1139t10 − 3982t9

−4660t8 + 7623t7 − 7146t6 − 4907t5 − 10t4 + 9158t3

−9294t2 + 3504t− 401und
f2(t) := t10 + 2396t9 + 9154t8 − 6338t7 − 1591t6 − 1847t5

−7298t4 − 6792t3 + 7911t2 − 819t + 5236.Als Beispiel, wie wahllos die S-S
hranke verteilt ist, betra
hte folgendes Po-lynompaar, für wel
hes die S-S
hranke besonders klein ist. Die Polynome
f1(t) := x29 − 102t28 + 8733t27 − 7691t26 + 9084t25 + 3278t24

+8214t23 + 7978t22 + 6738t21 + 3681t20 − 2265t19 − 8523t18

+9310t17 + 6819t16 − 8897t15 + 9415t14 + 8237t13 − 1691t12

−2211t11 − 2277t10 − 8006t9 − 7892t8 + 6265t7 + 4852t6

−3438t5 + 756t4 + 8204t3 + 7242t2 − 9394und
f2(t) := t24 + 2490t23 + 1741t22 + 8197t21 − 1491t20 − 3977t19 − 4885t18

+5145t17 + 4948t16 − 9689t15 + 6678t14 + 9272t13 + 1204t12

−1065t11 − 6286t10 + 2777t9 + 3789t8 − 9246t7 − 31t6 + 496t5

+3542t4 − 1687t3 − 304t2 + 301t + 7393haben die S-S
hranke 0.020046720818. Die Polynome
f1(t) := t9 − 8951t8 − 7903t7 − 6105t6 + 8673t5 + 8176t4

−6616t3 − 4470t2 − 9965t + 2651und
f2(t) := t3 + 1345t2 − 3491t + 2081haben dagegen die S-S
hranke 12184.
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hnungen am ComputerB.3 Leistung des OrderShort AlgorithmusDer OrderShort Algorithmus, wie er in (2.3) bes
hrieben ist, wurde im Rah-men dieser Arbeit komplett neu implementiert. In der neuen Version kannder Anwender folgende Parameter selbst festlegen:(1) Soll eine LLL-Reduktion statt�nden oder ni
ht?(2) Sollen nur Elemente mit Nenner der (eventuell LLL-reduzierten) Ma-ximalordnung verwendet werden?(3) Die maximale Anzahl der zu testenden Linearkombinationen in jedemDur
hlauf für ein primitives Element.(4) Soll die Koe�zientenmenge {0, 1} der Linearkombinationen um {−1}ergänzt werden?(5) Soll beim Auf�nden eines Elementes mit einem kleineren Index sofortgestoppt bzw. in die Rekursion gesprungen werden, oder soll die maxi-male Anzahl an Linearkombinationen getestet werden?(6) Die maximale Anzahl rekursiver Aufrufe der Funktion, wenn ein klei-nerer Index gefunden wurde.(7) Die maximale Anzahl von Koe�zienten unglei
h Null in einer Linear-kombination.Es wurden für vers
hiedene Kombinationen jeweils 1000 Zufallspolynome be-stimmt, um die Leistung des OrderShort Algorithmus zu testen. Die Zu-fallspolynome hatten dabei einen vorgegebenen Index. Es kam zu folgendenErgebnissen:(1) Die Leistung des Algorithmus mit LLL-Reduktion ist wesentli
h bes-ser. Die zusätzli
he Re
henzeit für die LLL-Reduktion fällt ni
ht insGewi
ht.(2) Es ist sinnvoll, Elemente ohne Nenner in die Bildung der Linearkombi-nationen mit einzubeziehen.(3) Die maximale Anzahl der Linearkombinationen sollte mögli
hst ho
hangesetzt werden, und die maximale Anzahl der zu testenden Linear-kombinationen über die maximale Anzahl der Koe�zienten unglei
hNull gesteuert werden. (Siehe nä
hsten Punkt)



Primidealfaktorisierung in �groÿen� Komposita 89(4) Die maximale Anzahl von Koe�zienten unglei
h Null sollte den Wert3 ni
ht übers
hreiten. In 50% aller Fälle kommt es s
hon zu einer In-dexreduktion, wenn man nur einen einzigen Koe�zienten unglei
h Nullzulässt, d. h. wenn man die Elemente der reduzierten Maximalordnungder Reihe na
h dur
hprobiert.(5) Die maximale Rekursionstiefe der Funktion sollte umgekehrt propor-tional zur Anzahl der Primdivisoren des Index sein.(6) Ob man {−1} als Koe�zient zulässt, hat keinen Ein�uss auf Leistung.Verwendet man den OrderShort Algorithmus, wenn man die Primidealzerle-gung bere
hnen mö
hte, rei
ht die Leistung allerdings ni
ht an die des Al-gorithmus von Bu
hmann-Lenstra heran. Der Algorithmus von Bu
hmann-Lenstra ist in der in dem System KANT-V4 implementierten Version we-sentli
h s
hneller. Der Einsatz von OrderShort bleibt daher auf Gebiete be-s
hränkt, wo man zwingend auf einen kleinen Index angewiesen ist.B.4 Primidealfaktorisierung in �groÿen� Kom-positaIn diesem Abs
hnitt werden zwei Beispiele bespro
hen, die die Leistungs-fähigkeit der Primidealzerlegung dur
h Primärdekomposition in Kompositavom vollen Grad hervorheben. Angewandt wurden die Verfahren aus (3.7).Die an der Kompositabildung beteiligten Zahlkörper wurden der KANT-V4Datenbank entnommen. Zuerst ein kleines Beispiel:Beispiel B.2. Zahlkörper vom Grad 28Betra
hte den Zahlkörper Q[ϑ] mit ϑ Nullstelle des Polynoms
mϑ(t) = t28 + 111t27 + 5339t26 + 144856t25

+2397735t24 + 23968904t23 + 124050213t22

+39142425t21 − 2866083966t20 − 7514711113t19

+41365184897t18 + 118633909733t17 − 569206724921t16

−499467772351t15 + 5323168738219t14 − 8075616574139t13

−2915603136061t12 + 21091176068315t11 − 25253551274912t10

+12990181145039t9 + 24362931701047t8 − 85546892141911t7

+116191002429482t6− 108955850383737t5

+87584279312844t4− 46823283975692t3 +

14271347151002t2− 335016057191t + 514703916260.



90 Kapitel B. Beispiele und Bere
hnungen am ComputerDieser Zahlkörper Q[ϑ] kann dargestellt werden als Kompositum von Q[ϑ1]und Q[ϑ2], wobei ϑ1 und ϑ2 Nullstellen der Polynome
mϑ1(t) = t4 + 9t3 − 18t2 + 7t + 8und

mϑ2(t) = t7 + 12t6 − 4t5 − 12t4 + 13t3 + 3t2 − 13t + 20sind. Die Diskriminanten von Q[ϑ1] und Q[ϑ2] sind teilerfremd, der Diskri-minantentest ist also positiv. Es ist:
disc(Q[ϑ]) = −16058624013954648326946551900695030

8614793754930849554935897966330204999

1146319509444916626581026457983975929

627924215844202271.Die Primteiler dieser Diskriminante sind
{29, 919019, 2021927, 1780931668729}.Der Index [oQ[ϑ1,ϑ2] : Z[ϑ1, ϑ2]] ist 1. Die Primzahl 13 ist unverzweigt undzerlegt si
h zu

〈13〉oQ[ϑ1,ϑ2]
= p1 · . . . · p6,mit

p1 = 〈13, ϑ1 + 11, ϑ2〉oQ[ϑ1,ϑ2]

p2 = 〈13, ϑ1, ϑ2〉oQ[ϑ1,ϑ2]

p3 = 〈13, ϑ2
1 + 3ϑ1 + 6, ϑ2〉oQ[ϑ1,ϑ2]

p4 = 〈13, ϑ1 + 11, ϑ2
2 + 7ϑ2 + 4〉oQ[ϑ1,ϑ2]

p5 = 〈13, ϑ1, ϑ2
2 + 7ϑ2 + 4〉oQ[ϑ1,ϑ2]

p6 = 〈13, ϑ1 + 11, ϑ4
2 + 6ϑ3

2 + 6ϑ2
2 + 12ϑ2 + 10〉oQ[ϑ1,ϑ2]

p7 = 〈13, ϑ1, ϑ4
2 + 6ϑ3

2 + 6ϑ2
2 + 12ϑ2 + 10〉oQ[ϑ1,ϑ2]

p8 = 〈13, ϑ1 + 8ϑ3
2 + 11ϑ2

2 + 3ϑ2 + 7, ϑ4
2 + 6ϑ3

2 + 6ϑ2
2 + 12ϑ2 + 10〉oQ[ϑ1,ϑ2]

p9 = 〈13, ϑ1 + 5ϑ3
2 + 2ϑ2

2 + 10ϑ2 + 9, ϑ4
2 + 6ϑ3

2 + 6ϑ2
2 + 12ϑ2 + 10〉oQ[ϑ1,ϑ2]

p10 = 〈13, ϑ1 + 10ϑ2 + 4, ϑ2
2 + 7ϑ2 + 4〉oQ[ϑ1,ϑ2]

p11 = 〈13, ϑ1 + 3ϑ2 + 12, ϑ2
2 + 7ϑ2 + 4〉oQ[ϑ1,ϑ2]

.
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f(p1|〈13〉) = 1 f(p2|〈13〉) = 1 f(p3|〈13〉) = 2

f(p4|〈13〉) = 2 f(p5|〈13〉) = 2 f(p6|〈13〉) = 4

f(p7|〈13〉) = 4 f(p8|〈13〉) = 4 f(p9|〈13〉) = 4

f(p10|〈13〉) = 2 f(p11|〈13〉) = 2.Die Re
henzeit der Bere
hnung der Maximalordnungen oQ[ϑ1], oQ[ϑ2] lag untereiner Sekunde. Die Bere
hnung der Primärdekomposition benötigte 2.849 Se-kunden. Das Bere
hnen des Minimalpolynoms mϑ(t) mit Hilfe der OrderAbsMethode dauerte über 10 Sekunden.Ein zweites Beispiel betra
htet einen etwas gröÿeren Zahlkörper:Beispiel B.3. Zahlkörper vom Grad 100Betra
hte den Zahlkörper Q[ϑ] mit ϑ Nullstelle des Polynoms:
mϑ(t) = t100 + 140t99 + 8105t98 + 239186t97 + 3248250t96− 3954574t95− 6

81054897t94 − 5165679899t93 + 55480553506t92 + 726870414069t91 − 32059
05749313t90 − 50893981096350t89 + 207627808952098t88 + 188950543163485
7t87 − 11858457648642766t86 − 9649200382884743t85 + 265786312513280973
t84−1271367150894024826t83 +5314941241684072336t82−201461459973801
26059t81 +58889757882203936179t80− 154922057299559432343t79 +4059671
20024620842338t78− 918508193335752850686t77 + 1920677118201743651812
t76−4007769539415785312041t75 +6932934685661199201995t74−113480315
88667971847002t73 + 21009817433008422488826t72− 28867008688402598622
408t71 +27432294492482141600120t70− 65405178806570127570255t69 +1938
64834525702390893851t68− 261138119668030143229411t67 + 2163168356417
86063733271t66+131325065975878043601163t65−25059535890202537661887
54t64 +5196911165003797201413737t63−1685685003637604929864280t62−1
921892306913961800077765t61− 11084364841108804901963948t60 + 2524905
1806206756459404185t59− 80887979839947930065130035t58 + 258000033439
552449275911268t57− 428190779313243099816207917t56 + 785770103064464
377930986841t55− 1301082994305606518393111067t54 + 13222975128681558
75866927338t53 − 1010476301464132015257543761t52 + 329366390818426117
3273886892t51− 4536725830788255737967593244t50− 2045546441259957999
034638544t49 + 17579685037415101084875419823t48− 3978775147387380290
2261978565t47 + 72170011645327901775425255627t46− 116520183559390447
038337889397t45 + 185049659775595608172494788050t44− 218206583920714
194876230097055t43 + 186555673804261309357017319170t42− 355449258769
566780237228807610t41 + 860458722283345161848967774203t40− 156594343
2587525926975688042152t39 + 2404901473025399607234437918758t38− 2877
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377059253685344480794428473t37+3066126504165007165437214314080t36−
4557047579284699875091451944911t35+6576625845550558715885841817979
t34 − 7083788470104910471301164375764t33 + 79187090479238408175281740
47447t32 − 9562166485976402699298129694288t31 + 127727652216615243254
56209090295t30− 17354066070009747610741300882181t29 + 20578102150452
378945769285674977t28− 20749522076541550452196740153434t27 + 2068427
9214671499404646698256623t26−19188297239653832288109462229927t25+1
6378955411612572168516426643949t24−1354841367839097233095220210135
3t23 + 4401004731723546359722148019676t22− 1672703153775247713436025
663252t21 + 93922252905206971257587612822t20 + 2898830910161593868912
675578726t19 + 3181352726305790022351501148330t18 + 26375228572410053
09432634185097t17 + 1311285182809656332952769261253t16 + 379864250396
442352441123540124t15 + 378102478575551395345380460693t14− 275880903
123997630056022572005t13 + 379256270164002522706120638587t12 + 104364
574285909850555832577397t11 + 80556133923588872476341017816t10 + 4389
0137233686954071356930294t9−23204431990425050385798881087t8−80354
99645750153711731120422t7−3867868453149981786601834495t6−11229728
02509163797977026423t5+898076930825365717843823360t4−111183616870
480171907471848t3 +93769158764957646056303732t2−109248380226222350
68260171t + 1883049976344367832380171.Der Zahlkörper Q[ϑ] kann dargestellt werden als Kompositum von Q[ϑ1]und Q[ϑ2], wobei ϑ1 und ϑ2 Nullstellen der Polynome

mϑ1(t) = t10 + 19t9 + 11t8 + 5t7− 6t6− 18t5− 6t4 + 17t3 + 18t2 + 5t− 16und
mϑ2(t) = t10 − 5t9 + 3t8 − 7t7 + 12t6 − 3t5 + 7t4 + 17t3 − 6t2 − 9t + 5sind.Die Diskriminanten von Q[ϑ1] und Q[ϑ2] sind teilerfremd, und es gilt:
disc(Q[ϑ]) = 182632529999871133669284448439799548566973896800512

8870274646612877578118827735706962158441417619037796088569330432502
6070756740006254549110273259794505333678769639196220645400842405080
3548819160957772323398471876109222798561276913573045491964387694322
6737271285265042723939728167933570788489817441829143659190440865735
0620322432913421048685599336019482309947549304381656938537339361401
1242133478956617975626841227710607102328179715655228285134322561813
7284005395612639331407011298575308089600124788396091485546821197236
949218921697858689525760000000000.



Primidealfaktorisierung in �groÿen� Komposita 93Die Primteiler dieser Diskriminante sind:
{2, 3, 5, 11, 113, 433, 883, 1848550883,

32396271419, 36159115591, 272610510906919}.Der Index [oQ[ϑ1,ϑ2] : Z[ϑ1, ϑ2]] ist 1. Die kleinste Primzahl, wel
he kein In-dexteiler ist und ni
ht verzweigt ist, ist die 7. Diese zerlegt si
h wie folgt:
〈7〉oQ[ϑ1,ϑ2]

= p1 · . . . · p16mit
p1 = 〈7, ϑ1 + 3, ϑ2

4 + 3ϑ2
3 + 2ϑ2 + 3〉oQ[ϑ1,ϑ2]

p2 = 〈7, ϑ1 + 3, ϑ2
6 + 6ϑ2

5 + 6ϑ2
4 + ϑ2

3 + ϑ2
2 + 6ϑ2 + 4〉oQ[ϑ1,ϑ2]

p3 = 〈7, ϑ1
3 + 6ϑ1

2 + ϑ1 + 2, ϑ2
4 + 3ϑ2

3 + 2ϑ2 + 3〉oQ[ϑ1,ϑ2]

p4 = 〈7, ϑ1
2 + 6ϑ1ϑ2

5 + ϑ1ϑ2
4 + ϑ1ϑ2

3 + 4ϑ1ϑ2
2 + ϑ1 + ϑ2

5 + 6ϑ2
4 + 6ϑ2

3 + 3
ϑ2

2 + 3, ϑ2
6 + 6ϑ2

5 + 6ϑ2
4 + ϑ2

3 + ϑ2
2 + 6ϑ2 + 4〉oQ[ϑ1,ϑ2]

p5 = 〈7, ϑ1
2 + ϑ1ϑ2

5 + 6ϑ1ϑ2
4 + 6ϑ1ϑ2

3 + 3ϑ1ϑ2
2 + 6ϑ2

5 + ϑ2
4 + ϑ2

3 + 4ϑ2
2

+ 4, ϑ2
6 + 6ϑ2

5 + 6ϑ2
4 + ϑ2

3 + ϑ2
2 + 6ϑ2 + 4〉oQ[ϑ1,ϑ2]

p6 = 〈7, ϑ1 + 6ϑ2
5 + 5ϑ2

4 + 3ϑ2
3 + 2ϑ2

2 + 4ϑ2 + 2, ϑ2
6 + 6ϑ2

5 + 6ϑ2
4 + ϑ2

3

+ ϑ2
2 + 6ϑ2 + 4〉oQ[ϑ1,ϑ2]

p7 = 〈7, ϑ1 + 6ϑ2
5 + ϑ2

4 + ϑ2
3 + 4ϑ2

2 + 5, ϑ2
6 + 6ϑ2

5 + 6ϑ2
4 + ϑ2

3 + ϑ2
2 + 6

ϑ2 + 4〉oQ[ϑ1,ϑ2]

p8 = 〈7, ϑ1 + 5ϑ2
5 + ϑ2

4 + 2ϑ2
3 + ϑ2 + 2, ϑ2

6 + 6ϑ2
5 + 6ϑ2

4 + ϑ2
3 + ϑ2

2 + 6
ϑ2 + 4〉oQ[ϑ1,ϑ2]

p9 = 〈7, ϑ1 + 3ϑ2
5 + ϑ2

4 + 2ϑ2
3 + 5ϑ2

2 + 2ϑ2 + 2, ϑ2
6 + 6ϑ2

5 + 6ϑ2
4 + ϑ2

3

+ ϑ2
2 + 6ϑ2 + 4〉oQ[ϑ1,ϑ2]

p10 = 〈7, ϑ1 + ϑ2
5 + 6ϑ2

4 + 6ϑ2
3 + 3ϑ2

2 + 4, ϑ2
6 + 6ϑ2

5 + 6ϑ2
4 + ϑ2

3 + ϑ2
2

+ 6ϑ2 + 4〉oQ[ϑ1,ϑ2]

p11 = 〈7, ϑ1 + 4ϑ2
3 + 3ϑ2

2 + 5ϑ2 + 4, ϑ2
4 + 3ϑ2

3 + 2ϑ2 + 3〉oQ[ϑ1,ϑ2]

p12 = 〈7, ϑ1 + 4ϑ2
3 + 6ϑ2, ϑ2

4 + 3ϑ2
3 + 2ϑ2 + 3〉oQ[ϑ1,ϑ2]

p13 = 〈7, ϑ1 + 3ϑ2
3 + 6ϑ2

2 + 3ϑ2 + 5, ϑ2
4 + 3ϑ2

3 + 2ϑ2 + 3〉oQ[ϑ1,ϑ2]

p14 = 〈7, ϑ1 + 3ϑ2
3 + ϑ2 + 2, ϑ2

4 + 3ϑ2
3 + 2ϑ2 + 3〉oQ[ϑ1,ϑ2]

p15 = 〈7, ϑ1 + 4ϑ2
2 + ϑ2 + 6, ϑ2

4 + 3ϑ2
3 + 2ϑ2 + 3〉oQ[ϑ1,ϑ2]

p16 = 〈7, ϑ1 + ϑ2
2 + 5ϑ2, ϑ2

4 + 3ϑ2
3 + 2ϑ2 + 3〉oQ[ϑ1,ϑ2]

.



94 Kapitel B. Beispiele und Bere
hnungen am ComputerFür die Trägheitsgrade gilt
f(p1|〈7〉) = 4 f(p2|〈7〉) = 6 f(p3|〈7〉) = 12

f(p4|〈7〉) = 12 f(p5|〈7〉) = 12 f(p6|〈7〉) = 6

f(p7|〈7〉) = 6 f(p8|〈7〉) = 6 f(p9|〈7〉) = 6

f(p10|〈7〉) = 6 f(p11|〈7〉) = 4 f(p12|〈7〉) = 4

f(p13|〈7〉) = 4 f(p14|〈7〉) = 4 f(p15|〈7〉) = 4

f(p16|〈7〉) = 4.Die Re
henzeit der Bere
hnung der Maximalordnungen oQ[ϑ1], oQ[ϑ2] betrug 70bzw. 140 Millisekunden. Die Bere
hnung der Primärdekomposition benötigte3.009 Sekunden. Die Bere
hnung des Minimalpolynoms, um dieses ans
hlie-ÿend modulo 7 zu faktorisieren dauerte mehrere Minuten.Um diese Arbeit ni
ht mit Zahlenkolonnen zu überfra
hten, wurde auf dasAnführen von weiteren Beispielen in no
h gröÿeren Zahlkörpern verzi
htet.Man erkennt anhand dieser beiden Beispiele die Vorteile, die Primideal-faktorisierung in groÿen Zahlkörpern zu bere
hnen, indem man diese Zahlkör-per als Komposita darstellt. Weitere Fors
hung auf diesem Gebiet, viellei
htau
h die Bere
hnung anderer Invarianten von groÿen Zahlkörpern dargestelltals Komposita, verheiÿt Aussi
ht auf Erfolg.
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