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Einleitung

Die Frage, ob zwei Objekte isomorph sind, gehort zu den grundlegenden Problemstel-
lungen der Mathematik. Ihr Schwierigkeitsgrad variiert von sehr leicht fiir Vektorrdu-
me bekannter endlicher Dimension bis unentscheidbar fiir Gruppen. In [Hes04] wird
ein im Geschlecht und der Anzahl der arithmetrischen Operationen im Grundkorper
polynomieller Algorithmus angegeben, der fiir zwei gegebene Funktionenkorper vom
Geschlecht grofier gleich zwei entscheidet, ob sie isomorph sind und falls ja alle Iso-
morphismen berechnet. Den Algorithmus von [Hes04] verallgemeinernd beschéftigt
sich diese Arbeit mit dem Problem, alle Homomorphismen zwischen zwei globalen
Funktionenkdrpern vom Geschlecht gréfler gleich zwei zu konstruieren. Da Kérperho-
momorphismen immer injektiv sind, werden also alle Isomorphismen des einen Funk-
tionenkorpers auf einen Unterkorper des anderen berechnet. Wir beschrinken uns auf
Funktionenkorper vom Geschlecht gréfler als eins, um die Existenz einer Schranke fiir
den Grad des Bildes des einen Funktionenkorpers als Unterkdrper des anderen sicher
zu stellen. Ein Beispiel dafiir, dass diese Schranke bei niedrigerem Geschlecht nicht
existieren muss, stellen die Einbettungen ¢, : k(z) — k(z) mit x — 2™ eines ratio-
nalen Funktionenkorpers in sich selbst dar.

Die Arbeit gliedert sich wie folgt:

Das erste Kapitel liefert eine kurze Einfiihrung zu Funktionenkdrpern. Es wird ein
notwendiges Kriterium fiir die Existenz von Einbettungen angegeben. Dafiir werden
einige Aussagen iiber das Verhalten von Stellen bei endlichen Erweiterungen gemacht.
Auflerdem wird bewiesen, dass es nur endlich viele separable Einbettungen geben
kann.

Im zweiten Kapitel skizzieren wir den Isomorphiealgorithmus. Wir zeigen, wie man
ihn auf das Berechnen der Einbettungen verallgemeinern kann und présentieren die
Idee und den Aufbau des Einbettungsalgorithmus.

Die fehlenden Details zum Einbettungsalgorithmus werden im dritten Kapitel ge-
geben. Wir zeigen, wie man holomorphe Ringe durch P-adische Vervollstindigung
mit Gittern identifizieren kann, um dann mit einem Reduktionsalgorithmus aus einer
Einbettung gewisser Riemann-Roch-R4ume eine Einbettung der Funktionenkérper zu
berechnen. Wir geben weitere notwendige Kriterien fiir die Existenz von Einbettungen
an und zeigen, dass diese insgesamt sogar hinreichend sind. Auflerdem beweisen wir
die Korrektheit der verwendeten Unteralgorithmen und vergleichen den Isomorphie-
und den Einbettungsalgorithmus.

Im vierten Kapitel analysieren wir die Laufzeit des Algorithmus. Dazu untersuchen wir
die Anzahl der zum Ermitteln der Einbettungen benétigten Rechnungen im Grund-
kérper in Abhéngigkeit von charakteristischen Gréfien des Funktionenkdrpers.
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Im fiinften Kapitel werden die Ergebnisse einiger Beispielberechnungen angegeben.
Das sechste Kapitel prasentiert die Zusammenhinge zwischen tiber Funktionenkér-
pern definierten Kurven und Einbettungen von Funktionenkérpern. Daran ankniip-
fend wird eine alternative Moglichkeit angegeben, um Funktionenkdrperhomomor-
phismen zu berechnen. Weiterhin zeigen wir, wie man Einbettungen, deren Bilder
galoissche Unterkorper sind, konstruieren kann und geben einen kurzen Ausblick.



Kapitel 1

Grundlagen zu
Funktionenkorpern

In diesem Abschnitt werden die fiir die Arbeit notwendigen theoretischen Grundla-
gen von Funktionenkorpern und Einbettungen bereitgestellt und einige Notationen
vereinbart.

Definition 1.0.1. Sei k ein Korper. Fine Kérpererweiterung F von k wird als al-
gebraischer Funktionenkorper in einer Variablen bezeichnet, wenn F' eine endliche
FErweiterung von k(x) und x ein iber k transzendentes Element ist. In diesem Zu-
sammenhang nennt man k den Konstantenkorper. Der algebraische Abschluss kg von
k in F wird als der exakte Konstantenkorper bezeichnet. Handelt es sich bei k um
einen endlichen Kérper, so nennt man F einen globalen Funktionenkorper. Ist die
Erweiterung F/k(x) separabel, bezeichnet man = auch als separierendes Element.

Bemerkung 1.0.2. Im weiteren Verlauf der Arbeit ist mit einem Funktionenkérper
immer ein algebraischer Funktionenkorper in einer Variablen gemeint. Je nach dem
ob man die Bedeutung des Konstantenkérpers hervorheben will, schreibt man F oder
F/k fir einen Funktionenkdrper. Fir die folgenden Definitionen und Aussagen sei
also F' immer ein Funktionenkdrper iber dem exakten Konstantenkérper k.

Definition 1.0.3. Seien Fy/k und Fy/k zwei iber dem selben Konstantenkdrper de-
finierte Funktionenkérper. Eine Abbildung ¢ : F1 — F5 wird als Funktionenkorper-
homomorphismus bezeichnet, wenn ¢ ein Kdrperhomomorphismus ist, der sich zur
Identitat auf dem Konstantenkdrper einschrinken ldsst.

Definition 1.0.4. Das mazimale Ideal P eines Bewertungsrings in F wird als Stelle
bezeichnet. Fiir den Bewertungsring schreibt man Op und fiir die dazugehdrige Be-
wertung vp : F — Z U {oo}. Mit Pp bezeichnet man die Menge der Stellen von F'
und der Kérper F, = Op/P wird Restklassenkérper von P genannt. Als den Grad
deg P der Stelle P bezeichnet man den Grad der Kérpererweiterung F), iber k.

Das folgende Lemma rechtfertigt die Definition des Grades.
Lemma 1.0.5. Fir alle Stellen P von F/k gilt k C Fp und [Fp : k] < oc.

Beweis. Ein Beweis findet sich in [Sti93] S.6]. O



4 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN ZU FUNKTIONENKORPERN

Definition 1.0.6. Sei () # S G Pr. Dann bezeichnet
Og :={z € Flup(z) > 0 fiir alle P € S}

den Schnitt iber alle Bewertungsringe Op mit P € S. Ringe dieser Art bezeichnet
man als holomorphe Ringe.
Abkiirzend schreibt man O° := Opp\s-

Definition 1.0.7. Die freie, von Pgr erzeugte abelsche Gruppe Dp nennt man die
Divisorengruppe. Ihre Elemente werden Divisoren genannt. Die Verkniipfung in der
Gruppe wird additiv aufgefasst. Ein Element D aus Dr ist also eine formale Summe
der Form D =} pcp npP mit np € Z, np =0 fir fast alle P € Pp. Die Abbildung
vp : Dp — Z, D — np misst wie oft die Stelle P in der formalen Summe auftaucht.
Die Menge Supp(D) der Stellen Q mit vg(D) # 0 bezeichnet man als den Trager von
D. Die Abbildung

deg:Dp — Z, D Y vp(D) - deg(P)
PcPp

nennt man die Gradabbildung. Bei ihr handelt es sich um einen Gruppenhomomor-
phismus. Weiterhin definiert man durch

D1 < Dy <= UQ(Dl) < UQ(DQ) fﬁf‘ alle Q € Pp

eine Partialordnung auf der Divisorengruppe. Einen Divisor D mit 0 < D nennt man
auch effektiv. Jeder Divisor D ldsst sich schreiben als D = Dy — D, wobei Dy
und Do, beide effektiv sind. Man nennt sie in diesem Zusammenhang Nullstellen-
beziehungsweise Poldivisor von D. Die Abbildungen

t:Pp—Dp, P—1-P

und
(): F* — Dp, x+— Z vp(z) P
PePp

liefern Inklusionen der Stellen und der multiplikativen Gruppe des Funktionenkdrpers
in die Divisorgruppe. Ihre Bilder werden als die Prim- beziehungsweise Hauptdiviso-
ren bezeichnet.

Definition 1.0.8. Sei D ein Divisor von F. Die durch
L(D):={ze F*|-D < (z)}U{0}
definierte Menge wird der Riemann-Roch-Raum von D genannt.

Lemma 1.0.9. Bei £(D) handelt es sich um einen endlichdimensionalen Vektor-
raum iber dem Konstantenkérper k. Mit dim(D) wird die k-Dimension von L(D)
bezeichnet.

Beweis. Ein Beweis findet sich in [Sti93] S.18]. O

Die Differenz zwischen dem Grad und der Dimension der Divisoren liefert eine
wichtige Invariante eines Funktionenkorpers.



Definition 1.0.10. Das Geschlecht g von F' ist definiert als
g := max{deg A —dim A+ 1|A € Dp}.

Bemerkung 1.0.11. Nach [Sti93, S.20] ist das Geschlecht eine wohldefinierte na-
tirliche Zahl.

Lemma 1.0.12. Sei ¢ : F} — Fy ein Isomorphismus von Funktionenkdérpern. Dann
gilt:

1. ¢ bildet Stellen vom Grad d von Fy auf Stellen vom Grad d von Fy ab, induziert
als eine graderhaltende Bijektion ¢ : Pp, — Pp,.

2. (Z) lisst sich fortsetzen zu einem Gruppenisomorphismus é : Dp, — Dp, auf den
Divisorgruppen.

3. Sei D ein Divisor von Fy und n € N. Dann induziert ¢ einen Vektorraumiso-
morphismus ¢ : L(nD) — L(n¢(D)).

4. Fy und F5 haben dasselbe Geschlecht.

Beweis. Dieser Satz folgt direkt aus den Isomorphieeigenschaften und Eigenschaf-
ten von Funktionenkérpern. In [Sti93] findet sich alles N6tige fiir einen vollstdndigen
Beweis. O

Diesen Satz kann man als Auflistung notwendiger Bedingungen fiir die Existenz
eines Funktionenkdrperisomorphismus ansehen. Er lisst sich auf den Einbettungsfall
verallgemeinern. Dafiir werden aber einige Aussagen und Definitionen im Zusammen-
hang mit Erweiterungen von Funktionenkdrpern bendtigt. Darum sei im Folgenden F”
eine endliche Erweiterung des algebraischen Funktionenkérpers F und k' der exakte
Konstantenkorper von F”.

Definition 1.0.13. Seien P’ und P Stellen von F’' beziehungsweise von F. Dann
sagt man P’ liegt iiber P oder P liegt unter P’ und schreibt dafir P'|P wenn gilt
P C P'. Die ganze Zahl e(P'|P) mit vp/(z) = e(P'|P)vp(2) fir alle z € F nennt man
den Verzweigungsindex von P’ iber P und den Grad der Korpererweiterung Fp:/Fp
nennt man den Trigheitsgrad und bezeichnet ihn mit f(P'|P).

Lemma 1.0.14. Unter jeder Stelle P’ von F' liegt genau eine Stelle P von F und
tber jeder Stelle P von F liegen nur endlich viele Stellen von F'. Da wir [F' : F)|
als endlich vorausgesetzt haben, sind der Verzweigungsindexr und der Trigheitsgrad
wohldefinierte natirliche Zahlen.

Beweis. Diese Aussagen sind in [Sti93] S.60-63] bewiesen. O

Definition 1.0.15. Sei P’ eine Stelle von F'. Dann definiert man die Norm von P’
als
Npiyp(P') = f(P'|P)- P

wobei P die Stelle von F, die unter P’ liegt bezeichnet. Diese Abbildung ldsst sich
Z-linear zu einem Homomorphismus der Divisorgruppen fortsetzen.

Lemma 1.0.16. Fiir eine Stelle P’ von F' gilt deg N/ p(P') = [k' : k] deg P'.
Beweis. Fiir einen Beweis siehe [Sal06, S.132]. O
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Definition 1.0.17. Die Konorm einer Stelle P von I ist definiert als:

Conpyp(P) =Y e(P'|P)- P
P'|P

Auch hier liefert die Z-lineare Fortsetzung einen Gruppenhomomorphismus zwischen
den Divisorgruppen.

Theorem 1.0.18. Sei P eine Stelle von F und Py,..., Ps alle Stellen von F’, die
iber P liegen. Dann gilt:

Zeifi = [F/ : F]
=1

Beweis. Einen Beweis findet man bei [Sti93], S.65]. O

Korollar 1.0.19. Fir einen Divisor D € Dp gilt:

[F': F|
deg Conp:/p(D) = o H] -deg D.
Beweis. Ein Beweis ldsst sich bei [Sti93 S.65] finden. O

Lemma 1.0.20. Sei FF C F' C F" ein Funktionenkérperturm. Dann verhdll sich die
Konorm transitiv, das heifst fir alle D € Dp gilt

Conpn p(D) = Conpryp(Conpr/r(D)).
Beweis. In [Sti93, S.62] ist ein Beweis gegeben. O

Definition 1.0.21. Fir eine Stelle P € Pp sei O der ganze Abschluss von Op in
F'. Dann bezeichnet man die Menge

Cp:={z€F'|Trp p(z0p) C Op}
als den Komplementirmodul von Op beziiglich der Spur.
Lemma 1.0.22. In der Situation von Definition [1.0.21] gilt:
1. Es existiert ein t € F' mit Cp = tO'p.
2. vp(t) <0 fir alle P'|P.
3. Fireint' € F' gilt Cp = t'O% genaw dann wenn vp (t) = vp(t') fir alle P'|P.
4. Cp = O% fiir fast alle P € Pp.
Beweis. Fir einen Beweis siehe [Sti93] S.81]. O
Definition 1.0.23. Fir P'|P definiert man den Differentenexponent durch
d(P'|P) :== —vps

fir ein t € F' mit Cp = tOs und die Differente der Kéorpererweiterung durch:

Diff (F'/F):= Y_ Y d(P'|P)-P".

PePp P'|P



Nach Lemma [1.0.27] ist die Differente wohldefiniert und stellt einen effektiven
Divisor von F’ dar. Thr Grad ist daher gréfier gleich null.

Theorem 1.0.24 (Hurwitz-Geschlechtsformel). Sei F'/F separabel und ¢’ und g die
Geschlechter von F' und F. Dann gilt

F':F
29 —2 = [W . k]] (29 — 2) + deg Diff (F'/F).
Beweis. Ein Beweis ist in [St193], S.88] gegeben. O

Lemma 1.0.25. Sei ¢ : Fi — F5 eine Inklusion von Funktionenkérpern. Dann gilt:
1. ¢(Fy) C Fy ist ein Unterkérper von Fy mit n:= [Fy : ¢(F1)] < o0.
2. ¢ induziert einen Isomorphismus auf sein Bild.

3. Die Hurwitz-Geschlechtsformel stellt einen Zusammenhang zwischen den Ge-
schlechtern g1 von Fy , go von Fy und dem FErweiterungsgrad n her. Es gilt
ndmlich:

(292 — 2) > n(2g1 — 2).

Das liefert eine obere Schranke fir den Erweiterungsgrad n unter der Annahme,
dass die Erweiterung Fy Gber ¢(F1) separabel ist.

4. Uber die Konorm induziert ¢ einen Monomorphismus (;AS : Dy, — Dpg,,
D v+ Conp/p(D) der Divisorgruppen.

5. Firn € Nund D € Dp, induziert ¢ einen Vektorraummonomorphismus Q~S :

L(nD) — L(np(D)).

6. Fir D € Dp, ldsst sich ¢ zu einer Abbildung ¢ : OSuwp(D) __, OSupp(é(D))
einschrinken.

Beweis. Dieser Satz wird ganz analog zu [1.0.12] bewiesen. Fiir (4) verwendet man
einfach die grobe Abschitzung deg Diff (Fo/¢(F1)) > 0. O

Bemerkung 1.0.26. Den Satz kann man als notwendige Bedingungen fir die Exis-
tenz einer Finbettung auffassen. In den folgenden Kapiteln wird gezeigt, wie man diese
benutzen kann, um die Einbettungen zu berechnen.

Definition 1.0.27. Sei ¢ : F1 — Fy eine Einbettung von Funktionenkdrpern. Den
Grad von ¢ definiert man als deg ¢ := [Fy : ¢(F1)]. Man nennt ¢ separabel, wenn
F, eine separable Erweiterung von ¢(Fy) ist.

Fiir globale Funktionenkorper gilt noch etwas mehr.

Lemma 1.0.28. Sei F ein iber einem endlichen Konstantenkdrper definierter Funk-
tionenkdrper und sei d € N. Dann besitzt F' nur endlich viele Stellen vom Grad kleiner
gleich d.

Beweis. Die Aussage ist in [Sti93] S.158] bewiesen. O
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Lemma 1.0.29. Sei F'/k eine Erweiterung des globale Funktionenkdrpers F/k mit
[F' : F] = n und seien m' und m die Anzahl der Stellen vom Grad eins von F’
beziehungsweise F'. Dann gilt:

m' < nm.

Beweis. Unter einer Stelle vom Grad eins von F’ kann nur eine Stelle vom Grad
eins von F' liegen. Umgekehrt liegen iiber jeder Stelle vom Grad eins von F' maximal
n Stellen vom Grad eins von F’. Geht man also vom total zerlegten Fall aus, gilt
m’ = nm. In den anderen Fillen gibt es mindestens eine Stelle vom Grad eins von F
iiber der maximal n — 1 Stellen liegen, also gilt m’ < nm O

Fiir die algorithmische Berechnung der Einbettungen wird die Abschétzung, die die
Hurwitz-Geschlechtsformel liefert, wichtig. Diese gilt nur fiir separable Erweiterungen.
Die néchsten Sétze sagen, was bei inseparablen Erweiterungen passiert:

Theorem 1.0.30. Sei F' ein Funktionenkdrper iiber einem vollkommenen Konstan-
tenkérper k der Charakteristik p und sei F' eine rein inseparable Erweiterung von F
vom Grad m. Dann gilt:

1. Es gibt ein d € N mit m = p?.
2. F = (F')"",

3. Der Frobeniusendomorphismus ®4 : F' — F' z — 2P definiert einen Isomor-
phismus von F' und F.

4. Die Geschlechter von F' und F sind gleich.

5. Uber jeder Stelle P von F liegt genau eine Stelle P' € Pp, mit e(P'|P) = p?
und f(P'|P) =1.

6. Sei umgekehrt I ein beliebiger Funktionenkorper iiber einem wvollkommenen
Konstantenkorper der Charakteristik p, dann ist fir alle d € N FP" ein Teilkér-
per von F und die Erweiterung F/F”d ist rein inseparabel vom Grad p®.

Beweis. Ein Beweis ist in [Sti93], S.128] gegeben. O

Korollar 1.0.31. Seien Fy, Fo zwei Funktionenkdrper iber dem Konstantenkorper
Fy der Charakteristik p und sei ¢ : Fi — Fy eine Einbettung. Dann definiert
¢p 1 F1 — Fy, 21— ¢(2)P auch eine Einbettunyg.

Beweis. Wir wissen, wenn ¢ eine Einbettung ist, dann ist ¢(F}) ein Unterkorper von
F,. Nach [1.0.30]ist ¢(F})? ein Unterkdrper von ¢(F}). Die Erweiterung ¢(Fy)/¢(F)P
ist rein inseparabel und der Frobenius liefert einen Isomorphismus ® von ¢(F;) und
¢(F1)P. Hintereinander Ausfithren von ¢ und @ liefert genau die Abbildung ¢,, also
ist diese eine Einbettung. O

Theorem 1.0.32. Sei F' eine algebraische Erweiterung des Funktionenkérpers F.
Dann kann man diese Erweiterung aufspalten in einen separablen Teil Fs/F und
einen rein inseparablen Teil F'/Fs. Man spricht in diesem Zusammenhang von dem
separablen Abschluss von F in F’.

Beweis. Diese Aussage wird in [Lor92, S.84] bewiesen. O



Korollar 1.0.33. Sei I eine endliche Erweiterung des Funktionenkérpers F und set
der Konstantenkdrper von F vollkommen. Dann gibt es einen Zwischenkdrper L, so
dass L/ F rein inseparabel und F' /L separabel ist. Diesen Zwischenkirper nennen wir
den rein inseparablen Abschluss von F in F'.

Beweis. Nach dem vorherigen Satz gibt es einen Zwischenkorper F, den separablen
Abschluss von F in F’; so dass E/F separabel und F'/E rein inseparabel ist. Da
der Konstantenkorper vollkommen ist, sind ' und F nach isomorph. Sei also
U : F — F’ ein Isomorphismus. Definiere L := U(F). Dann ist L offensichtlich ein
zu F isomorpher Zwischenkorper von F'/F. Sei nun a ein beliebiges Element von F”
und g das Minimalpolynom von a iiber L. Dann ist ¥~1(g) das Minimalpolynom von
U~1(a) € E iiber F. Dieses ist nach Konstruktion von E separabel, also ist F’/L
auch separabel und es gilt [F’ : L] =[E : F]. O

Seien F} und Fy zwei Funktionenkorper iiber dem endlichen Koérper k& und
¢ : Fi — F, eine Einbettung. Dann wissen wir, dass Fy/¢(F}) eine endliche Kor-
pererweiterung ist. Man kann den rein inseparablen Abschluss L von ¢(Fy) in Fh
betrachten und das liefert eine Zerlegung der Erweiterung in den rein inseparablen
Teil L/¢(F1) und den separablen Teil Fy/L. Da wir wissen, dass E und ¢(F}) iso-
morph sind, gibt es auch eine Einbettung ¢’ : F; — F5 mit ¢'(F;) = F und diese ist
separabel. Will man also alle Einbettungen bestimmen, so geniigt es, die zu berech-
nen, bei denen das Bild ein separabler Zwischenkorper ist. Dann bekommt man alle
Einbettungen, indem man die separablen Einbettungen mit den Isomorphismen ihrer
Bilder auf deren rein inseparablen Unterkorper verkniipft.

Theorem 1.0.34. Sei F' ein Funktionenkdrper iber einem beliebigen Konstantenkir-
per k und bezeichne k den algebraischen Abschluss von k. Sei das Geschlecht g des
Kompositums Fk gréfier gleich zwei. Dann ist die Automorphismengruppe Auty,(F)
eine endliche Gruppe.

Bemerkung 1.0.35. Wenn man voraussetzt, dass der Konstantenkorper k vollkom-
men ist, dann dndert eine algebraische Konstantenkérpererweiterung das Geschlecht
nicht. Bei endlichen Konstentenkorpern ist das immer der Full. Die Automorphis-
mengruppe von globalen Funktionenkdrpern mit Geschlecht grifier gleich zwei ist also
endlich.

Beuweis. Diese Aussage ist in [Sal06l S.581] bewiesen. O

Korollar 1.0.36. Seien F1/k und Fy/k zwei Funktionenkérper iber einem vollkom-
menen Konstantenkdrper vom Geschlecht grifier gleich zwei. Dann ist die Anzahl der
Isomorphismen von Fi nach Fy endlich.

Beweis. Sei ¢ : F; — F; ein Isomorphismus der Funktionenkorper. Dann induzieren
verschiedene Isomorphismen ¢; : F; — Fy i € {1,...,n} durch qb;l o ¢ auch ver-
schiedene Automorphismen von Fj. Aus der Endlichkeit der Automorphismengruppe
von F folgt somit auch die Endlichkeit der Isomorphismen. O

Theorem 1.0.37. Sei F' ein Funktionenkdrper iiber dem vollkommenen Konstanten-
korper k. Dann haben fast alle Teilkérper L mit [F : L] = n das Geschlecht null.

Beweis. Ein Beweis dafiir findet sich in [Tam?72]. O
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Korollar 1.0.38. Fin Funktionenkdrper F' vom Geschlecht g > 2 diber einem voll-
kommenen Konstantenkdrper besitzt nur endlich viele separierende Zwischenkérper
vom Geschlecht grifier gleich zwes.

Beweis. Das Geschlecht aller separierenden Zwischenkorper ist durch g beschrinkt,
also kommen nur endlich viele Werte als Geschlecht fiir diese Zwischenkérper in Frage.
Fiir die separierenden Zwischenkdrper L vom Geschlecht grofier gleich zwei kann man
die Hurwitz-Geschlechtsformel anwenden. Daher ist auch der Grad [F : L] beschrénkt.
Fiir diese endlich vielen verschiedenen Grade gibt es nach dem Theorem nur
endlich viele Zwischenkdrper. Daraus folgt die Behauptung. O

Korollar 1.0.39. Seien Fy, F5 zwei Funktionenkérper vom Geschlecht g1,92 > 2
dber dem vollkommenen Konstantenkdrper k. Dann gilt:

1. FEs gibt nur endlich viele separable Einbettungen.

2. Sei P € Pr, vom Grad eins und D € Dp,. Dann gibt es nur endlich viele
FEinbettungen ¢ mit ¢(P) = D.

Beweis. Jede separable Einbettung ¢ : Fy — F5 induziert einen Isomorphismus auf
ihr Bild, welches nach Voraussetzung ein Zwischenkorper ¢(Fy) von Fy vom Geschlecht
g1 ist, so dass F»/¢(F}) separabel ist. Nach [1.0.38|gibt es nur endlich viele solche Zwi-
schenkorper und nach gibt es jeweils nur endlich viele Isomorphismen auf diese
Zwischenkorper. Daraus folgt die Endlichkeit der Anzahl der separablen Einbettun-
gen. Sei nun ¢ eine, nicht notwendigerweise separable, Einbettung mit gZE(P) = D.
Dann gilt [F, : ¢(Fy)] = deg D. Nach gibt es nur endlich viele solche Zwi-
schenkorper und somit folgt aus der Endlichkeit der Isomorphismen der zweite Teil
der Behauptung. O

Da jeder endliche Koérper vollkommen ist, rechtfertigt dieser Satz den Versuch fiir
globale Funktionenkérper vom Geschlecht grofier gleich zwei alle separablen Einbet-
tungen zu berechnen. In diesem Fall 1dsst sich die Endlichkeit der Anzahl solcher
Abbildungen aber auch elementar aus der Endlichkeit des Konstantenkorpers bewei-
sen.



Kapitel 2

Der Einbettungsalgorithmus im
Uberblick

In diesem Abschnitt wird erst der Isomorphiealgorithmus aus [Hes04] skizziert und
dann der Algorithmus zum Berechnen der Einbettungen vorgestellt. Einzelne Punkte
bleiben noch offen und werden zusammen mit den ben&tigten mathematischen Kon-
zepten im néchsten Abschnitt erklart.

Der Einbettungsalgorithmus und der Isomorphiealgorithmus setzen voraus, dass es
Methoden gibt, um verschiedene Rechnungen mit Funktionenkérpern durchzufiihren.
Beispielsweise werden folgende Methoden als gegeben vorausgesetzt: Man kann Funk-
tionenkorper mittels einer definierenden Gleichung erzeugen und in ihnen rechnen.
Zu Elementen des Funktionenkorpers konnen die Hauptdivisoren berechnet werden
und man kann diese in Pol- und Nullstellendivisor zerlegen. Es konnen die Stellen von
festem Grad konstruiert werden und man kann mit Riemann-Roch-R&umen rechnen
sowie deren Dimension und Basen bestimmen. Weiterhin kann man mit endlichen
Korpern, Polynomen und Laurentreihen arbeiten und einfache Gleichungssysteme 16-
sen. Die Computeralgebrasysteme KASH [Kan04] und Magma [BCP97| stellen alle
diese Methoden zur Verfligung. Sowohl der Isomorphiealgorithmus wie auch der Ein-
bettungsalgorithmus sind in Magma implementiert.

2.1 Der Isomorphiealgorithmus

Der Isomorphiealgorithmus greift die Idee des Lemmas auf. Dieses besagt, dass
ein Isomorphismus ¢ : Fy — F5 zweier Funktionenkorper auch eine graderhalte-
ne Bijektion ngS der Stellen und fiir jede Stelle P einen Vektorraumisomorphismus
¢ : L(nP) — L(n¢(P)) induziert. Zum Berechnen der Isomorphismen wihlt man
eine Stelle P von F; vom Grad eins und testet, fiir welche Grad eins Stellen Ps
von Fy die Vektorrdume L£(nP;) und L(nP,) isomorph sind. Wann immer das der
Fall ist, wihlt man Elemente z1,...,2. € L(nP) und yi,...,y- € L(nP;) mit
Fy = k(z1,...,2.) und F» = k(y1,...,¥-). Anhand dieser Elemente {iberpriift man,
ob der Isomorphismus der Riemann-Roch-Raume mit der Multiplikation vertraglich
ist, also einen Isomorphismus von F; nach Fj liefert. Diese Frage reduziert man durch
spezielle Eigenschaften der z; und y; im wesentlichen auf ein Gleichungssystem in

11
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zwel Unbekannten.

2.2 Idee des Einbettungsalgorithmus

Nach den Uberlegungen zu rein inseparablen Kérpererweiterungen wissen wir, dass
man sich bei der Berechnung der Einbettungen auf die separablen einschrinken kann.

Damit liefert Lemma[I.0.12] eine Idee, wie man den Isomorphiealgorithmus auf die
Berechnung von Einbettungen verallgemeinern kann. Nehmen wir also an, dass wir
eine separable Einbettung ¢ : F1 — F» beséflen. Dann wiére ihr Bild ein Unterkorper
von Fy von beschrédnktem Grad und ¢ induzierte die beschriebenen Abbildungen ¢
und ¢ der Divisorgruppen und passender Riemann-Roch-Riume. Es gilt nun zu iiber-
priifen, unter welchen Bedingungen diese induzierten Abbildungen existieren. Dafiir
versuchen wir fiir eine Stelle P von F; zu bestimmen, auf welche Divisoren D von Fj
sie abgebildet werden kann, indem wir testen, welche Riemann-Roch-R&ume sich in
welche einbetten lassen. Ausgehend von den Einbettungen der Riemann-Roch-Raume
konstruieren wir nun die Einbettungen der Funktionenkérper, indem wir testen, wel-
che Vektoraummonomorphismen mit der Multiplikation vertréglich sind.

2.3 Aufbau des Einbettungsalgorithmus

Der Einbettungsalgorithmus

Algorithmus 1 Einbettungen
Input: Globale Funktionenkdrper F; und Fj.
Output: Eine Liste aller separabler Inklusionen ¢ : F} — F5.

1: Berechne die Geschlechter der Funktionenkorper und damit eine obere Schranke
Nmaz = [FQ : (b(Fl)]
2: Berechne aus der Anzahl der Stellen vom Grad eins von F; und F, eine untere
Schranke n,;, < [Fa : ¢(F1)].
3: for n € {nmin, - -, Nmaz } do
Waihle eine Stelle P vom Grad eins von Fj.
5:  Konstruiere Menge M aller effektiven Divisoren D der Divisorgruppe von Fj
mit deg(D) = n.
6: for D e M do

7: Uberpriife ob Cong, /4(r)(¢(P)) = D mdglich ist durch Uberpriifung ob
L(kP) in L(kD) fir k € N einbettbar.

8: if ist moglich then

9: Konstruiere die dazugehérigen Einbettungen falls sie existieren.

10: end if

11:  end for

12: end for

13: Gebe die berechneten Einbettungen zuriick.
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Dabei werden einzelne Schritte von Unteralgorithmen ausgefiihrt:

1. Unteralgorithmus: Berechnen der oberen Schranke fiir [F» : ¢(F1)].

2. Unteralgorithmus: Berechnen der unteren Schranke fiir [F; : ¢(F})].

3. Unteralgorithmus: Konstruktion der effektiven Divisoren von festem Grad.

4. Unteralgorithmus: Uberpriifen welche Stelle auf welchen Divisor abgebildet wer-
den kann.

5. Unteralgorithmus: Uberpriifen ob die Abbildung der Divisoren von einem Funk-
tionenkorperhomomorphismus kommt,.

6. Unteralgorithmus: Konstruktion der Abbildungen zwischen den Funktionenkor-
pern.

Unteralgorithmus 1

Als Input bekommt dieser Unteralgorithmus zwei Funktionenk6rper F; und Fy. Un-
ter Verwendung der Hurwitz-Geschlechtsformel liefert er durch Berechnung der Ge-
schlechter g1 und go der Funktionenkorper eine obere Schranke n,,q, = ggfj und gibt
diese zuriick. Hier wird verwendet, dass die Funktionenkorper ein Geschlecht gréfier

als eins und den selben Konstantenkérper haben.

Unteralgorithmus 2

In diesem Unteralgorithmus wird fiir zwei Funktionenkérper Fy und Fh die Anzahl
my und my ihrer Stellen vom Grad eins berechnet. Auf Grund von Lemma (|1.0.29)

bekommt man die Abschétzung ny,;, = max{ [%] ,2}.

Unteralgorithmus 3

Dieser Algorithmus bekommt als Input eine natiirliche Zahl n und einen globalen
Funktionenkorper F' und liefert als Output die endliche Menge M aller effektiven Di-
visoren vom Grad n. Dabei handelt es sich eigentlich nur um ein kombinatorisches
Problem. Da man alle Stellen vom Grad ¢ fiir ¢ € {1,...,n} konstruieren kann, muss
man nur alle Méglichkeiten finden, diese zu Divisoren vom Grad n zu kombinieren.
Dazu miissen alle Moglichkeiten bestimmt werden, n als Summe von natiirlichen Zah-
len n = k1 +...+k, darzustellen. Anschlieend miissen fiir jedes k; alle Moglichkeiten,
dieses als Produkt zweier natiirlicher Zahlen k; = e; - f; darzustellen, berechnet wer-
den. Die Intuition ist nun, dass jedes der k; eine Stelle des Divisors und dann e; den
Verzweigungsindex und f; den Grad der Stelle beschreiben. Diese Aufgabe lésst sich
durch eine einfache Rekursion 16sen. Hat man nun alle verschiedenen Kombinationen
((ex, f1),---, (ek, fr)) gefunden, so kann man daraus alle effektiven Divisoren vom
Grad n konstruieren, indem man zu einem Tupel ((e1, f1), ..., (ex, fr)) alle Divisoren
D =e P +...+ e, P, mit P; beliebige Stelle vom Grad f; aufbaut. Wenn man sich
dabei geschickt anstellt, vermeidet man es auch, Divisoren doppelt zu konstruieren.
Es ist offensichtlich, dass alle so konstruieren Divisoren Grad n haben und dass man
jeden vom Grad n auf diese Weise bekommt.

Dieser Unteralgorithmus ist einer der wenigen, in dem verwendet wird, dass es sich bei
den zu untersuchenden Funktionenkérpern um globale Funktionenkdrper handelt, da
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man die Endlichkeit der Anzahl von Stellen von beschrinktem Grad bendtigt, damit
die Menge der Divisoren vom Grad n auch eine endliche Menge wird.

Unteralgorithmus 4

Der Input dieses Unteralgorithmus sind zwei Funktionenkérper Fy/k und Fy/k, eine
Stelle P von Fy und ein Divisor D von Fy. Zuriickgegeben wird ein boolscher Wert,
wobei FALSE ausdriickt, dass es nicht nicht mdglich ist, dass ein Funktionenkérper-
homomorphismus ¢ : F; — F, existiert mit quS(P) = D und TRUE bedeutet, dass es
so eine Abbildung méglicherweise gibt.

Dazu sucht man sich zunfchst das kleinste m € N mit dim(£(mP)) = 2 und wihlt
eine Basis {1,z;} dieses Riemann-Roch-Raumes. Nun betrachtet man £(mD) und
withlt auch hier eine Basis B = {by,..., b, }. Wir wissen: fiir jedes ¢ : F; — F5 mit
G(P) = D gilt ¢(z1) € L(mD) und (¢(z1))se = mD, also gilt es zu iiberpriifen, ob
es eine k-Linearkombination in B gibt, welche das entsprechende Polverhalten hat.
Dies geschieht, indem man die Poldivisoren von by, ..., b; berechnet und testet, ob
man mit ihnen unter Beachtung der ultrametrischen Dreiecksungleichung den Divisor
mD konstruieren kann, das heifit, ob fir jedes Q € supp(D) ein b; € B existiert mit
UQ(bT) = —m.

Unteralgorithmus 5

Der Input ist derselbe wie in dem vorherigen Unteralgorithmus. Ganz analog wird
ein ¥y € F; gewdhlt und eine Basis B = {b1,...,br} von L(mD) bestimmt. Es
muss also gelten: ¢(z1) = Aby + ... + Ay mit \; € k. Dann wihlt man spezielle
Elemente z1,...,z, € F; mit F; = k(x1,...,2,). Wie man das macht und was
weitere Eigenschaften dieser x; sind, wird im n#chsten Abschnitt beschrieben. Jeder
Funktionenkérperhomomorphismus ¢ : Fy — Fy ist also vollstdndig durch seine
Bilder auf den z; bestimmt. Ausgehend von ¢(z1) = A1by + ... + A\pby muss man
nun also alle moglichen Bilder ¢(z;) in Abhingigkeit von den \; bestimmen, die mit
den algebraischen Relationen zwischen den z; vertraglich sind. Das geschieht durch
einen speziellen Reduktionsalgorithmus, der im néchsten Abschnitt vorgestellt wird.
Als Output liefert der Algorithmus nun alle Werte fiir die A;, die eine Abbildung von
Fy nach F; definieren und jeweils die dazugehorigen Bilder der x;.

Unteralgorithmus 6

Dieser Unteralgorithmus konstruiert nun aus dem Output des 5. Unteralgorithmus
die Einbettungen. Dazu wird k(z1,...,x,) wieder in die anfingliche Darstellung F; =
k(z,y) umgerechnet und aus den Bildern fiir die z; die Bilder von = und y bestimmt.
Das geschieht, indem man durch das Losen von Gleichungssystemen die Darstellung
von x und y in den z; ermittelt. Es wird kein spezieller Algorithmus bendtigt, da sich
dieses durch die Eigenschaften der z; auf einige einfache lineare Gleichungssystem
reduzieren lasst.



Kapitel 3

Untersuchung des
Einbettungsalgorithmus

In diesem Abschnitt werden zu einigen Teilschritten des Algorithmus n#here Infor-
mationen angegeben. Diese Teilschritte sind:

1. Ausschlieffien von bestimmten Funktionenkdrpern im Voraus.

2. Entscheiden, welche Divisoren iiber welcher Stelle liegen kénnen.

3. Berechnung einer Basis fiir bestimmte freie Moduln.

4. Auflisten der Eigenschaften spezieller Funktionenk&rperelemente x;.
5. Berechnen der Parameter, die wirklich eine Abbildung definieren.
6. Berechnen der Abbildungen.

7. Arbeit mit Stellen hoheren Grades.

8. Wahl der Stelle P von Fy.

9. Probleme bei speziellen Funktionenkorpern.

3.1 Ausschluss bestimmter Funktionenkorper

In diesem Abschnitt wird ein weiteres notwendiges Kriterium vorgestellt, das anhand
der Klassengruppen entscheidet, ob es mdglich ist, einen bestimmten Funktionenkor-
per in den anderen einzubetten.

3.1.1 Mathematischer Aspekt

Definition 3.1.1. Fiir einen Funktionenkérper F bezeichnet man die Gruppe der
Hauptdivisoren Pr mit

Pr:={(z)|0#z € F}.

15
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Die Faktorgruppe
Cr :=Dr/Pr

wird Divisorklassengruppe genannt. Mit C% bezeichnet man die Untergruppe von Cp
der Divisorklassen vom Grad null. Da Hauptdivisoren den Grad null haben und der
Grad ein Gruppenhomomorphismus ist, ist C% wohldefiniert. Wenn die Gruppe C%
endlich ist, bezeichnet man ihre Kardinalitit hr = #C% als Klassenzahl von F.

Lemma 3.1.2. Die Norm und die Konorm bilden Hauptdivisoren auf Hauptdivisoren
ab und induzieren somit auch Homomorphismen der Divisorklassengruppen

COTLF//F : CF — CF/

NF’/F:CF’ —>CF.

Auperdem werden durch Norm und Konorm Divisoren vom Grad null auf Divisoren
vom Grad null abgebildet, daher kann man die Homomorphismen der Divisorklassen-
gruppen auch auf die Divisorklassen von Grad null einschrinken.

CO?’LF//F : C(})yv — C%/

NF’/F : C%/ I C%
Beweis. Diese Aussagen sind in [Sal06, S.132] und [Sti93] S.63] bewiesen. O

Korollar 3.1.3. Sei F' eine Erweiterung des Funktionenkérpers F vom Grad n.
Seien F und F' iber dem selben Konstantenkdrper definiert. Dann liefert das Hinter-
einanderausfihren von Norm und Konorm einen Endomorphismus 9 : Cp — Cp der
Klassengruppe von F. Es gilt o([D]) = n[D] fir alle [D] € Cp. Diese Abbildung ldsst
sich auch auf die Klassengruppe vom Grad null einschrinken.

Beweis. Sei P € Dp ein beliebiger Primdivisor und sei D die Konorm von P mit
D:=e P +...+esPs und f; := deg(P;)/deg(P), dann gilt

deg(D) = n deg(P) = Zei deg(P;) = <Z eifi) deg(P).
i=1 i=1

Also gilt

S

Npiyp(Conpryp(P)) = Np:yp(D) = ZeiNF’/F(Pi) = <Z(e¢fi)> P =nP.

=1

Auf Grund der Z-Linearitdt von Norm und Konorm folgt die Behauptung fiir einen
beliebigen Divisor der Divisorgruppe von Fj. Also gilt die Behauptung auch fiir die
induzierte Abbildung auf den Divisorklassen und nach den obigen Aussagen auch lasst
sich die Abbildung auf C% einschriinken. O

Theorem 3.1.4. Bei Funktionenkdrpern iber einem endlichen Konstantenkorper ist
die Klassenzahl endlich.
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Beweis. Fiir einen Beweis siehe [Sti93] S.159]. O

Lemma 3.1.5. Seien (G,+4) und (H,+) abelsche Gruppen und 91 : G — H,
02 : H — G Gruppenhomomorphismen. Sei o := 020 01 : G — G und gelte
o(a) = na fir alle a € G. Sei nun Uy eine Untergruppe von G mit ggT(#U1,n) = 1,
dann gibt es eine Untergruppe Us von H mit Uy = Us.

Beweis. Man betrachte die Abbildung |y, : U1 — G. Da die Ordnung von U; und n
teilerfremd sind, gilt auch gg7'(ord(a),n) =1 fiir alle a € Uy. Also ist g|y, : U1 — G
injektiv und induziert daher einen Isomorphismus auf sein Bild. Das liefert die Sequenz

91|U1

Uy — H 2 o(Uh)

von Gruppen und Gruppenhomomorphismen, bei denen g|y, = 02 o 01|y, ein Iso-
morphismus ist. Folglich ist p1|y, injektiv und somit ist Uy := 01(U;) eine zu Uy
isomorphe Untergruppe von H. O

Korollar 3.1.6. Sei F'/F eine Erweiterung von Funktionenkorpern tber endlichem
Konstantenkdrper k vom Grad n und p eine Primzahl, die n nicht teilt. Sei d € N.
Gilt p?|hr, so teilt p? auch hp:.

Beweis. Die Klassengruppen C% und C%, sind endliche abelsche Gruppen. Fiir jede
Primzahlpotenz, die ihre Gruppenordnung teilt, gibt es auch eine Untergruppe dieser
Ordnung und die Ordnung jeder Untergruppe teilt die Gruppenordnung. Also folgt die
Behauptung daraus, dass man nach Lemmafiir jede Untergruppe von C%, deren
Ordnung teilerfremd zu n ist, auch eine isomorphe Untergruppe von C%, bekommt. [

Bemerkung 3.1.7. Diese Uberlegungen beweisen die Korrektheit des im Folgenden
vorgestellten Algorithmus formal.

3.1.2 Algorithmischer Aspekt
Idee des Algorithmus

Sei nun ¢ : F; — Fj eine Einbettung von Funktionenkérpern. Wir wissen, dass man
dann F als einen Erweiterungskérper von ¢(F;) auffassen kann. Fiir n = [Fs : ¢(F}))
liefern Norm und Konorm Abbildungen der Divisorklassengruppen vom Grad null, die
hintereinander ausgefiihrt die Multiplikation mit n auf C§, beschreiben. Nach Lemma
bekommt man so einen Zusammenhang zwischen den Untergruppen von C%l
und C%2~ Startet man nun umgekehrt mit Funktionenkérpern F; und F5 und will
bestimmen, ob es eine Einbettung ¢ : F; — F5 gibt, so dass [y : ¢(F1)] = n
gilt, dann kann man als Erstes die Klassengruppen von F; und F5 bestimmen und
untersuchen, ob sich deren Untergruppen so verhalten, wie in dem Lemma formuliert.
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Pseudocode

Algorithmus 2 Klassengruppenkriterium

Input: Funktionenkoérper Fy, Fy, obere Schranke n,,,, und untere Schranke n,,;,
fiir den Grad von F; iiber dem Bild von F; unter einer Einbettung.

Output: Liste der n € {npin, .., Nmaz }, die aufgrund der Klassengruppe als Grade
fiir eine Einbettung in Frage kommen.

1: Berechne hp, und hp, die Klassenzahlen von F; und F.

2: Berechne die Faktorisierungen hp, = p$' - ... pmt und hp, = ¢* ... - gma? der
Klassenzahlen.

3: test:=TRUE.

4: zuldssige_Grade := [].

5: for n = Nymin, -« ., Nmas do

6: for p=7p,...,pmt do

7: if ggT'(n,p) =1 then

8: if p{hp, then

9: test := FALSE.

10: end if

11: end if

12: end for
13:  1if test then

14: Fiige n in zuldssige Grade ein.
15 end if
16: end for

17: Gebe zuldssige Grade zuriick.

Technische Probleme

In diesem Unteralgorithmus muss man die Klassenzahl der beiden Funktionenkér-
per berechnen. In der Praxis ist das algorithmisch moglich, dauert aber bei grofieren
Beispielen recht lange. Fiir kleine Beispiele lohnt es sich aber auf jeden Fall diesen
Schritt durchzufiihren, da man - besonders wenn die Funktionenkérper nicht einbett-
bar sind - die Anzahl der méglichen Grade oft sehr stark einschrénken kann. Genauere
Uberlegungen dazu finden sich in dem Kapitel iiber die Laufzeiten.

3.2 Reduktion der Divisoren

Im vorherigen Abschnitt wurde beschrieben, wie man durch Untersuchung von gewis-
sen Riemann-Roch-Raumen entscheiden kann, ob es mdoglich ist, dass ein bestimmter
Divisor D iiber einer bestimmten Stelle P liegt. Dazu hat man ein Element z; € or
gewdhlt, welches die niedrigste Polzahl n; realisiert und untersucht, ob es ein z € F,
gibt mit (2)ee = n1D. Im folgenden Abschnitt wird ein Kriterium vorgestellt, mit
dem man fiir eine Stelle P manche Divisoren D als Kandidaten fiir $(P) = D aus-
schlieflen kann, ohne die Riemann-Roch-Raume zu betrachten. Dazu benutzt man die
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Hurwitz-Geschlechtsformel und schétzt die Differente etwas genauer ab.

3.2.1 Mathematischer Aspekt

Theorem 3.2.1 (Dedekinds Differententheorem). Sei F'/F eine endliche separable
Erweiterung des globalen Funktionenkdrpers F'. Dann gilt:

d(P'|P) > e(P'|P) — 1.
Beweis. Ein Beweis steht in [Sti93] S.89]. O

Korollar 3.2.2. Sei ¢ : Fy — F5 eine Einbettung und gelte (;B(Q) =ePi+... ‘e, Py
mit Q Stelle von Fy und Py, ..., Ps Stellen von Fy. Dann gilt:

deg Diff (F2/¢(F1)) 2 ) _(ei = 1) deg(P).

Beweis. Fiir die Differente gilt: Diff (F»/¢(Fy)) = ZP@P,(F ) >_pp d(P'|P)-P'. Nach
¢ (Fy
dem Differententheorem gilt d(P’|P) > e(P’'|P) — 1. Somit

deg( > Y d(P'|P)-P')=deg( > > d(P'|P)-P

PePy(ry) P'|P PePyr)\{Q} P'|P

+d(P1|Q) - P+ ... +d(Ps|Q) - Ps)

deg( > > d(P'|P)- P
PEPy(ry)\{Q} PP

+ (€1 —1)deg(Py) + ...+ (es — 1) deg(Ps)

(e1 —1)deg(Py) + ...+ (es — 1) deg(Ps).

Y

Y

O

In der Situation des Algorithmus ergibt sich daraus ein genauerer Zusammenhang
zwischen den Geschlechtern der Funktionenkdrper, dem Erweiterungsgrad [Fy : ¢(F1)]
und der Verzweigung einzelner Stellen:

Korollar 3.2.3. Sei ¢ : F1 — Fy eine Einbettung von Funktionenkdorpern iber dem
Konstantenkdrper k. Seien g1 und g2 die Geschlechter von Fy beziehungsweise I und
gelte p(P) = e Py + ...esPs. Dann gilt:

2~ 2> deg(d(P)) - (29— 2) + Y (s — 1) - deg(P)

3.2.2 Algorithmischer Aspekt

Die Formel aus [3.2.3] liefert also durch das Berechnen der Geschlechter ein einfach
zu liberpriifendes Kriterium, mit dem man alle Divisoren D als Kandidaten fiir ¢(P)
ausschliefen kann, die diese Ungleichung nicht erfiillen.
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3.3 Berechnung einer Basis von 0°

Ziel dieses Abschnittes ist es, einen Algorithmus zur Berechnung einer k[z]-Basis des
freien Moduls O° vorzustellen, wobei z ein separierendes Element des Funktionenkor-
pers F'/k ist und S = Supp((2)oo) gilt. Der Algorithmus basiert auf einem Zusammen-
hang zwischen speziellen k[z]-Basen von O und Basen von gewissen Riemann-Roch-
Raumen. Weiterhin wird die Entwicklung von Elementen in Reihen in einer lokalen
Uniformisierenden, sowie einige Aspekte zur Reduktion von Gitterbasen verwendet.
In diesem Abschnitt werden erst die bendtigten mathematischen Methoden vorge-
stellt, anschliefend der Algorithmus erliutert und dann noch einige Uberlegungen zu
dessen Korrektheit angestellt. Als Vorlage dienten [Hes99|, [Hes02] und [Sch96]. In
dem gesamten Abschnitt werden z und S so wie gerade beschrieben verwendet.

3.3.1 Mathematischer Aspekt
Gitter und Gitterreduktion

Dieser Abschnitt befasst sich mit den im Folgenden benotigten Grundlagen iiber Git-
ter. Weitere Details und Verallgemeinerungen von einigen Aussagen und Definitionen
finden sich in [Sch96] und [Hes02].

Definition 3.3.1. Sei k = F, ein endlicher Kérper, dann definiert man durch

E((t71) = {i ait™" |m €7, a; € k}

i=m

den Kérper der formalen Laurentreihen in t—! mit Koeffizienten aus k. Wir schreiben
auch abkiirzend L = k((t™1)).

a=0,

. =1y = 3 A >
Vik((t)) = ZU{oo}, a Z ait {mm{z € Z|a; #0} sonst

i=m
definiert eine surjektive Bewertung darauf.
Als den Grad eines Elementes aus L bezeichnet man den Exponenten der hochsten
auftauchenden t-Potenz. Es gilt deg(a) = —V (a) fir alle a € L. Analog zum Betrag

definiert man
|.|: L— RZ?, g — qdeg(“).

Definition 3.3.2. Auf dem n-dimensionalen k((t~')) Vektorraum L™ definiert man

firv=(v1,...,v,) € L™ den Spaltengrad als

deg(v) = — ie{r{linn} V(v;)

und
|| . || k((t*l))n N ]RZO7 U qdcg(v).

Weiterhin definiert man

h,C . Ln — ]ﬂn7 v = ( Z al,jt_j, ey Z an;jt_j) — (al_’_dcg(v), .. -7an,—dcg(v))'

Jj=ma Jj=mn

Diese Abbildung ordnet also einem Vektor aus L™ den Vektor der Koeffizienten der
deg(v)-ten t-Potenz zu oder null, wenn die Reihe ein niedrigeren Grad hat.
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Bemerkung 3.3.3. Die Abbildung || . || definiert eine Langenfunktion aeuf L™. Das
bedeutet, sie erfillt die FEigenschaften:

elaf=0sa=0,
o [ Xal= 1Al o,
o ot B <maz{] ol A}

Definition 3.3.4. Sei z € L ein dber k transzendentes Element mit deg(z) > 0. Sei
A C L™ ein freier k[z]-Modul vom Rang m mit Basis {v1,...,vn} und seien die v;
sogar L-linear unabhdngig. Dann bezeichnet man A als k[z]-Gitter. Das Maximum
der Grade der m-Minoren von der durch die v; induzierten Matriz bezeichnet man als
die Gitterdeterminante von A in L™. Als einen Reduktionsschritt bezeichnet man die
Addition einer k[z]-Linearkombination der v; zu einem v; , i # j, so dass sich der
Spaltengrad von v; verringert.

Bemerkung 3.3.5. Da es aufgrund der Endlichkeit des Grundkérpers immer nur
endlich viele Polynome von beschrinktem Grad gibt, ist k[z] C L eine diskrete Menge
beziiglich der von der Gradbewertung induzierten Topologie. Damit ist die L-lineare
Unabhdngigkeit der Basis von A gleichbedeutend dazu, dass A diskret in L™ beziiglich
deg ist.

Definition 3.3.6. Sei k[z]| ein Teilring von L , A C L" ein k[z]-Gitter. Dann be-
zeichnet man mit

M; (A, k[z], deg) := min{\ € R| Es existieren k[z]-linear unabhdingige
ai,...,a; € A mit deg(a;) <A, 1<j<i}
das i-te sukzessive Minimum von A, firi € {1....,n}.

Lemma 3.3.7. Sei vy,...,v,, die Basis eines k[z]-Gitters, dann sind die folgenden
Bedingungen dquivalent:

1. {he(vy) |1 < i < mAdeg(v;) =7 mod deg(z)} ist eine k-linear unabhdingige
Menge im k™ fiir alle 0 < j < deg(z),

m

2. deg(D>° \v;) = _mnax deg(Av;) fiir alle \; € k[z], 1 <i <m,

i=1
3. Die Elemente v1, ..., v, realisieren die sukzessiven Minima des Gitters.
Beweis. Eine Beweisskizze findet sich in [Hes02]. O

Eine Basis, die diese Bedingungen erfiillt, bezeichnet man als reduzierte Basis.
An Bedingung (2) sieht man, dass bei einer solchen kein Reduktionsschritt mehr
durchgefiihrt werden kann. Sind umgekehrt diese Bedingungen nicht erfiillt, so l4sst
sich immer ein Reduktionsschritt durchfithren. Im Folgenden werde ich einen Algo-
rithmus vorstellen, der aus einer Gitterbasis eine reduzierte Gitterbasis berechnet.
Vorher muss aber noch gezeigt werde, wie Gitterbasen mit den Basen bestimmter
holomorpher Ringe in Verbindung gebracht werden kénnen.



22 KAPITEL 3. UNTERSUCHUNG DES ALGORITHMUS

Bewertete Korper, Reihenentwicklungen und lokale Uniformisierende

Definition 3.3.8. Sei P eine Stelle von F, Op der Bewertungsring und vp die
dazugehdrige Bewertung. Dann bezeichnet man ein Element m € F' als lokale Unifor-
misierende von P wenn gilt: P = nOp. Fin Element m € I ist genau dann lokale
Uniformisierende von P, wenn es vy(w) = 1 erfillt.

Definition 3.3.9. Sei T ein Kiorper und v : T — Z U {oo} eine diskrete Bewertung
darauf. Eine Folge (x,,) € TN heifit konvergent, wenn es ein x € T gibt, so dass fiir
alle c € R einng € N ezistiert, mit v(x —x,) > ¢ fir alle n > ng. Man bezeichnet (z,)
als Cauchyfolge, wenn gilt : fiir alle ¢ € R existiert ein ng € N mit v(x, —x,) > ¢
fir alle n,m > ny.

Definition 3.3.10. Ein Kérper T zusammen mit einer diskreten Bewertung v heifit
vollstindig, wenn jede Cauchyfolge beziiglich v in T konvergiert. Fir einen beliebigen
bewerteten Korper (T,v) definiert man die Vervollstindigung beziiglich v als bewer-
teten Korper (T, 0), fir den gilt:

1. T C T und v ist die Einschrinkung von o auf T,
2. T ist vollstindig beziiglich v,
3. T liegt dicht in T.

Theorem 3.3.11. Die Vervollstindigung eines bewerteten Kdorpers existiert und ist
eindeutig bis auf isometrische Isomorphie.

Beweis. In [Lor90, S.62] ist diese Aussage bewiesen. O

Definition 3.3.12. Sei F' ein Funktionenkdrper und P eine Stelle. Die Vervollstin-
digung von F' beziglich vp nennt man die P-adischen Vervollstandigung von F'. Diese
bezeichnet man mit Fp und die Bewertung wieder mit vp.

Theorem 3.3.13. Sei P € Pr eine SL:elle vom Grad eins mit lokaler Uniformisie-
render w. Dann hat jedes Element z € Fp eine eindeutige Darstellung der Form

o0
z:Zaﬂri mitn € Z, a; € k.

Beweis. Ein Beweis findet sich in [Sti93] S.143]. O

Man kann also Elemente des Funktionenkorpers mit Laurentreihen identifizieren.

Definition 3.3.14. Sei P eine Stelle vom Grad eins von F und 7 eine lokale Uni-
formisierende von P. Dann definiere

tep: F— Fp

als die Abbildung, die jedem Funktionenkdrperelement seine Reihenentwicklung in der
entsprechenden lokalen Uniformisierenden zuordnet.
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Theorem 3.3.15. Sei (K,v) ein bewerteter Kérper und F//K eine separable, endliche
Korpererweiterung vom Grad n mit definierendem Polynom g € K[T). Dann gilt:

1. Es gibt eine Fortsetzung von v zu einer Bewertung auf F.
2. Es gibt hochstens n verschiedene Fortsetzungen von v zu Bewertungen auf F.

3. Die Faktorisierung von g tber der Vervollstindigung K von K beziiglich v kor-
respondiert zu den verschiedenen Fortsetzungen von v auf F. Das heifit, falls
g =0 ...9s die Faktorisierung von g tber K in irreduzible Polynome vom Grad
deg(g;) = n; ist, kann man v zu s verschiedenen Bewertungen vi,...,vs auf
F fortsetzen und es gilt n; = e; f; wobei e; der Verzweigungsindex und f; der
Trigheitsgrad der Bewertungsfortsetzung v; ist.

4. Seien vi,...,vs alle verschiedenen Fortsetzungen von v auf I' und sei F, die
Vervollstindigung von F beziiglich v; firi € {1,...,s}. Dann gilt F; =2 K[T)/g;.
Weiterhin bekommt man einen Isomorphismus

W:F@Kkﬂﬁﬁi.

i=1
Beweis. Fiir einen Beweis siehe [Lor90, S.77]. O

Korollar 3.3.16. Sei F' ein Funktionenkdrper, P eine Stelle und z € F ein se-
parierendes Element mit vp(z) = —n. Dann ist Fp ein n - deg(P)-dimensionaler
k((z~1))-Vektorraum.

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus Theorem wenn man F als endliche
Erweiterung von k(z) betrachtet. Dann ist P eine Fortsetzung der co-Bewertung auf
k(z). Der Abschluss von k(z) beziiglich der co-Bewertung ist k((z~1)) also Fp, =
k((271))[T)/g fiir ein geeignetes g € k((z=1))[T).

o

Holomorphe Ringe und Ganzheitsbasen

Definition 3.3.17. Ein Teilring des Funktionenkdrpers F/k ist ein Ring R mit
k C R CF, der kein Korper ist.

Theorem 3.3.18. Sei Og ein holomorpher Ring von F/k. Dann gilt:
1. Og ist ein Teilring von F/k,
2. F ist der Quotientenkérper von Og,
3. Og ist ganz abgeschlossen.

Beweis. Dieser Satz ist in [Sti93, S.68] bewiesen. O



24 KAPITEL 3. UNTERSUCHUNG DES ALGORITHMUS

Theorem 3.3.19. Sei R ein ganz abgeschlossener Teilring von F/k, dessen Quoti-
entenkorper F ist. Sei F'/F eine endliche separable Erweiterung vom Grad n. Sei
R’ = CIl(R, F’) der ganze Abschluss von R in F'. Dann gilt:

1. Fir jede Basis {x1,...,x,} von F'/F gibt es Elemente a; € R\{0}, sodass gilt
airi,...,apTy, € R.

2. Ist {z1,...,2n} C R’ eine Basis von F'/F und {z},...,2%} die beziiglich der
Spur duale Basis, so gilt:

n n
> Rz CR CY Rz
i=1 i=1
3. Ist R sogar ein Hauptidealring, dann gibt es eine Basis {u1,...,u,} von F'/F
mit

n

R/ = Z Rui.
i=1

Beweis. Fiir einen Beweis siehe [Sti93] S.73]. O

Korollar 3.3.20. Sei z € F\k, S := Supp ((2)eo)- Dann ist O° ein freier k[z]-Modul
vom Rang deg (2)oo-

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass die Voraussetzungen von erfiillt sind. Dazu
betrachtet man F' als Erweiterung von k(z). Dann gilt: [F : k(z)] = deg (2)oo und k[z]
ist per Definition ein Teilring von k(z), dessen Quotientenkdrper k(z) ist. Als holomor-
pher Ring der Form Og mit @ = Py.)\{cc} ist k[z] ganz abgeschlossen. Weiterhin
ist k[z] als Polynomring in einer Variablen {iber einem Korper ein Hauptidealring. S
entspricht dann genau der Menge aller Stellen von F, die iiber der co-Stelle von k(z)
liegen, also gilt O° = Cl(k[z], F) O

Zusammenhang zwischen holomorphen Ringen und geeigneten Gittern
In diesem Abschnitt identifizieren wir O° mit einem geeigneten k[z]-Gitter.

Theorem 3.3.21. Sei F' ein Funktionenkérper, S C Pr und OF ein holomorpher
Teilring. Dann kann man OF mit einem Gitter in einem geeigneten Vektorraum iden-
tifizieren.

Beuweis. Nach den Voriiberlegungen wissen wir, dass O fiir ein geeignetes z € F ein
freier k[z]-Modul ist. Sei also wq, ..., w, eine Basis und gelte (2)oo = €e1P1+...+esPs.
Nun betrachten wir F' als eine Erweiterung von k(z) mit definierendem separablen
Polynom g vom Grad n. Offensichtlich gilt n = [F : k(z)] = >.i_, e; deg(P;). Sei
weiterhin g = gi ... gs die Faktorisierung von g tiber k((z~1)). Nach Korollar

wissen wir, dass Fp, fiir i € {1,...,s} ein n;-dimensionaler k((z~!))-Vektorraum ist,
mit n; = deg(g;). Fixiert man Basen b; 1, ..., b; n,, so bekommt man Vektorraumiso-
morphismen

U k(7)) — Fp, (o1,...,ap,) — Zay‘bi,j~
=1
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Weiterhin haben wir die Inklusionen ¢p, : F' — I3 p,. Zusammen ergibt das eine Ab-

bildung
D:F—k((z71)" aw (I7(py(a)),..., 07 ep, ()"

S

Als Nichstes ist zu zeigen, dass die Bilder der w; unter I' k((27!))-linear unabhingig
sind. Sei also a1, ...,a, € k((z71)) mit

Ut (e, (wi)
> ai : =0.
=1

U (ep, (wi)

Da k(z) C k((27!)) kann man {1,p,...,p" '} durch eine k((27!))-unimodulare
Transformation der w; darstellen, wobei p eine Nullstelle von g ist. Unter Verwen-

dung der k((271))-Linearitéit von den U; liefert dieses a1, ...,a, € k((271)), so dass
. p (p71)
> a : = 0.
i=1 -
Lp, (p7)

Betrachtet man nun das Polynom >, ;7" € k((271))[T], so sieht man, dass es
einen Grad kleiner n hat. Alle n verschiedenen Nullstellen p; von g liefern jedoch auch
Nullstellen dieses Polynoms. Es handelt sich also um das Nullpolynom und somit gilt
a1 =...=a, =0 und folglich a; = ... = a, =0.

Unter Verwendung von I'" kann man eine skalare Multiplikation von den I'(w;) mit
Elementen aus k[z] definieren. Dadurch wird A := @, k[z] - T'(w;) ein k[z]-Gitter in
k((2=1))". Sei e = kgV (e1,...,es), dann induzieren die zu P; gehorigen Bewertungen
v; auf F' durch

deg() = —min e v;(T71()/e;
eine Gradfunktion auf A. O

Fiir die algorithmische Durchfithrung kann man sogar noch etwas mehr zeigen:

Lemma 3.3.22. Sei die Situation wie in Theorem|3.5.21), sei p eine Nullstelle von g
in k(z) und seien o1,...,0, die verschiedenen Einbettungen von F in den algebrai-

schen Abschluss k((z=1)) von k((z71)). Dann gilt:

1.0 : F — lc((z—l))n7 a v (o1(a),...,on(c)) liefert eine Abbildung, mit der
man OS5 mit einem k[z]-Gitter in k((z=1))" eingebettet in k((z—1)) , identifi-
zieren kann. Diese Identifikation entspricht der in[5.3.21] durch T’ beschriebenen
durch eine spezielle Basenwahl.

2. Es gibt eine Partition der Menge {o;(F)|i € {1,...,n}} in s Teilmengen
{Fii,...,Fin }yo o {Fs1, .-  Fsn,}, 50 dass Fj und Fj; fir alle1 < j <s
1 < k,l < nj; isometrisch isomorph sind. Diese Teilmengen stehen kanonisch in
Bijektion zu {Pi,..., Ps}.
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3. Sei nun O° wie beschrieben mit einem Gitter identifiziert. Ein Reduktions-
schritt, der den Grad der l-ten Komponente eines Gittervektors reduziert, re-
duziert auch automatisch den aller Komponenten, die zu derselben Stelle P;
gehoren.

Beweis. Die o; sind jeweils durch ihr Bild auf p festgelegt. Dieses ist eine Nullstelle
pi von g in k((#71)). Ganz analog zum Beweis von Theorem zeigt man, dass
man so wirklich ein Gitter bekommt. Unter Verwendung des Zusammenhanges zwi-
schen der Faktorisierung von g iiber k£((z7!)) und den Stellen von F, die iiber der
oo-Stelle von k(z) liegen, bekommt man die in (2) beschriebene Partition, indem man
einfach definiert, dass o;(F") und ¢;(F') genau dann in derselben Teilmenge sind, wenn
pi und p; Nullstellen desselben irreduziblen Faktors von g sind. Aufgrund der Ein-
deutigkeit der Vervollstdndigung eines bewerteten Korpers ergibt sich die isometrische
Isomorphie. Aus dieser folgt auch (3). Sei namlich 377, A\jo(w;) mit \; € k[2] ein Re-
duktionsschritt, welcher den Grad von o(w;) an der I-ten Komponente reduziert und
gehore die k-te Komponente zu derselben Stelle. Sei weiterhin 7 : 0y(F) — o (F)
ein isometrischer Isomorphismus. Dann liefert zeilenweises Betrachten der I-ten und
der k-ten Komponente jeweils eine k[z]-Linearkombination von Reihen in den ent-
sprechenden lokalen Uniformisierenden. Da 7 k((27!))-linear ist, also auch k[z] fix
lasst und die eine lokale Uniformisierende auf die andere abbildet, kann man auch
sagen, dass die k-te Komponente das Bild der [-ten unter 7 ist. Folglich haben sie
auch denselben Grad. O

Wenn man also nur eine reduzierte Gitterbasis berechnen méchte, braucht man
sich gar nicht alle Zeilen anzusehen. Wegen reicht es, fiir jede Stelle P; eine
Zeile zu betrachten. Weiterhin sei hier angenommen, dass alle Stellen in .S den Grad
eins haben. Das ist zwar eine starke Einschridnkung, die nach den Voriiberlegungen
nicht notwendig ist. Im 6. Abschnitt dieses Kapitels wird aber gezeigt, wie man diese
Einschrénkung algorithmisch gut umgehen kann. Das fithrt zu folgenden Abbildungen,
welche letztlich auch in dem Algorithmus verwendet werden:

Definition 3.3.23. Sei fur i € {1,...,s} m eine lokale Uniformisierende von P;
Definiere wie folgt:

1. 7:F— k((z‘l))s7 ar (try,p (@), ooyt P, (@)

2. he : F — Fy die Abbildung die einen Gittervektor v auf den Vektor seiner
deg(v)-ten Koeffizienten abbildet.

Bemerkung 3.3.24. Aufgrund der Annahme, dass alle Stellen in S den Grad eins
haben, bildet die Abbildung hc in einen s-dimensionalen Vektorraum iber dem Kon-
stantenkorper ab.

Damit kann man den Begriff reduziert auch auf Ganzheitsbasen holomorpher Rin-
ge in Funktionenkdrpern iibertragen:

Definition 3.3.25. Sei O° ein holomorpher Ring mit k[z]-Basis B = {w1,...,wy}.
Dann bezeichnet man B als reduziert, wenn B uber die oben beschriebenen Abbildun-
gen zu einer reduzierten Gilterbasis korrespondiert.

Theorem 3.3.26. Sei D ein Divisor des Funktionenkdrpers F/k, z ein separierendes
FElement mit S = Supp((2)so) und n = [F : k(z)]. Dann existieren ganze Zahlen
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di>...>2dy und vy,...,v, € F, so dass die Menge
{Fui|1<i<n,0<j<di+r}

eine k Basis von L(D+r(2)e) fiir alle r € Z darstellt. Der fiir uns interessante Spezi-
alfall ergibt sich fiir D = 0. Eine Basis dieser Art bezeichnet man als Z-parametrisierte
Basis von D

Beweis. Ein Beweis befindet sich in [Hes02]. O

Einen Zusammenhang zwischen einer Z-parametrisierten Basis und reduzierten
Gitterbasen stellt der folgende Satz dar:

Theorem 3.3.27. Die Elemente vy,...,v, € F bilden eine Z-parametrisierte Basis
des Nulldivisors, wenn sie eine reduzierte Basis des entsprechenden Gitters bilden.

Beweis. Diese Aussage ist in [Hes02] bewiesen. O

3.3.2 Algorithmischer Aspekt
Idee des Algorithmus

Wir wissen nun nach den Voriiberlegungen, dass es zu dem Riemann-Roch-Raum
L(m(2)s0) Elemente vy, ...,v, € F und dy,...,d, € Z gibt, fir die die Menge

{Zv;[1<i<n, 0<j<d;+m}

eine Basis von L£(m(2)s) bildet. Umgekehrt bedeutet das, startet man mit einer
ausreichend groflen beliebigen Basis von £(m(z)s) und identifiziert diese via = mit
dem Erzeugendensystem eines Gitters in L™, so kann man darauf einen Algorithmus
zur Berechnung einer reduzierten Gitterbasis anwenden, um die v; zu bestimmen.
Ausreichend grofi bedeutet in diesem Zusammenhang, dass v; € L(m(z)s) fir alle
i € {1,...,n}, was eine Grundvoraussetzung dafiir ist, dass man durch Reduktion
wirklich alle v; aus einer Basis von £(m(z)) berechnen kann.

Lemma 3.3.28. Sein = deg (2)oo und m € N. Gilt dim m(z)oo —dim (m —1)(2)eo =
n, so sind alle v; in L(M(2)s) enthalten. Weiterhin gilt: Es gibt ein m € N, so dass
diese Bedingung erfillt ist.

Beweis. Es gilt L((m — 1)(2)e) € L(m(2)so). Wenn sich die Dimensionen um n
unterscheiden, dann gibt es n linear unabhéngige Vektoren in £(m(2)s), die nicht in
L((m —1)(2)wo) liegen. Folglich ist die Menge {z%7™vy, ..., 2% "™y, } n-elementig
und somit gilt d; +m > 0 fiir alle ¢ € {1,...,n}, also liegen auch alle v; in L(m(2)s0).
Um so ein m zu bekommen, reicht es, dieses so zu wihlen, dass deg (m—1)(2)oo > 2g—2
erfiillt ist, wobei g das Geschlecht von F' bezeichnet. Dann gilt ndmlich dim m(z)s —

dim (m — 1)(2) 00 = deg(2)oo = n. O

Die Bedingung des Lemmas lasst sich algorithmisch durch das Berechnen der Di-
mensionen einiger Riemann-Roch-Raume relativ leicht Gberpriifen.
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Pseudocode

Algorithmus 3 Basis von O°

Input: Funktionenkorper F, z € F mit Supp((2)e) = S.

Output: Eine k[z]-Basis w1, ...,w, von 0.
1: Berechne (2)oo = €1 P1 + ...+ esPs.
2: e:=kgV(e;), S:={Py,..., P}
3: Berechne m € N so dass die Bedingung von Lemma [3.3.28] erfiillt ist.
4: Berechne Basis B = {b1,...,b} von £L(m(z)s0)-
5: Berechne A := {¢y,..., 4} := {b1,...,b}.
6: T :=Id,(k[z]).
7: repeat
8  fertig=TRUE.
9. fork=0,...,e—1do
10: Sortiere A aufsteigend gemaf dem Spaltengrad und bezeichen die dafiir not-
wendige Permutationsmatrix mit 7.
11: T :=TT,.
12: Berechne A = {¢;|i € {1,...,n} und deg(¢);) = x mod e} die Menge der
Elemente deren Spaltengrad mod e gleich ist mit Indexmenge {i1,...,%,}.
13: if = #A > 2 A (he(is) | s € A} ist linear abhingig ) then
14: Berechne j; € {1,...,r} und (0,...,0,¢j,...,,) € k™ mit
> amhe(;,) =0.
m=)
15: Ei=y, + Y agltesim)mdesbi))/ey, ynd berechne als T; die Ma-
m=7+1
trix die diese zl“raunsformaution beschreibt.
16: i, =& T =TT, fertig = FALSE.
17: end if

18:  end for

19: until fertig= TRUE

20: Berechne (wy,...,wp,0,...,0) = (by,...,0)T.
21: Gebe wq,...,w, zurick.

Technische Probleme

Dieser Algorithmus basiert darauf, mit den Reihenentwicklungen der zu reduzierenden
Basis des Riemann-Roch-Raums zu rechnen. Daher muss man sich iiberlegen, welche
Prézision bei den Reihen bendtigt wird. Da alle auftretenden Elemente nur Pole an
den Stellen aus S haben, ist es notwendig fiir jede Reihe zumindest den gesamten
Hauptteil zu kennen, um entscheiden zu kénnen, ob ein durch einen Reihenvektor
beschriebenes Element null ist. Das ist ndmlich der Fall, wenn es an keiner der Stellen
aus S einen Pol hat, aber mindestens eine Nullstelle. Entwickelt man die Elemente
mit einer Prézision, die grofer ist als das Negative der minimalen Bewertung an
den Stellen aus S, so kann man sicher stellen, dass alle Hauptteile bekannt sind.
Problematisch ist nur, dass z eine negative Bewertung an allen Stellen von S hat.
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Daher verliert man Prizision, wann immer man mit z multipliziert, was im Verlauf
des Algorithmus haufiger passieren kann. Wenn man verlangt, dass bei den in den
Vektoren auftauchenden Reihen die Hauptteile vollstdndig bekannt sind, so hat man
zwei Moglichkeiten:

1. Man kann bei dem Berechnen der Reihenentwicklungen mit einer so hohen Préazi-
sion arbeiten, dass man selbst nach der maximalen Anzahl von Multiplikationen
mit z noch auf den Hauptteilen exakt ist.

2. Man berechnet die Reihenentwicklungen nur so weit wie nétig. Im Verlauf des
Algorithmus priift man regelméfig, ob durch eine weitere Multiplikation mit
z zu viel Prézision verloren ginge. Sollte dies der Fall sein, so berechnet man
die neue Basis, die man durch das Ausfiihren der bisherigen Reduktionsschritte
bekommt. Anschlieflend ruft man den Algorithmus mit der neuen Basis als Input
auf und in diesem werden wieder die Reihenentwicklungen mit ausreichender
Prézision neu bestimmt.

Beide Methoden haben Vor- und Nachteile. Bei der Implementation habe ich mich
fiir die zweite entschieden. Zwar muss man hier moglicherweise hdufiger die Reihen-
entwicklungen berechnen, dafiir gehen alle Rechenschritte deutlich schneller, da man
mit kiirzeren Reihen rechnen kann.

Uberlegungen zur Korrektheit

Theorem 3.3.29. Sei wiq,...,w, € OF eine Ganzheitsbasis. Dann ldsst sich aus
dieser durch endlich viele Schritte eine reduzierte Ganzheitsbasis berechnen.

Beweis. Ein detaillierter Beweis findet sich bei [Sch96, S.33]. Die Idee ist, erst die
Existenz einer reduzierten Basis des Gitters zu zeigen. Anschlielend zeigt man, dass
jeder Schritt des Algorithmus den Grad eines Gittervektors verringert. Die Gitterde-
terminante aber, welche eine von der Basis unabhingige Invariante des Gitters ist,
liefert eine untere Schranke fiir die Grade. Folglich ist man nach endlich vielen Schrit-
ten bei einer reduzierten Gitterbasis angekommen. O

Dieser Satz beweist, dass der beschriebene Algorithmus bei korrektem Input nach
endlich vielen Schritten terminiert und eine reduzierte Ganzheitsbasis liefert.

Berechnung der Darstellung von Elementen in der Basis

Nun haben wir gezeigt, wie man zu einem holomorphen Teilring O und einem geeig-
neten Element z € O° eine Basis y1, . . ., y; berechnen kann, so dass O° zu einem freien
k[z]-Modul wird. Es verbleibt die Frage, wie man fiir Elemente a des Funktionenkor-
pers F' = k(z,y), die in diesem Teilring liegen, eine Darstellung in der Basis berechnen
kann. Wir nehmen an, wir sind fiir beliebige Elemente a4, ...,a, € F in der Lage ef-
fizient zu ermitteln, ob diese k-linear abhingig sind und wie die Koeffizienten einer
nicht trivialen k-Linearkombination pia; + ... + pra, = 0 aussehen. Fiir diese Be-
rechnungen wird nur das Lésen linearer Gleichungssysteme bendtigt. Sei nun a € OF
gegeben. Dann untersuchen wir die Mengen U; := {a,27y1,...,27y, |0 < j < i}
fiir groBer werdendes i auf lineare Abhiingigkeit. Da a € OF ist, gibt es Polynome
P1,--P1 € k[T] mit a = b1 (Z)yl +... +pl(2)ys' Sei lmaz = maxé’:l deg(p]) Dann ist
U,,... linear abhiingig. Lost man 0 = pa + >0, S wij2’y; nach a auf und fasst
die Koeffizienden gleicher y; zusammen, erhélt man die gewiinschte Darstellung.

max
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3.4 Eigenschaften der z;

3.4.1 Mathematischer Aspekt

Definition 3.4.1. Sei F' ein Funktionenkérper und P € Pp eine Stelle vom Grad
eins. Binn € Z,n > 0 wird Polzahl von P genannt, wenn es ein x € F gibt, mit
(2)oo = nP. Sollte es kein solches Element geben, so bezeichnet man n als Fehlzahl
von P.

Offensichtlich bilden die Polzahlen eine additive Unterhalbgruppe von N. Diese
Unterhalbgruppe bezeichnet man auch als die Polfolge von P.

Lemma 3.4.2. Sei U eine Unterhalbgruppe von N, dann ist U endlich erzeugt.

Beweis. Sei ny das betraglich kleinste Element von U, dann gibt es modulo n, ge-
nau nj verschiedene Reste 0,1,...,n7 — 1. Seien nun no, ..., n, die betraglich kleins-
ten Elemente von U, die diese Reste realisieren, falls sie existieren. Diese Elemente
{ni,...,n,} bilden nun ein Erzeugendensystem von U, denn fiir ein beliebiges Ele-
ment a € U existiert ein n; mit a = n; mod n;. Folglich ist a als Summe von n; und
einem Vielfachen von n, darstellbar. Nach Konstruktion erfiillt dieses Erzeugenden-
system die Bedingung n; Zn; mod ng fir1 <i<j, 1 <5< O

Theorem 3.4.3 (Fehlzahlsatz). Sei F ein Funktionenkirper vom Geschlecht g und
P eine Stelle vom Grad eins. Dann besitzt P genau g Fehlzahlen iy < ... <14 und es
gilt gn =1 und iz < 2g—1.

Beweis. Ein Beweis lisst sich in [Sti93, S.32] finden. O

Lemma 3.4.4. Sei F ein Funktionenkérper und P eine Stelle von F vom Grad
eins. Sei U die Polfolge von P und {nq,...,n,} ein Erzeugendensystem wie aus dem
vorherigen Lemma. Seien {x1,...,x,} C F Elemente mit (x;)oo = n; P fiir alle i €
{1,...,7}. Dann ist {1,z5,..., 2.} eine Basis des freien k[z1]-Moduls OF . Weiterhin
gilt r = n;.

Beweis. Nach Korollar wissen wir, dass es sich bei O% um einen freien z-
Modul vom Rang n; handelt. Wir betrachten {z1,...,z,} und identifizieren diese
mit einer Gitterbasis. Aufgrund der mod n; verschiedenen Bewertungen der x; an P
ist Bedingung (1) von erfiillt. Also hat man schon eine reduzierte Gitterbasis

und daher bilden {z1,...,z,} auch eine k[z]-Basis von O°. O
Korollar 3.4.5. Seien Elemente x1, ..., x, wie im vorherigen Lemma gewdhlt. Dann
gilt:

F=k(xy,...,2,.).
Beweis. Dieses Korollar folgt direkt aus der Tatsache, dass {1, xa,...,2,} eine k[x;]-
Basis von OF ist und F = Quot(OF) gilt. Es gilt sogar: jedes Element a € F besitzt
eine Darstellung a = f/g mit f,g € é k[x1]D. O

Definition 3.4.6. Seien x1,...,x, € F. Als algebraische Relation der x; bezeich-
net man eine nichttriviale algebraische Kombination der Null, das heiffit ein p €
klty,...,t.] mit p(x1,...,2,) =0 und p # 0.
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Lemma 3.4.7. Die Menge der algebraischen Relationen zwischen den Elementen
x1,...,%, eines Funktionenkdrpers bildet ein Ideal I in dem Polynomring k[t1, ..., t.].
Fiir dieses Ideal kann man einfach ein Erzeugendensystem E der Form

T
E = {ﬁitj — pl,i,j(tl) — Zpkj,j(tl)tk | ’L',j S {1, ey T}, DPk,i,j S k[tl] geeignet }
k=2

berechnen.

Beweis. Als Kern des Einsetzhomomorphismus ¥ : k[tq,...,t.] — k(z1,...,2,) ist
die Menge I ein Ideal. Der zweite Teil folgt aus den folgenden beiden Beobachtungen:

1. Wegen der mod n;y unterschiedlichen Bewertungen der z;, sind Ausdriicke der
Form py(z1) +p2(z1)x2+. .. +pr(z1)x, genau dann null, wenn alle p; gleich null
sind. Denn fiir p; # 0 unterscheiden sich die Bewertungen aller Summanden und
somit ist deren Summe wegen der ultrametrischen Dreiecksungleichung ungleich
null.

2. Wir wissen, dass OF ein freier k[z1]-Modul ist. Da z;z; in O liegt, gibt es eine
eindeutige Basisdarstellung mit Koeffizienten aus k[x1]:

T
zixj = p1j(T1) + Zpk,i,j(wl)fcka i,je{l,...,r}h
k=2

Wiéhlt man die p; ;1 so wie in (2) beschrieben, so liegen alle Elemente aus E offen-
sichtlich in I. Sei nun a € I beliebig. Mit Hilfe der Ausdriicke aus E kann man in a alle
Produkte von ¢; und ¢; durch Summen ersetzen, in denen solche nicht mehr auftau-
chen. Dadurch hat man sie auf eine Form wie in (1) gebracht, woraus die Behauptung
folgt. O

3.4.2 Algorithmischer Aspekt

Das Berechnen von Elementen z1,...,z; mit den oben beschriebenen Eigenschaften
ist algorithmisch recht einfach. Dazu berechnet man iterativ die Dimension gréfier
werdender Riemann-Roch-Réume der Form £(kP) und deren Basis und bekommt so
die n; und die z;.

3.5 Berechnen der Parameter

Bisher wurde gezeigt, wie man zu einer Stelle P von F} alle méglichen Kandidaten
D € Dp, bestimmt, so dass deg D mit dem vermuteten Grad fiir [Fy : ¢(F})] liberein-
stimmt und es fiir die erste Polzahl n; von P und das Element x; mit (z1)0 = n1 P
ein Element z € L(n1D) mit (2)oe = n1D gibt. Weiterhin wurde gesagt, dass wenn
man nun z zu einer Basis {z,bs,...,b,} von L(n1D) erganzt, fiir jede Einbettung
¢ : Fy — Fy mit ¢(P) = D gelten muss: ¢(z1) = A1z + S, Aib; mit A € k.

Ziel des Abschnittes ist es zu zeigen, wann diese notwendigen Bedingungen fiir die
Existenz einer Einbettung sogar hinreichend sind und wie das algorithmisch iiberpriift
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werden kann. Dafiir wird ein hinreichendes Kriterium angegeben und untersucht fiir
welche Werte der \; sich der Vektorraummonomorphismus

¥ L(mP) — L(nD)), 11, 21— Az + »_Aib;

=2

zu einem Homomorphismus der Funktionenkorper fortsetzen ldsst.

3.5.1 Mathematischer Aspekt

Lemma 3.5.1. Seien P € Pr,, D € Dp, und n € N eine ausreichend grofie natirli-
che Zahl. Seiyp : L(nP) — L(nD) ein Vektorraummonomorphismus. Dann gibt es
mazimal einen Funktionenkorperhomomorphismus ¢ : F1 — Fs mit ¢ = .

Dieses Lemma liefert folgende interessante Konsequenz: Wenn man versucht Ein-
bettungen ¢ : I} — F5 zu finden, indem man nach méglichen induzierten Einbet-
tungen der Divisorgruppen sucht, dann wird ein Funktionenkérperhomomorphismus
schon vollstdndig dadurch beschrieben, wie er auf einem ausreichend grofien Riemann-
Roch-Raum wirkt. Diese Aussage rechtfertigt die im vorherigen Kapitel beschriebene
Idee des Einbettungsalgorithmus.

Beweis. Nach Lemma gibt es z1,...,x, € Fy mit Fy = k(z1,...,2,) und man
kann diese z; alle in £(nP) fiir ein ausreichend grofies n € N wihlen. Jeder Funktio-
nenkdrperhomomorphismus ist durch seine Bilder auf den z; eindeutig festgelegt, also
kann es zu vorgegebenen Bildern der x; maximal eine Einbettung geben. O

Dieses Lemma liefert ein hinreichendes Kriterium fir die Existenz einer Einbet-
tung:

Lemma 3.5.2. Sei Fy = Quot(k[zy,...,x.]) und Fy = Quot(kly1,...,ys]) und sei-
en Iy und Iy die Kerne des Einsetzhomomorphismus, der den passenden multiva-
riaten Polynomring in den Funktionenkorper abbildet. Jeder Funktionenkérperhomo-
morphismus ¢ : Fy — Fy mit ¢(k[z1,...,z.]) C k[y1,...,ys| definiert dann auch
einen Homomorphismus auf den Polynomringen ¢ : k[Ty,...,T,] — k[T1,...,Ts]
mit o(I1) C Ir. Umgekehrt definiert auch jeder Homomorphismus der Polynomringe
o k[Ty,...,Ty] — k[T1,...,Ts] mit o(I) C I einen Funktionenkérperhomomor-
phismus ¢ : Fy — Fy mit ¢(k[xq1, ..., x.]) C kly1,...,ys]

Beweis. Sei also ¢ : Fy — F5 eine Funktionenkorpereinbettung, die sich zu einer Ab-
bildung ¢ : k[x1,...,2,] — kly1,...,ys) einschrinken lisst. Dann sind die Bilder der
x; Polynome in den y;. Also liefert das auch eine Abbildung ¢ der Polynomringe. Als
Homomorphismus bildet ¢ nichttriviale Darstellungen der Null in den z; auch wieder
auf null ab und somit gilt (1) C I5. Sei nun ¢ : k[T, ...,T,] — k[T1,...,T], seien
I, I, die Kerne des Einsetzhomomorphismus und gelte ¢(I;) C I5. Dann definie-
ren [; und I affine Kurven deren Koordinatenringe k[T, ..., T,]/I; beziechungsweise
k[Ty,...,Ts]/I> sind. Wegen ¢(I1) C Iy bekommt man also eine Abbildung der Ko-
ordinatenringe und somit auch eine Abbildung der Funktionenkdrper. O
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Bemerkung 3.5.3. Die fiir das Berechnen der FEinbettungen interessante Anwen-
dung dieses Lemmas ergibt sich, wenn man zu P € Pr, und D € Dpg, die Ringe
OF und O% mit S = Supp(D) betrachtet. Nach den Voriiberlegungen wissen wir,
dass es Elemente x1,...,2, € F| und y1,...,ys € Fy gibt, mit OF = k[zy,... z,]
und OS5 = k[yy,...,ys| und dass jeder Homomorphismus ¢ : Fy — Fy mit ¢(P) =
D sich zu einer Abbildung von OF nach OF einschrinken lisst. Umgekehrt lassen
sich nun auch alle Funktionenkdrperhomomorphismen, die P auf D abbilden, fin-
den. Diese Einbettungen zu finden reduziert sich ouf das Problem die Abbildungen
v k[Ty,...,T.] — k[Ty,...,Ts] der multivariaten Polynomringe zu konstruieren,
die I in Iy einbetten. Hierbei bezeichnen Iy und I> jeweils das Ideal der algebrai-
schen Relationen der x; beziehungsweise y;. Wie dieses zu bewerkstelligen ist, wird im
Folgenden gezeigt.

Lemma 3.5.4. Seien F' ein Funktionenkérper iber dem endlichen Konstantenkdrper
k=F, und z € F mit (2)ooc = m1P1+ ... +nsPs, n;, € N, P, € Pp und seien die
Grade der P; gleich eins. Seii € {1,...,s} und gelte char(k) { n;. Dann gibt es ein
Element m; in Fpi mit w; " = uz fir ein geeignetes u € k. Weiterhin sind Fpi und
k((m;)) isometrisch isomorph, daher bekommt man iber diesen Isomorphismus auch
eine Einbettung 1; von F in k((m;)).

Beweis. Gelte also char(k) { n;. Wihlen wir nun eine lokale Uniformisierende ¢ von
P;, so gilt nach Theorem [3.3.13| Fip, = k((t)), also kann man z~! in eine Laurentreihe

entwickeln: 2~! = 377 a;t) mit a; € k. Fiir u := a,, gilt dann u™'27" = " 4
G, +1t™T 4. ... Wir wollen nun zeigen, dass man dieses Element beliebig gut durch
eine Reihe aus k((t)) approximieren kann. Dazu betrachten wir b, := ¢. Dann gilt

v(uz_l —b}") = n;+1 also wird m; von by bis zur Ordnung n; + 1 approximiert, wobei
v die diskrete Bewertung auf k((¢~!)) ist. Angenommen by, approximiert 7; bis zur
Ordnung n; + k, dann kénnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen,
dass by = t+pust®+. . .Apukt” gilt, da by’ —uz~! € O(t™T++1) gilt. Somit konnen hohere
t-Potenzen vernachléssigt werden. Sei nun also by’ — uz™! = ct™ 1 4 O(gnith+2)
und setze bpyq := by — cn[lt"‘“. Dann gilt: bZQ_1 =by — ct™i Rl L Otk 2 Calso
wird m; von by41 bis zur Ordnung k + 1 approximiert. Die Elemente (b;);en bilden
eine Cauchyfolge, folglich liegt auch ihr Grenzwert in F p,. Sei m; der Grenzwert, dann
gilt 7" = uz. Nach Konstruktion ist v(m;) = 1 daher auch Fp, = k((m;)). O

Bemerkung 3.5.5. Nach Theorem|[3.3.21] kann man holomorphe Ringe mit Gittern
in einem geeigneten Vektorraum identifizieren. Wie in dem Beweis beschrieben, ist
diese Identifikation abhingig von der Wahl gewisser Basen. Mit Lemmal[3.5.4] bekommit
man nun eine spezielle Identifikation, indem man ndmlich diese Elemente m; als lokale
Uniformisierende ansieht. Im weiteren werden die m; immer als die speziellen lokalen
Uniformisierenden bezeichnet.

Lemma 3.5.6. Sei ¢ : I} — F5 eine Einbettung mit d;(P) =D=eP+...+e,P;
und seien x1 € Fy mit (21)0o = M1 P und z,ba,...,b,, eine Basis von L(n1D) mit
vp,(2) = —e;ny und vp, (bj) > —e,ny fir einr € {1,...,s} und alle j € {2,...,m}.
Seien P und P; fir eini € {1,...,s} beide vom Grad eins. Dann gilt:
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(1) = Mz + Z Ajibj (3.5.1)
j=2

mit \; € k und Ay # 0. Die Abbildung ¢ ldsst sich also zu einer Abbildung
@ k(x1) — k(z,ba,...,by) einschrinken.

2. Wird e;ny nicht von der Charakteristik von k geteilt, dann ldsst sich jeder Ho-
m

momorphismus ¢ : k(x1) — k(2,ba,...,bm), 1 — Az + > Ajb; zu einer
i=2
Abbildung ¢ : [y p — ngi fortsetzen.

v S

k(z,ba, ..., bm)

Beweis. Der erste Punkt wurde bereits bewiesen, deswegen wenden wir uns gleich
(2) zu. Dazu wahlen wir 7 € Flp und 7; € FQPi mit 77" = uz; und 7; " = u'z
gemif Lemma Dann gilt Fip = k((n)) sowie Fyp, = k((m;)) und iiber diese
Isomorphismen kann man auch k(z1) und k(z,be,...,b,,) als Teilkérper von k((x))
und k((m;)) auffassen und alle b; kénnen als Reihen in m; entwickelt werden, welche
wir mit f,..., 3y, bezeichnen. Weiterhin wissen wir, dass aus vp,(¢(x)) = —einy
folgt o(m) = 2272, c;md 7 mit ¢; € k. Mit Hilfe von bekommen wir einen
Zusammenhang zwischen 7 und 7;. Es gilt:

u—1¢(ﬂ_)—n1 — Alu/—lﬂ_;einl + Z)\Jﬁj

j=2
Einsetzen und Umstellen der Gleichung liefert:
ni n1
00 ) 0o . m
ulﬂ-f?n? = )\1’LL ZCjﬂ'iei+J -|—'LL’LL,7TZ»E”L1 ZCJ"IT?+] Z)\Jﬂj (352)
j=0 j=0 j=2

Durch den Vergleich der Koeffizienten bekommt man eine Darstellung der c; als Aus-

druck in den );, also das Bild von 7 unter ¢ in Abhingigkeit von den A; und somit

eine Fortsetzung der Abbildung auf die Vervollstindigungen der Funktionenkorper.
O
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3.5.2 Algorithmischer Aspekt
Idee des Algorithmus

In diesem Abschnitt wird ein Algorithmus angegeben, der ermittelt, wie viele Einbet-
tungen ¢ mit QB(P) = D existieren. Seien Elemente x1,...,x, € F; gemifl Lemma
gewdhlt und sei {z,bs,...,bn} eine Basis von £(n; D) mit (2)e = n1D. Nach
den Voriiberlegungen wissen wir, dass ¢(z1) = Az + Y0 Nib; mit A; € k fiir je-
de Einbettung ¢ gelten muss. Weiterhin wissen wir, dass F; = k(xy,...,2,) und
#(OF) C OF gelten muss. Wir kénnen eine k[z]-Basis {y1,...,y} von O wihlen
und dann gilt F» = k(y1,...,4). Durch Anwendung des hinreichenden Kriteriums
reduziert sich die Frage darauf, fiir welche Werte fiir die \; diese Abbildung auf die
anderen z; fortgesetzt werden kann, so dass das Ideal der Relationen der z; in das der
y; abgebildet wird. Im Folgenden werden die A; immer als die Parameter bezeichnet.
Die Idee ist nun umgekehrt wie in Lemma vorzugehen. Wir starten mit einer
Abbildung k(z1) — k(z,b2,...,by) und berechnen, wann sich diese Abbildung auf
X9, ..., x, fortsetzen ldsst. Dazu wiahlen wir fiir alle ¢ € {1,...,s} spezielle lokale
Uniformisierende so wie beschrieben und setzen die Abbildung zu einer Abbildung
k((m)) — k((m;)) der Laurentreihenkérper fort. Da man F und F5 nach Konstruk-
tion als Teilkdrper von k((7)) und k((m;)) auffassen kann, reduziert sich die Frage
der Fortsetzbarkeit zu einer Abbildung der Funktionenkérper darauf, zu bestimmen,
ob die Abbildung der Laurentreihenkérper sich zu einer Abbildung ¢ : F; — Fb
einschrianken lédsst. Dazu stellen wir anhand von einigen Kriterien Gleichungen fiir die
Parameter auf, so dass die Tupel aus dem k™, die alle Gleichungen erfiillen, zu einer
FEinbettung der Funktionenkorper korrespondieren.

Interpretation der Parameter als Varietit

In den nichsten Abschnitten wird erkldrt, wie man Gleichungen aufstellen kann, die
die Parameter \q,...,\,, € k erfiillen miissen, damit die durch sie festgelegte Abbil-
dung wirklich einen Homomorphismus von Funktionenkérpern beschreibt. Bei diesen
Gleichungen handelt es sich um Polynome. Somit kann man die Menge aller Parame-
tertupel, die sdmtliche Gleichungen erfiillen als die k-rationalen Punkte der affinen
Varietit im k' auffassen, die durch das Ideal der Gleichungen I C k[ty,...,tm] be-
stimmt wird. Definitionen und Erklarungen zu Varietdten und Idealen finden sich in
[Har77].

Fortsetzung der Abbildung auf die Laurentreihenkorper

Die Idee, wie man einen Funktionenkdrperhomomorphismus auf geeignete Laurent-
reihenkorper fortsetzen kann, liefert der Beweis von Lemma [3.5.6] Erst werden die
speziellen lokalen Uniformisierenden 7 und 7; bestimmt. Lemma [3.5.4] liefert ein kon-
struktives Verfahren, mit dem man diese zu beliebiger Prézision berechnen kann. Die
Fortsetzung der Abbildung ¢ : k(x1) — k(2,b2,...,bn), 21— Mz + 370, N;b; auf
die Laurentreihenkérper bekommt man, indem man durch Koeffizientenvergleich die
Unbekannten ¢; in ¢(m) in Abhéngigkeit von den A; aus der Gleichung
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errechnet. Da man ¢(7) nur bis zu einer gewissen Prézision berechnen will, geniigt es
diese Gleichung bis zu einem festen Grad aus zu multiplizieren und dann das Glei-
chungssystem der Koeffizienten zu 16sen. Nun kann man fir x,, ..., x, € F; die Dar-
stellung als Reihe in 7 errechnen und bekommt damit auch die Bilder ¢(z2),. .., ¢(z,)
in Abhéngigkeit von den \; als Reihen in 7; und somit die gesuchte Fortsetzung der
Abbildung.

Gleichungen fiir die Parameter durch das Polverhalten

Sei {y1,...,yi} eine k[z]-Basis von O°. Dann werden die 2; durch eine Einbettung auf
eine Linearkombination der Basiselemente abgebildet. Ziel ist es zu iiberpriifen, fiir
welche Parameter das der Fall ist. Dazu berechnet man fiir jedes y; eine Darstellung
als Reihe in den speziellen lokalen Uniformisierenden 7q,..., 7, und fasst Darstel-
lungen desselben Elementes beziiglich unterschiedlicher lokaler Uniformisierender zu
einem Vektor ¥(y;) zusammen. Damit bekommt man ganz analog zu Lemma
eine Identifikation der y; mit einer Gitterbasis im k((z~1))". Fiir jedes z; konstruiert
man nun einen Vektor ¥(z;), indem man zuerst x; in eine Reihe in 7 entwickelt. An-
schlieflend konstruiert man daraus einen Vektor, indem man als j-te Komponenten
die Reihe wihlt, die man bekommt, wenn man in der Reihenentwicklung von z; das
7 durch ¢(m) als Reihe in 7; ersetzt. Die anféngliche Frage ist somit darauf redu-
ziert, zu bestimmen fiir welche Parameter die Vektoren ¥(z;) Gittervektoren sind.
Problematisch ist nur, dass die Koordinaten der Vektoren unendliche Laurentreihen
sind, wir algorithmisch aber nur bis zu einer vorgegebenen Prizision rechnen kénnen.
Daher ist es algorithmisch nur moglich zu bestimmen, ob sich die Vektoren W(x;)
bis zu einer bestimmten Prézision durch Gittervektoren approximieren lassen. Da-
zu wird ein Algorithmus verwendet, der sehr dhnlich zu dem Reduktionsalgorithmus
zur Bestimmung einer reduzierten Gitterbasis arbeitet. Als Input bekommt dieser Al-
gorithmus einmal die Vektoren ¥(y;),...,¥(y;) und ¥(z) der Reihenentwicklungen,
sowie den Vektor W(x;) fiir i € {1,...,r}, wobei die Koordinaten des letzten Vektors
Reihen sind, deren Koeffizienten noch von den Parametern A1, ..., \,, abhingen. Da-
mit berechnet der Algorithmus eine Menge von Gleichungen, die Aq, ..., \; erfiillen
miissen, damit man ¥(z;) durch einen Vektor aus spang.)(¥(y1), ..., ¥(y;)) approxi-
mieren kann. Auflerdem wird die Darstellung dieser Approximation in Abhingigkeit
von den Parametern berechnet. Dazu addiert man iterativ k[z]-Linearkombinationen
der Vektoren U(y;),..., U(y,) zu ¥(x;), so dass der Spaltengrad von ¥(x;) sinkt. Die-
sen Vorgang wiederholt man so lange, bis der Spaltengrad von ¥(z;) kleiner als eine
gewisse Grenze ist. Dabei stellt man in den einzelnen Schritten Gleichungen fiir die
A; auf, die diese erfiillen miissen, damit man weitere Reduktionsschritte durchfiihren
kann.
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Pseudocode

Algorithmus 4 Parameterberechnung 1

Input: z,y1,...,y eine reduzierte k[z]-Basis von O°, z Element dessen Bild appro-
ximiert werden soll, bound die Genauigkeit der Approximation.

Output: gl Menge von Gleichungen fiir die Parameter, T Transformationsmatrix zur
Beschreibung der Approximation von x durch eine k[z]-Linearkombination der y;.

1: Berechne (2)oo = 1P + ...+ e, Ps und e = kgV (e;).

2: Berechne Vy,..., ¥, die Gittervektoren zu den y;.

Berechne ¥, den von den Parametern abhingigen Vektor, den man fiir das Bild
von x bekommt.

@

4: T = Idy(k[z]) und gl :=[].
5: repeat
6:  Berechne Spaltengrad g von V.
7. Berechne A := {¥;|i € {1,...,1}, deg(¥;) = ¢g mod e, deg(¥;) < g} mit
Indexmenge {i1,...,%,}.
8: if #A =0 then
9: Berechne he(¥,) und setze die Eintrége dieses Vektors gleich null und nimm
sie als Gleichungen in gl auf.
10: Aktualisiere den Vektor ¥, in dem man die Parameter mit den Gleichungen
aus gl umformt.
11:  else
12: Erstelle Matrix M € k(A1,. .., A\p)**" ! deren Spalten die Vektoren aus der
Menge {hc(¥,)} U {he(z(974ee(¥)/e )W ) |5 € {iy,...,i,}} sind.
13: if Spalten von M sind k(Aq, ..., Ay, )-linear abhingig then
14: Berechne k-Linearkombination der ersten Spalte durch die anderen:
he(P) =30, ajhe(zl97dee(¥i)/O)g ).
15: Setze W, := W, — Z;zl ozjz(g_deg(‘l'j)/e)\llij.
16: Sei T die Matrix die diese Transformation beschreibt.
17: T:=TT
18: else
19: Berechne alle (r 4+ 1) x (r + 1) Minoren von M.
20: Setze die Minoren gleich null und fiige diese zu den Gleichungen gl hinzu.
21: Forme die Eintrige von M gemif} der Gleichungen gl um, so dass die erste
Spalte eine k-Linearkombination der anderen Spalten ist.
22: Berechne he(V,) = Z;zl ajhe(z97dee(¥3)/e)p ) fiir die umgeformten Ko-
effizienten.
23: Setze U, := V¥, — 22:1 ajz(g_deg(‘l'j)/e)\llij.
24: Sei T die Matrix die diese Transformation beschreibt.
25: T:.=T1T;.
26: end if
27:  end if

28: until g < bound
29: Gebe die Matrix T und die Gleichungen gl zuriick.




38 KAPITEL 3. UNTERSUCHUNG DES ALGORITHMUS

Technische Probleme

Wie auch der Gitterreduktionsalgorithmus basiert dieser Algorithmus darauf Linear-
kombinationen von Vektoren, deren Eintrige Reihen sind, zu berechnen. Da man die
Eintrége aber nur bis zu einer gewissen Prizision kennt, ist die Frage wie hoch diese
sein muss, damit die Ergebnisse trotzdem korrekt sind. Ziel ist es, den Vektor ¥(z)
durch einen Gittervektor v mit der Genauigkeit « zu approximieren, das heifit man
sucht eine k[z]-Linerkombination v der Gitterbasis, so dass deg(¥(z) —v) < «a gilt.
Also muss man alle Eintrige von ¥(z) mit einer Genauigkeit kennen, die mindestens
so hoch ist, dass Fehler erst bei einem niedrigeren Spaltengrad auftreten. Fiir die
Prazisionen der Reihen, die die Eintrige von ¥(x) bilden, sind zwei Dinge verant-
wortlich: Zum einen die Prézision mit der man x als Element von F; als Reihe in 7
entwickelt und zum anderen die Genauigkeit, mit der man das Gleichungssystems der
Koeffizienten der Darstellung von ¢(m) als Reihe in m; 16st. Bei den Vektoren der Git-
terbasis hangt die Prazision der Eintrdge nur davon ab, wie genau diese als Reihen in
den speziellen lokalen Uniformisierenden entwickelt wurden. Analog zu dem Abschnitt
iiber technische Probleme beim Berechnen von reduzierten Gitterbasen kann Prizisi-
on verloren gehen, wenn man Vektoren mit Potenzen von z multipliziert. Dort wurde
auch beschrieben, wie sich das Problem umgehen 1isst. In dieser speziellen Situation
kann man aber auch anders vorgehen. Wenn man davon ausgeht, dass es fiir diesel-
be Prézision linger dauert das Gleichungssystem der Koeflizienten der Darstellung
von ¢(7) zu 16sen, als Elemente in Reihen zu dieser Genauigkeit zu entwickeln, dann
kann man ¥(z) gerade so genau entwickeln, dass die Prézision ausreicht, um ohne
Prézisionsverluste bis zur Genauigkeit o zu approximieren. Die Vektoren Wy, ..., ¥,
der Gitterbasis hingegen berechnet man zu einer deutlich hoheren Prézision. Da bei
der Reduktion in jedem Schritt nur Vektoren ¥; mit z-Potenzen multipliziert werden,
verlieren auch nur diese Prézision. Da diese aber trotzdem noch deutlich héher ist als
die von ¥(z), kommt es bei der Addition zu keinem weiteren Prizisionsverlust.

Uberlegungen zu Korrektheit

Lemma 3.5.7. Bei jedem Schleifendurchlauf sinkt der Spaltengrad von W, und alle
Parameter, fir die U, einen Gittervektor beschreibt, erfillen alle Gleichungen in gl.
Sei weiterhin U, ein Gittervektor und sei v ein Gittervektor mit deg(V, — v) <
bound < 0, dann gilt schon U, = v.

Beweis. Die Vektoren Wy, ..., ¥, bilden nach Voraussetzung eine reduzierte Gitter-
basis, das heifit, man kann an ihnen keine Reduktionsschritte durchfithren. Betrachtet
man also die Vektoren ¥; und einen weiteren Vektor ¥, und es ist ein Reduktions-
schritt méglich, dann kann man diesen Reduktionsschritt auf den Vektor ¥, anwen-
den. Weiterhin wissen wir, dass ein Vektor, dessen Spaltengrad niedriger ist als der
aller U,, kein Gittervektor sein kann. Man betrachte die verschiedenen Fille, die auf-
treten kdnnen:

1.Fall: #4 =0

In diesem Fall gibt es keinen Gittervektor, der den gleichen Spaltengrad wie W,
hat. Alle Gittervektoren sind k[z]-Linearkombinationen der ¥; und daher sind auf
Grund der Reduziertheit fiir Gittervektoren als Spaltengrade nur Werte der Form
ke + deg(¥;) mit k£ € N mdoglich. Sollte ¥, also ein Gittervektor sein, dann miissen
die Leitkoeffizienten der Reihen, die den maximalen Grad haben, gleich null sein.
Setzt man also diese Leitkoeffizienten auf null, so sinkt der Spaltengrad und alle Git-
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tervektoren erfiillen die Gleichungen.

2.Fall: #A > 1 und die Spalten der Matrix M sind linear abhingig.

Da die Spalten linear abhéngig sind, kann man diese so linear kombinieren, dass der
Spaltengrad sinkt. Nach der Voriiberlegung gilt sogar, dass man diesem Reduktions-
schritt auf den Vektor ¥, anwenden kann und zwar unabhingig von den Parametern.
Also sinkt der Spaltengrad von ¥, und da keine neuen Gleichungen hinzukommen ist
die zweite Bedingung immer noch erfiillt.

3.Fall: #A > 1 und die Spalten von M sind linear unabhéngig.

Wenn U, ein Gittervektor ist, dann ist er darstellbar als k[z]-Linearkombination der
Gitterbasis, also gibt es einen Reduktionsschritt, der den Spaltengrad von ¥, redu-
ziert. Das ist nach der Fall, wenn die Spalten von M linear abhéngig sind. Sie
sind linear abhéngig, wenn alle (r+1) x (r+1) Minoren gleich null sind. Setzt man die
Minoren gleich null und nimmt sie zu den Gleichungen hinzu, so werden die Vektoren
linear abhéngig, wenn man ihre Eintrége mit den Gleichungen umformt. Man kann
also den Spaltengrad von ¥, senken.

Wenn ¥, ein Gittervektor ist, dann kann man diesen Vektor nach Konstruktion
mit einem Element a aus O° identifizieren. Analog identifiziert man v mit b € 0%,
Das zu ¥, — v gehorige Element a — b € OF besitzt wegen deg(¥, —v) < 0 an allen
Stellen aus S eine Bewertung gréfler null. Da diese Stellen die einzigen sind, an denen
ein Element aus O° Pole haben kann, muss a — b = 0 gelten. Daraus folgt der zweite
Teil der Behauptung. O

Bemerkung 3.5.8. Der Spaltengrad kann nur endlich oft sinken, bis er kleiner als
eine bestimmte vorgegebene Schranke ist. Daher terminiert der Algorithmus nach end-
lich vielen Schritten. Der zweite Teil beweist, dass der Algorithmus fir die Parameter,
die eine Einbettung ¢ beschreiben, wirklich die exakte Darstellung von ¢(x;) berechnet,
wenn man eine Schranke kleiner null vorgibt.

Gleichungen fiir die Parameter iiber die Relationen

In diesem Abschnitt wird ein Unteralgorithmus vorgestellt, der zu gegebenen Elemen-
ten xy,...,x, € Fyund ¢(z1),...,d(x,) € Fp, wobei die Letzteren von gewissen Para-
metern Ay, ..., A\, abhingig sind, iiberpriift bei welchen Werten fiir die Parameter fiir
jede nicht triviale algebraische Kombination 0 = p(z1,...,2.), p € k[T1,...,T,] auch
p(d(x1),y ..., d(xr)) = 0 gilt. Damit ist es moglich den zweiten Teil des hinreichenden
Kriteriums[3.5.2] zu iiberpriifen. Die Elemente x1, . .., x, werden gemif [3.4.4) gewahlt.
Die parametrisierten Elemente ¢(x1),. .., ¢(x,) sind genau die Approximationen der
Bilder, die der zuvor beschriebene Algorithmus berechnet hat. In wurde bewie-
sen, wie man die algebraischen Relationen der x; als ein Ideal in einem multivariaten
Polynomring auffassen kann und wie ein einfaches Erzeugendensystem dieses Ideals
aussieht. Wie bereits gezeigt, gibt es ein Erzeugendensystem des Relationenideals der
Form:

E={TT; = pri;(T1) = > prij(T)Tk | .5 € {1,...,7}, prij € k[T1] geeignet }.
k=2

Es gilt also zu iiberpriifen, fiir welche Parameter die Gleichungen

O(2:)9(x5) = Prig(@(@1) = D Priig(@(21))d(xx) = 0
k=2
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fir alle¢,j € {1,...,r} erfiillt sind. Dazu berechnet man fiir die Ausdriicke ¢(z;)p(x;)
und p1;,;(¢(1)) — D jes Pryij (0(21))p(x)) jeweils eine Darstellung in der k[z]-Basis
von O° und vergleicht die zueinander gehérigen Koeffizienten. Diese liefern dann
weitere Bedingungen an die Parameter.

Pseudocode

Algorithmus 5 Parameterberechnung 2

Input: z1,...,z. € Fi, ¢(x1),...,0(x,.) € F» abhingig von den Parametern
Alyeeey Ame
Output: gl Menge an Gleichungen in den ;.

1:gl:=1]

2: fori=2,...,r do

3: forj=1i,...,7do

4: Berechne a = z;x; € Fy.

5 Berechne eine Darstellung von a in der k[zq]-Basis von O° : a2, =
P (1) + Dhmg Phyig (T1) 2k

6: Ersetze in dieser Darstellung jedes x; durch ¢(z;) : ¢(ziz;) = p1,4i,(p(z1)) +
> o Phyij(¢(x1))¢(xx) um eine von den Parametern abhingige Darstellung
von ¢(x;x;) in Fy zu bekommen.

7 Berechne fiir dieses Element eine parametrisierte Darstellung in der k[z]-Basis
von 0% : ¢(zm;) = 2221 qr(2)yr mit g € k[T1] abhingig von Ay, ..., Ap.

8: Berechne ¢(z;)¢(z;) als Element von Fj.

9: Berechne dafiir eine k[z]-Darstellung: ¢(z;)p(x;) = 22:1 ar(2)yg-

10: ford=1,...,l do

11: Berechne die Differenzen der Koeffizienten gleicher Monome von ¢4 und §g.

12: Setze diese Differenzen gleich null und fiige die entstehenden Gleichungen

zu gl hinzu.

13: end for

14:  end for

15: end for

16: Gebe gl zuriick.

Technische Probleme

In diesem Unteralgorithmus muss man fiir Elemente aus F», die von den Unbekann-
ten A1, ..., A, abhingen, eine Darstellung in einer k[z]-Basis von O berechnen. Das
kann man machen, indem man sich vorstellt, der Funktionenktrper F5 ist iiber dem
multivariaten rationalen Funktionenkorper k(Aq,..., A, ) als Konstantenkdrper defi-
niert. Das ist genau der Funktionenkdrper, den man bekommt, wenn man eine rein
transzendente Konstantenkorpererweiterung vom Transzendenzgrad m auf Fy anwen-
det. Im Abschnitt wird die mathematische Theorie dazu vorgestellt und gezeigt,
dass dieses Vorgehen zuléssig ist. In der Praxis ist es jedoch aufwendig eine Darstel-
lungen in der Basis von O iiber dem erweiterten Konstantenkdrper zu berechnen. Da
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der auf der Gitterreduktion basierende Algorithmus vergleichsweise schnell arbeitet,
hat es sich als niitzlich erwiesen, diesen bis zu einer relativ niedrigen Schranke lau-
fen zu lassen, so dass die Anzahl der Parametertupel, die diese Gleichungen erfiillen,
schon sehr eingeschriankt ist. Fiir die verbleibenden Parametertupel kann man dann
direkt nachpriifen, ob die durch sie definierte Abbildung die algebraischen Relatio-
nen respektiert. In vielen kleinen Beispielen hat sich dieses Vorgehen als schneller
erwiesen.

Uberlegungen zur Korrektheit

Lemma 3.5.9. Die Parametertupel, die alle Gleichungen aus den Unteralgorithmen
4 und[4 erfillen, definieren einen Funktionenkorperhomomorphismus ¢ : Fy — Fs.

Beweis. Nach kennen wir ein hinreichendes Kriterium, wann es sich bei einer
Abbildung um eine Einbettung der Funktionenkérper handelt. Bei den Uberlegungen
zur Korrektheit von Algorithmus [4] wurde bereits der erste Teil des Kriteriums nach-
gewiesen. Es geniigt zu zeigen, dass die durch die Parameter definierte Abbildung die
Relationen der z; erhilt. Das gilt, da der Algorithmus diese Eigenschaft genau auf
einem speziellen Erzeugendensystem nachpriift. O

Bemerkung 3.5.10. Da der Unteralgorithmus[5 nur iber endlich viele Elemente ite-
riert, terminiert er. Es wird also nach endlich vielen Schritten ein korrektes Ergebnis
berechnet.

3.6 Konstruktion der Abbildungen

Mit den Uberlegungen des vorherigen Abschnitts sind wir nun in der Lage zu entschei-
den, welche Parameter eine Einbettung ¢ : F; — Iy definieren. Zu diesem Zeitpunkt
ist aber nur bekannt, wie die Abbildung auf speziellen Elementen z1,...,2, € F}
operiert. Ziel ist es daraus die gesamte Abbildung zu berechnen. Geht man davon
aus, dass die Funktionenkérper als endliche separable Erweiterungen eines rationalen
Funktionenkorpers gespeichert sind, das heifit Fy = k(z,y) und Fy = k(&,9), so kann
man einen Homomorphismus von F} nach F; vollstdndig durch die Darstellung seiner
Bilder auf = und y in der y-Potenzbasis von Fy beschreiben. In Magma [BCP97] und
KASH [Kan04] werden Funktionenkdrper und ihre Homomorphismen genau auf diese
Weise gespeichert, daher ist diese Annahme sinnvoll.

3.6.1 Algorithmischer Aspekt

Wir wollen also die Bilder von x und y unter der Voraussetzung bestimmen, dass die
Bilder von 1, ...,z, bekannt sind. Da F} = Quot(k[x1,...,x,]) gilt, gibt es fiir ein
beliebiges Element a € F) eine Darstellung als rationale Funktion in den z;. Diese
wollen wir als Erstes berechnen. Das Vorgehen dazu ist vergleichbar mit dem in[3.3.2]
Wir machen den Ansatz a = f/g mit f,g € O_S und betrachten Mengen der Form
U :={a],x]xa, ..., 202, |0 < j <i}U{ax),ax)za, ... axz, |0 < j < i} fiir grofer
werdende i € N. Da f € O° und f = ag gilt, werden die U; ab einem gewissen i,,q.
k-linear abhéngig. Sei also eine solche nichttriviale k-Linearkombination der Null mit
pijsVig €k, 1 <@ <7, 0<j < ipg, mindestens ein p; j,v; ; 7 0 berechnet. Dann
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gilt:
tmasx T imaz imasx T imax
B W ES S I EES SR EES 9 oS
1=2 j=0 =2 j=0
1(z1) + Zpk(xl)xk* +a <I31(I1) + Zf)k(zl)xk>
k=2 k=2
mit p;(z1) = ZZ’”‘” 1L ij und p;(x1) = ]"“f” v; Jrcj Das Umstellen nach a liefert die

gewiinschte Darstellung als rationale Funktion in den x;. Auf diese Weise berechnen
wir nun eine Darstellung von z und y und bekommen die Bilder ¢(z) und ¢(y), in
dem wir jeweils z; durch ¢(x;) ersetzen. Das liefert die Einbettung in der gewiinschten
Form. Es ist damit nicht gesichert, dass alle so konstruierten Einbettungen separabel
sind. Das folgende Lemma zeigt, wie man die separablen finden kann.

Lemma 3.6.1. Sei ¢ : [} — Fy eine Finbettung von Funktionenkdrpern und seien
Fy und Fy gegeben als separable Erweiterung der rationalen Funktionenkérper k(xq)
beziehungsweise k(x2). Es gilt: ¢ ist genau dann separabel, wenn das Minimalpolynom
von o separabel idber k(¢(x1)) ist.

Beweis. Wir definieren &7 := ¢(z1) und ¢ := ¢(y1) und betrachten das folgende
Diagramm von Korpererweiterungen:

k(x2,y2)

\

k($2>$1ay1)

P

k(ws, 71)
k( )/ \k ;
2 1

Die Erweiterung k(z2, y2)/k(22) ist nach Voraussetzung separabel und damit auch al-
le Teilschritte, insbesondere k(z2, y2)/k(x2, T1,71). Weiterhin ist k(z1, y1)/k(x1) nach
Voraussetzung separabel also auch k(Z1,91)/k(Z1). Ist nun k(z2, Z1)/k(Z1) separabel,
dann auch k(za,%1,91)/k(Z1,91). Die Erweiterung k(z2,y2)/k(Z1, 71) ist genau dann
separabel, wenn die Teilschritte k(x2,y2)/k(x2, Z1, 1) und k(z2, Z1,91)/k(Z1,71) se-
parabel sind. Daraus folgt die Behauptung.

(®1,71)

N,/

O

3.7 Stellen hoheren Grades

In den Abschnitten zur Berechnung einer Basis des freien Moduls O° und zur Be-
rechnung der Parameter, die eine Einbettung definieren, wurde angenommen, dass
der Divisor D nur Stellen vom Grad eins besitzt. In dem folgenden Abschnitt wird
gezeigt, wie der Fall, dass D Stellen hoheren Grades besitzt, auf den Grad Eins Fall
reduziert werden kann. Dazu wird ein Theorem {iber Konstantenkoérpererweiterungen
ben6tigt.
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3.7.1 Mathematischer Aspekt

Im Folgenden bezeichnet F' einen Funktionenkorper mit Konstantenkorper k. Fiir den
Algorithmus ist nur der Fall ¥ = F,; von Interesse. Die néchsten Aussagen gelten aber
auch fir einen beliebigen vollkommenen Konstantenkorper. Weiterhin wird mit &’ eine
algebraische Erweiterung von k bezeichnet. Dann ist das Kompositum F’ = Fk’ ein
Funktionenkorper iiber k’.

Definition 3.7.1. Sei k' eine Kdrpererweiterung von k. Dann bezeichnet man den
Funktionenkérper F' = Fk’ als KonstantenkOrpererweiterung von F.

Lemma 3.7.2. Sei F' = Fk’ eine algebraische Konstantenkorpererweiterung. Dann
gilt:

1. k' ist der volle Konstantenkiérper von IV,
2. [F : k(x)] =[F' : k()] fir jedes x € F \ k.
Beweis. Ein Beweis findet sich bei [Sti93] S.101]. O

Das folgende Theorem fasst die Aussagen iiber Konstantenkérpererweiterungen
zusammen, die fiir den Algorithmus bendétigt werden.

Theorem 3.7.3. Fir eine algebraische Konstantenkérpererweiterung F' = Fk' von
F/k gilt:

1. F'/F ist unverzweigt, das heifit, e(P'|P) =1 fiir alle P € Pr und P’ € Pp: mit
P'|P.

2. F" und F haben dasselbe Geschlecht.
8. Fir jeden Divisor D € Dr gilt: deg Cong:/p(D) = deg D.

4. Jede k-Basis von L(D) ist auch eine k'-Basis von L(Cong /p(D)) fiir jeden
Divisor D € Dr. Also gilt auch dim Cong:p(D) = dim D.

5. Der Restklassenkdrper Fp, einer Stelle P’ € Pps ist das Kompositum Fpk' vom
k" und dem Restklassenkdrper Fp mit P =P NF.

6. Ist k'/k endlich, dann ist eine Basis von k'/k auch eine Ganzheitsbasis von
F'/F fiir alle P € Pp.

Beweis. Dieser Satz ist in [Sti93 S.103] bewiesen. O

Korollar 3.7.4. Sei F’ eine endliche Erweiterung von F mit [F' : F] = n und P € Pp
eine Stelle vom Grad eins mit Cong:jp(P) = Pi+...+Ps wobei P; € Prs und deg P; =
fi firi € {1,...,s} gili. Seien F und F’ dber dem endlichen Konstantenkdrper
k =T, definiert. Betrachtet man nun die Konstantenkorpererweiterungen FFga und
F'F,a mit d = kgV (f;), dann gilt: es liegt genau eine Stelle Q von FF . dber P und
CO”F’]qu/F]qu (Q)=Q1+ ...+ Q-

Beweis. Als Erstes betrachtet man die Korpererweiterung FIF,a/F. Diese ist eine
Konstantenkdrpererweiterung. Nach gilt 1 = deg P = deg ConF]Fq ./F- Daher
kann nur eine Stelle Q vom Grad eins tiber P liegen. Dann betrachtet man die
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Erweiterung F'Fga/F’. Auch hierbei handelt es sich um eine Konstantenkérperer-
weiterung, die daher unverzweigt ist. Sei nun @; eine Stelle aus F'Fa, die iiber
P; € Ppr liegt. Der Restklassenkorper (F'Fa)q, ist das Kompositum von F,a und
F,s: - Er ist isomorph zu Fa, da d ein Vielfaches von f; ist. Folglich haben alle Stel-
len von F'F,a, die iiber einem P; liegen, den Grad eins. Wegen der Transitivitét
der Konorm gilt ConF/qu/F(P) = Q1+ -+ Q@ mit deg Q; = 1 und daher auch

OO”F’qu/Fqu(Q) :Q1+"'+Qn- O

Lemma 3.7.5. Sei ¢ : Iy — Fy ein Funktionenkorperhomomorphismus. Sei k' eine
beliebige Korpererweiterung des Konstantenkdpers k von Fy und Fy. Betrachtet man
die Funktionenkdrper F| := F1k’ und Fj := F3k', so ldsst sich ¢ eindeutig zu einem
Funktionenkdrperhomomorphismus ¢’ : F| — F} fortsetzen, so dass das Diagramm
kommutiert.

£

£y

F1 F2

Beweis. Es gilt Fy = k(x1,y1) und Fy = k(x2, yo) fir geeignete Elemente x1, y1, T2, y2
aus den Funktionenkorpern. Dann gilt auch F] = k' (z1,v1) und Fj = k/(z2,y2). Der
Funktionenkérperhomomorphismus ¢ ist durch die Bilder von x; und y; festgelegt.
Also sind auch die Bilder von z; und y; unter ¢’ bereits festgelegt. Wegen der k'-
Linearitét von ¢’ ist somit die gesamte Abbildung bestimmt. O

3.7.2 Algorithmischer Aspekt
Idee des Algorithmus

Wir wollen nun Theorem [3.7.3|und das dazugehorige Korollar verwenden um fiir eine
Stelle P vom Grad eins von F; und einen beliebigen Divisor D = e1 Py + ...+ esPs
von F, von passendem Grad alle Einbettungen ¢ : Fy — F, mit ¢(P) = D
zu berechnen. Da bereits bekannt ist, wie man dieses Problem l6sen kann, wenn
deg(Py) = ... = deg(Ps) = 1 gilt, geniigt es die anderen Fille darauf zu reduzie-
ren. Man berechnet zunéchst die Grade aller Stellen im Triger von D, sowie deren
kleinstes gemeinsames Vielfaches d. Nun wird bei den Funktionenkorpern F; und Fb
jeweils eine Konstantenkérpererweiterung vom Grad d durchgefithrt. Wenn also F}
und F; iiber F; definiert sind, dann berechnet man F| = FiF « und F; = F5F a die
Komposita von I und Fy mit Fja, um zwei neue Funktionenkérper mit den gewiinsch-
ten Konstantenkorpern zu erhalten. Nach liegt in F| genau eine Stelle P’ vom
Grad eins unverzweigt iiber P und D" = Congyp,(D) besteht nur aus Stellen vom
Grad eins. Es sind alle Voraussetzungen erfiillt um die Einbettungen ¢’ : F{ — F}
mit ¢'(P') = D’ zu berechnen. Hat man eine solche Abbildung gefunden, so muss
noch gepriift werden, ob diese sich zu einer Abbildung F; — F5 einschrinken lasst.
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Einschrinken der Abbildungen

Angenommen man hat eine Einbettung ¢’ : F{ — F der Funktionenktrper FY, F3,
die iiber dem Konstantenkorper k' definiert sind. Wenn F] und Fj durch Konstan-
tenkdrpererweiterung aus den Funktionenkdrpern F; und Fs hervorgehen, dann gilt
es zu bestimmen, ob sich ¢’ zu einer Abbildung von F; nach Fb einschrinken lisst.
Dazu wahlt man x1,y1 € F1, za,y2 € Fo mit Fy = k(z1,11), Fo = k(z2, y2). Dann gilt
auch F} =K' (z1,y1), F§ = k' (22, y2). Nun geniigt es zu iiberpriifen, ob es sich bei der
Darstellung von ¢'(z1) und ¢’(y1) als k' (x2)-Linearkombination in der ys-Potenzbasis
bereits um eine k(x2)-Linearkombination handelt. Dazu zerlegt man diese Darstellung
in ihre Monome und iiberpriift, ob die Koeffizienten aller Monome aus k stammen.
Genau wenn das der Fall ist, l&sst sich die Abbildung zu einer Einbettung von F} in
F5 einschranken.

Pseudocode

Algorithmus 6 Gradreduktion

Input: Globale Funktionenkdrper Fi, Fs, eine Stelle P von F} vom Grad eins, ein
Divisor D = e Py + ...+ esPs von Fs.

Output: Menge aller Einbettungen ¢ : F} — F mit gf)(P) =D.

Berechne den Grad aller Stellen im Tréger von D, f; := deg P;.
Berechne das kleinste gemeinsame Vielfache der f; : d:= kgV (f;).
Berechne den Konstantenkorper Iy von £y und F .
Berechne die Konstantenkdrpererweiterungen F{ = F1F ¢ und Fj = F5F a.
Berechne P’ := Congy/p, (P) und D" := Congy/r,(D).
Berechne M’ die Menge aller Einbettungen von FY in F}, die P’ auf D’ abbilden
unter Verwendung der bisherigen Methoden.
for ¢ € M’ do
if ¢ ldsst sich zu Abbildung F} — F5 einschriinken then
: Berechne die Einschrinkung und fiige in diese in Menge M ein.
10:  end if
11: end for
12: Gebe M zuriick.

@

Uberlegungen zur Korrektheit

Aus folgt, dass sich, wenn man bei F; und F; die selbe Konstantenkdrperer-
weiterung durchfithrt, jede Abbildung ¢ : Fy — F5 zu einer Abbildung der erwei-
terten Funktionenkdrper ¢ : F| — F} fortsetzt. Das Berechnen aller Einbettun-
gen von FY in F} liefert also erst recht alle Einbettungen von Fy in F,. Interessiert
man sich nun fiir die Einbettungen ¢ : F; — F3, die eine bestimmte Stelle P auf
einen bestimmten Divisor D abbilden, so bekommt man diese, indem man die Ab-
bildungen ¢' : F] — F; sucht, die P’ auf D" abbilden, wobei P’ = Congsr, (P)
und D" = Congy/r,(D) gilt. Der Grund dafiir ist, dass Funktionenkdrperhomomor-
phismen durch ihre Bilder auf ausreichend grofien Riemann-Roch-Raumen vollstin-
dig bestimmt sind, bei einer Konstantenkorpererweiterung aber die Basis von einem
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Riemann-Roch-Raum zu einem Divisor auch eine Basis des Riemann-Roch-Raums
der Konorm liefert. Nach Korrolar zerfallen bei einer Konstantenkorpererweite-
rung vom Grad d alle Stellen, deren Grad d teilt, zu Stellen vom Grad eins. Diese
beiden Uberlegungen begriinden die Korrektheit der Reduktion von Stellen héheren
Grades auf den Fall, dass alle Stellen des betrachteten Divisors den Grad eins haben.
In dem Abschnitt zur Berechnung der Parameter wurde dargelegt, dass man eine von
den unbekannten Parametern Aq,..., A, abhingige Abbildung F; — F5 fiir algo-
rithmische Zwecke auch als eine Abbildung in den Funktionenkérper Fj, der aus Fy
durch eine transzendente Konstantenkorpererweiterung mit k(Aq, ..., A, ) hervorgeht,
auffassen kann. Dieses ist mdéglich, da wie in Theorem gezeigt wurde, bei einer
Konstantenkorpererweiterung die fiir den Algorithmus entscheidenen Groflen wie das
Geschlecht, der Grad von Divisoren und die Basen von den Riemann-Roch-Riumen
erhalten bleiben.

3.8 Wahl der Stelle P von F;

In den vorgestellten Schritten des Algorithmus wurden sehr wenig Voraussetzungen
an die Wahl von P gestellt. Die einzige Forderung war, dass P eine Stelle vom Grad
eins sein muss, deren erste Polzahl nicht von der Charakteristik des Funktionenkor-
pers geteilt wird. Damit stellt man sicher, dass eine spezielle lokale Uniformisierende,
die die Form von [B.5.4] erfiillt, berechnet werden kann und dass die Koeffizienten einer
Reihenentwicklungen von Elementen aus F} in einer beliebigen lokalen Uniformisie-
renden von P alle aus dem Konstantenkorper stammen. Bei vielen Beispielen gibt
es verschiedene solche Stellen. Fiir die Frage, ob es mdglich ist die Einbettungen zu
berechnen, sind alle Stellen P, die diese Voraussetzungen erfiillen, gleichwertig. In der
Praxis kann durch eine speziellere Wahl von P in einigen Schritten die Arbeit verrin-
gert werden. In dem Abschnitt iiber die Eigenschaften der Elemente z1,...,z, € OF
mit Fy = k(zq,...,z,) wurde gezeigt, dass ihre Anzahl gleich der ersten Polzahl n;
von P ist. Im néchsten Kapitel wird gezeigt, dass fiir wachsende Anzahl der z; auch die
Laufzeit einiger Teilalgorithmen wichst. Weiterhin werden fiir alle Divisoren D € Dp,
von passendem Grad, fiir die dim L(ny D) > 2 erfiillt ist, Berechnungen durchgefiihrt.
Bei niedrigerer erster Polzahl n; sinkt also auch die Anzahl an Divisoren, mit denen
gearbeitet werden muss. Somit ist es das Ziel, P so aus der Menge der Stellen vom
Grad eins zu wihlen, dass die erste Polzahl minimal unter der Nebenbedingung ist,
dass sie nicht von der Charakteristik geteilt wird.

3.9 Probleme bei speziellen Funktionenkoérpern

Im vorherigen Abschnitt wurde dargelegt, dass der Algorithmus zum Berechnen der
Einbettungen eine Stelle P vom Grad eins von F; bendtigt, deren erste Polzahl nicht
von der Charakteristik geteilt wird. Normalerweise existiert solch eine Stelle und dann
kann der Algorithmus genau wie beschrieben anwendet werden. Es ist jedoch auch
moglich globale Funktionenkérper zu konstruieren, die keine Stellen vom Grad eins
besitzen oder bei denen alle ersten Polzahlen von Stellen vom Grad eins von der
Charakteristik geteilt werden. In diesen Fallen ldsst sich der Algorithmus leicht mo-
difizieren, so dass er weiterhin anwendbar bleibt.
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Keine Stellen vom Grad eins

Wenn man die Einbettungen eines Funktionenkorpers, der keine Stellen vom Grad eins
besitzt, berechnen will, dann kann dies {iber Konstantenkdrpererweiterungen erreicht
werden. In dem Abschnitt iiber Stellen hoheren Grades findet sich die mathematische
Theorie, die hier verwendet wird. Dort wird bewiesen, dass wenn () eine Stelle vom
Grad d von F} ist, dann zerfillt diese bei einer Konstantenkdrpererweiterung vom
Grad d zu d Stellen vom Grad eins. Diese Aussage kann man verwenden, wenn man
die Einbettungen von Fj in F5 berechnen will und F} keine Stellen vom Grad eins
besitzt. In diesem Fall wihlt man eine Stelle () hoheren Grades von F; und betrach-
tet die Funktionenkorper F| und Fj die durch eine Konstantenkdrpererweiterung vom
Grad deg @ aus F; und F5 hervorgehen. Dann besitzt F} nach Konstruktion mindes-
tens d Stellen vom Grad eins, daher kann der Algorithmus angewendet werden, um
die Einbettungen von F| in Fj zu berechnen. Anschliefflend muss man noch priifen,
welche dieser Einbettungen der erweiterten Funktionenkérper sich zu Einbettungen
von Fj in F5 einschranken lassen. In dem Abschnitt iber Stellen hoheren Grades wird
beschrieben, wie dies algorithmisch gepriift werden kann. Insgesamt kann man also
die Einbettungen auch ausgehend von einer Stelle héheren Grades berechnen. Das
folgende Lemma gibt an, ab welcher natiirlichen Zahl d es mindestens eine Stelle vom
Grad d gibt.

Lemma 3.9.1. Sei F' ein Funktionenkdrper vom Geschlecht g, der iiber dem endlichen
Kérper mit q Elementen definiert ist. Sei By die Anzahl der Stellen von F vom Grad
d. Dann gilt fir alle d > 1:

q1/2 > - qr/2_1

d

q q
B;— =< +2
|Ba d|( I r

q—1
Beweis. Der Beweis ist bei [Sti93, S.179] nachzulesen. O

Bemerkung 3.9.2. Nach dieser Formel existiert fir d mit 2g+1 < q(dfl)m(ql/2 —1)
mindestens eine Stelle vom Grad d.

Die Charakteristik teilt die ersten Polzahlen

Bei dem Teilalgorithmus, in dem getestet wird, ob es eine Einbettung ¢ gibt, die
die Stelle P auf den Divisor D abbildet, werden Elemente aus Fj in Reihen in einer
speziellen lokalen Uniformisierenden von P entwickelt. Diese lokale Uniformisierende
7 erhdlt man, indem zu P ein Element x; gewdhlt wird, welches die erste Polzahl
ny realisiert, und dann m = "{/1/x; berechnet wird. Dann ermittelt man eine Basis
{b1,...,bm} von L(n1 D). Da ¢(z1) = Y.~ Aib; gelten muss, liefert diese Gleichung
auch eine Darstellung fiir ¢(m) als Reihe, die von den \; abhingt und die Berechnung
kann mit ¢(m) fortgesetzt werden. Damit 7 als eine ni-te Wurzel berechnet werden
kann, setzt man voraus, dass nq nicht von der Charakteristik des Funktionenkorpers
geteilt wird. Sollte das jedoch der Fall sein, so kann man im Allgemeinen auf diese
Weise keine speziellen lokalen Uniformisierenden berechnen. Es ist trotzdem moglich
eine lokale Uniformisierende @ von P zu berechnen, die in einem Zusammenhang
mit den Elementen zi,...,z, € OF steht. Berechnet man die gesamte Polsequenz
{ni,na,...} von P, so fehlen in dieser nach nur endlich viele natiirliche Zahlen,
also existiert eine minimale Polzahl ny, die nicht von der Charakteristik geteilt wird
und ein Element x, € F} mit (2x)oo = ng P. Nun kann man eine Basis von £(n1 D) zu



48 KAPITEL 3. UNTERSUCHUNG DES ALGORITHMUS

einer Basis {b1,...,bs} von L(ny D) erginzen und es muss ¢(xy) = > ., \;b; gelten.
Indem man die ng-te Wurzel aus 1/z;, zieht, bekommt man eine lokale Uniformisie-
rende 7 von P, deren Bild unter ¢ als Reihe, die von Aq,..., A\ abhingt, bekannt
ist. Mit diesem parametrisierten ¢(7) kénnen die folgenden Schritte des Algorithmus
ganz analog durchgefiihrt werden. Wird also die erste Polzahl an P von der Charak-
teristik geteilt, so besteht der einzige Unterschied beim Berechnen der Einbettungen
darin, dass man nicht mit der ersten sondern mit einer hheren Polzahl arbeitet und
daher die Reihen von mehr Parametern abhéngen. In der Theorie macht das keinen
Unterschied, in der Praxis ist es jedoch ein sehr grofler Unterschied, von wie vielen
Parametern ein Gleichungssystem abhingt. In dem Abschnitt iiber die Laufzeit wird
analysiert, dass gerade das Losen dieses Gleichungssystems einen sehr hohen Einfluss
auf die Gesamtlaufzeit haben kann. In manchen Fillen kann es daher von Vorteil sein,
so vorzugehen, wie wenn es keine Stellen vom Grad eins gibe. Man fiihrt dann eine
Konstantenkdrpererweiterung durch und testet, ob unter den Stellen vom Grad eins
des erweiterten Funktionenkorpers eine existiert, deren erste Polzahl nicht von der
Charakteristik geteilt wird.

3.10 Vergleich des Isomorphie- und des Einbettungs-
algorithmus

Wie wir schon im Kapitel [2| gesehen haben, handelt es sich bei dem Einbettungsalgo-
rithmus um eine Verallgemeinerung des Isomorphiealgorithmus. Um die Einbettungen
oder Isomorphismen ¢ : Fy — F5 zu berechnen, verwenden beide Algorithmen die-
selbe Idee. Man bestimmt mit der Hurwitz-Geschlechtsformel eine obere Schranke
Nmae [Ur den Grad [Fy : ¢(F1)]. Dann versucht man die Isomorphismen oder In-
klusionen zu bestimmen, indem man fiir eine Stelle P von F; vom Grad eins die
endliche Menge aller effektiven Divisoren D von Fy vom Grad kleiner gleich n,q.
daraufhin untersucht, ob es einen Isomorphismus beziehungsweise eine Einbettung
der Riemann-Roch-Réume L(nP) und L(nD) gibt und ob sich diese Abbildung zu
einem Funktionenkorperhomomorphismus fortsetzen ldsst. Im Isomorphiefall ist die
obere Schranke n,,,, immer gleich eins, also besteht der Divisor D nur aus einer
Stelle vom Grad eins. Da n,4, im Einbettungsfall gréfer als eins ist, ergibt sich
die Notwendigkeit einige Schritte des Algorithmus zu verallgemeinern. So muss man
zum Beispiel zwischen separablen und nicht separablen Einbettungen unterscheiden,
ein Problem, das bei Isomorphismen nicht auftritt. Weitere Unterschiede resultieren
daraus, dass fiir n,,4, > 2 deutlich mehr Divisoren als im Isomorphiefall zu iiber-
priifen sind, aber man diese Menge durch ein paar zusitzliche Kriterien, so wie in
und beschrieben, reduzieren kann. Bei beiden Algorithmen verwendet man
reduzierte Ganzheitsbasen von OF und 0% mit S = supp(D) um zu testen ob sich
ein Vektorraumhomomorphismus der Riemann-Roch-Rdume L(nP) — L(nD) zu
einem Homomorphismus der Funktionenkdrper fortsetzen ldsst. Ein Unterschied zwi-
schen den beiden Algorithmen liegt darin, wie man die reduzierten Basen bestimmt.
Im Isomorphiefall bekommt man, wie in Lemma beschrieben, eine reduzierte
Basis von O, indem man Elemente wihlt, die spezielle Erzeuger der Polsequenz von
D realisieren. Im Einbettungsfall ist der Aufwand um eine reduzierte Basis von OF zu
berechnen deutlich héher. Hier muss man den holomorphen Ring O° mit einem Gitter
identifizieren, um dann durch einen Gitterreduktionsalgorithmus eine reduzierte Ba-
sis zu bestimmen, so wie in Abschnitt beschrieben. Dieser Unterschied tritt auch
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auf, wenn man die Fortsetzung der Abbildung konstruiert. In beiden Fillen berechnet
man spezielle lokale Uniformisierende der Stelle P und der Stellen aus S und setzt
die Abbildung auf die Vervollstindigungen der dazugehorigen Bewertungen fort. Im
Unterschied zum Isomorphiefall kann S beim Einbettungsfall aus mehr als einer Stel-
le bestehen. Dann muss man fiir weitere Untersuchungen die Fortsetzungen auf alle
Vervollstandigungen gleichzeitig betrachten und dazu identifiziert man diese wieder
mit einem Gitter (siehe auch [.5). Weitere Unterschiede ergeben sich dadurch, dass
der Tréger von D nicht nur aus mehr als einer Stelle, sondern auch aus Stellen héhe-
ren Grades bestehen kann. Die damit verbundenen notwendigen Verallgemeinerungen
werden in dem Abschnitt B.7 beschrieben.
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Kapitel 4

Laufzeitanalyse

In diesem Kapitel wird die Laufzeit des Einbettungsalgorithmus analysiert. Im gesam-
ten Abschnitt werden die Funktionenkorper mit F, F; und F5 und ihre Geschlechter
mit g, g1 und go bezeichnet. Sie sind {iber dem endlichen Korper IF; definiert. Fiir
einen globalen Funktionenkdrper F' wird die Anzahl der Stellen vom Grad n mit
B, (F) bezeichnet, und A, (F) ist definiert als

Ap(F):=#{D € Dp|D > 0 und deg D =n},

also als die Anzahl der effektiven Divisoren vom Grad n. Wenn eindeutig ist, welcher
Funktionenkorper gemeint ist, schreiben wir nur A,, oder B,,.

Fiir das Berechnen der Einbettungen besteht die Arbeit des Algorithmus aus zwei
Phasen. Als erstes werden einige Vorberechnungen durchgefiihrt, dann beginnt der
Hauptteil.

Bei den Vorberechnungen wird ermittelt, welche Mdoglichkeiten es fiir den Grad
der Korpererweiterung, die der zweite Funktionenkorper iiber dem Bild des ersten
darstellt, gibt. Dazu werden die Geschlechter der Funktionenkérper sowie deren Klas-
senzahlen berechnet und es werden alle Stellen bis zu einem bestimmten Grad kon-
struiert. Diese Schritte kénnen, wie zum Beispiel das Berechnen der Klassenzahlen,
mitunter sehr aufwendig sein. Da sie aber nur einmal durchgefiihrt werden, vernach-
lassigen wir ihren Einfluss auf die Gesamtlaufzeit erst einmal und betrachten diese
Berechnung separat.

Der Hauptteil besteht aus zwei ineinander geschachtelten Schleifen. Die &ufiere
Schleife iteriert iiber alle moglichen Grade und die innere iteriert {iber alle effektiven
Divisoren des entsprechenden Grades. Fiir jeden dieser Divisoren wird die Basis eines
Riemann-Roch-Raumes und daraus eine reduzierte Ganzheitsbasis berechnet. Es wer-
den spezielle lokale Uniformisierende errechnet und Elemente des Funktionenkorpers
in Reihen entwickelt sowie Gleichungssysteme aufgestellt und gelost. Fiir die Laufzeit
ist daher die Anzahl der Iterationen der Schleifen sowie die Laufzeit der Berechnungen
innerhalb der Schleifen relevant.

4.1 Anzahl der Iterationen

Die maximale Anzahl der Iterationen der &ufleren Schleife héngt mit den Geschlech-
tern der beiden Funktionenkorper zusammen. Im schlechtesten Fall kann man durch
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die Klassenzahlen keine Grade ausschlieBen. Dann durchliuft diese Schleife alle na-
tiirlichen Zahlen n von 2 bis ngjj. Bei jedem Durchlauf wird die innere Schleife
aufgerufen, wobei diese in der n-ten Iteration der dufleren iiber alle effektiven Divi-
soren vom Grad n von Fj iteriert. Also gibt A, (F3) die Anzahl der Iterationen der
inneren Schleife in der n-ten Iteration der dufleren an. Somit werden die Berechnungen
der inneren Schleife maximal Zhg:z; Vo =1 Ay (Fz)-mal aufgerufen. Folglich wird die
Anzahl der Iterationen durch das Verhéltnis der Geschlechter und durch die Werte

A, (F3) bestimmt.

Abschitzen der A,

Um A,, abzuschitzen wird etwas Kombinatorik benotigt.

Lemma 4.1.1. Man kann mit n Elementen ("ﬂ’i*l) verschiedene k-elementige Mul-

timengen bilden.
Beweis. Das kann man einfach nachzahlen. O

Definition 4.1.2. Sein eine natirliche Zahl. Als Partition von n bezeichnet man eine
Darstellung von n als Summe natirlicher Zahlen n = ny + ... + ng. Jede Partition
von n ldsst sich schreiben als 1%12%2 .. .n% wobei o; die Anzahl der Terme i in
der Summe ist. Die Anzahl der verschiedenen Partitionen der Zahl n wird durch die
Funktion p(n) gezdhlt.

Da die Summe der Grade der Stellen eines Divisors vom Grad n genau n ergibt,
liefert jeder effektive Divisor auch eine Partition von n. Fiir einen beliebigen Funktio-
nenkdrper kann man keine genauen Angaben {iber die Anzahl der Stellen von festem
Grad machen, also gibt es nicht unbedingt zu jeder Partition von n auch einen Divi-
sor, bei dem die Grade der Stellen im Triger dieser Partition entsprechen. Trotzdem
besteht die Hoffnung, durch das Abschétzen von p(n) Aussagen {iber A, machen zu
konnen. Die Funktion p(n) ist fiir verschiedene kombinatorische Probleme relevant
und daher schon sehr genau untersucht worden.

Lemma 4.1.3. Es gilt:

mit ¢ = 1+T\/g Diese Abschitzung kann man noch verfeinern, es bleibt aber p(n) ~

%. Folglich wdchst p subexponentiell in n.

Beweis. Ein Beweis findet sich bei [AE04] S.22]. O
Lemma 4.1.4. Auf der Menge der effektiven Divisoren von Grad n von F definiert

A~B :&  es gibt Stellen Py, ..., Py,Q1,...,Qr von F mit
A=Pi+... 4Py, B=Q1+...+ 0Oy
und deg(P;) = deg(Q;) fir alle i € {1,...,k}

eine Aquivalenzrelation. Mit D, (F) sei die Menge der Aquivalenzklassen bezeichnet.
Weiterhin induzieren zwei Reprisentanten derselben Aquivalenzklasse dieselbe Parti-
tion von n. Man erhdlt somit eine wohldefinierte Abbildung von D, (F) in die Parti-
tionen von n.
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Beuweis. Die Eigenschaften einer Aquivalenzrelation sind offensichtlich erfiillt. Sind
nun A und B Reprisentanten derselben Aquivalenzklasse, so kann man sie jeweils
schreiben als A = P +...4+ P, und B = Q1 +. ..+ Qk, wobei gleich indizierte Stellen
den gleichen Grad haben. Die von A induzierte Partition ergibt sich genau durch die
Summe der Grade der Stelle, ist also gleich der von B induzierten. O

Korollar 4.1.5. Fir einen beliebigen Funktionenkérper F' gilt p(n) > #D,,(F).

Beweis. Wir wissen, dass jede Aquivalenzklasse eine Partition induziert, es aber nicht
unbedingt zu jeder Partition eine Klasse gibt, die diese induziert. Gleichheit gilt,
wenn der Funktionenkérper ausreichend viele Stellen von jedem Grad besitzt, wobei
ausreichend viele bedeutet: B (F) > |n/k]. O

Um nun A, (F) abzuschitzen gilt es, eine Abschitzung fiir die Kardinalitat der
Aquivalenzklassen zu bestimmen.

Lemma 4.1.6. Sei [A] eine Aquivalenzklasse in D, (F) und A = 1°12%2 .. .n®n die
dazugehdrige Partition von n. Dann gilt:

w0 =11 (B T 1)-

i=1

Beweis. Wenn man die Partition A betrachtet, so folgt aus ¢, dass alle Divisoren der
Klasse «; viele Stellen vom Grad 7 besitzen. Die Anzahl der Stellen vom Grad i von
F ist mit B; bezeichnet. Nach gibt es fiir diesen Anteil des Divisors (B”a‘fi_l)
verschiedene Mdoglichkeiten. Das Produkt aller dieser Binomialkoeffizienten gibt die
Anzahl an verschiedenen Divisoren, die die Partition A\ induzieren. O

Somit kann man die Anzahl der Iterationen in Abhéngigkeit von der Anzahl der
Stellen von bestimmtem Grad ausdriicken.

Lemma 4.1.7. Firr € N gilt

qr/2

q’l"
B, ——|< (247
B~ L)<+t

Beweis. Ein Beweis findet sich bei [Sti93] S.178]. O

Fasst man nun diese Ergebnisse zusammen, so sieht man, dass die Anzahl der
Iterationen zum Berechnen der Einbettungen hauptsichlich durch zwei Gréfen, ndm-
lich das Verhéltnis der Geschlechter und die Kardinalitit des Konstantenkorpers,
beeinflusst wird. Nach Lemma wissen wir, dass die Anzahl der Moglichkeiten,
Divisoren vom Grad n < n,,q. zusammenzusetzen, subexponentiell in 1,4, = gf—:i
wéchst. Weiterhin wéchst nach Lemma auch die Anzahl der Stellen vom érad
k exponentiell in k. AuBerdem zeigt Lemma [£.1.7] den Einfluss der Kardinalitét g des
Konstantenkorpers, da sich die Anzahl der Stellen vom Grad k wie ein Polynom vom
Grad k in g verhélt.
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4.2 Aufwand einer Iteration

Um den Aufwand einer Iteration zu berechnen, wird die Anzahl der Operationen
gezihlt, die bei der Uberpriifung, ob die Stelle P € Pp, auf D € D, abgebildet
werden kann, durchgefiihrt werden. Als Operationen bezeichnen wir das Entwickeln
eines Elements in eine Reihe, das Berechnen einer Basis eines Riemann-Roch-Raumes,
das Berechnen des Poldivisors eines Elements des Funktionenkorpers, Durchfiihren
von elementaren Rechnungen in einem Funktionenkdrper und das Lésen von linearen
Gleichungssystemen iiber endlichen Kérpern sowie das Rechnen in Z und F,. Wenn
man die einzelnen Operationen vergleichen oder eine Gesamtlaufzeit angeben will,
dann kénnte man theoretisch jede von ihnen auf die Anzahl ihrer Rechnungen im
Konstantenkdrper reduzieren und dann mit diesen Zahlen arbeiten. Doch die genaue
Anzahl der Rechnungen in I, héngt davon ab, welcher Algorithmus nun im Detail
verwendet wird. Ich beschridnke mich also darauf anzugeben, von welchen Grofien
die Laufzeiten der einzelnen Operationen abhingen. Als Quellen fiir diesen Abschnitt
dienten [Hes99] und [Hes02].

Rechnen in F,

Das Rechnen mit Elementen eines endlichen Kérpers ist bei mir die kleinste Einheit,
in der der Aufwand von Operationen gemessen wird. Dabei wird angenommen, dass
alle Operationen +, —, -, / und das Testen auf Gleichheit unabhéngig von den Ele-
menten aus F, denselben Aufwand verursachen. Da alle auftretenden ganzen Zahlen
relativ klein sind, nehme ich der Einfachheit halber auch an, dass ihre Addition und
Multiplikation dieselben Kosten wie das Rechnen in [Fy verursacht. Damit ist dann die
Anzahl der Rechnungen in I, die das Addieren oder Multiplizieren zweier Polynome
aus F,[t] ben&tigen, linear beziehungsweise quadratisch in ihrem Grad. Daraus folgt
direkt, dass auch das Addieren oder Multiplizieren zweier Reihen aus F,((¢)) linear
beziehungsweise quadratisch in ihrer absoluten Prazision ist.

Rechnen im Funktionenkorper

Ein Funktionenkdrper F' lisst sich algorithmisch als Quotientenkérper des Restklas-
senrings klx,y]/f(x,y)k[z,y] realisieren. Dabei ist das definierende Polynom f =
Yy + ary™ + - + a, € klx][y] irreduzibel, normiert und separabel in y. Wir neh-
men an, dass alle Rechnungen in F' immer beziiglich dieser Darstellung durchge-
fithrt werden. Der Rechenaufwand beziiglich dieser Darstellung l&sst sich in der Gro-
Be Cf := max{|deg(a;)/i||1 < ¢ < n} ausdriicken. Néhere Informationen zu dieser
Darstellung finden sich in [Hes99l S.5]. Dort wird auch angegeben, dass die benétigte
Zeit fiir das Addieren und Multiplizieren sowie Invertieren und Vergleichen von Ele-
menten a und b aus F' polynomiell in Cf, dem Grad der Kérpererweiterung n und
dem maximalen Grad der in der Darstellung von a und b auftauchenden Polynome
aus k[z] ist. Im Folgenden werden die definierenden Polynome der Funktionenkérper
Fy und F3, beziiglich denen gerechnet wird, mit f; und f; oder mit f fiir einen nicht
nidher spezifizierten Funktionenkorper bezeichnet.

Rechnen mit Divisoren

Die Divisoren eines Funktionenkorpers kann man entweder als Ideale oder als ab-
strakte Elemente der von den Stellen erzeugten freien abelschen Gruppe betrachten.
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In [Hes02] wird gezeigt, dass das Rechnen mit ihnen sowie das Berechnen von Hauptdi-
visoren in der einen oder der anderen Form jeweils polynomiell in C, n := [F : k(z)]
und der Hohe der Divisoren ist. Dabei definiert man die Hohe eines Divisors als
h(D) := deg(D)o + deg(D) - Weiterhin wird dort bewiesen, dass fiir einen Divisor D
auch die Laufzeit des Berechnens der Basis von £(D) polynomiell in Cy, n und h(D)
ist.

Lo6sen von linearen Gleichungssystemen iiber F,

Das Losen eines linearen Gleichungssystems mit n Gleichungen und n Unbekannten
kann man sich als das Ausfiihren von Zeilenumformungen an einer Matrix aus M (n x
n, Fy) vorstellen. Offensichtlich ist die Anzahl der benétigten Rechnungen in Fy fiir
die Uberfiihrung einer solchen Matrix in Zeilenstufenform, und somit das Losen eines
solchen Gleichungssystems, polynomiell in n.

Entwickeln von Elementen in Reihen

Fiir eine lokale Uniformisierende 7 einer Stelle P und ein Element a € F' kann man
die Reihenentwicklung von a beziiglich P berechnen, indem man die Bewertung von
a an P ermittelt, dann a durch eine entsprechende w-Potenz teilt und anschlieBend
die entstehende rationale Funktion an P auswertet. Wenn man danach das Vielfache
einer geeigneten m-Potenz von a abzieht, kann man dieses Vorgehen wiederholen, um
a bis zu einer beliebigen Prazision zu entwickeln. Man erkennt, dass die Anzahl der
dafiir bendtigten Rechnungen in F, polynomiell von dem Aufwand fiir Rechnungen
in F' abhingt und linear in der gewiinschten Prézision wéchst.

Ziel ist es nun, eine Abschétzung fiir die Anzahl der einzelnen Operationen inner-
halb einer Iteration anzugeben. Es wird sich zeigen, dass diese Anzahl hauptsichlich
von der ersten Polzahl r von P, von n = degD = h(D) und von t = dim L(rD)
abhingig ist. Man mdchte nun bestimmen, in welchem Mafle diese Werte die Laufzeit
beeinflussen und wie sie von Gréflen wie den Geschlechtern der Funktionenkorper und
der Kardinalitdt des Konstantenkérpers abhéngen. Nach ist die erste Polzahl r
einer beliebigen Stelle vom Grad eins immer durch 2¢g; beschrinkt. Diese Abschitzung
macht man nicht, da man durch eine geschickte Wahl von P Einfluss auf die erste
Polzahl nehmen kann, und es zu untersuchen gilt, was das fiir Auswirkungen auf die
Laufzeit hat. Im Folgenden bezeichnet S den Trager von D, x1,...,z, die Erzeuger
der Polsequenz von P und vy, ...,y eine reduzierte k[z]-Basis von O°. Da man in
manchen Schritten mit der Basis eines Riemann-Roch-Raumes arbeitet, erweist sich
die folgende Ungleichung als niitzlich:

Lemma 4.2.1. Sei A ein effektiver Divisor. Dann gilt:
dim L(A) < deg A+ 1.
Beweis. Ein Beweis dieser Aussage findet sich in [Sti93] S.18]. O

Innerhalb einer Iteration werden die folgenden aufwendigeren Berechnungen durch-
gefiihrt:

1. Berechnen einer Basis eines freien Moduls mit Algorithmus

2. Berechnen von Gleichungen fiir die Parameter mit Algorithmus
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3. Berechnen von Gleichungen fiir die Parameter mit Algorithmus

4. Losen des Gleichungssystems der Parameter.

Basis eines freien Moduls

In diesem Teilalgorithmus ist ein Element z € Fy mit S = supp((z)s) gegeben und
man mdchte eine k[z]-Basis von O° berechnen, indem man einen Reduktionsalgo-
rithmus auf die Basis B eines gewissen Riemann-Roch-Raumes anwendet. Die Anzahl
der benotigten Operationen ist abhéngig von s der Anzahl der Stellen in S und von
der Kardinalitit m von B. Als erstes berechnet man den Poldivisor (z).. Es gilt
deg (2)oo = rn. Dann wird die zu reduzierende Riemann-Roch-Basis B berechnet. Der
Grad des Divisors, zu dem die Basis B bestimmt wird, ist durch 2g5 — 2 + deg (2) o
beschrinkt. Mit dieser Abschitzung kann man auch die minimale Bewertung eines
Elementes durch —(2go — 2 + rn) nach unten und ihre Anzahl m mit Lemma
durch m < 2g, — 1 4+ rn nach oben abschétzen.

Danach wird jeder Basisvektor an jeder Stelle aus S in eine Reihe entwickelt, was
sm Reihenentwicklungen entspricht, wobei die benétigte Prizision in der GroéBenord-
nung 2gs + rn ist. Auf diese Reihenvektoren wird dann der Reduktionsalgorithmus
angewandt. Da jeder Reduktionsschritt die Bewertung von mindestens einer Reihe
erhoht, diese aber insgesamt nicht grofier als null werden, kann man die Anzahl der
Schritte des Reduktionsalgorithmus grob durch s(2gs + rn) abschitzen. In jedem
Schritt wird mit den Reihenvektoren gearbeitet. Dabei wird aber jede Reihe maxi-
mal ein Mal mit einer anderen multipliziert und dann addiert, also ist die Anzahl
der Rechnungen mit Reihen der Prizision kleiner 2go + rn polynomiell in m und s.
Anschliefend hat man eine Matrix T, die beschreibt, welche Operationen man auf die
Basis B anwenden muss, um eine reduzierte Basis und somit eine Basis von OF zu
bekommen. Bei T handelt es sich um eine m x m Matrix mit Eintrdgen aus F,. Um
die reduzierte Basis zu bekommen, muss man also einen Vektor der Lange m, dessen
Eintrige die Elemente aus B sind, an T multiplizieren. Grob abgeschitzt werden dazu
m? Multiplikationen und (m — 1)m Additionen, also (2m — 1)m Rechnungen in Fy,
bendtigt. Wenn man nun #S = #supp((2)e) durch den Grad des Divisors D nach
oben abschiitzt, sieht man, dass sich die Gesamtanzahl an Rechnungen im Konstan-
tenkorper polynomiell in n, g2, C'y, und dem Grad von F» als eine durch f, definierte
Erweiterung eines rationalen Funktionenkorpers verhilt. Da die so erzeugte Basis von
O% durch Reduktion aus B hervorgeht, liefert —(2g — 2+ rn) auch eine Schranke fiir
die minimale Bewertung eines Basiselements. Diese Abschitzung wird im Folgenden
noch verwendet.

Parameterberechnung 1

Mit diesem Algorithmus wird gepriift, fiir welche Parameter sich Elemente x4, ..., z,
durch eine k[z]-Linearkombination von Elementen yi,...,y; darstellen lassen. Um
dieses mit einem Gitteralgorithmus berechnen zu koénnen, miissen, analog zu dem
oberen Algorithmus, fiir die Elemente yy,...,1y; Reihenvektoren berechnet werden.
Dafiir werden sl Funktionenkorperelemente in Reihen entwickelt. Hier ist man haupt-
séchlich an den Hauptteilen der Reihen interessiert, daher kann man die benétigte
Prézision durch den maximalen Pol der y; plus eine Konstante abschétzen. Dieser
maximale Pol ist nach der Bemerkung des letzten Abschnitts durch 2gs — 2+ rn nach
oben beschriankt. Weiterhin muss fiir alle ¢ € {1,...,r} die Darstellung von z; als ein
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Vektor, der von gewissen Parametern abhéingig ist, berechnet werden. Dazu muss fiir
jede Stelle P in S eine spezielle lokale Uniformisierende m; bestimmt werden, indem
man eine gewisse Wurzel eines Elements aus F5 berechnet. Das geschieht, indem man
das Element, dessen Wurzel berechnet werden soll, in eine Reihe entwickelt und dann
die Wurzel iterativ approximiert. Im Beweis zu Lemma[3.5.4 kann man erkennen, dass
die dafiir bendtigte Anzahl an Rechenoperationen im Grundkdrper polynomiell in der
gewiinschten Prézision und der Bewertung des Elements ist. Anschliefflend entwickelt
man z; in eine Reihe in einer beliebigen lokalen Uniformisierenden 7 und rechnet
diese in eine Reihe in der speziellen lokalen Uniformisierenden 7; um, indem man 7
durch eine auf p Stellen genaue Approximation von 7 in m; ersetzt. Der Aufwand
dafiir hingt von der Prizision p von 7; und dem betraglich héchsten Exponenten e
von 7 in der Reihenentwicklung von z; ab. Er entspricht dem Aufwand der Auswer-
tung eines Polynoms vom Grad e an einem Polynom vom Grad p. Verwendet man
dafiir zum Beispiel das Horner Schema, so lisst sich dieses auf die Multiplikation von
e Polynomen vom Grad kleiner gleich ep reduzieren, ist also polynomiell in e und p.
Diese Rechnungen werden fiir alle x; und alle Stellen in S, also insgesamt rs mal,
durchgefiihrt. Auf die daraus resultierenden Reihenvektoren wendet man einen Re-
duktionsalgorithmus an. Analog zur Berechnung einer Basis von O zeigt man, dass
die dafiir benoétigte Anzahl an Rechnungen sich durch ein Polynom in go,r, und n
abschitzen ldsst. Nun lasst sich noch e als maximaler Pol eines der z; durch 2¢g; und
die benétigte Genauigkeit p durch ein Polynom in go absch&tzen. Insgesamt verhilt
sich also die Laufzeit dieses Teilalgorithmus polynomiell in 7, n, g1, g2 und Cy,, Cy,
und den Graden von f1 und f; als Polynome in y..

Parameterberechnung 2

Mit diesem Algorithmus berechnet man, fiir welche Parameter die Abbildung die al-
gebraischen Relationen zwischen den Elementen erhiilt. Dazu wird fiir x4, ..., z, und
von Parametern abhingige ¢(x1),...,¢(x,) getestet, wann fiir alle 4,5 € {1,...,r}
gilt: ¢(z;z;) = ¢(x;)p(x;). Hierbel kann man sich, wegen der Kommutativitat der
Multiplikation in Funktionenkorpern, auf solche Paare ¢,j mit ¢ > j beschrénken.
Es gibt r(r — 1)/2 solche Paare. Fiir jedes Paar ¢,j muss man z;x; durch eine
Multiplikation in F} berechnen und durch das Losen eines linearen Gleichungssys-
tems eine Darstellung x,x; = p1,; ;(z1) + ZZ:Q Pk,i,j(x1)x) finden. Die Anzahl der
Unbekannten in dem Gleichungssystem verhélt sich linear in 7 und der maximalen
Bewertung der x; an P. Diese ist durch ¢g; + r beschrinkt. Dann berechnet man
d(xi)d(x;) = p1,ij(D(x1)) + e Phyinj (O(21))P(2), indem man die entsprechenden
Additionen und Multiplikationen in F5 durchfiihrt. Dafiir werden r Multiplikationen
und r — 1 Additionen also 2r — 1 Rechnungen in F5 bendétigt und durch das Losen
eines weiteren linearen Gleichungssystems derselben Gréfienordnung bekommt man
die endgiiltige Darstellung von ¢(x;x;) in der Basis von OS. Zur Berechnung von
¢(x;)é(x;) ist nur eine Multiplikation in F, sowie das Lésen eines weiteren genauso
groBen linearen Gleichungssystems notig. Das Vergleichen von ¢(z;x;) und ¢(z;)¢(z;)
basiert auf dem Vergleich der Koeffizienten. Deren Anzahl entspricht der Anzahl der
Unbekannten in den zuvor gelosten Gleichungssystemen. Insgesamt verhélt sich al-
so die Anzahl der Rechnungen in F,, die in diesem Unteralgorithmus durchgefiihrt
werden, polynomiell in r und ¢; sowie in Cy,, C}, und den Graden der f;.
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Losen des Gleichungssystems der Parameter

In diesem Unteralgorithmus muss das Gleichungssystem, das beschreibt, welche Para-
meter eine Einbettung definieren, gelost werden. Schon im vorherigen Kapitel wurde
gezeigt, dass man die Losungen dieses Gleichungssystems als eine affine Varietdt auf-
fassen kann. Die k-rationalen Punkte dieser Varietéit lassen sich bestimmen, indem
man eine Grébnerbasis des von den Gleichungen erzeugten Ideals berechnet. Der Auf-
wand flir das Berechnen einer Grobnerbasis hingt von der Anzahl der Variablen t,
von dem hdochsten Grad d der das Ideal definierenden Polynome und der Dimension
der Varietiit ab. Die Anzahl der Variablen wird durch die Dimension von L(rD) be-
stimmt. Nach Lemma kann man sie durch rn + 1 nach oben abschitzen. Der
maximale Grad d ist abhéngig von den Bewertungen der Elemente z; und von der
Prézision, mit der das parametrisierte Bild der speziellen lokalen Uniformisierenden
berechnet wird. Im Abschnitt zum ersten Teil der Parameterberechnung wurde ge-
zeigt, wie sich die parametrisierten Bilder der z; berechnen. Dort kann man erkennen,
dass der maximale Grad polynomiell in g; und go beschrénkt ist.

Theorem 4.2.2. Sei I ein Ideal in einem Polynomring in n Unbekannten diber ei-
nem Kérper. Dann ist die bendtigte Zeit fiir das Berechnen einer Grébnerbasis in

EXPTIME =J,.,0(2"°).

c>0

Beweis. Ein Beweis findet sich in [vaGG9S|. O

Bemerkung 4.2.3. Das Berechnen einer Grébnerbasis ist sogar EXPTIME voll-
stdndig, das bedeutet, man kann jedes in exponentieller Zeit lisbare Problem in expo-
nentieller Zeit auf das Berechnen von Grébnerbasen reduzieren.

Erschwerend kommt noch hinzu, dass diese Berechnungen moglicherweise sehr viel
Speicherplatz benétigen.

Theorem 4.2.4. Das Berechnen von Grébnerbasen ist EXPSPACE vollstindig, das
heif$t, der bendtigte Speicherplatz fir das Berechnen einer Griobnerbasis bei n Unbe-
kannten ist in der Grofenordnung 2" fir ein geeignetes ¢ € N und jedes Problem,
das mit exponentiell viel Speicherplatz losbar ist, ldsst sich auf das Berechnen von
Grébnerbasen reduzieren.

Beweis. Fiir einen Beweis siehe [vzGG98| S.606]. O

Somit besteht wenig Hoffnung, Grobnerbasen im Allgemeinen effizient zu berech-
nen, und man kann auch leicht Beispiele konstruieren, bei denen der Algorithmus
nicht mehr in der Lage ist, die Einbettungen zu ermitteln. Trotzdem kann man in
einigen Féllen etwas bessere Schranken fiir die Komplexitét angeben.

Theorem 4.2.5. Sei I ein Ideal in einem Polynomring iber einem Kérper K in
n Variablen und sei d der héchste Exponent in einem Erzeugendensystem. Sei die
Dimension der Varietdt zu I hochstens nulldimensional. Dann ist der bendtigte Spei-
cherplatz und die Anzahl der Rechnungen in K in dom?)

Beweis. Diese Aussage findet sich in [FGLM93]. O

V;He das folgende Lemma zeigt, sind die Voraussetzungen, um Grobnerbasen in
d°("") zu berechnen, in unserem Fall erfiillt.
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Lemma 4.2.6. Die Dimension der durch die Gleichungen bestimmten affinen Varie-
tit im k- ist kleiner gleich null.

Beweis. Seien die Funktionenkérper Fy = k(z1,...,z,) und Fy = k(y1,...,y). An-
genommen die Dimension der Varietét ist groBer gleich eins. Jeder k-rationale Punkt
auf der Varietéit beschreibt eine Moglichkeit die x; nach F, abzubilden, so dass die
Relationen zwischen ihnen erfiillt sind und das Polverhalten korrekt ist. Da der al-
gebraische Abschluss k von k unendlich viele Elemente besitzt, besitzt die Varietit
auch unendlich viele Punkte, wenn ihre Dimension gréfier als null ist. Nun betrach-
tet man die Funktionenkdrper k(z1,...,x,) und k(y1,...,y). Sie gehen durch ei-
ne Konstantenkorpererweiterung aus F; und Fs hervor. In dem Abschnitt iiber
Konstantenkorpererweiterungen wird gezeigt, dass sie jeweils das gleiche Geschlecht
und die gleichen Basen fiir die Riemann-Roch-Rdume haben. Daher definiert jeder
Punkt der Varietit auch eine Einbettung ¢ : k(z1,...,2,) — k(y1,...,%), wobei
unterschiedliche Punkte offensichtlich unterschiedliche Abbildungen liefern. Das stellt
einen Widerspruch dazu dar, dass die Anzahl der Einbettungen ¢ mit ngS(P) = D nach
Korrolar [.0.39 endlich ist. O

Zusammenfassung

Wir haben gesehen, dass die Laufzeit in vielen Schritten des Algorithmus polynomiell
in den Geschlechtern g; und go, der ersten Polzahl 7, in dem maximalen Einbettungs-
grad npqe, und Cy, Cy, und den Graden von f, und f ist. Insgesamt ist sie aber
exponentiell. Der Grund dafiir ist die fiir steigendes n,,,, exponentiell wachsende
Anzahl an zu iiberpriifenden Divisoren und die in der Anzahl der Parameter doppelt
exponentielle Laufzeit fiir das Lésen der Gleichungssysteme der Parameter.

Berechnung der Klassenzahl

Das Berechnen aller Einbettungen eines Funktionenkdrpers in einen anderen setzt
nicht zwingend die Berechnung der Klassenzahlen voraus. Aber man kann sie als
Kriterium zur Einschrdnkung der méglichen Einbettungsgrade verwenden. Da es mit
unter sehr lange dauert, die Klassenzahl zu berechnen, man aber mit ihrer Hilfe mog-
licherweise die Anzahl der zu iiberpriifenden Divisoren sehr stark einschrénken kann,
ist es schwierig zu entscheiden, wann diese Berechnung sinnvoll ist und wann nicht.
Wie man in dem Abschnitt [5] der Beispielrechnungen sehen kann, ist es leicht, Funk-
tionenkérper zu konstruieren, bei denen das Berechnen der Einbettungen unter Zu-
hilfenahme der Klassenzahl wesentlich schneller geht, und andere, bei denen man die
Einbettungen leicht, die Klassenzahl aber nur mit sehr viel Aufwand berechnen kann.
Grund dafiir ist die hohe Komplexitit des Problems Klassenzahlen zu berechnen:

Theorem 4.2.7. Es gibt einen deterministischen Algorithmus, der die Klassenzahl
eines globalen Funktionenkorpers berechnet. Die Laufzeit dieses Algorithmus ist po-
lynomiell in Cy und der Kardinalitit des Konstantenkdrpers aber exponentiell im
Geschlecht.

Beweis. Ein Beweis sowie eine Beschreibung dieses Algorithmus findet sich in [Hes99].
O

Betrachtet man also eine Folge von Tupeln von Funktionenkdrpern, bei denen der
Quotient der Geschlechter fix bleibt, die Geschlechter aber wachsen, so sieht man, dass
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der Aufwand fiir das Berechnen der Klassenzahlen exponentiell in den Geschlechtern
wachst. Der Aufwand fiir die Berechnungen des Hauptteils des Einbettungsalgorith-
mus wichst aber nur polynomiell in den Geschlechtern. Daher gibt es einen gewissen
Punkt, ab dem es sich bei dieser Folge nicht mehr lohnt die Klassenzahlen zu berech-
nen, da dieses langer dauert als das gesamte Berechnen der Einbettungen. Weiterhin
teilt die Klassenzahl des ersten Funktionenk6rpers die des zweiten hiufig, wenn eine
Einbettung existiert. In diesem Fall gewinnt man durch das Berechnen der Klassenzahl
keine hilfreichen Informationen. Hat man andererseits Funktionenkorper F; und Fy,
zwischen denen keine Einbettungen existieren und deren Geschlecht nicht zu hoch ist,
dann ist es recht wahrscheinlich, dass hp, einen Teiler hat, der i, nicht teilt, und in
diesem Fall kann man oft ohne weitere Berechnungen sagen, dass keine Einbettungen
existieren koénnen.



Kapitel 5
Beispiele

In diesem Kapitel betrachten wir einige Beispiele fiir die Berechnungen von Einbet-
tungen. Alle Berechnungen wurden mit dem Computeralgebrasystem Magma [BCP97|
auf einem Intel Core2Duo (64-Bit) System mit 2-GHz-Taktung durchgefiihrt. Die Er-
gebnisse sind in den folgenden Tabellen aufgelistet. Jedes Késtchen korrespondiert zu
einer Berechnung der Einbettungen von F; nach F, und enthélt die folgenden Werte:
Die definierenden Gleichungen f1 und f; der Funktionenkérper, ihre Geschlechter ¢q
und gs, den Konstantenkorper k, iiber dem F; und F5 definiert sind, die Anzahl der
gefundenen separablen Einbettungen #Hom(Fy, Fy), die Dauer ¢ der Berechnung in
Sekunden und die Anzahl der zu iiberpriifenden Divisoren #D.

Wachsende Konstantenkérper

In der ersten Testreihe wird der Einfluss der Kardinalitit des Konstantenkorpers auf
die Laufzeit untersucht. Dazu sind die Funktionenk6rper F} und F5 so konstruiert,
dass Einbettungen existieren. Nun betrachten wir, wie sich die Laufzeit des Algorith-
mus bei Konstantenkdrpererweiterungen verhélt. Bei den Tests wurden die Klassen-
zahlen nicht mitberechnet. Die Dauer dafiir ist bei groflen Konstantenkérpern recht
hoch. Bei beiden Testserien reicht der Speicherplatz ab dem Konstantenkorper Fps
nicht mehr aus, um die Menge der zu iiberpriifenden Divisoren zu konstruieren.

filzy) =y*+ 2" +1 k=T,
foz,y) = y* + (227 + 207 + 1)y? + 2 4 2% + 27
g1=3 g2 =17 #D = 110 H#Hom (Fy, Fy) = 2 t =20
filz,y) =y* +a27 +1 k= Fa
falw,y) = y* + (227 + 22 + D)y? + o't + 2% 4 2
g1=3 g2 =17 #D = 1256 #Hom(Fy, Fy) = 2 t = 40
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filz,y) =y* +a2" +1 k= Fss
folz,y) = y* + (227 + 202 + 1)y? + 21 +2° + 24

g1 =3 go =17 #D = 37136 #Hom(Fy, Fy) =2 t =430
filzy) =y* + 2T +1 k = Fas
folz,y) = y* + (227 + 222 + 1)y + 214 + 2% + 2*

g1=3 g =T #D = 645500 #Hom(F, Fy) = 2 t ="7516
flzy) =y +27+1 k=Ts

folz,y) =v* + (227 + 222 + 2 + 1)y? + 214 + 32° + 428 + 327 + 22
+rd3 4+ +a+1
g1 =3 go = 6 4D =15 #Hom(Fy, Fy) = 2 t =141

filz,y) =y* +a2" +1 k = Fso
folz,y) = y* + (227 + 222 + o + 1)y? + 21 + 32° + 428 + 327 + 2*
o+ o +1

g1=3 go =6 #D = 667 #Hom(Fy, Fy) =2 t =613
filz,y) =y* +a2T +1 k=T
folz,y) =yt + (227 + 222 + 2 + 1)y? + 21 + 32° + 428 + 327 + 24

+at+ P+ +1

=3 go =6 4D — 13989 #Hom(Fy, Fy) = 2 t = 16779

filz,y) =y* +a" +1 k = Fa
folz,y) = y* + (227 + 222 + o + 1)y? + 1% + 32° + 428 + 327 + 2*

+a2d+ 2+ +1

=3 go =6 4D = 412339 #Hom(F), Fy) = 2 t = 20620

Wachsende Geschlechter

Bei dieser Testserie sind die Funktionenkorper so konstruiert, dass Einbettungen exis-
tieren und der maximale Einbettungsgrad jeweils zwei ist, sich aber die Geschlechter
dndern. Bei den Berechnungen wurde die Klassengruppe nicht berechnet, da die Dau-
er dafiir bei wachsendem Geschlecht stark ansteigt, also den Einfluss der Geschlechter
auf die Dauer der anderen Berechnungen verzerrt.



filz,y)=v*+2°+z+1 k=T
fa(z,y) = y* + (22° 4 222 + 4w + 4)y® + 2'° + 327 + 2*

g1 =2 ge =3 #D =170 #Hom(Fy, Fy) =8 t=49
Ay =y +2"+z+1 k =T
fo(z,y) = y* + (227 + 4o + 4)y? + 214

g1 =3 go =6 #D = 86 #Hom(Fy, F) =2 t =519
filzy) =y? +2% +22 +1 k=T
fo(x,y) = y* + (22° + 422 + 22 + 4)y? + 28 + 3210 + 22

g1 =4 go =9 #D =171 #Hom(Fy, Fy) = 2 t =210
filzy) =y +a +o+1 k=TFs

folz,y) = y* + (2211 + 222 + 2x)y2 + 222 4 3418 4 9412 4 4,10
+aot + 328 + 222 + 4z + 4
g1 =5 g2 =11 #D:41 #Hom(Fl,Fg) =2 t =277

filz,y) =y +2P +r 41 k=T
folx,y) = y* + (2013 + 222 + 22)y? + 226 + 3215 + 2014 4 4213
+at + 323 + 222 + 4z + 4

g1 =06 go =13 #D =52 #Hom(Fy, Fy) =2 t = 2233
filzy) =y +2°+ 223 + 22 + 2+ 1 k=T,
folx,y) =yt + (225 + 23 + 1)y? + 210 + 28 + 27 + 225 + 225 + 223 + 22

n=2  g=3 4D =14  #Hom(Fy, Fy) =4 t=7
filz,y) =9y? + 27 + 220 + 25+ 2% +2 k =Ty

folz,y) = y* + (227 + 2 + 225 4 22% + 222 + 2)y? + 2™ + 213
19210 4 o7 4 46 4 4
91:3 92:6 #D:17 #Hom(Fl,Fg):2 t=10

Al y) =v?+2%+2" +x+2 k=13
Folz,y) = vt + (22° + 227 + 22)y? + 218 4 2216 4 214 4 2211 4 410

+2? + 28+ 2"ttt 1

=4  g=T #D =25  #Hom(Fy,F,) =2 t =58
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filz,y) =y? + ot + 23 +22 +2 k=TF;
fo(x,y) = y* + (221 + 223 + 22 + 22)y? + 222 + 22 + 2213

+221 4+ 20 + 225 + 2 4 227 + 227 + 1

g1=>5 g2 =9 #D =14 #Hom(Fy, Fy) =2 t =20

filzy) =y +2¥+ 22 + o +2 k=T,
fQ(l’,y) :y4+(2x13+x4+m2)y2+x26+x17+2x15+x14
42 a8 b 25 2wt 3+ 1

g1 = 6 g = 11 #D =14 #HOHI(Fl,FQ) =2 t 58

Einfluss der Klassenzahl

Die folgenden Beispiele sollen den Einfluss der Berechnung der Klassenzahl auf die
Gesamtdauer illustrieren. Es wird jeweils angegeben, ob die Klassenzahl berechnet
wurde und welche Einbettungsgrade moglich sind. Die Beispiele sind so konstruiert,
dass sich die Dauer einmal kaum &ndert, einmal stark wichst und einmal deutlich
geringer ist. Trotzdem stellen sie keine Sonderfille dar. Vielmehr soll man erkennen,
dass bei Beispielen, bei denen sowohl der Konstantenkorper als auch die Geschlechter
klein sind oder bei denen man vermutet, dass es keine Einbettungen gibt, die Berech-
nung der Klassenzahl fast immer sinnvoll ist, bei wachsendem Geschlecht aber schnell
die Dauer der Klassengruppenberechnung die Gesamtdauer dominieren kann.

file,y) =y? + a7 + 32" +1 k=TF;
fo(z,y) = y* + (227 + 2t + 222 + 3)y? + 214 + 211 + 32% + 428 + 27
+425 + 42 + 422 + 4

g1 =3 g2 =7 #D = 136 #Hom(Fy, Fy) =2 t =40
Klassenzahlen berechnet: TRUE mogliche Grade:2,3
filz,y) =y* + a7 +32% +1 k=TFs

folz,y) = y* + (227 + 2* + 202 + 3)y? + 21 + 211 + 32% + 428 + 27
+425 + 42 + 42 + 4

g1 =3 g2=7 #D:136 #HOIH(Fl,Fg)ZQ t=38
Klassenzahlen berechnet: FALSE mogliche Grade:2, 3
flzy) =y +2"+ 22+ 1 k =Ty

fa(z,y) = y° + (42% + 2)y* + (227 + 227 + 2)y° + (22* + 22° + 3)y?

+(22° + 27 + 22 + 322 + 1)y + 2™ + 22° + 227 + 226 + 42t + 22

g1 =26 go = 14 #D =34 #Hom(Fy, Fr) =1 t =875
Klassenzahlen berechnet: TRUE mogliche Grade:2




filz,y) =3+ 2" +22+1 k=T
faz,y) = yb + (422 + 2)y* + (227 + 222 + 2)y° + (22* + 222 + 3)y?

+(22° + 27 + 22 + 322 + 1)y + o' + 22% + 227 4 226 + 42t + 22

g1 =6 go = 14 4D =34 #Hom(Fy, Fy) = 1 t =36
Klassenzahlen berechnet: FALSE mogliche Grade:2
filz,y) =y* +2° 4+ 32" +3 k=T,
fo(z,y) =y* +2% +1

g1 =2 go =4 #D = 350 #Hom(Fy, F») =0 t=<1
Klassenzahlen berechnet: TRU E mogliche Grade: keine
fi(z,y)=y? + a5+ 324 +3 k=T
fo(zy)=y>+2%+1

g1 =2 go =4 #D = 350 #Hom(Fy, F3) =0 t =238
Klassenzahlen berechnet: FALSE mogliche Grade:2, 3

Einfluss der Polynomgrade und der Koeffizienten

Bei dieser Testreihe wird der Einfluss von Cy,,Cy, und den Graden der definieren-
den Polynome f; und f> untersucht. Dazu werden die Funktionenkorper F} und Fj
durch unterschiedliche definierende Polynome erzeugt und jeweils die bendtigte Zeit
zur Berechnung der Einbettungen ermittelt. Die angegebene Zeit bezieht sich hierbei
nur auf die Dauer der Berechnung der Einbettungen vom Grad zwei. Es wird jeweils
darauf verzichtet die Klassenzahlen zu ermitteln. Bei wachsenden Graden der Poly-
nome oder wachsendem C'y ist besonders der zweite Teil der Parameterberechnung
fiir den Anstieg der Laufzeit verantwortlich. In diesem Schritt werden die parametri-
sierten Bilder ¢(z;)¢(z;) und ¢(z;z;) berechnet. Das kann sehr aufwindig sein, da
es sich bei den Elementen, mit denen gearbeitet wird, um sehr grofle multivariate
rationale Funktionen handelt, sodass es mitunter schon lange dauert, diese einfach
nur zu addieren. Fiir gréfler werdende Grade von Fy und Fh als Erweiterungen ihrer
rationalen Funktionenkdrper und wachsendes Cy, und Cy, werden auch die ratio-
nalen Funktionen, mit denen gerechnet wird, noch komplexer und die Berechnung
von ¢(z;)P(x;) und ¢(x;x;) daher aufwindiger. Hierbei hat der Grad von F; und Cy,
einen weit stérkeren Einfluss auf die Laufzeit als der Grad von F und CY,. Der Grund
dafiir ist, dass es sich bei ¢(z;) um ein von Parametern abhéngiges Element von Fj
handelt und darum die meisten Rechungen dieses Unteralgorithmus in F» stattfinden.



66 KAPITEL 5. BEISPIELE

filz,y) =y? + 25+ 22 +1 k=T
falw,y) = y* + (22° +2?)y? + 210 + 27 + 1

g =4 g =T #D =9 #Hom(Fy, F) =4 t=10
Cp, =3 Cp=3 deg(fi)=2 deg(fo) =4

fi(z,y) =y + 98 + 20yt + (223 + o + 1)y? + 25 + 223 + 22 k=T,
+2x 4+ 1

folz,y) = y* + (22° + 2?)y® + 210 + 27 + 1

g1 =2 go =4 #D =9 #Hom(Fy, Fy) =4 t=11
Cp,=1 Cp=3 deg(fi)=38 deg(f2) = 4

filz,y) = y** + y' 2 + oyl + (22 4+ 2)y® + (222 + 2 + 2)y8 k=T3

+ayt+ (@3 420+ D)y +22° + 2t a2+ 1
fola,y) = y* + (22° + 2%)y® + 210 + 2% + 1

g1=2 92:4 #ng #Hom(Fl,Fg):4 t=13
Cy =1 Cy, =3 deg(f1) =14 deg(f2) =4
filz,y) =y +y' + " + 290 4 (2% + 22)9° + (2 4 2)y° k=T

+@2 4o +2ut+ @+ 2yt 228+t a2
fa(z,y) = y* + (22° + 2?)y? + 210 + 25 + 1

g1 =2 92:4 #ng #HOHl(F]_,FQ):4 t =058
Cfl =1 sz =3 deg(fl) =18 deg(f2) =4
fi(z,y) = v** + 200 + (22 + 2)y"0 + (227 + 1)y + (222 + 1)y k=T3

+(22% + 2)y® + (2% + 22 +2)y8 + 2yt + (22 + 23 + 2+ 2)y?
+22° + 20t + 2 + 22 + 22 + 1
Loz, y) =yt + (225 + 2B)y? + 210 + 25 + 1

g1=2 92:4 #ng #HOHl(Fl,FQ):4 t =169
Cp=1 Cfp=3 deg(fr)=22 deg(f2) =4
filwy) =y* +2° +a® +1 k=T,

fo(z,y) = 9"+ 2o+ Dy + (207 + 20° + 2% + 2)y° + (2° + 2)y°

(28 4+ 25)y? + 210 +22° + 1 + (225 + 223 + 22 + 1)y*

g1 =2 go =4 #D =9 #Hom(Fy, Fy) = t =1758
Cp=3 Cp=1 deg(f)=2 deg(f2) = 16




filz,y) =y? + a5+ 22 +1 k=T,
folx,y) = v32 + 2028 + (20 + 1)y** + 22%9%% + (22% + 2% + 22 + 2)y*°
+(22* 4+ 2® 4 22?)y'® + (22° + 2t + 23 + 2% + 1)y'0 + (2° + 2* + %)y
+(25 4+ 23 4+ 22 + 2)y*? + (2t + 222)y*0 + (28 + 225 + 22 + 23 + 22
+2z + 1)y8 + (27 4+ 22° + 2% + 23 + 222)y5 + (28 + 2° + 2% + 2232)y*
+(2% 4+ 2° +22M)y? + 210 + 22° + 1
g1 =2 go =4 #D =9 #Hom(Fy, Fy) =4 t > 10°
Cp =3 Cp, =1 deg(f1) =2 deg(f2) = 32
file,y) =y? +aty+ a8+ a5+ 22 +1 k=Ts
fo(z,y) = y* 4+ (22° + 2?)y® + 210 + 2° + 1
=2 g =4 #D =9 #Hom(Fy, Fp) = 4 t=11
Cp =4 Cp, =3 deg(f1) =2 deg(f2) =4
flz,y) =v? + 220y + 240 + 25 + 22 + 1 k=TF;3
fo(w,y) =yt + (20° + 2?)y? + 210 4+ 2° + 1
-9 go =4 4D =9 #Hom(Fy, Fy) = 4 t=11
Cfl =20 Cy, =3 deg(f1) =2 deg(fo) =4
filz,y) =y* +2° + 2% +1 k=TF;
Folz,y) = y* + (2215 + 28)y? + 2% 4+ 215 4+ 1
g1 =2 go =4 #D =9 #Hom(Fy, Fy) =4 t =32
Cy =3 Cy, =8 deg(f1) =2 deg(f2) =
filz,y) =y?+ a5+ 22 +1 k=T;
Folm,y) = y* + (222 + 2'4)y? 4+ 246 4 231 4 216
=2 g2 =4 #D =9 #Hom(Fy, Fy) =4 t=233
Cf1 =3 Cyt, =12 deg(f1) =2 deg(f2) =4
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Kapitel 6

Weitere
Berechnungsmoglichkeiten fur
Einbettungen

6.1 Kurven iiber Funktionenkorpern

In diesem Abschnitt werden einige Uberlegungen zum Zusammenhang zwischen Ein-
bettungen von Funktionenkdrpern und den Punkten einer {iber einem Funktionenkdr-
per definierten Kurve gemacht. Fiir ausfithrlichere Informationen iiber Kurven und
Varietdten sei auf [Har77| verwiesen. In unserem Zusammenhang reicht die folgende
etwas abgespeckte Definition.

Definition 6.1.1. Sei K ein beliebiger Kérper und p ein bivariates irreduzibles Po-
lynom mit Koeffizienten aus K. Dann bezeichnen wir die Menge

Sy 1= {(a,b) € K[ pla,b) = 0}
als Kurve. Fir eine beliebige algebraische Korpererweiterung K von K wird die Menge
Sp(K) = {(a,) € K*|p(a,b) = 0}
als die K-rationalen Punkte der Kurve bezeichnet.

Zwei Funktionenkorper F} und F3 iiber dem Konstantenkorper k kann man durch
die Wahl separierender Elemente x; und zo schreiben als Fy = k(z1,y1) und Fy =
k(x2,y2), wobei y; und yo algebraisch iiber k(z1) beziehungsweise k(z2) sind und
die Gleichungen f; beziehungsweise fo erfiillen. Durch Ausmultiplizieren aller Nenner
wird f; ein irreduzibles Polynom in zwei Variablen iiber k. Da aber k eine Teilmenge
von Fj ist, kann man f; auch als multivariates Polynom iiber F5 auffassen.

Lemma 6.1.2. Seien Fy = k(x1,y1) und Fy = k(x2,y2) zwei Funktionenkorper mit
definierenden Gleichungen f1 beziehungsweise fo und fasst man wie oben beschrieben
f1 als bivariates Polynom iiber Fy auf, dann gilt: Jede Einbettung ¢ : Fy — Fy liefert
einen Punkt auf der durch fi definierten Kurve Sy,. Dieser Punkt liegt in (F> \ k)?.
Umgekehrt korrespondiert jeder Fy-rationale Punkt der Kurve, der nicht in k¢ liegt,
zu einer Einbettung von Fy in Fs.

69
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Beweis. Fiir alle Elemente a,b von Fy gilt ¢(f1(a,b)) = fi(¢(a),d(b)), da ¢ die im
Konstantenkorper k liegenden Koeffizienten des Polynoms f; fix ldsst. Somit gilt
f1(éd(z1),¢(y1)) = 0 und (¢(z1), d(y1) € F3 liegt auf der Kurve Sy,. Da ¢ als Kor-
perhomomorphismus injektiv ist und da z; und y; nicht in % liegen, liegen auch ihre
Bilder nicht im Konstantenkorper. Sei nun (a,b) € F3 \ k2 mit f1(a,b) = 0. Sei ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit a ¢ ko. Dann ist a transzendent iiber k. Also ist auch
b transzendent iiber k, da sonst f1(a,b) = 0 einen Widerspruch zur Transzendenz von
a darstellen wiirde. Somit liegt (a,b) in (Fy \ ko)2. Setzt man nun die Identitiit auf
dem Konstantenkorper durch xy — a, y; — b fort, so liefert das einen Ringhomomor-
phismus ¢ von k[x1,y1] nach Fy. Da ¢(f1(a,b)) = 0 gilt, ist ¢ auch eingeschrankt auf
den Restklassenring k[x1, y1]/(f(x1,y1)) wohldefiniert und 14sst sich auch auf dessen
Quotientenkorper fortsetzen. Dieser Quotientenkorper ist isomorph zu F7, also liefert
uns das insgesamt einen Funktionenkérperhomomorphismus ¢ : F; — Fb. O

Dieses Lemma liefert einen alternativen Ansatz zur Berechnung von Einbettungen
durch das Finden von Nullstellen eines bivariaten Polynoms iiber einem Funktionen-
korper.

Idee des Algorithmus

Seien wie zuvor Fy = k(x1,y1) und Fy = k(x2,y2) zwei durch f; beziehungsweise fo
definierte Funktionenkorper. Ziel ist es nun, die Nullstellen von f; iiber F5 zu finden,
die nicht im exakten Konstantenkdrper liegen. Dazu gibt man sich eine Schranke n vor
und schreibt ¢(z1) = % und ¢(y1) = %, wobei p1, pa, q1, g2 Polynome in
zwei Variablen mit unbekannten Koeffizienten und durch n beschrinkten Graden sind.
Nun kann man f; an (2X&22) @1(2.92)) gyswerten und die resultierende rationale
p2(z2,y2) 7 g2(22,y2)
Funktion modulo f; reduzieren. Man bekommt ein Element a aus F5, das noch von
den unbekannten Koeffizienten der Polynome p, p2, ¢ und go abhéngt. Gesucht sind
die Werte fiir die Koeffizienten, fiir die a = 0 gilt. Diese lassen sich bestimmen, indem
man das resultierende Gleichungssystem durch Grobnerbasenberechnung lost. Fiir
eine ausreichend hohe Schranke n sollten sich auf diese Weise alle Nullstellen von f;

iiber F5 und somit alle Einbettungen berechnen lassen.

Praktische Probleme

In der Praxis erweist sich diese Methode leider als nicht sehr praktikabel. Selbst bei
relativ niedrigen Polynomgraden geniigt der Speicher, der mir zur Verfiigung stehen-
den Rechner nicht, um das Gleichungssystem zu losen oder zu entscheiden, ob es
Losungen geben kann. Die Ursache dafiir liegt in dem exponentiellen Wachstum des
Speicherplatzes, den das Losen von polynomiellen Gleichungssystemen mit steigender
Anzahl der Variablen benétigt. Die Laufzeit des in den vorherigen Kapiteln vorgestell-
ten Algorithmus ist zwar auch exponentiell und es miissen Grébnerbasen berechnet
werden, doch die Anzahl der Variablen in den Gleichungssystemen ist deutlich nied-
riger. Dieses Reduzieren der Anzahl der Variablen hat einen entscheidenden Einfluss
auf die Laufzeit und rechtfertigt die wesentlich umfangreichere Theorie, die fiir den
Algorithmus verwendet wird.
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6.2 Einbettungen unter speziellen Voraussetzungen

Anhand der Beispiele in [5] erkennt man, dass das Berechnen aller Einbettungen mit-
unter sehr lange dauern kann. Wir beschéftigen uns mit der Frage, ob und wie sich
die Dauer der Berechnung reduzieren ldsst, wenn man zusitzliche Voraussetzungen
schafft. Im Folgenden wird ein Algorithmus vorgestellt, der nur solche Einbettungen
¢ : F; — Fj berechnet, bei denen F5/¢(F;) galoissch ist. Solche Abbildungen werden
wir galoissch nennen.

Idee des Algorithmus

Der Algorithmus zum Berechnen der galoisschen Einbettungen basiert darauf, dass
man mit Hilfe des in [Hes04] vorgestellten Algorithmus deutlich schneller Isomorphis-
men von Funktionenkdrpern als deren Einbettungen berechnen kann. Ist nun Fs/¢(F})
galoissch, so ist ¢(F}) der Fixkorper einer [Fy : ¢(Fi)]-elementigen Untergruppe der
k-Automorphismengruppe von F5. Wenn man mit der Hurwitz-Geschlechtsformel eine
obere Schranke n,,q, fiir den Grad einer galoisschen Abbildung bestimmt, dann re-
duziert sich das Problem darauf, die zu F; isomorphen Fixkérper von Untergruppen
der Ordnung kleiner gleich 1,4, der k-Automorphismengruppe von Fy zu bestim-
men. Falls die Automorphismengruppe von Fy nur relativ wenig in Frage kommende
Untergruppen besitzt und diese sich schnell berechnen lassen, besteht die Hoffnung,
dass man die galoisschen Einbettungen im Vergleich zu allen Einbettungen deutlich
schneller finden kann. Es verbleibt die Frage, wie man zu einer Untergruppe U der
k-Automorphismengruppe von Fy den Fixkorper FY berechnen kann. Die folgende
Aussage zeigt, dass dieser genau der gesuchte Unterkorper ist.

Lemma 6.2.1. Sei F'/k ein Funktionenkdrper und G eine endliche Untergruppe der
k-Automorphismengruppe von F. Bezeichne FC den Fizkérper von G. Dann ist die
Erweiterung F/FC galoissch mit Galoisgruppe G.

Beweis. Ein Beweis findet sich bei [Lor92, S.91]. O

Berechnung von Fixkérpern

Die im Folgenden vorgestellte Methode zum Berechnen von Fixkérpern basiert auf
einem Lemma aus [LV93]. Dort finden sich auch ein Beweis sowie detailliertere Infor-
mationen zu dem Berechnen von Unterkérpern.

Lemma 6.2.2. Sei K ein Kérper, a algebraisch iber K und L ein Zwischenkdrper
von K(a) und K mit d = [K(«) : L]. Seien o = a1, a,...,aq die Konjugierten von
a tber L. Dann wird L iber K durch die d elementarsymmetrischen Polynome in
Qag, ..., 0q erzeugt.

Dieses Lemma bezieht sich auf die Konstruktion von Zwischenkorpern. Will man es
fiir die Berechnung von Fixkérpern verwenden, dann erweist sich die folgende Aussage
als niitzlich.

Lemma 6.2.3. Sei U eine Untergruppe der Automorphismengruppe eines globalen
Funktionenkérpers F der Charakteristik p. Dann gibt es ein separierendes Element
von F, das von den Automophismen aus U fir gelassen wird.
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Beweis. Als Untergruppe einer endlichen Gruppe ist U selbst endlich. Sei nun z ein
beliebiges Element von F', das transzendent {iber dem Konstantenkorper ist. Fiir
v’ = [[,cp o) gilt dann

T(2') = H T(o(x)) = H o'(x) =2 fiir alle 7 in U.

oecU o'eU

Das heifit «’ wird von U fix gelassen. Weiterhin ist nach die Erweiterung F/FY
galoissch vom Grad #U. Somit gilt 2’ = Np,pv (z), also ist 2’ ebenfalls transzendent.
Wenn nun z’ kein separierendes Element von F ist, dann gibt es nach [Sti93] S.128]
ein Element z € F mit 27 = 2/. Fiir 0 € U gilt dann o(2)? = 2P also o(z) = wz
fiir eine p-te Einheitswurzel. Da aber F' die Charakteristik p hat, muss gelten w = 1,
also o(z) = z. Sukzessives Wiederholen dieses Arguments liefert nach endlich vielen
Schritten ein separierendes Element, das von U fix gelassen wird. O

Sei nun F'/k ein globaler Funktionenkérper und U eine d-elementige Untergruppe
von Auty(F). Dann wihlen wir ein separierendes Element 2/, das von den Automor-
phismen aus U fix gelassen wird. Nun gilt k(z') C FY C F, die Voraussetzungen von
[6.2.2) sind also erfiillt. Fiir ein primitives Element y von F/k(z’) enthilt die Menge
M = {o(y) |0 € U} nach[6.2.1genau die Konjugierten von y {iber FU. Also bekommt
man FY durch Adjunktion der elementarsymmetrischen Funktionen in den Elementen
von M an k(z'). Fiir praktische Anwendungen hat diese Methode aber den Nachteil,
dass der Grad [F' : k(z')] sehr grof werden kann. Dadurch kénnen die Rechnungen,
die man in F durchfiihrt, ziemlich aufwendig werden. Eine alternative Methode zum
Berechnen der Fixkorper ist in Magma implementiert. Sie ist effizienter, verwendet
aber Aussagen iiber Differentiale.

Vergleich der Laufzeiten

In diesem Abschnitt wird anhand einiger Beispiele die Dauer fiir das Berechnen aller
Einbettungen und fiir das Berechnen der galoisschen Einbettungen verglichen. Die
Berechnungen fanden unter denselben Bedingungen wie im Abschnitt [5] statt. Die
Ergebnisse sind in der folgenden Tabelle aufgelistet. In jedem Kasten sind die defi-
nierenden Polynome f; und f; der Funktionenkorper Fy beziehungsweise Fo und der
Konstantenkorper k angegeben. Weiterhin wird jeweils die Zeit ¢ und ¢5 und die An-
zahl der gefundenen Einbettungen #Hom(Fi, Fy) und #Homgqi0is(F1, F2) mit dem
allgemeinen beziehungsweise dem speziellen Algorithmus angegeben.

flzy)=y?+a%+2%+1 k=T,
folw,y) =y + (22° + 2?2 + 210+ 2% + 1

t; =109 to =2 #Hom(Fy, Fy) =4 #Hom(F1, F2) gaiois = 4
filz,y) =y? + 2% + 22+ 1 k= Fs
fo(z,y) = y* + (22° + 422 + 20 + 4)y® + 28 4 3210 + 22

t1 =210 t2 =3 #Hom(Fy, Fy) = 2 #Hom(F1, F5) gatois = 2
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filz,y) = y® +42° + 3241 k=T
faz,y) = yb + (22° + 4o + 3)y* + (4a® + 222 + 1)y + (3210 + 226 + 42°

+22% 4 32 + 3)y? + (22% + 27 + 32° + 4ot + 42 4+ x + 2)y + 425 + 42!

+3210 4 327 + 28 + 25 + 2t + 423 + 322 4 4

=284 fy—1 #Hom(Fy, F) = 4 HHom(Fy, Fy) gatoss = 0
file,y) =y* + 2!t +1 k=TF;
fo(z,y) = y* + (22 + 222 + 1)y? + 222 + 213 + 2*

t, =68 to =3 #Hom(Fy, Fy) =2 #Hom(F1, F5) galois = 2
flz,y) =y* +2° +1 k =TFs
fa(z,y) =

Yt + (20° + 4% 4 227 +10)y? + 20 + 72® + 927 4 4af
+92° + 2% 4+ 23 + 622 + 9
tl =29 tQ =1 #Hom(Fl,Fg) =10 #Hom(Fl,FQ)galois =10

fil@,y) =y* + oy + a7 +2 k =TFs
fo(z,y) = 9"+ 3y° + (2 + 22)y° + 4 + (42 + 3z)y + 27
+322t + 4216 4 321 4 42 + 2% + 227 + 428 + 32 + 322 + 3

ti1 = —— to = 457 #Hom(Fy, Fy) = —— #Hom(F1, F5) galois = 2
filz,y) =y* + 2%+ 1 k =F;
fa(z,y) = 10 + 3y® + (22 + 2)y® + y? + (3z + 3)y + 2°0 + 3218 4 4212

22 + 2z +1

th=—— to = 2553 #Hom(Fy, F>) = —— #Hom(F1, F2)gaiois = 8

Bei diesen Beispielen ist der in diesem Kapitel vorgestellte Algorithmus zum Be-
rechnen der galoisschen Einbettungen deutlich schneller als unser Algorithmus zum
Berechnen aller Einbettungen. Dieses Ergebnis wird von vielen weiteren Beispielen be-
kriftigt und ist nicht verwunderlich, wenn man den Aufwand der beiden Algorithmen
vergleicht. Wie im Kapitel [d] bewiesen wurde, ist der Aufwand fiir das Berechnen aller
Einbettungen nicht mehr polynomiell. Die Berechnung der galoisschen Einbettungen
hingegen basiert hauptséchlich auf dem Berechnen von Isomorphismen. Nach [Hes04]
lassen sich Isomorphismen mit einem in dem Geschlecht polynomiellen Aufwand be-
stimmen. Da zudem die Automorphismengruppen in der Praxis oft relativ klein sind,
liefert das eine Erkldrung fiir die meist wesentlich niedrigere Laufzeit. Die letzten
zwei Beispiele sollen demonstrieren, dass fiir Funktionenkdrper mit hohem Geschlecht
und fiir héhere Einbettungsgrade auch die Laufzeit des Algorithmus zum Berechnen
der galoisschen Einbettungen stark wéchst. In diesen Beispielen sind die gefundenen
Einbettungen vom Grad fiinf. Der allgemeine Einbettungsalgorithmus wurde nicht
angewendet, da dieses zu lange dauern wiirde.
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6.3 Ausblick

In diesem Abschnitt gehen wir abschliefend kurz auf weitere Moglichkeiten ein, den
Algorithmus zu beschleunigen oder zu verallgemeinern.

Beschleunigen

Eine einfache Moglichkeit, die Berechnung von Einbettungen zu beschleunigen, geht
aus den Uberlegungen zu galoisschen Einbettungen hervor. Da wir wissen, dass se-
parable Korpererweiterungen vom Grad zwei immer galoissch sind, kann man alle
Einbettungen vom Grad zwei mit dem Algorithmus fiir galoissche Einbettungen fin-
den. Das geht in der Praxis oft deutlich schneller. Vom komplexitétstheoretischen
Gesichtspunkt liefert dieser Trick aber keine Verbesserung. Der Aufwand wéchst wei-
terhin exponentiell in dem maximalen Einbettungsgrad und das Problem der Gr&b-
nerbasenberechnung bleibt bestehen, da sich fiir die Grade gréfier als zwei nichts in
der Berechnung andert.

Einen Ansatzpunkt um die Laufzeit zu verringern bietet die Menge M der Divi-
soren D, die darauthin untersucht werden, ob es zu einer Stelle P eine Einbettung ¢
mit gZ;(P) = D gibt. Diese Menge wéchst mit steigendem Einbettungsgrad mindestens
subexponentiell und hat starken Einfluff auf die Laufzeit. Wenn man in der Lage wé-
re ein einfach zu iberpriifendes Kriterium zu formulieren, das die Kardinalitét von
M fiir eine spezielle Wahl der Stelle P reduziert, so kdnnte man damit die Laufzeit
entscheidend verbessern.

Verallgemeinerungen

Der Einbettungsalgorithmus setzt voraus, dass der Konstantenkérper k der Funktio-
nenkorper ein endlicher Korper ist. Es verbleibt die Frage, ob man den Algorithmus
auch auf andere Konstantenkorper verallgemeinern kann. Die Voraussetzung der End-
lichkeit des Konstantenkorpers wird an verschiedenen Stellen verwendet. Zum einen
verwenden wir, dass es nur endlich viele Stellen von beschrénktem Grad gibt und
sich somit die Suche nach Einbettungen auf das Uberpriifen von endlich vielen Divi-
soren reduzieren ldsst und zum anderen verwenden wir, dass endliche Kérper immer
vollkommen sind. Viele der Aussagen, die fiir die Korrektheit des Algorithmus ver-
wendet werden, wie zum Beispiel die Aussage liber Konstantenkérpererweiterungen
oder iiber die Endlichkeit der Anzahl der separablen Einbettungen, sind fiir nicht
vollkommene Konstantenkorper falsch. Will man daher weiterhin voraussetzen, dass
der Konstantenkorper vollkommen ist, so kénnte man versuchen den Algorithmus
auf Funktionenkdrper iiber Korpern der Charakteristik null zu verallgemeinern. Diese
Funktionenkdrper kénnen aber unendlich viele Stellen vom Grad eins besitzen, so dass
man nicht mehr alle effektiven Divisoren beschriinkten Grades iiberpriifen kann. Im
Isomorphiefall kann man stattdessen mit der endlichen Menge der Weierstrass Stellen
arbeiten. Offen ist, ob man Eigenschaften der Weierstrass Stellen oder anderer spezi-
eller Stellen benutzen kann, um das Berechnen der Einbettungen auf das Untersuchen
von endlich vielen Divisoren zu reduzieren.
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