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Abstract. Das Ziel der Klassenkorpertheorie ist die Klassifizierung aller abel-
schen Erweiterungen eines gegebenen Grundkorpers. Sie erreicht dies, indem
sie diese Erweiterungen bijektiv gewissen Untergruppen der Strahlklassen-
gruppen zuordnet. Wir geben einen neuen Beweis des Existenzsatzes fiir glo-
bale Funktionenkorper und zeigen, wie man alle weiteren wesentlichen Aussa-
gen der Klassenkorpertheorie daraus folgern kann. Die wichtigsten Werkzeuge
dabei sind eine verallgemeinerte Tatepaarung und der Dichtigkeitssatz von
Tschebotarev sowie Argumente aus Kummertheorie und Galoistheorie.
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Einfihrung

Die Klassenkorpertheorie als Teilgebiet der algebraischen Zahlentheorie ent-
stand in der zweiten Halfte des 19. Jahrhunderts aus der Frage heraus, wie
die Stellen in einer gegebenen Erweiterung von Zahlkorpern verzweigen und
zerlegen. Mit ,Stellen“ sind hier die Aquivalenzklassen von nichttrivialen Be-
wertungen auf dem Grundkorper gemeint.

Es stellte sich heraus, dass sich die Galoiserweiterungen eines gegebenen
Grundkorpers schon durch die Menge von Stellen, die in der jeweiligen FErwei-
terung voll zerlegt sind, klassifizieren lassen. Also versuchte man, die Menge
aller Stellen zu bestimmen, die in einer gegebenen Erweiterung voll zerlegt
sind, und umgekehrt Erweiterungen zu finden, in denen eine gegebene Menge
von Stellen voll zerlegt ist.

Fiir abelsche Erweiterungen, das sind endliche Galoiserweiterungen mit abel-
scher Galoisgruppe, konnten diese Fragen in den folgenden Jahrzehnten kon-
kret beantwortet werden. Dadurch wurde eine Klassifizierung aller abelschen
Erweiterungen eines gegebenen Grundkorpers (aufgefasst als Teilerweiterun-
gen in einem festen algebraischen Abschluss) erreicht. Mit anderen Worten
konnte man die abelschen Erweiterungen nur durch die Arithmetik im Grund-
korper selbst beschreiben.

Die Zukunft der nichtabelschen Klassenkorpertheorie war dagegen lange un-
klar, da der Ansatz fiir abelsche Erweiterungen nicht iibertragen werden konn-
te. Erst mit der Vermutung von Langlands [Lan70b] wurden ab ca. 1970
auch auf diesem Gebiet Fortschritte gemacht. Diese Richtung ist heute als
Langlands-Programm bekannt und liefert eine analytische Beschreibung der
nichtabelschen Erweiterungen.

Trotzdem befasst sich die ,klassische Klassenkoérpertheorie mit abelschen Er-
weiterungen, und auch wir widmen uns ab sofort nur diesen. Die erste Fas-
sung der abelschen Klassenkorpertheorie wurde ungefahr zwischen 1850 und
1930 von Kronecker, Weber, Hilbert, Furtwangler, Takagi, Artin, Hasse und
anderen entwickelt.

Zahlkorper

Hilbert betrachtete zunédchst nur unverzweigte Erweiterungen eines Zahlkor-
pers K. Fiir eine Untergruppe H der Idealklassengruppe ({x definierte er
einen Klassenkorper zu H als eine abelsche Erweiterung L|K, in der genau
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die Ideale aus H total zerlegt sind. Alle wichtigen Aussagen die bis heute
zum Hauptsatz der Klassenkorpertheorie gezdhlt werden wurden fiir diesen
unverzweigten Fall schon 1907 von Hilberts Schiiler Furtwéngler bewiesen.
Namlich existiert zu jeder Untergruppe von (/x ein eindeutig bestimmter
Klassenkorper, und umgekehrt ist jede unverzweigte abelsche Erweiterung
von K der Klassenkdrper zu einer Untergruppe der Klassengruppe. Fiir den
Klassenkorper L zu H gilt Gal(L|K) = (x/H und die Ordnung des Bildes
eines Primideals p von K in der Gruppe (/i /H ist sein Tragheitsgrad. Zur
trivialen Untergruppe von Clx gehort der Hilbertsche Klassenkdrper, er ist
die grofite abelsche unverzweigte Erweiterung von K.

Im Jahr 1897 fithrte Weber (zunéchst fiir imaginér-quadratische Korper) die
Strahlklassengruppen Cly, ein, die es erlauben, auch die verzweigten abelschen
Erweiterungen auf eine analoge Weise zu klassifizieren. Bei der Betrachtung
von verzweigten Erweiterungen muss man die verzweigten Stellen gesondert
behandeln. Sie werden in einem sogenannten Erkldirungsmodul m zusammen-
gefasst, und die Strahlklassengruppe (¢, wird nur von denjenigen Idealen
erzeugt, die m nicht teilen. Fiir m = 1 ist (¢, = ({x die gewohnliche Ide-
alklassengruppe. Der Klassenkorper zu einer Untergruppe H von (f,, wird
analog definiert, und alle abelschen Erweiterungen von K entstehen nun als
Klassenkorper zu den Untergruppen der Strahlklassengruppen. Ist L der Klas-
senkorper zu H C Cly, so gilt wieder Gal(L|K) = (l,/H, alle Stellen die m
nicht teilen sind unverzweigt in L|K und die Ordnung ihres Bildes in C/y,/H
ist wieder ihr jeweiliger Tragheitsgrad. Diese Aussagen wurden von Hilbert
und Weber vermutet und von Takagi in einer Reihe von Veroffentlichungen
zwischen 1915 und 1922 bewiesen.

Bis zu diesem Punkt gab man sich damit zufrieden, dass Gal(L|K') und ¢,/ H
isomorph sind, ohne den Isomorphismus explizit anzugeben. Erst Artin zeigte
1927 in [Art27|, dass es einen kanonischen Isomorphismus (/y,/ H = Gal(L|K)
gibt. Er wird gegeben durch die sogenannte Artinabbildung (-, L|K), die zu
einer Galoiserweiterung L|K gehort und die jedes unverzweigte Primideal auf
seinen Frobeniusautomorphismus, also ein Element der Galoisgruppe, abbil-
det. Inspiriert vom Beweis des Tschebotarevschen Dichtigkeitssatzes [Tsc26]
1926 war Artin in der Lage, sein beriihmtes Reziprozititsgesetz zu beweisen,
das heute als wichtiges Resultat der Klassenkorpertheorie gilt. Dazu bestimm-
te er den Kern seiner Artinabbildung so, dass dabei fiir den Klassenkorper
L zu H genau die bekannte Isomorphie Gal(L|K) = (f,/H herauskommt.
Im Grunde genommen zeigte er also, dass die Artinabbildung eine surjekti-
ve Abbildung (-, L|K) : Cly, — Gal(L|K) induziert (die Surjektivitat folgt
schon aus dem Satz von Tschebotarev), und dass der Klassenkorper L zu
H genau diejenige Erweiterung von K ist, fiir die H der Kern der zugehori-
gen Artinabbildung ist. Diese Charakterisierung liefert eine alternative und
dquivalente Definition des Klassenkorpers, denn die Ordnung von (p, L|K)
ist genau der Tragheitsgrad von p. Also liegt p genau dann in H, wenn p
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voll zerlegt ist. Damit waren die Kernaussagen der Klassenkorpertheorie fiir
Zahlkorper komplett.

Trotzdem steht die Forschung zur Klassenkorpertheorie seitdem nicht still.
Viele Versuche, die Theorie zu verallgemeinern oder anders geartete Bewei-
se zu finden, haben zu zahlreichen weiteren Ansétzen gefiihrt. Zum Beispiel
bedient sich der urspriingliche Beweis von Artin in umfangreichem Mafe ei-
ner analytischen Methode, der Theorie der L-Reihen. Viele waren jedoch der
Meinung, dass algebraische Aussagen auch rein algebraische Beweise erlauben
sollten. So untersuchten Albert, Brauer, Hasse und Noether zentrale einfache
Algebren und Brauergruppen und fanden auf diesem Weg alternative Bewei-
se, veroffentlicht 1932. Artin selbst hatte die Idee, dass Kohomologiegruppen
in der Klassenkorpertheorie niitzlich sein konnten. Hochschild, Nakayama,
Tate, Weil, Serre und andere entwickelten um 1950 einen Ansatz, der die
Brauergruppen-Argumente ersetzen konnte. Sowohl Brauergruppen als auch
der Kohomologie-Ansatz finden sich in vielen Werken, die heute zur Standard-
literatur der Klassenkorpertheorie gezéahlt werden, so auch in den meisten hier
zitierten. Lediglich [Lan70a] bemiiht sich um moglichst originalgetreue Be-
weise, [Mil08] gibt neben dem algebraisch-kohomologischen Ansatz auch den
analytischen Ansatz fiir Zahlkorper wieder.

Schon 1930 iibertrug Hasse die Klassenkorpertheorie auch auf lokale Kor-
per und fragte sich, ob man die Aussagen fiir globale Korper nicht auch
umgekehrt aus denen fiir die (eigentlich einfacher gearteten) lokalen Korper
ableiten, oder zumindest einen rein lokalen Beweis fiir die lokale Klassenkor-
pertheorie finden kénnte. Chevalley [Cheb4] 16ste mit seiner Einfiihrung des
neuen Begriffs ,Idel* zwischen 1933 und 1940 diese Fragen und noch eine wei-
tere. Mit Hilfe der Ideltheorie ist es moglich, alle abelschen Erweiterungen
durch Untergruppen einer einzigen Gruppe, der Idelklassengruppe, zu klas-
sifizieren. Das ist nicht so natiirlich, scheint aber eleganter, da man nicht mit
den verschiedenen Strahlklassengruppen umgehen muss, und gilt vielen als
der modernere Ansatz. Tatséchlich wihlen alle hier erwdhnten Lehrbiicher
aufser Janusz [Jan73] und Serre [Ser88| den ideltheoretischen Ansatz (und
folgern den globalen Fall uns dem lokalen), Gras [Gra03| behandelt beide im
Vergleich. Im Gegensatz zu dieser ,jideltheoretischen” Variante der Klassen-
korpertheorie nennt man den urspriinglichen Ansatz auch den ,jidealtheoreti-
schen®.

Funktionenkdorper

Die fiir diese Arbeit relevanteste Verallgemeinerung der Klassenkorpertheorie
ist die auf Funktionenkorper. Hier leisteten Artin, Hasse, Dedekind, Schmidt,
Witt, Weil, Chevalley, Lang, Serre und Drinfeld und andere entscheidende
Beitrdge. Artin und Tate [AT67] sowie Weil [Wei73| axiomatisieren die Klas-
senkorpertheorie soweit, dass sie neben Zahlkérpern auch auf globale Funktio-
nenkorper zutrifft, ebenso Tate [CF67], der jedoch selbst auf eine Liicke in sei-
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ner Argumentation im Funktionenkorper-Fall hinweist. Auch Lang [Lan70a]
behauptet, dass seine Beweise mit ,only minor modifications* auch auf Funk-
tionenkorper zutreffen. Serre beschéftigt sich in [Ser88| ausschlieflich mit
globalen Funktionenkdérpern und préasentiert die Klassenkorpertheorie in der
Sprache algebraischer Varietdten. Villa Salvador [Vil06] behandelt sowohl glo-
bale als auch lokale Funktionenkorper. Er prasentiert die ideltheoretische Fas-
sung und wahlt einen expliziten Ansatz nach Carlitz und Hayes, der auf dem
Studium von Drinfeldmoduln beruht.

Viele der Argumente fiir Zahlkorper kénnen tatsdchlich mehr oder weniger
direkt auch auf globale Funktionenkorper iibertragen werden, so zum Bei-
spiel Dichtigkeitsargumente nach Tschebotarev, und in mancherlei Hinsicht
sind Funktionenkdrper sogar einfacher zu behandeln, da sie im Gegensatz zu
Zahlkorpern keine archimedischen Bewertungen besitzen. Trotzdem ist bei
der Ubertragung natiirlich Vorsicht geboten.

Unabhéngig von den Beweisen lassen sich die Aussagen der Klassenkorper-
theorie fiir globale Funktionenkdrper ganz analog zum Zahlkorper-Fall for-
mulieren, hier studiert man also Erweiterungen eines Grundkoérpers, in dem
bestimmte Stellen total zerlegt sind. Wir wéahlen in dieser Arbeit eine moder-
ne aber idealtheoretische Formulierung. Als Modul m dient immer ein effekti-
ver Divisor des Grundkorpers F' und die Strahlklassen aus (/,, enthalten nur
Divisoren mit Trager disjunkt zu m. Dann existiert laut Klassenkorpertheorie
zu jeder Untergruppe H von (¥, von endlichem Index eine abelsche Erwei-
terung E von F so dass Gal(F|F') = Cl,/H, wobei die Isomorphie durch die
Artinabbildung (-, F|F') gegeben wird. Im Gegensatz zu Zahlkorpern sind bei
Funktionenkorpern die Strahlklassengruppen unendlich, deshalb kénnen nur
Untergruppen von endlichem Index betrachtet werden, um endliche Erweite-
rungen zu produzieren. Man kann leicht zeigen, dass F¥ durch diese Bedingung
bereits eindeutig bestimmt ist, und dass E|F unverzweigt auferhalb des Tré-
gers von m ist. Weiter entstehen schon alle abelschen Erweiterungen von F
auf diese Weise. Da diese Resultate in erster Linie Existenzaussagen sind,
werden sie auch Fxistenzsatz der Klassenkdrpertheorie genannt. Zusammen
mit einigen weiteren Aussagen (zum Beispiel funktorielle Eigenschaften der
Abbildung H +— FE), die leicht daraus folgen, bilden sie den Hauptsatz der
Klassenkorpertheorie, und auch das Artinsche Reziprozitatsgesetz lasst sich
mit wenig Aufwand daraus herleiten.

Diese Arbeit

Diese Arbeit reiht sich ein in die lange Folge von Versuchen, die Klassen-
korpertheorie zu vereinfachen und zu verschonern. Wir geben einen neuen
Beweis des Existenzsatzes fiir globale Funktionenkorper und zeigen, wie man
die restlichen Aussagen daraus folgert. Wahrend die bekannten Beweise zwar
elegant, aber sehr abstrakt, lang und technisch sind, sich ihrerseits tiefer
Theorien wie L-Reihen, Brauergruppen oder Kohomologiegruppen bedienen
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und dabei manchmal die Intuition verloren geht, was eigentlich passiert, wah-
len wir einen recht konkreten Ansatz.

Wir konstruieren eine neue Paarung, eine Verallgemeinerung der aus der
Kryptographie bekannten Tatepaarung, und bedienen uns aufserdem noch
der Kummertheorie, um explizit eine Korrespondenz zwischen den Unter-
gruppen der Strahlklassengruppen und den abelschen Erweiterungen herzu-
stellen, die dann offensichtlich die geforderten Eigenschaften besitzt. Dabei
gehen einige bekannte und eher elementare Resultate iiber Paarungen ein.
Aufserdem benétigen wir den (hochgradig nichttrivialen) Tschebotarevschen
Dichtigkeitssatz, der langst auf globale Funktionenkdrper iibertragen wur-
de. Die Kummertheorie ist wohlbekannt, erfordert jedoch die folgende Fall-
unterscheidung. Erweiterungen mit Grad teilerfremd zur Charakteristik, die
sogenannten Kummererweiterungen, miissen separat von den Artin-Schreier-
Witt-Erweiterungen, deren Grad eine Potenz der Charakteristik ist, behan-
delt werden. Deshalb miissen wir sogar zwei Paarungen definieren, eine von
multiplikativem, die andere von additivem Charakter, um mit beiden dann
dieselbe Konstruktion durchzufiihren. Im Kummer-Fall erfordern Erweite-
rungen vom Grad n, fiir die nicht alle n-ten Einheitswurzeln im Grundkorper
enthalten sind, eine recht aufwandige besondere Behandlung. Dort spielen
Argumente aus der Galoistheorie eine wesentliche Rolle.

Trotz dieses Beweises in mehreren Schritten glauben wir, dass dieser Ansatz
sehr intuitiv und gut nachvollziehbar ist. Interessant ist auch, dass eine bis-
her eher aus der Anwendung, vor allem der paarungsbasierten Kryptographie,
bekannte Paarung hier Anwendung in einem sehr reinen Gebiet der algebrai-
schen Zahlentheorie findet. Paarungen sind ein Bindeglied zwischen diesen
beiden verwandten Disziplinen, das es sich lohnt besser zu versehen.

Roadmap

Zu Beginn dieser Arbeit legen wir die notwendigen Grundlagen und fiih-
ren wichtige Notation ein. In Kapitel 2 stellen wir die Hauptaussagen der
Klassenkorpertheorie vor. Wie bereits erwahnt steckt die meiste Arbeit im
Beweis des Existenzsatzes. Wir nehmen zunéchst seine Giiltigkeit an und fol-
gern daraus alle weiteren wichtigen Aussagen der Klassenkorpertheorie im
Funktionenkorper-Fall. Dies ist ohne groffen Aufwand mdglich. Wir zeigen
hier auch eine Aussage iiber die Grofse des Konstantenkorpers des Klassen-
korpers, das natiirlich nicht zum Standardstoff der Klassenkorpertheorie in
Zahlkorpern gehort. Am Ende des Kapitels formulieren wir im Hauptsatz
der Klassenkorpertheorie zusammenfassend alle Aussagen, die im Laufe der
Arbeit gezeigt wurden und werden.

Dann machen wir uns an den Hauptinhalt dieser Arbeit, ndmlich an den
Beweis des Existenzsatzes. Dazu definieren wir in Kapitel 3 eine neue Paa-
rung, die eine Verallgemeinerung von Kummer- und Tatepaarung ist, und
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zeigen deren Nichtausartung. Damit beweisen wir in Kapitel 4 den Existenz-
satz in einer Unterscheidung von drei Féllen, wobei wir nur fiir die ersten
beiden Fille alle Details ausfithren. Wir behandeln zunéchst Kummererwei-
terungen, d.h. Erweiterungen vom Grad n teilerfremd zur Charakteristik des
Grundkoérpers F, wobei die n-ten Einheitswurzeln in F' enthalten sind. Da-
nach verallgemeinern wir die Resultate auf den Fall, dass die Einheitswurzeln
nicht alle in F' enthalten sind. Schlieflich machen wir einige Bemerkungen
zu den Artin-Schreier-Witt-Erweiterungen und bauen die betrachteten Félle
zusammen, um allgemeine Erweiterungen behandeln zu konnen.

Am Anfang jedes Kapitels und Abschnitts werden Voraussetzungen definiert.
Sie sind durch kursive Schrift hervorgehoben und gelten jeweils fiir das ganze
Kapitel bzw. den Abschnitt.

Schlussbemerkungen

Als Standardwerke der Klassenkérpertheorie gelten heute (unter anderem)
[AT67, CF67, Lan70a, Wei73, Jan73, Ser79, Ser88, Neu92| und [Mil08|. Letz-
teres gibt auch eine ausfiihrliche historische Einfiihrung in die Klassenkor-
pertheorie, aus der viele Informationen in diesem Kapitel stammen. Gras
[Gra03] ist ein unkonventionelleres Werk, das die Beweise der zentralen Aus-
sagen auslésst, dafiir aber mehr Gewicht auf Anschauung und Anwendung
legt.

Zum Schluss weisen wir noch darauf hin, dass es sich bei der Klassenkor-
pertheorie um ein sehr altes und tiefes Gebiet der algebraischen Zahlentheorie
handelt, und dass sowohl die hier genannten Ansétze und Namen als auch die
zitierten Werke nicht den geringsten Anspruch auf Vollsténdigkeit erheben.
Wir verzichten sogar weitestgehend darauf, die urspriinglichen Publikatio-
nen anzugeben, da sie sehr zahlreich und zum Teil schwer zugénglich sind.
Ausfiihrliche Darstellungen der geschichtlichen Entwicklung der Klassenkor-
pertheorie inklusive langen Listen von Originalreferenzen sind zu finden in
[Has66| sowie |[CF67, Kap. XI], fiir globale Funktionenkérper in [Roq02].
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Kapitel 1

Grundlagen

In diesem Kapitel werden die wichtigsten Grundlagen eingefiihrt, die in die-
ser Arbeit benttigt werden und den Standardstoff einer Algebra-I1-Vorlesung
iiberschreiten. Insbesondere Korpertheorie und Galoistheorie werden also vor-
ausgesetzt. Wir bemiihen uns, die hier eingefiihrte Notation in der gesam-
ten Arbeit beizubehalten, die wichtigsten Bezeichnungen finden sich auch im
Symbolverzeichnis.

Wir starten mit allgemeineren Themen wie Funktionenkorpern, Paarungen
und Kummertheorie und widmen uns im Anschluss den spezielleren Grundbe-
griffen und Voraussetzungen fiir die Klassenkorpertheorie, insbesondere den
Strahlklassengruppen, der Artinabbildung und dem Tschebotarevschen Dich-
tigkeitssatz.

1.1 Funktionenkorper

Dieser Abschnitt fithrt die grundlegenden Begriffe der Funk-
tionenkorpertheorie ein. Eine ausfiihrlichere Darstellung des F
Stoffes ist in [Sti93] und [Vil06] zu finden.

algebraisch

Definition 1.1. Sei K ein Korper. Ein algebraischer Funk- K(z)
tionenkorper F' in ewmer Variablen diber K, kurz Funktio-
nenkdrper, ist eine endlich erzeugte Korpererweiterung F|K
vom Transzendenzgrad 1. In diesem Zusammenhang wird K K
der Konstantenkorper von F genannt. Der algebraische Ab-
schluss Ky von K in F' heiftt exakter Konstantenkorper von

F. Ein Funktionenkorper mit endlichem Konstantenkorper

heiltt globaler Funktionenkdrper.

transzendent

In dieser Arbeit betrachten wir ausschliefslich globale Funktionenkorper F
iber dem endlichen Kérper K = F, mit ¢ Elementen. Die Erweiterung Ko|K
hat endlichen Grad, und so kénnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit
davon ausgehen, dass K der exakte Konstantenkoérper von F' ist.

13
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Voraussetzungen und Notation 1.2. Im Folgenden sei also F' ein globaler
Funktionenkorper iiber dem exakten Konstantenkorper K = I,.

Definition 1.3. Eine Stelle p von F|K ist das (eindeutig bestimmte) ma-
ximale Ideal eines (diskreten) Bewertungsrings von F, der K enthalt. Wir
bezeichnen den zugehorigen Bewertungsring mit O,, die zugehorige (expo-
nentielle) diskrete Bewertung mit v, : ' — Z U {oo} und die Menge aller
Stellen von F|K mit Sp.

O, ist ein Hauptidealring und p demnach ein Hauptideal. Ein Erzeuger ¢ von
p heifst Primelement fiir p und hat Bewertung v,(t) = 1. Es ist p = O, \ Oy
und fiir f € F* gilt f € p < f~1 ¢ O,. Fiir jede Stelle p von F ist K C O,
und K Np = {0}. Die Bewertungen v, sind surjektiv und es gilt v,(c) = 0
fiir alle ¢ € K*. Stellen, Bewertungsringe und diskrete Bewertungen héngen
folgendermafen zusammen.

Oy = {f€F|u(f) =0}
Of = {feF|u(f)=0)
b= {fEF|v(f)>0)

Definition 1.4. Sei p eine Stelle von F|K. Der Korper F, := O,/p heifit
Restklassenkdrper von p. Die Restklassenabbildung F' — F, U {oo}, f — f(p)
wird definiert durch

£(p) == Restklasse von f modulo p fiir f € O,
LUR [ fiir f € F\ O,

Haben wir es mit einem globalen Funktionenkorper zu tun, so sind alle Rest-
klassenkorper endlich. Die Elemente des Korpers F' konnen auch als Funk-
tionen f : Sp — F, U {oo}, p — f(p) verstanden werden (daher der Name
,Funktionenkorper), dabei sind die Elemente aus K konstante Funktionen
(daher der Name ,Konstantenkérper”). Die Restklassenabbildung liefert ei-
ne kanonische Einbettung K < F},, weshalb wir K als Teilkorper von £,
auffassen kénnen, und der Kérpergrad [F}, : K] ist stets endlich.

Definition 1.5. Der Grad einer Stelle p wird definiert durch
deg(p) := [F, : K].

Man nennt p eine Nullstelle von f € F, wenn v,(f) > 0 und einen Pol von f,
wenn vp(f) < 0.

Es ist leicht zu zeigen, dass ein transzendentes Element aus F' mindestens eine
Nullstelle und einen Pol besitzt. Insbesondere ist also Sg # ), mehr noch,
jeder Funktionenkorper hat sogar unendlich viele Stellen. Letzteres folgt aus
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dem Approximationssatz 1.8. Ebenso folgt daraus, dass jedes Element f € F'*
nur endlich viele Nullstellen und Polstellen haben kann.

Ein sehr grundlegender Begriff der Funktionenkorpertheorie sind die Diviso-
ren. Hierbei handelt es sich um formale (endliche) Summen der Stellen eines
Funktionenkorpers.

Definition 1.6. Die freie abelsche Gruppe, die von den Stellen von F|K
erzeugt wird, heifst Divisorengruppe und wird mit Dy bezeichnet. Die Gruppe
wird additiv geschrieben, ein Divisor ® € Dy ist also eine formale Summe

D= Z dy-p mit d, € Z und fast allen d, = 0.
pPESF

Die Menge
supp(D) := {p € Sr | d, # 0}

ist daher stets endlich, sie heifst Trdger von ®. Eine Stelle p € Sp wird oft
auch Primdivisor genannt. Die Gradfunktion wird auf der Divisorengruppe
linear fortgesetzt und liefert einen Homomorphismus Dp — 7Z,

deg(®) = Z dy - deg(p).

pPESFE

Oft bezeichnet man d, auch mit v,(®). Fiir zwei Divisoren schreibt man
D > ¢, wenn vy(D) > v,(C) fiir alle Koeflizienten gilt. Ein Divisor ® > 0
heifst effektiv.

Da jedes Element f € F* nur endlich viele Nullstellen und Pole in Sp hat,
ist die folgende Definition sinnvoll.

Definition 1.7. Fiir f € F'* heift der Divisor

(f) =D vp(f)-p

pPESF

Hauptdivisor von f, die Gruppe der Hauptdivisoren bezeichnen wir mit Pp.
Die Faktorgruppe (¢r := Dp/Pr heilt Divisorenklassengruppe von F und
ihre Elemente, die Divisorenklassen, bezeichnen wir mit [D].

Es gilt (f) = 0 & f € K*, die Abbildung (-) : F* — Dp ist also ein
Homomorphismus mit Kern K* und Bild Pr und man erhélt die exakte

Sequenz
l1—-K*—F*—Dp—CUp—0.

Hauptdivisoren haben den Grad 0, fiir zwei Divisoren € und D mit [€] = [D]
ist also deg(€) = deg(®) und die Gradfunktion deg : (/r — Z ist auch auf
Divisorenklassen wohldefiniert. Mit C/% bezeichnen wir die Nullklassengruppe,
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die genau die Divisorenklassen vom Grad 0 umfasst. Die Nullklassengruppe
eines globalen Funktionenkorpers ist immer endlich (siehe [Sti93, Prop. V.1.3,
S. 159]), wéhrend die Klassengruppe unendlich ist.

Der Satz von Schmidt (siehe [Sti93, Kor. V.1.11, S. 164|) sagt aus, dass ein
globaler Funktionenkorper immer Divisoren vom Grad 1 besitzt. Damit erhélt
man eine exakte Sequenz

0—-C% —Cp—7Z—0

(siche [Ros02, S. 50]), wobei (/r — Z die Gradfunktion ist. Es gilt die Isomor-
phie Clp = C% x Z, sie ist gegeben durch [D] — ([D — 2 - deg(D)], deg(D)),
wenn 2 ein fest gewahlter Divisor vom Grad 1 ist.

Der folgende Satz wird auch starker Approximationssatz genannt, er ist eine
Verschérfung des schwachen Approximationssatzes und ein wichtiges Hilfs-
mittel in der Divisorentheorie.

Satz 1.8 (Approximationssatz). Sei F|K ein Funktionenkorper und T eine
echte Teilmenge von Sgp mit py,...,p, € T. Es seien f1,...,f. € F und
at,...,q. € Z gegeben. Dann gibt es ein f € F so dass

v, (f—fi)=a; Vi=1,...,r und
vp(f) =0 YpeT\{pi,...,p.}.

Beweis. [Sti93, Thm. 1.6.4, S. 31|, das Resultat ist eine Folgerung aus dem
Satz von Riemann-Roch. n

Bei uns kommt dieser Satz héufig in der folgenden Form zur Anwendung:
Der Reprasentant ® = Zpe sp dp - p einer Divisorenklasse [D] € (/r kann an
endlich vielen Stellen p; so abgedndert werden, dass die Koeffizienten beliebig
vorgegebene Werte in annehmen. Wahlt man namlich f; = 0 und o; = d~pi -
d,,, 0 gibt es nach dem Approximationssatz ein f € F* mit vy, (f) = dy, —d,,,
und der Reprisentant D + (f) von [D] hat bei p; den Koeffizienten d,.

Zuletzt wenden wir uns noch den Erweiterungen von Funktio-
nenkorpern zu. Darunter verstehen wir immer eine algebraische g
Erweiterung E von F' mit (exaktem) Konstantenkoérper L O K.
Dabei soll F selbstverstédndlich wieder ein algebraischer Funk-
tionenkdrper sein.

Sei also E|L eine Erweiterung von F|K. Dann ist auch L|K I
eine algebraische Korpererweiterung und es gilt FF N L = K. \

Die Erweiterung E|F hat genau dann endlichen Grad, wenn K
L|K endlich ist.

Im Zusammenhang mit Funktionenkorpererweiterungen stu-
diert man unter anderem die Beziehungen zwischen Stellen und Divisoren
im ,oberen” und ,unteren” Korper.

N

L
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Definition 1.9. Eine Stelle 3 von E liegt diber p € Sp, wenn p C P gilt.
Man sagt auch p liegt unter 3 und schreibt B|p.

Fiir Stellen Blp gilt p = PN F und O, = Op N F, unter jeder Stelle von E
liegt also eindeutig eine Stelle p von F. Umgekehrt liegen iiber einer Stelle
von F' mindestens eine und stets nur endlich viele Stellen von E.

Definition 1.10. Fiir ein p € Sy iiber p € Sp gibt es ein e € Z>° mit
vp(f) = e-vy(f) fur alle f € F. Die Zahl e(P|p) := e heilt Verzweigungsin-
dex von P tiber p. Wenn e(P|p) = 1 gilt, ist Plp unverzweigt, sonst verzweigt,
und eine verzweigte Stelle heifit zahm verzweigt, wenn char(F) 1 e(B|p), sonst
wild verzweigt. Die Stelle p heifst unverzweigt in E|F, wenn B|p fiir alle Stel-
len B iiber p unverzweigt ist, sonst verzweigt. Die Erweiterung F|F heifst
unverzweigt, wenn alle Stellen p von F' unverzweigt in E|F sind, sonst ver-
zweigt, und Entsprechendes gilt fiir zahme und wilde Verzweigung. Die Stelle
p heifit total verzweigt in E|F, wenn nur genau eine Stelle 8 dariiber liegt
mit e(Plp) = [£ : F], und sie heilt voll zerlegt, wenn genau [E : F] Stellen
dariiber liegen.

Jede endliche separable Erweiterung von Funktionenkorpern besitzt nur end-
lich viele verzweigte Stellen (siehe [Sti93, Kor. II1.5.5., S. 95]). Dies ist ein
sehr niitzliches Resultat, da verzweigte Stellen oft eine besondere Behandlung
erfordern. Um die Verzweigung von Stellen genauer studieren zu konnen, defi-
niert man eine weitere damit zusammenhéngende Grofe, den Tragheitsgrad.

Fiir Blp kann der Restklassenkorper F), kanonisch in den Restklassenkorper
Ey eingebettet werden durch f(p) — f(P) fir f € O,. So betrachten wir F,,
als Teilkorper von Eg.

Definition 1.11. Der Kérpergrad f(Blp) := [Eyp : F}| heifst Trigheitsgrad
von ‘Blp.

Wiéhrend der Verzweigungsindex immer eine natiirliche Zahl ist, kann der
Tragheitsgrad auch unendlich sein. Er ist genau dann endlich, wenn E|F
endlichen Erweiterungsgrad hat. In diesem Fall gilt ein weiteres sehr niitzli-
ches Resultat iiber den Zusammenhang der beiden Grofien.

Satz 1.12. Es sei E|L eine endliche Erweiterung von F|K, p eine Stelle von
F und P, ..., P alle diber p liegenden Stellen von E. Dann gilt

k

[E:F] =" e(Pilp) - £(Pilp).

i=1

Beweis. [Sti93, Thm. II1.1.11, S. 64] ]
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Ist eine Stelle p voll zerlegt, so gilt also e(Pp) = f(Pp) = 1 fiir alle P tber
p. Eine recht konkrete Aussage iiber die Art der Verzweigung in bestimmten
Situationen macht der Satz von Kummer (siche [Sti93, Thm. I11.3.7, S. 76]).
Auch sehr hilfreich ist der folgende Satz.

Satz 1.13. Seien Ey und Ey Galoiserweiterungen von F'. Eine Stelle von F
ist genau dann im Kompositum Ey Ey unverzweigt (total zerlegt), wenn sie in
Ey und Ey unverzweigt (total zerlegt) ist.

Beweis. [Ros02, Prop. 9.8, S. 120] ]

Definition 1.14. E|L ist eine Konstantenkorpererweiterung von F|K, wenn
E = FL gilt.

Konstantenkorpererweiterungen haben viele besondere Eigenschaften, fiir ei-
ne Zusammenfassung hiervon siehe zum Beispiel [Sti93, Kap. II1.6].

1.2 Paarungen

Paarungen spielen eine wichtige Rolle in der modernen Funktionenkorper-
theorie allgemein und in dieser Arbeit speziell. Insbesondere verwenden wir
eine aus der Tatepaarung und der Kummerpaarung zusammengesetzte Paa-
rung, um den Existenzsatz zu beweisen. Bevor diese beiden speziellen Paa-
rungen eingefithrt werden, stellt dieser Abschnitt einige wichtige allgemeine
Aspekte dar. Der Aufbau orientiert sich an [Hes08, Kap. 6.8] und [Lan93,
Kap. T §9].

Voraussetzungen und Notation 1.15. In diesem Abschnitt seien A und
B stets endliche abelsche Gruppen, n eine natirliche Zahl und p,, die Gruppe
der n-ten Einheitswurzeln.

Definition 1.16. Eine Paarung von A und B in die multiplikative Gruppe
Iin ist eine bilineare Abbildung 7 : A X B — p,,.

Eine Paarung definiert und wird definiert durch die zwei Homomorphismen
Y+ A — Hom(B, pi,,) und vy : B — Hom(A, ).

Definition 1.17. Die Paarung 7 heifst nicht ausgeartet, falls ¢, und s in-
jektiv sind.

Bemerkung 1.18. Oft werden Paarungen auch mit Bildbereich Z/nZ defi-
niert. Dies ist fiir alles Weitere unerheblich, wichtig ist nur, dass es sich hier
um eine zyklische Gruppe der Ordnung n handelt.
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Wir geben nun ein paar elementare Resultate iiber Paarungen an. Dabei
sagen wir, dass eine Gruppe A den FEzxponenten n hat, falls " = 1 fiir alle
a€ A

Lemma 1.19. Sei A eine endliche abelsche Gruppe vom Exponenten n. Dann
existiert ein (nicht kanonischer) Isomorphismus A = Hom(A, u,).

Beweis. |Bos06, Kap. 4.9 Lemma 2, S. 208| O

Lemma 1.20. Seien A und B endliche abelsche Gruppen und m: AxX B — p,
ewne nicht ausgeartete Paarung. Dann gilt:

(i) A und B besitzen den Ezponenten n.
(ii) #A = #B
(ii) Die Monomorphismen ) und 1y sind Isomorphismen, demnach gilt

also A = Hom(B, p,,) und B = Hom(A, u,). Daraus ergibt sich eine
(nicht kanonische) Isomorphie A = B.

Beweis. Klar, fiir die letzte Aussage verwende Lemma 1.19. ]

Mit diesen beiden Lemmata zeigt sich ganz leicht:

Lemma 1.21. Es seien A und B endliche abelsche Gruppen vom Ezponenten
n. Fine Paarung w: A X B — p, ist genau dann nicht ausgeartet, wenn der
zugehdrige Homomorphismus ¢, © A — Hom(B, u,) injektiv ist und A und
B dieselbe Kardinalitit haben.

Beweis. [Hes04, Bem. 5| O

Mit Hilfe einer nicht ausgearteten Paarung m : A x B — pu, konnen wir
nun eine Bijektion zwischen der Menge U4 der Untergruppen von A und der
Menge Ug der Untergruppen von B definieren. Eine solche Bijektion spielt im
Kapitel 4 beim Beweis des Existenzsatzes eine wichtige Rolle. Wir definieren
die Abbildungen

nI:L{A — UB
U — {beB|n(u,b)=1 VYueU}

und

T]QZZ/IB — ZJ{A
V {a€eAln(a,v)=1 YoveV}

1

Wir bilden also eine Untergruppe U von A auf den Kern der Abbildung
1y : B — Hom(U, p,,), den sogenannten ,rechten Kern“ von 7, ab, der ja eine
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Untergruppe von B ist. Dabei entsteht Hom(U, p,,) aus Hom(A, p,,) durch
Einschrankung. Ganz analog bilden wir eine Untergruppe V von B auf den
Hinken Kern“ von 7 ab. Hiermit gilt nun der folgende Satz.

Satz 1.22. Es seien A und B endliche abelsche Gruppen und m: AxX B — u,
eine nicht ausgeartete Paarung.

(i) Es gilt #U = #B/m(U) fiir alle U € Uy und #V = #A/ne(V) fiir alle
Vely.

(i) Die beiden induzierten Paarungen U x B/ni(U) — p, fir U € Ua und
A/ne(V) x V — p, fiir B € Ug sind nicht ausgeartet.

(77) Es ist g omn =idy, und n ony = idy,, .
Beweis. [Hes08, Lemma 6.43, S. 209] O

Die Abbildungen n; und 7, sind also zueinander inverse Bijektionen zwischen
den Mengen U, und Ug. Man {iberpriift auch leicht, dass sie inklusionsum-
kehrend sind.

1.3 Multiplikative Kummertheorie

Dieser Abschnitt ist einer kurzen Einfithrung in die Kummertheorie gewid-
met. Eine ausfiihrliche Darstellung des Stoffes findet man in [Hes08, Kap.
6.8], [Bos06, Kap. 4.9] und vielen anderen Algebra-Lehrbiichern (man beach-
te die leicht unterschiedlichen Definitionen des Exponenten einer Gruppe A
als ein beliebiges bzw. das kleinste n so dass a” = 1 fiir alle a € A in der
Literatur — wir verstehen darunter ein beliebiges solches n).

Eine Galoiserweiterung E|F heifst abelsch, zyklisch, vom Exponenten n, etc.,
wenn ihre Galoisgruppe diese Eigenschaft hat. Wenn wir von ,abelschen®,
etc. Erweiterungen sprechen, meinen wir damit also ab sofort immer implizit
(endliche) Galoiserweiterungen, da solche Begriffe sonst keinen Sinn ergeben.
Die Kummertheorie beschéftigt sich mit abelschen Erweiterungen vom Ex-
ponenten n (fiir festes n € Z~°), den sogenannten Kummererweiterungen.

Voraussetzungen und Notation 1.23. Wir geben uns also eine natiirliche
Zahl n und einen Grundkérper F wvor. Dabei setzen wir char(F') t n und
tn € F voraus.

Die letzte Forderung ist dquivalent dazu, dass F' eine primitive n-te Einheits-
wurzel enthélt. Fiir ein Element f € F definieren wir F({/f) als Zerfallungs-
korper des Polynoms t" — f € F[t], mit {/f bezeichnen wir also eine beliebige
aber fest gewéhlte Nullstelle des Polynoms. Wegen der Forderung u,, C F
sind mit einer Wurzel dann schon alle in der Erweiterung enthalten, F(/f)



1.3. Multiplikative Kummertheorie 21

ist durch Adjunktion einer einzigen Wurzel an F' wohldefiniert und F(/f)|F
ist normal. Fiir solche Erweiterungen gilt der folgende bekannte Satz aus der
Kummertheorie.

Satz 1.24. Sein € Z7° und F ein Kérper mit char(F) t n und p, C F.
Dann gilt:

(1) Die Erweiterung F(/f)|F ist galoissch, zyklisch und hat den Ezponen-
ten n. Gilt weiter f # g* fiir alle g € F und alle d | n mit d > 1, so hat
die Erweiterung den Grad n.

(i) Ist umgekehrt E|F eine zyklische Galoiserweiterung vom Grad n, so ist
E = F(/f) fir ein f € F mit f # g2 fiir alle g € F und alle d | n mit
d>1.

(iii) Ist [F(3/f) : F] = n, so gilt Gal(F(/f)|F) ={o: J/f = - /Fl0<
i <n—1} 2 p, ZZ/nZ fir eine primitive n-te Einheitswurzel (.

(i) Ist F ein globaler Funktionenkérper, so ist F(/f)|F genau in den Stel-
len p unverzweigt, fir die n | vy(f) gilt.

Beweis. [Bos06, Kap. 4.8 Satz 3, S. 201] und [Sti93, Prop. II1.7.3, S. 111],
wobei man sich leicht iiberlegen kann, dass (iv) auch fiir [F({/f) : F] < n
gilt. ]

Nun verallgemeinern wir die obige Situation, indem wir nicht eine einzel-
ne Wurzel, sondern eine ganze Menge von Wurzeln an den Grundkorper F
adjungieren. Fiir eine Teilmenge A von F bezeichnen wir mit F({/A) den
Korper, der durch Adjunktion aller n-ten Wurzeln {/f von Elementen f aus A
entsteht. Alternativ kann man F(3/A) auch als Kompositum ]| rea F(VF)

auffassen. Im Folgenden betrachten wir Erweiterungen F(/A)|F, die aus
Untergruppen A von F* entstehen. Weiter nehmen wir immer an, dass
(F*)"={f"| f € F*} C A. Dies ist keine Einschrankung, da

F(V/A) = F(I/A - (FX¥)).
Auferdem beachte man, dass

F(/f) = FRAS10<i<n—1})
F(/(f)
= P/ (F)).
Die Untersuchung von Erweiterungen F(/A)|F schlieft also den anfangs
betrachteten Fall F({/f)|F mit ein. Der folgende Satz gibt die Eigenschaften

solcher allgemeinerer Kummererweiterungen an. Seine Aussagen sind analog
zum vorherigen Satz.
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Satz 1.25. Sein € Z7° F ein Kérper mit char(F) tn und p, C F und A
eine Untergruppe von F* | die (F*)™ enthdlt. Dann gilt:

(i) Die Erweiterung F(/A)|F ist abelsch und hat den Exponenten n.
(1) [F(VA): F] = (A: (F*)") und AJ(F*)" besitzt den Exponenten n.

(ii) Ist F ein globaler Funktionenkérper, so ist F(/A)|F genau dann in
einer Stelle p unverzweigt, wenn n | vy(f) fir alle f € A.

Beweis. Satz 1.24, 1.13 und [Hes08, Satz 6.40, S. 205] ]

Es folgt der zentrale Satz der Kummertheorie. Er stellt eine bijektive Bezie-
hung zwischen den Gruppen A mit (F*)" C A C F* und den abelschen
Erweiterungen von F' vom Exponenten n her. Dabei ist A der Erweiterung
F(/A)|F zugeordnet. Eine dhnliche Situation hat man in der Klassenkor-
pertheorie, wo man Untergruppen einer Strahlklassengruppe eines Korpers zu
abelschen Erweiterungen desselben Korpers in Beziehung setzt. Und tatsach-
lich ist der hier angegebene Satz aus der Kummertheorie fiir uns ein wichtiges
Hilfsmittel beim Beweis des Existenzsatzes.

Bemerkung 1.26. Um von der Menge aller Erweiterungen von F' sprechen
zu konnen, wéhlen wir einen festen algebraischen Abschluss von F' und fassen
alle Erweiterungen als Teilkérper hiervon auf.

Satz 1.27. Sein € Z7° und F ein Korper mit char(F) { n und p, C F.
Dann sind die Abbildungen

Untergruppen A C F'* - abelsche Erweiterungen
mit (F*)" C A E|F vom Ezxponenten n
A — F(VA)
E'NF* «—— FE

zueinander inverse inklusionserhaltende Bijektionen.

Beweis. [Bos06, Kap. 4.9 Thm. 3, S. 209|; zentraler Bestandteil dieses Be-
weises ist der Satz Hilbert 90 (siehe [Bos06, Kap. 4.8 Thm. 1, S. 200]). O

Es seien A und Fa unter der obigen Bijektion einander zugeordnet, und Ga
bezeichne die Galoisgruppe der Erweiterung Fa|F. Fir 0 € Ga und f € F

1st
o(}/f) =¥/ f
fir ein ¢ € {0,...,n—1}. Da i unabhéngig von der speziellen Wahl der n-ten

Wurzel von f ist und der Galoisautomorphismus ¢ alle Elemente aus F' fix
ldsst, ist die folgende Abbildung wohldefiniert.
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Definition 1.28. Die Abbildung

Fn t AJ(FX)" X Ga = g

heifst Kummerpaarung.

Satz 1.29. Die Kummerpaarung ist bilinear und nicht ausgeartet.
Beweis. [Bos06, Kap. 4.9 Satz 1, S. 206] ]

Falls (A : (F*)") < o0, so liefert die Kummerpaarung nach Lemma 1.20 die
Isomorphien A/(F*)" =2 Hom(Ga, i) und Ga = Hom(A/(F*)", i), und
mit Lemma 1.19 auch G = A/(F*)™.

1.4 Die Tatepaarung

Die Tatepaarung ist unter anderem aus der Kryptographie mit elliptischen
Kurven bekannt. Thre erste Anwendung dort war destruktiver Art, sie ermog-
licht némlich einen Angriff auf das diskrete Logarithmus Problem in ellip-
tischen Kurven (siehe [FR94|). Seit ca. zehn Jahren wird die Tatepaarung
jedoch hauptséchlich auf konstruktive Weise in einer als ,paarungsbasierte
Kryptographie“ bekannt gewordenen Disziplin (siehe [BSS05, Part 4]) ein-
gesetzt, die vielfaltige Anwendungen (beispielsweise die identitétsbasierten
Kryptosysteme) erlaubt. Dies ist moglich, da Millers Algorithmus eine effizi-
ente Berechnung von Paarungswerten bietet. Wir geben hier eine von ellipti-
schen Kurven unabhéngige Definition fiir allgemeine globale Funktionenkor-
per nach [Hes04].

Ein Teil der Relevanz dieser Arbeit besteht sicherlich darin, diese eher aus
der Anwendung bekannte Paarung auch im Rahmen der algebraischen Zah-
lentheorie, insbesondere der Klassenkorpertheorie, besser zu verstehen.

Voraussetzungen und Notation 1.30. Sei F' ein globaler Funktionenkor-
per mit exaktem Konstantenkérper F,. Sein € Z7° so, dass

e char(F){n und
® u, CF,.

Es bezeichne N, p, die Kérpernorm der Erweiterung F}|F,. Fiir ein f € F
und einen Divisor ® € Dy definieren wir

F®@) =[] N, (f(p)»® € F,.

pPESFE
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Dabei darf f fiir v,(®) > 0 keinen Pol und fiir v,(®) < 0 keine Nullstelle in p
haben. Offensichtlich erfiillt diese Abbildung die Homomorphieeigenschaft in
f und ®. Zur Notation sei bemerkt, dass der Wert von f(p) davon abhéngt,
ob wir p als Stelle oder als Divisor betrachten. Wir werden in kritischen
Situationen darauf hinweisen.

Es bezeichne Cf%[n] := {[D] € &Y% | n[D] = [0]} die n-Torsion. Fiir [D] €
Cl%[n] gilt also stets [n®] = n[D] = [0] = 0+ Pr, deshalb gibt es ein f € F*
mit n® = (f). Schlieflich kann man fiir ein gegebenes Paar ([€],[D]) €

C0%[n] x 0% wegen des Approximationssatzes 1.8 stets Reprisentanten € und
® mit disjunktem Trager wahlen.

Definition 1.31. Die Abbildung

To : Cl%[n] X CO% /Y — F* /(B )"
([€),[D]) — f(D)

heifst Tatepaarung. Dabei seien ohne Beschréinkung der Allgemeinheit € und
D teilerfremd, und f sei so gewdhlt, dass n€ = (f).

Wegen der Teilerfremdheit von € und ® ist f(®) wohldefiniert (Pole bzw.
Nullstellen von f machen keine Probleme), und aus der Bilinearitdt von
(f, @) — f(D) folgt die Bilinearitit der Paarung.

Um die Wohldefiniertheit der Paarung im rechten Argument (insbesondere
die Trivialitat auf Hauptdivisoren) zu tiberpriifen, benotigt man ein wichtiges
Resultat iiber Funktionenkorper, die Weil-Reziprozitit. Sie wird auch spéter
in dieser Arbeit noch niitzlich sein.

Satz 1.32 (Weil-Reziprozitét). Es seien f und g aus F* so gewdhlt, dass
die Hauptdivisoren (f) und (g) disjunkte Trager haben. Dann gilt

Beweis. |[BSS05, Thm. IX.3, S. 185] O

Mit Hilfe der Weil-Reziprozitit gilt nun f((g)) = g((f)) = g(n€) = g(€)" €
(F, )™ fiir ¢ € F* (wobei wieder ohne Einschrankung der Représentant €
so gewihlt sei, dass (f) und (g) teilerfremd sind). Also ist f(D) = 1 €
F,/(F, )" fiir alle ® € Pp. Fir [D] € nllY gibt es ein [B] € /% mit
[®] = n[B] und folglich f(D) = f(nB) = f(B)" =1 € F,/(F, )" Dies
liefert die Wohldefiniertheit im rechten Argument.

Zuletzt iiberpriifen wir noch die Wohldefiniertheit im linken Argument. Durch
¢ ist f nur bis auf eine Konstante bestimmt, da (f) = (c¢f) fir ¢ € F,~.
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Allerdings gilt hierfiir

c(®) = H NFpmq(C(p))“"(@) - H (C[szmq})vp(ﬁ)

pESF ]JESF
— H cvp(D)-degp _ deg(D) _ 1
pPESF

da ® den Grad 0 hat. Also ist die Tatepaarung insgesamt wohldefiniert.

Satz 1.33. Unter den in diesem Abschnitt angenommenen Voraussetzungen
(insbesondere ¢ = 1 mod n) ist die Tatepaarung nicht ausgeartet.

Beweis. [Hes04, Thm. 4] O

Bemerkung 1.34. Falls n die Ordnung der Gruppe /% nicht teilt, sind
die beiden Gruppen C/%[n] und C/%/nCf%. trivial. In diesem Fall ist auch die
Paarung trivial und die Nichtausartung folgt sofort.

Unter der Abbildung # — "+ ist F,”/(F, )™ = w,. Hiermit wird eine leichte
Modifikation der Tatepaarung definiert.

Definition 1.35. Die Abbildung

Tffd O [n) x O /nClS% —

q—1

(€. @) — (r(lel®D) "

heifst reduzierte Tatepaarung.

Offensichtlich ist die reduzierte Tatepaarung wieder bilinear und nicht aus-
geartet.

1.5 Strahlklassengruppen

Bei der Behandlung verzweigter Erweiterungen sind die Strahlklassengruppen
als Verallgemeinerungen der Klassengruppe von Interesse. Die hier gegebenen
Definitionen sind entnommen aus [HPP03| und [Ros02|, fiir Zahlkérper sind
sie in der Standardliteratur wie [Jan73| und [Nar90] zu finden. Funktionen-
korper sind jedoch etwas einfacher zu handhaben, da es hier keine archimedi-
schen Bewertungen gibt und die unendlichen Stellen bei Zahlkérpern oft eine
gesonderte Behandlung erfordern. Andererseits gibt es im Funktionenkorper
keine kanonische Maximalordnung, weshalb es praktisch ist, mit Divisoren
anstatt Idealen zu arbeiten.
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Voraussetzungen und Notation 1.36. Wie immer sei F' ein globaler
Funktionenkorper iber dem exakten Konstantenkorper F,. Weiter sei M ei-
ne endliche Menge von Stellen in F. Betrachtet man eine Korpererweiterung
E|F, so wird M oft als die Menge aller verzweigten Stellen von F in E

definiert. Es sei
m= my-p
peM

ein effektiver Divisor mit Triger M, d.h. alle my, seien echt positiv.

Ein solches m wird in diesem Zusammenhang iiblicherweise Erkldrungsmodul
oder auch nur Modul genannt.

Fir f € F schreibt man
f=1mod" m,

falls f =1 mod p™, d.h. also v,(f —1) > my, fiir alle p € M. Wir bemerken,
dass aus vy(f — 1) > m, > 0 schon v,(f) = 0 folgt.

Nun bezeichnen wir mit
D™ :={D € Dp | supp® Nsuppm = P}

alle Divisoren von F|, deren Trager aufserhalb von M liegt und entsprechend
mit

P":=D"NPp
die Gruppe aller solcher Hauptdivisoren. Fiir (f) € P™ gilt also v,(f) = 0 fiir
alle p € M. Da diese Definitionen nur vom Tréger von m abhéngen, schrei-

ben wir auch manchmal DM bzw. PM. Die Erzeuger solcher Hauptdivisoren
bezeichnen wir mit

F e {f € F* | (f) € P").
Die Untergruppe
Fo:={f€F™| f=1mod* m}

erzeugt die Gruppe
Pw={(f) € P"| [ € Fu},

den sogenannten Strahl modulo m. Die Strahlklassengruppe modulo m ist nun
definiert als

Clw = D™/ P

Fiir M = () ist m trivial und man erhilt D™ = Dp und P™ = P, = Pp.
Dann ist C/,, = (lr die bekannte Divisorenklassengruppe. Ist m’ < m, so gibt
es einen kanonischen Epimorphismus

Uy 0 Ol — Cloy,
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insbesondere ist also ({r das epimorphe Bild jeder Strahlklassengruppe. Die
Surjektivitit folgt aus dem Approximationssatz 1.8, nach dem man den Re-
prasentanten einer Strahlklasse aus (f,y so abédndern kann, dass er schon in
D™ liegt. Mehr tiber die Beziehungen zwischen Strahlklassengruppen (und
den beteiligten Gruppen) zu verschiedenen Moduln findet sich in [JanT73,
Kap. V.6].

Fiir eine gegebene Untergruppe H von (/, heiflt das eindeutig bestimmte
kleinste Modul § mit
Cls/Vi(H) = Clw/H

der Fiihrer von H. Der Fiihrer von /., wird definiert als der Fiihrer der
Untergruppe H = {0}.

Man erhélt die exakten Sequenzen
1—-K*—F“/Fy,— Cy— D"/P™—0

und

0 — P™/Pm— OO — C% — 0,

wobei C/9 wie iiblich alle Klassen vom Grad 0 bezeichnet. Wie auch die
Klassengruppe ist (/;, im Allgemeinen unendlich, aber C/2, fiir globale Funk-
tionenkorper immer endlich. Wichtig ist auch noch die Isomorphie

F™Fp 2 T (Op/p™)".

peEM

1.6 Frobeniusautomorphismen und die
Artinabbildung

Der Frobeniusautomorphismus ist ein wichtiger Begriff in der Zahlentheo-
rie lokaler und globaler Korper, und die daraus entstehende Artinabbildung
spielt eine zentrale Rolle in der Klassenkorpertheorie. Durch sie ist der cha-
rakteristische Isomorphismus (/y,/ H = Gal(Fy |F') fiir den Klassenkorper Fiy
zu H C (y, gegeben. In dieser Arbeit liefert die Artinabbildung die entschei-
dende Verbindung zwischen Kummer- und Tatepaarung, worauf unser Beweis
des Existenzsatzes beruht. Alle Beweise der in diesem Abschnitt erwiahnten
Aussagen sind nachzulesen in [Ros02, Kap. 9].

Voraussetzungen und Notation 1.37. In diesem Abschnitt sei E|F eine
endliche abelsche Galoiserweiterung globaler Funktionenkérper. (Die ersten
Aussagen dieses Abschnittes gelten auch ohne die Voraussetzungen ,abelsch®
und ,global“ (siehe hierzu [Ros02, Kap. 9]), aber uns interessiert nur der
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betrachtete Spezialfall.) Es bezeichne G = Gal(E|F) die Galoisgruppe, P
eine Stelle von E, p die darunter liegende Stelle von F und M die Menge
der in E verzweigten Stellen von F.

Fiir o € G ist offensichtlich auch o3 eine Stelle von E {iber p, mehr noch, G
operiert sogar transitiv auf der Menge der Stellen von £ iiber p. In diesem
Setting gilt weiter, dass e(P1|p) = e(Pa|p) und f(Pi|p) = f(Pa|p) fiir zwei
Stellen 1 und P, iiber p. Bezeichnet e(p) bzw. f(p) den gemeinsamen Ver-
zweigungsindex bzw. Trégheitsgrad der Stellen iiber p und g(p) die Anzahl
der Stellen von E iiber p (sie ist endlich nach [Sti93, Prop. II1.1.7, S. 62]), so
gilt nach Satz 1.12: [E: F] = e(p)f(p)g(p).

Definition 1.38. Z(Plp) := {0 € G | 0B = P} heilt Zerlegungsgruppe von
P iiber p.

Z(B|p) hat die Ordnung e(Plp)f(Plp). Fir ein ¢ € G ist Z(aPlp) =
o Z(PB|p)o~!, insbesondere sind die Zerlegungsgruppen der Stellen von E iiber
p also alle Konjugierte. Die Erweiterung Eg|F,, der Restklassenkorper ist ga-
loissch und fiir unverzweigtes Plp ist Z(P|p) = Gal(ELyp|F,). Da Ey und
F, endlich sind wird die Galoisgruppe Gal(Eg|F,) vom Frobeniusautomor-
phismus ¢, : z — M) fiir alle z € Eg erzeugt. Dabei bezeichnet 0 die
Idealnorm, d.h. es gilt

N(p) = (O, : p) = #F, = =),

Wenn PB|p unverzweigt ist, haben wir (p,) = Gal(Egp|Fy,) = Z(Plp) und des-
halb gibt es ein eindeutiges Element aus Z(|p), das unter dieser Isomorphie
zum Frobeniusautomorphismus ¢, korrespondiert.

Definition 1.39. Fiir unverzweigtes B|p heikt das Element aus Z(P|p), das
unter der Isomorphie Gal(Eyg|F,) = Z(*Blp) zum Frobeniusautomorphismus

¢y korrespondiert, der Frobeniusautomorphismus von B fir die Erweiterung
E|F und wird mit (B, E|F') bezeichnet.

Durch Inspektion der Isomorphie Gal(Egp|F,) = Z(B|p) sieht man leicht,
dass der Frobeniusautomorphismus von ‘3 auch durch die Bedingung

(B, E|F)z = 2" mod PV 2 € Oy

beschrieben werden kann. Da (3, E|F') die Zerlegungsgruppe erzeugt, hat
(B, E|F) die Ordnung f(B|p) (wegen Plp unverzweigt war ja e(Plp) = 1).
Fiir 0 € G gilt (0B, E|F) = o(B, E|F)o~!, also fiillt (B, E|F) eine Konju-
gationsklasse in G aus, wenn P8 die Stellen von E tiber p durchlauft.

Definition 1.40. Fiir eine in F unverzweigte Stelle p von F' setzen wir

(b, E|F) == {(B, E[F) | Blp}-
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Dadurch wird die Artinabbildung
Srp\ M — Konjugationsklassen von G
po— (b, EIF)
definiert, wobei Sg \ M die Menge der unverzweigten Stellen von F ist.

Lemma 1.41. Sei E|F eine abelsche Erweiterung globaler Funktionenkdrper
und L ein Zwischenkérper. Sei B eine Stelle von E und q bzw. p die Stellen,
die in L bzw. F darunter liegen. Wenn B|p unverzweigt ist, dann gilt

(B, E|F)|p = (a,LIF) und (B, E[F)®) = (P, E|L).
Beweis. |[Ros02, Prop. 9.11, S. 122] ]

Fiir zwei Stellen ; und P tiber p sind (P, E|F) und (Ps, E|F) konjugiert
in G, d.h. es gibt ein 0 € G mit (P4, E|F) = o(Ps, E[F)o~". Unter der An-
nahme, dass G abelsch ist, gilt also (B, E|F) = (Pa, E|F). Folglich besteht
die Konjugationsklasse (p, E|F) im abelschen Fall nur aus einem einzigen
Element, das wir wieder mit (p, E|F’) bezeichnen und Artinautomorphismus
von P nennen.

Definition 1.42. Bezeichnet DM C Dy die Menge der Divisoren ® von F
mit Triger auRerhalb von M, so lisst sich die Artinabbildung auf DM linear
fortsetzen zu

M - @
D = (DE|F):= [] (b EIF)*®.
pPESF
Diese Abbildung wird auch Artinsymbol genannt und ist ein Gruppenhomo-

morphismus. Wenn klar ist in welcher Korpererweiterung wir arbeiten be-
zeichnen wir (D, E|F') auch mit 0.

Es seiAM die Menge der Stellen von E, die iiber F' unverzweigt sind. Dann
ist DM die von den Stellen in M erzeugte Untergruppe von Dg. Auferdem
benotigen wir an dieser Stelle die Divisornorm N glr : Dg — Dp, die fiir

eine Stelle P|p durch Ngr(PB) = f(Plp) - p definiert ist und auf Dg linear
fortgesetzt wird.

Satz 1.43. Die Artinabbildung (-, E|F) : DM — G ist surjektiv und ihr Kern
enthilt die Gruppe Ngr(DM).

Beweis. [Ros02, Prop. 9.18, S. 136], beim Beweis der Surjektivitiat geht ent-
scheidend der Tschebotarevsche Dichtigkeitssatz ein, den wir im folgenden
Abschnitt 1.7 behandeln. O

Die genaue Bestimmung des Kerns der Artinabbildung ist eine zentrale Frage
der Klassenkorpertheorie, das Ergebnis fithrt zum Reziprozitatsgesetz. Wir
behandeln dieses Problem in Kapitel 2.
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1.7 Der Dichtigkeitssatz von Tschebotarev

Wir behalten die Notation und Voraussetzungen 1.37 des vorherigen Ab-
schnitts bei. Eine wichtige Frage in der Zahlentheorie lautet, welche Stellen
p von F' durch die Artinabbildung p — (p, E|F) auf eine gegebene Konju-
giertenklasse R von G abgebildet werden. Insbesondere liefert die Antwort
darauf auch eine Aussage iiber die Surjektivitdt der Artinabbildung. Das
zentrale Resultat hierzu ist der Tschebotarevsche Dichtigkeitssatz. Er gilt so-
wohl fiir Zahlkorper als auch fiir Funktionenkorper und ist von entscheidender
Bedeutung in der Klassenkorpertheorie.

Bei dem beriihmten Satz handelt es sich um eine weitreichende Verallge-
meinerung des bekannten Dirichletschen Primzahlsatzes. Er sagt aus, dass
fiir gegebene teilerfremde natiirliche Zahlen a und m in jeder arithmetischen
Progression a,a+m,a42m, ... unendlich viele Primzahlen vorkommen. Eine
quantitative Version besagt, dass sich die Primzahlen gleichverteilt auf die-
se verteilen, d.h. dass die Menge der Primzahlen in jeder solchen Folge die

Dichtigkeit ﬁ in der Menge aller Primzahlen hat.

Der Satz von Tschebotarev verallgemeinert diese Aussage auf die Menge der
Primideale in Zahlkorpern. Hierbei handelt es sich um eine Vermutung von
Frobenius, der jedoch nur ein schwécheres Resultat zeigen konnte. Der voll-
stdndige Beweis wurde von Tschebotarev 1923 zunéchst auf russisch verof-
fentlicht, 1926 dann auf deutsch (siche [Tsc26]).

Wir formulieren hier eine Variante von Tschebotarevs Satz fiir globale Funk-
tionenkorper, die wir im Laufe der Arbeit verwenden. Sie ist ein zentrales
Argument in unserem Beweis des Existenzsatzes der Klassenkorpertheorie.
Dies entspricht der historischen Reihenfolge, denn Tschebotarevs Beweis lie-
ferte Artin die entscheidende Idee zum Beweis seines Reziprozitatsgesetzes
(siehe [SH96, S. 35]), allerdings verwenden wir eine ganz andere Methode als
damals Artin. Heute wird auch manchmal umgekehrt die Klassenkorpertheo-
rie unabhéngig bewiesen und die Tschebotarevsche Dichtigkeitsaussage dann
daraus gefolgert, zum Beispiel in [Lan70a| und [Neu92|.

Unsere Formulierung orientiert sich an [Ros02, Thm. 9.13A, S. 125], der je-
doch keinen vollstéandigen Beweis liefert. Ein Beweis fiir den Funktionenkér-
per-Fall, der ohne Klassenkorpertheorie auskommt, findet sich in [FJ86, Kap.
5.4]. Er beruht nur auf der Riemannschen Vermutung fiir algebraische Zahl-
korper, wie sie zum Beispiel in [Sti93, Thm. V.2.1| elementar bewiesen wird.

Definition 1.44. Es sei 7 C Sy eine beliebige Menge von Stellen von F.
m —S
O(7) := lim 2per TUP) —
s\ ZpeSF m(p) s

heifst Dirichlet-Dichtigkeit von T . Dabei bedeutet der Ausdruck ,,s N\, 1%, dass
s sich in den reellen Zahlen von oben der 1 annéhert.
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Fiir globale Funktionenkorper existiert dieser Limes immer. Offensichtlich gilt
stets 0 < 6(7) < 1. Aukerdem haben endliche Mengen die Dichtigkeit 0 und
Sr hat die Dichtigkeit 1. Fiir weitere Eigenschaften siehe [Ros02, Prop. 9.12,
S. 124] oder [FJ86, S. 58|.

Satz 1.45 (Dichtigkeitssatz von Tschebotarev). Es sei E|F eine galois-
sche Erweiterung globaler Funktionenkdrper, K eine Konjugationsklasse in
Gal(E|F) und M die Menge der in E verzweigten Stellen von F. Dann gilt

3({p € S\ M | (. BIF) = ) = i

Auch eine noch stéarkere asymptotische Formulierung des Satzes wie in [Ros02,
Thm. 9.13B, S. 125] ist iiblich. Fiir uns sind jedoch die Folgerungen aus dem
Tschebotarevschen Dichtigkeitssatz wichtiger, die wir im Folgenden formulie-
ren wollen.

Korollar 1.46. Es sei E|F eine abelsche Erweiterung von globalen Funktio-
nenkorpern und M die Menge der darin verzweigten Stellen von F. Dann
gibt es fiir jedes o € Gal(E|F) unendlich viele p € Sp\ M mit (p, E|F) = o.
Insbesondere ist die Artinabbildung (-, E|F) : DM — Gal(E|F) surjektiv.

Aus der asymptotischen Fassung von Tschebotarevs Satz folgt sogar, dass es
fiir gegebenes o und d grofs genug eine Stelle p vom vorgegebenen Grad d gibt
mit (p, E|F) = o. Hier ist am besten die enge Verwandtschaft zum folgenden
Resultat zu erkennen. Wir nennen es den Primzahlsatz fiir Klassen, da seine
Aussage eine offensichtliche Ahnlichkeit zum Primzahlsatz aufweist.

Satz 1.47 (Primzahlsatz fiir Klassen). Es sei E|F eine abelsche Erweite-
rung globaler Funktionenkérper und m ein Modul, dessen Trager alle in E
verzweigten Stellen von F enthdlt. Dann existiert fiir jede Klasse [D] € Cly,
vom Grad d grof$ genug eine Stelle p € S \ suppm mit [p] = [D].

Setzt man die Klassenkorpertheorie voraus, so kann der Primzahlsatz leicht
aus dem Satz von Tschebotarev gefolgert werden. Beweist man umgekehrt
Tschebotarev und den Primzahlsatz unabhéngig von der Klassenkorpertheo-
rie, so kann man daraus die Aussagen der Klassenkorpertheorie folgern. Wir
wollen letztere Strategie verfolgen und geben daher selbst in [HM10] den
Beweis dieses Satzes fiir Funktionenkorper. Im Zahlkorperfall ist der Satz
beispielsweise in [Nar90, Cor. 7, S. 358 zu finden.






Kapitel 2

Aussagen der
Klassenkorpertheorie

Ziel der Klassenkorpertheorie ist die Beschreibung der endlichen abelschen
Erweiterungen eines gegebenen Grundkorpers. Zum Teil erreicht das schon
die Galoistheorie, indem sie jeder galoisschen (d.h. normalen und separa-
blen) Erweiterung E|F ihre Galoisgruppe Gal(E|F) = Autp(E) zuordnet.
Sie bildet auch die Zwischenkorper von E|F' bijektiv auf die Untergruppen
von Gal(E|F) ab. Allerdings ist es mittels Galoistheorie nicht méglich, ei-
ne Erweiterung mit gegebener Galoisgruppe und gegebenem Grundkorper zu
bestimmen (inverse Galoistheorie).

Dieses Problem kann-fiir abelsche Gruppen-mit Hilfe der Klassenkdrpertheo-
rie gelost werden. Fiir eine vorgegebene Untergruppe H einer Strahlklassen-
gruppe (f, beweist die Klassenkorpertheorie die Existenz einer Erweiterung,
deren Galoisgruppe isomorph zu (f,,/H ist. Dabei ist die Isomorphie durch
die zugehorige Artinabbildung gegeben. Eine solche Erweiterung heifst dann
Klassenkorper zu H. Die Klassenkorpertheorie zeigt noch mehr, es entste-
hen nédmlich alle abelschen Erweiterungen eines gegebenen Grundkoérpers als
Klassenkorper zu den Untergruppen der Strahlklassengruppen. Beschrankt
man sich auf die Betrachtung bestimmter Untergruppen, so kann man sogar
eine Bijektion zwischen Gruppen und Erweiterungen angeben. Dies sind im
Wesentlichen die Aussagen des Existenzsatzes der Klassenkorpertheorie.

Hauptgegenstand dieser Arbeit ist ein neuer Beweis dieses Existenzsatzes
fiir den Fall, dass der Grundkoérper ein globaler Funktionenkorper ist. Da-
bei spielt die Kummertheorie eine wichtige Rolle, die sich in d&hnlicher Wei-
se wie die Klassenkorpertheorie mit der Beschreibung abelscher Erweiterun-
gen beschéftigt und immer gleichzeitig Erweiterungen von fest vorgegebenem
Exponenten betrachtet. Die Aussagen der Klassenkorpertheorie sind jedoch
weitreichender und méchtiger.

In der (multiplikativen) Kummertheorie betrachtet man abelsche Erweite-
rungen eines Grundkorpers F' von fest gewéhltem Exponenten n, der teiler-
fremd zur Charakteristik von F' ist. Auflerdem muss man voraussetzen, dass

33
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die n-ten Einheitswurzeln p, in I’ enthalten sind. Dann existiert zu jeder
vorgegebenen Untergruppe A von F* mit (F*)" C A eine Erweiterung, de-
ren Galoisgruppe isomorph zu A/(F*)" ist, und diese Erweiterung ist durch
F( {VZ) gegeben. Umgekehrt ist jede abelsche Erweiterung vom Exponenten
n von der Form F(/A) fiir ein geeignetes A D (F*)". Hat man eine Erweite-
rung E|F, so erhélt man A als E" N F*. Erweiterungen, deren Exponent eine
Potenz der Charakteristik von F' ist, kann man auf dhnliche Weise behandeln,
hierfiir benétigt man die Artin-Schreier-Theorie und Witt-Vektoren (siche
[Bos06, Kap. 4.10]). Allerdings kann man nie alle abelschen Erweiterungen
auf einmal betrachten, immer nur die eines gegebenen Exponenten, und fiir
diesen Exponenten muss man die genannte Fallunterscheidung machen. Im
Kummer-Fall ist auch noch die Bedingung p,, C F' eine echte Einschrankung.

Im Gegensatz dazu unterliegt die Klassenkorpertheorie keinerlei Einschran-
kungen, und man kann alle abelschen Erweiterungen auf einmal klassifizieren.
Zum Beweis benutzen wir allerdings die Kummertheorie und machen somit
die genannte Fallunterscheidung, wobei wir nur fiir Kummererweiterungen
alle Details ausfithren. Wir konstruieren fiir gegebenes H C (/,,, den Klassen-
korper mit Hilfe der Kummertheorie (und einer neuen Paarung) und zeigen
umgekehrt, wie man zu einer gegebenen abelschen Erweiterung die zugeho-
rige Gruppe erhélt. Wir verallgemeinern die Konstruktion auch auf den (in
der Kummertheorie nicht behandelten) Fall p,, ¢ F. So kann man analog zur
Galoistheorie und zur Kummertheorie nur eben noch allgemeiner zwischen
Gruppen und Erweiterungen hin- und herschalten.

Die Klassenkorpertheorie macht noch weitere Aussagen. Sie folgen alle aus
dem Existenzsatz, die Hauptarbeit steckt also in seinem Beweis. Diesen treten
wir erst in Kapitel 4 an und zeigen in diesem Kapitel zunéchst, wie die ande-
ren Aussagen folgen, wenn man die Existenz von Klassenkérpern annimmt.
Dazu gehoren funktorielle Eigenschaften der Abbildung, die eine Gruppe auf
ihren Klassenkorper abbildet, alternative Beschreibungen des Klassenkorpers
(da die Artin-Isomorphie manchmal doch recht umsténdlich ist), das Artin-
sche Reziprozititsgesetz und eine Aussage iiber die Grofe des Konstanten-
korpers des Klassenkorpers (relativ zum Konstantenkorper des Grunkorpers).
Samtliche Aussagen in diesem Kapitel sind also von der Form ,,Angenommen
der Existenzsatz gilt, dann ...“. Am Schluss des Kapitels formulieren wir als
Zusammenfassung nochmals alle wichtigen Aussagen der Klassenkorpertheo-
rie in einem Hauptsatz. Dieses Vorgehen ist sinnvoll, da wir den Existenzsatz
in mehreren Schritten beweisen und die Aussagen, die daraus folgen, fiir die
bereits behandelten Falle gleichzeitig schon verwenden wollen.

Manche der hier allgemein bewiesenen Aussagen lassen sich auf direktere
Weise einsehen, wenn man die genaue Struktur des Klassenkorpers kennt.
Darauf wird an den geeigneten Stellen hingewiesen.

Die Beweise der Sétze in diesem Kapitel findet man zum grofen Teil auch in
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der Literatur, jedoch muss man sie sich dort zusammensuchen und sich an un-
terschiedliche Notation sowie Formulierungen gewohnen. Aufserdem werden
dort meist nur Zahlkérper behandelt. Deshalb geben wir hier eine Zusam-
menfassung der wichtigsten Resultate inklusive kurzen Beweisen.

Wir legen fiir das vorliegende Kapitel sowie die gesamte Arbeit die folgende
Notation fest.

Voraussetzungen und Notation 2.1. Es sei F' ein globaler Funktionen-
korper mit dem exakten Konstanenkorper IFy, und m sei stets ein Erkldarungs-
modul, also ein effektiver Divisor, von F.

2.1 Der Existenzsatz der Klassenkorpertheorie

Wir geben nun die prézise Definition eines Klassenkorpers und formulieren
den Existenzsatz.

Definition 2.2. Es sei ein Modul m von F und eine Untergruppe H der
Strahlklassengruppe C/,, gegeben. Eine endliche abelsche auferhalb vom Tra-
ger von m unverzweigte Erweiterung FE von F' heiltt Klassenkorper zu H,
falls

H = ker(-, E|F)

gilt. Dabei meinen wir mit (-, E|F') die von der Artinabbildung auf der Strahl-
klassengruppe (/, induzierte Abbildung. Diese Schreibweise beinhaltet also
implizit, dass diese Abbildung iiberhaupt wohldefiniert ist, d.h. dass Py, im
Kern der Artinabbildung enthalten ist.

Da die Artinabbildung nach dem Satz von Tschebotarev surjektiv ist, folgt
fiir Klassenkorper E zu H sofort die Isomorphie

Gal(E|F) 2 Clw/H.

Genau wie die Kummertheorie und die (klassische) Galoistheorie befasst sich
auch die Klassenkorpertheorie nur mit endlichen Erweiterungen. Deshalb
konnen wir auch nur Untergruppen H von endlichem Index in C/,, betrach-
ten. Hat man mit Zahlkorpern zu tun, so sind sdmtliche Strahlklassengruppen
endlich und Untergruppen haben automatisch endlichen Index, bei Funktio-
nenkorpern muss man dies explizit fordern.

Bemerkung 2.3. Bezieht man die unendliche Galoistheorie mit ein, so be-
sitzt F natiirlich auch unendliche abelsche Erweiterungen (z.B. ist die ma-
ximale abelsche Erweiterung F®” von F unendlich). Trotzdem begniigt man
sich damit, die endlichen abelschen Erweiterungen zu betrachten. Jede unend-
liche Galoiserweiterung ist namlich die Vereinigung von endlichen galoisschen



36 Kapitel 2. Aussagen der Klassenkdrpertheorie

Teilerweiterungen (siche [Bou03, S. V.56]). In damit kompatibler Weise setzt
sich die Galoisgruppe einer unendlichen Erweiterung aus den Galoisgruppen
der endlichen (galoisschen) Teilerweiterungen zusammen. Ist ndmlich L|F
eine unendliche Galoiserweiterung, so ist Gal(L|K) = lim Gal(E|F) (der pro-
jektive Limes, siche [Neu92, S. 286]) und L = |J F, wobei E alle endlichen
(galoisschen) Teilerweiterungen von L|F' durchlauft. Salopp ausgedriickt lasst
sich also jede unendliche Galoiserweiterung sowie ihre Galoisgruppe durch
endliche  approximieren”, und Entsprechendes gilt fiir Untergruppen von (/,,
von unendlichem Index. Alle Teilerweiterungen von abelschen Erweiterun-
gen sowie beliebige Vereinigungen von abelschen Erweiterungen sind wie-
der abelsch (siehe [Bou03, S. V.77]). Damit umgeht man die Schwierigkeiten
der unendlichen Galoistheorie wie die Definition einer geeigneten Topolo-
gie (Krull-Topologie) und die Behandlung proendlicher Gruppen. Siehe auch
[Bos06, Kap. 4.2] und [Vil06, Bem. 11.5.7, S. 411].

Nun soll iiberpriift werden, dass ein Klassenkorper durch die gegebenen Ei-
genschaften schon eindeutig definiert ist.

Lemma 2.4. Es seien zwei Untergruppen Hy und Hy von Cly, von endlichem
Index und je ein zugehoriger Klassenkorper Fy bzw. Fy gegeben. Dann ist das
Kompositum F\Fy ein Klassenkorper zu Hi N Ho.

Beweis. Es ist H; N Hy = ker(-, F1 F5|F) zu zeigen. Die Inklusion ,,0“ folgt
sofort aus Lemma 1.41, da fir (D, F1F5|F) = idg g, auch (D, F1|F) = idg,
und (D, F3|F) = idp, gilt, also ® € H; N Hy ist.

Umgekehrt sei ® € Hy; N Hs, also (D, Fi|F) = idp € Gal(F|F) und
(D, F3|F) = idp, € Gal(Fy|F). Dann ist auch (D,F1F|F) = idpp €
Gal(F F»|F), denn laut Galoistheorie (siche [Bos06, Kap. 4.1 Satz 12, S.
145]) ist der Homomorphismus

Gal(F1 Fy|F) — Gal(Fi|F) x Gal(Fy|F),
der durch Einschrankung entsteht, injektiv. O]

Satz 2.5. Emistiert ein Klassenkérper zu H C Cly, so ist er eindeutig be-
stimmd.

Beweis. Angenommen es gidbe ein H C (f;, und zwei endliche abelsche
Erweiterungen F} und F» von F' so dass

H = ker(-, F1|F) = ker (-, F5|F).
Dann folgt mit Lemma 2.4 fiir das Kompositum von F; und F3

H=HnNH = ker(-, F| 3| F),
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also

Folglich ist [Fy : F| = [F1Fy: F|=[Fy: Flund es gilt F} = FiFy = F,. [

Voraussetzungen und Notation 2.6. Den Klassenkorper zu H bezeichnen
wir mit Fy.

Schlieklich formulieren wir den Existenzsatz, dessen Beweis wir in Kapitel 4
antreten.

Satz 2.7 (Existenzsatz). Zu jedem Modul m und jeder Untergruppe H von Cly,
von endlichem Index existiert der Klassenkdrper. Umgekehrt existiert zu jeder
endlichen abelschen Erweiterung E von F' ein Modul m und eine Untergruppe
H von Cly, so dass E der Klassenkorper zu H ist.

Mit anderen Worten gibt es zu H eine Erweiterung Fyy, so dass die Isomorphie
Gal(Fy|F) = Clyw/H durch die Artinabbildung gegeben wird. Dafiir ist also
wie bereits erwihnt auch zu iiberpriifen, dass (-, Fg|F) auf C/y, iiberhaupt
wohldefiniert ist, denn urspriinglich war die Artinabbildung ja nur auf der
Divisorengruppe D™ definiert. Der Nachweis, dass P,, im Kern der Artinab-
bildung (-, Fy|F') : D™ — Gal(Fy|F) liegt, wird im Beweis des Existenzsatzes
erbracht.

Bemerkung 2.8. Ab sofort sprechen wir oft von einer Abbildung H — Fj,
die H auf den zugehorigen Klassenkorper abbildet. Fiir fest gewéahltes m ist
sie per Definition injektiv, denn aus Fy, = Fpy, folgt natiirlich

Hl — ker<',FH1’F> — ker(-)FH2|F) = HQ.

Sie ist aber fiir festes m nicht surjektiv. Halten wir hingegen m nicht fest,
so ist die Abbildung surjektiv aber nicht mehr injektiv da die Wahl von m
zu gegebener Erweiterung nicht eindeutig ist. In Abschnitt 2.5 werden wir
sehen, durch welche zusétzlichen Bedingungen wir die eindeutige Wahl von
m erzwingen koénnen.

2.2 Eigenschaften des Klassenkorpers

Als néchstes wollen wir die Eigenschaften eines Klassenkorpers untersuchen,
unter der Annahme, dass er existiert. Zuerst widmen wir uns der Frage, wie
der Klassenkorper von Hy N Hy oder HyHy (der von Hy und H, erzeugten
Gruppe) mit den Klassenkoérpern zu H; und Hj in Beziehung steht. Es las-
sen sich hiibsche und niitzliche funktorielle Eigenschaften beweisen, eine erste
Aussage in diese Richtung wurde bereits in Lemma 2.4 gemacht. Allerdings
wurden dort nur Untergruppen derselben Strahlklassengruppe betrachtet. All-
gemein kann wie folgt vorgegangen werden.
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Bemerkung 2.9. Angenommen es ist H; C Cly,, und Hy C (/y,,. Dann sei

m = kgV(my,my) := Z max (vy(my ), vp(ma)) - p.
PESF

(Schreibt man Divisoren multiplikativ, so ist dies genau die bekannte Defi-
nition des kleinsten gemeinsamen Vielfachen.) Dann haben wir fir ¢ = 1,2
surjektive Abbildungen

induziert von der kanonischen Surjektion, und folglich Isomorphien
Also definieren wir
H! :=ker(V;) C Cly
und erhalten
Gal(Fy,|F) 2w /H; = Cly/H..

Also ist der Klassenkorper Fp, zu H; C (Y4, gleichzeitig auch der Klassen-
kérper zu H] C Cly,.
Im Folgenden identifizieren wir stillschweigend wenn nétig H; mit H; um Aus-
driicke wie H; N Hy, Hi{Hs oder auch H; C H, verwenden zu kénnen, auch
wenn die H; urspriinglich in unterschiedlichen Strahlklassengruppen enthal-
ten waren.
Satz 2.10. Es seien Fy und Fy die Klassenkorper zu Hy bzw. Hy. Dann gilt:

(1) HHC Hy & F1 D Fy

(i) F1Fy ist der Klassenkorper zu Hy N Hoy
(#i) Fy N Fy ist der Klassenkdrper zu Hy Hs.

Beweis. (i) Angenommen F; D Fy, dann ist (-, F}|F) eine Fortsetzung von
(+, F5|F) und fiir deren Kerne gilt H; C H,. Sei nun umgekehrt H; C Hs.
Dann ist nach Lemma 2.4

Hl = H1 N HQ = ker(-,Fng\F),

also Gal(F1|F) = Gal(FlFQ\F) Es fOlgt F2 - Fl-

(ii) Folgt sofort aus Lemma 2.4 und Bemerkung 2.9.

(iii) Nach dem Existenzsatz existiert ein H, so dass F1NEF, der Klassenkorper
zu H ist. Wegen Fy N Fy, C I, F, gilt H O Hy, Ho, also H O H{H,. Wegen
Hl,Hz g HlHQ gllt Fl,F2 2 FHnga also Fl N FQ 2 FH1H2 und deshalb
H C H{H,. [
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Im Folgenden leiten wir eine weitere Charakterisierung des Klassenkorpers
her, die vor allem fiir den Beweis der Sétze 2.13 und 2.20 sehr niitzlich ist.

Lemma 2.11. Es sei Fy der Klassenkdrper zu Hy und H O Hy. Dann gilt

FH = FiXFO{(Q,F0|F> | D e H}

Beweis. Es bezeichne F den Fixkorper
E =Fixp{(D,FK|F)|DecH}={feF | (D, FR|F)f=f VOecH}

Wegen Lemma 1.41 gilt (D, Fy|F)|g = (D, E|F) und nach Voraussetzung ist
Hy C H. Damit sieht man leicht, dass

ker(«, E|F) ={® € Ul | (D,E|F) =idg} = H.
Also ist E der Klassenkorper zu H. ]

2.3 Vom Klassenkorper zur Normgruppe

In der Kummertheorie kann fiir eine gegebene Erweiterung F|F' die zugeho-
rige Gruppe A leicht als E” N F* bestimmt werden. Auch in der Klassen-
korpertheorie gibt es eine einfache Beschreibung der Gruppe H, die zu einer
Erweiterung F|F gehort. Dazu muss man voraussetzen, dass man bereits
ein geeignetes m kennt. Dies konstruieren wir im Beweis des Existenzsatzes.
Dann gilt H = Ngp(Cls) fiir m = Congp(m).

Um das zu zeigen, miissen wir noch iiberpriifen, dass Divisornorm und Co-
norm auf den Strahlklassengruppen iiberhaupt wohldefiniert sind. Wir geben
gleich zusammenfassend einige niitzliche Resultate iiber diese beiden Abbil-
dungen an, die wir auch spéater noch bendétigen.

Die Divisornorm ist definiert durch

Neip(B) = f(Blp) -p fiir P € Sp

und wird auf Dg linear fortgesetzt. Klar ist dann, dass die Divisornorm auch
als Abbildung N, E|F D™ — D™ wohldefiniert ist. Lemma 1.41 liefert iibrigens
fiir die abelsche Erweiterung E|F mit zwischenkérper L die wichtige Formel

fiir alle erlaubten Divisoren ® von L. Sie wird im Folgenden héufig zum
Einsatz kommen.
Ebenso wird auch die Conorm, definiert durch

Congir(p) = > _e(Plp) - P fitr p € S,
Blp
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linear auf Dp fortgesetzt und ist auch als Abbildung Congjp : D™ — D®
wohldefiniert.

Lemma 2.12. Es sei E|F, eine endliche Erweiterung von F|F,, die Kon-
stantenkdrper jeweils exakt, auflerdem m ein Modul von F' und m = Cong p(m).
Dann gilt fir die Diwisornorm Ngp : Dg — Dp :

(Z) Fir® € Dp ist NE|F(COHE\F(©)) = [E : F]@

(ti) Fir f € E ist Ngr((f)g) = (Ngp(f))r fir die Korpernorm Ngp .
Also induziert die Divisornorm eine Abbildung NE‘F U — Clp auf
Divisorklassen.

(tii) Es gilt Ngjr(Pw) C Pum, also ist die Divisornorm auch als Abbildung
Ngp : Cly — Cly wohldefiniert.

() Wegen deg(Ngp(D)) = rdeg(®D) fir ® € Dg induziert die Divisor-
norm eine Abbildung Ngr : C0% — C9,.

Beweis. [Vil06, Thm. 5.3.7, S. 130], zu zeigen bleibt noch (iii): Es sei (f) €
Pi, d.h. f =1 mod* m. Wir wollen zeigen, dass Ngjg(f) = 1 mod* m. Dann
folgt Npgp(f) € Pm und (ii) liefert die Behauptung.
Es bezeichne M := suppm und M := supp . Wir definieren den Holomor-
phiering
R:= ﬂ O, mitIdeal I:= H (RN p)o»t™
peM peM

und ganz analog

R:= ﬂ O, mit Ideal [ := H(Z:Eﬂﬁ)”ﬁ(‘ﬁ).
peM peM
Dann gilt fiir die Ideale ] = IR. Laut [Sti93, Cor. II1.3.5, S. 75| ist R ein
freier R-modul vom Rang [E : F).
Nach Voraussetzung ist vy(f —1) > v(m) > 0 fiir alle p € M,also f—1€R

und folglich f € R. Auferdem gilt nach Voraussetzung f = 1 mod I. Der
Wert von Ngp(f) wird gegeben durch die Determinante der Darstellungs-

matrix der Abbildung ,Multiplikation mit f“ auf einer R-Basis von R. Nun
ist diese Darstellungsmatrix Koeffizientenweise dquivalent zur Einheitsmatrix
modulo I, also gilt Ngp(f) = 1 mod I, und daraus folgt Ngjr = 1 mod* m
wie behauptet. O

Satz 2.13. Es sei E der Klassenkdorper zur Gruppe H C Cly. Dann gilt
H = Ngp(Us)

fiir m = Cong p(m).
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Beweis. Es sei r der Grad der Konstantenkorpererweiterung enthalten in
E|F. Zu zeigen ist ker(-, E|F) = Ngp(Clw). Die Inklusion ,,20“ folgt aus
Satz 1.43. Fir die Inklusion ,C sei [D] € ker(+, E|F) C Cly und [A] € Uy
eine Divisorklasse vom Grad 1. Wir wéhlen nun d so grof, dass sowohl die
Ordnung des Artinautomorphismus (2, E|F’) als auch r die Zahl d teilt, und
dass aukerdem laut Primzahlsatz 1.47 eine Stelle p von F' mit [D + d] = [p]
existiert. Dann gilt wegen [D] € ker(, E|F') und nach Wahl von d

([p], BIF) = ([D], EIF)([], E|F)* = idp..

Deshalb ist p in E|F voll zerlegt und fiir alle Stellen B von E iiber p ist der
Tragheitsgrad f(P|p) = 1. Weiter sei A := Congp(A). Dann erhalten wir fiir
eine beliebige Stelle B iiber p

d

Noip ([ = ) = [F(Plp)p — d2A] = [p — d2] = [D]

und wir haben ein Urbild von [®] unter der Normabbildung gefunden. [

2.4 Das Artinsche Reziprozitatsgesetz

Das (Artinsche) Reziprozititsgesetz bestimmt den Kern der Artinabbildung.
Unsere Formulierung orientiert sich an [Ros02, Thm. 9.23, S. 140, wo aller-
dings kein Beweis angegeben wird. Unser sehr kurzer Beweis folgt schon aus
den in diesem Kapitel aufgefithrten Aussagen iiber die Klassenkorpertheorie,
insbesondere aus dem Satz 2.13, natiirlich weiterhin unter der Annahme, der
Existenzsatz wire bereits bewiesen. In der Literatur wird das Reziprozitats-
gesetz oft zuerst bewiesen und der Existenzsatz dann daraus gefolgert.

Satz 2.14 (Reziprozititsgesetz). Es sei E|F eine endliche abelsche Erweite-
rung globaler Funktionenkdrper, M die Menge aller in E verzweigten Stellen
von F und DM die Gruppe der Divisoren mit Triger disjunkt zu M. Dann
ist die Artinabbildung

(-, E|F) : DM — Gal(E|F)

surjektiv und es existiert ein effektiver Dwisor m mit Triger M so dass
PmNE|F(DM) der Kern der Abbildung ist. Dabei bezeichnet M die Menge
der Stellen von E, die verzweigt iiber F' sind.

Beweis. Die Surjektivitit des Artinsymbols folgt sofort aus dem Satz von
Tschebotarev 1.45. Da E|F endlich und abelsch ist, existiert nach dem Exis-
tenzsatz und Satz 2.13 ein effektiver Divisor m von F' so dass E der Klassen-
kérper zu Ngjp(Cly) mit m = Congp(m) ist. Also ist Ngp(Cls) der Kern
der induzierten Artinabbildung (-, E|F') : Cly — Gal(E|F) und folglich ist
PuNgr(D™) der Kern der Artinabbildung (-, E|F) : D™ — Gal(E|F). O
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Die Artinabbildung wird auch Normrestsymbol genannt (siehe [Neu92, S.
409]), und die Aussage des Reziprozitatsgesetzes wird oft als Isomorphie

Gal(E|F) 2 Clu/Npjr(Cli)
formuliert.

Bemerkung 2.15. Fiir Konstantenkorpererweiterungen £ = FF, von F
lasst sich der Kern der Artinabbildung deutlich leichter bestimmen, man
muss nicht die méchtigen Werkzeuge aus der Klassenkorpertheorie benutzen.
Dies liegt daran, dass fiir Konstantenkorpererweiterungen die Artinabbildung
(D, E|F) durch <p;1€g(9) gegeben ist. Dabei ist ¢, der Frobeniusautomorphis-
mus x — z? (siche [Ros02, Prop. 9.19, S. 136]). Da Konstantenkorpererwei-
terungen generell unverzweigt sind, kann man m > 0 ganz beliebig wihlen.
Dann sieht man sofort, dass sowohl alle Divisoren vom Grad 0 als auch alle
Elemente aus r - D™ im Kern der Artinabbildung (-, E|F) : D™ — Gal(E|F)
enthalten sind. Tatséchlich wird der Kern schon von D™° (den Divisoren tei-
lerfremd zu m vom Grad 0) und rD™ erzeugt, da das Erzeugnis den Index r
in D™ hat (siehe hierzu auch [Ros02, Prop. 9.20, S. 137]). Insbesondere liegen
die Hauptdivisoren Py, immer im Kern, da sie Grad 0 haben.

Die Wahl von m ist fiir Konstantenkorpererweiterungen also trivial, und mit
einer Rechnung wie im Beweis zu Satz 2.13 kann man auch die Aussage iiber
die Normgruppe leicht nachpriifen. Dann hat man das Reziprozitatsgesetz
auf elementare Weise bewiesen.

Bemerkung 2.16. Tatséchlich ist das bekannte quadratische Reziprozitats-

gesetz
(0))-coe

fiir zwei verschiedene ungerade Primzahlen p und ¢ ein Spezialfall des Artin-
schen Reziprozitatsgesetzes. Namlich kann man fiir den einfachen Fall eines

quadratischen Zahlkorpers Q(y/m) tatsichlich am Legendre-Symbol (%) das

Verzweigungs- / Zerlegungsverhalten von p ablesen (fiir Details hierzu siehe
[Mil08, S. 2f] und [Neu92, S. 434ff]). Manche sehen deshalb schon das qua-
dratische Reziprozitatsgesetz als das erste Resultat der Klassenkorpertheorie
an.

2.5 Fiihrer von abelschen Erweiterungen

Der Existenzsatz der Klassenkorpertheorie wie wir ihn formuliert haben ga-
rantiert die Existenz eines Klassenkorpers zu gegebener Gruppe H und die
Existenz eines geeigneten H C (¥, fiir gegebene abelsche Erweiterung, wobei
hier die Schwierigkeit im Beweis der Existenz eines geeigneten m liegt (die
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Untergruppe H bestimmt man dann leicht als Kern der Artinabbildung).
Wir haben auch leicht gesehen, dass der Klassenkorper eindeutig bestimmt
ist. Umgekehrt ist aber der Modul m bei weitem nicht eindeutig bestimmt.
Es gibt sogar unendlich viele Moglichkeiten, ein geeignetes m zu wahlen. Hat
man eines gefunden, so tut es jedes grofere m auch. Die Abbildung H +— Fjy
ist also zunéchst nur surjektiv aber nicht injektiv, wenn man alle Untergrup-
pen aller Strahlklassengruppen zulésst.

Um trotzdem bijektiv zwischen Gruppen und Erweiterungen hin- und herzu-
schalten (wie es auch die Kummertheorie erlaubt) schrankt man die Menge
der Gruppen wie folgt ein. Ist E|F gegeben, so kann man ein minimales m
wahlen. Wir erinnern an die Definition des Fihrers aus Abschnitt 1.5: Fiir
m’ < m gibt es einen kanonischen Epimorphismus

\Ijm/ . Cgm — Cem’-

Fiir eine gegebene Untergruppe H von (¢, heift das eindeutig bestimmte
kleinste Modul f mit
Cls/Vi(H) = Clw/H

der Fihrer von H.

Wie schon in Bemerkung 2.9 festgestellt, ist der Klassenkoérper zu H C
auch der Klassenkorper zu Us(H) C C/; und f heifst dann der Fihrer der
Erweiterung. Auf diese Weise kann einer gegebenen abelschen Erweiterung
also ein eindeutiger Modul, ndmlich sein Fiihrer, zugeordnet werden. Wir be-
merken, dass der Fiihrer einer abelschen Korpererweiterung erst im Kontext
der Klassenkorpertheorie definiert ist. Ohne diesen méchtigen Apparat ist die
Definition nicht offensichtlich.

Man kann nun eine Aquivalenzrelation definieren, in der zwei Untergrup-
pen von Strahlklassengruppen dann als dquivalent gelten, wenn sie densel-
ben Fiihrer haben. Dabei konnen wie in Bemerkung 2.9 auch Untergruppen
verschiedener Strahlklassengruppen verglichen werden. Janusz nennt diese
Aquivalenzklassen ,ideal groups” (siehe [Jan73, S. 168]), sie erméoglichen die
gewiinschte Bijektion.

Satz 2.17. Die Abbildung H — Fy ist eine Bijektion zwischen den Aquiva-
lenzklassen von Untergruppen der Strahlklassengruppen (von endlichem In-
dex) und allen endlichen abelschen Erweiterungen von F. Die Umkehrabbil-
dung ist durch E — Npp(Clh) gegeben, wobei f der Fihrer von E|F und f
dessen Conorm ist.

Reden wir von der Menge aller Erweiterungen, so sind stets die Erweiterungen
innerhalb eines fest gewahlten algebraischen Abschlusses gemeint.

Es ist klar, dass der Fiihrer einer Erweiterung genau die verzweigten Stellen
enthélt. Geht man namlich davon aus, dass eine Stelle im Tréager des Fiihrers
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f von Fy|F unverzweigt ist, so kann man ein m mit echt kleinerem Tréger
definieren, so dass Fy|F' immer noch unverzweigt auferhalb supp m ist. Die
Klassenkorpertheorie liefert dann eine Untergruppe H' von Cfy, mit Cly,/H' =
Gal(Fg|F) = O/ H, ein Widerspruch zur Minimalitat von f. Also besitzt jede
unverzweigte Erweiterung den Fiihrer 0.

Bemerkung 2.18. In der Literatur finden sich Resultate dariiber, wie die
Koeffizienten des Fiihrers genau aussehen, fiir (abelsche) Erweiterungen von
Funktionenkorpern siehe [Aue99, Kap. 3|. Kennt man den Fiihrer einer Er-
weiterung, kann man an seinen Koeffizienten die Art der Verzweigung aller
Stellen ablesen: Die Stellen mit Koeffizienten 0 sind unverzweigt, die mit Ko-
effizienten 1 sind zahm verzweigt, und die mit Koeffizienten > 1 sind sogar
wild verzweigt.

An der eben gefiihrten Diskussion wird die schon in der Einfiihrung erwéahnte
Problematik deutlich, dass es eher umstéandlich ist, zu einer gegebenen Erwei-
terung F|F erst einen Modul m zu wéhlen bzw. den Fiihrer f zu bestimmen,
um dann eine Untergruppe H von ({y,, bzw. Cls zu erhalten mit

Gal(E|F) = Clw/H.

Praktischer wire es, nur Untergruppen einer einzigen Gruppe betrachten zu
miissen, um die abelschen Erweiterungen alle klassifizieren zu kénnen, so wie
man beispielsweise nur die Untergruppen der (gewdhnlichen) Klassengruppe
betrachten muss, um die unverzweigten abelschen Erweiterugen zu klassifi-
zieren. Chevalleys ideltheoretischer Ansatz der Klassenkorpertheorie erreicht
genau das. Er umgeht das Problem der Wahl von m, indem er sich der Idel-
klassengruppe bedient. So miissen nur Untergruppen der einen Idelklassen-
gruppe betrachtet werden.

2.6 Grad der Konstantenkorpererweiterung

Zum Schluss widmen wir uns der Frage, wie grof der (ex-

akte) Konstanenkorper von Fy im Vergleich zu dem von F Fy
ist, mit anderen Worten welchen Grad die Konstantenkor-
pererweiterung hat, die Fy|F beinhaltet. Dies gehort nicht
zum Standardstoff der Klassenkorpertheorie, da sie sich klas-
sischerweise mit Zahlkorpern beschéftigt. Die Aussage findet

sich allerdings in [Hal90| mit ideltheoretischem Beweis. Wir \
geben hier einen direkten und elementaren Beweis an. F

Definition 2.19. Fiir eine Gruppe H # {0} von Divisoren
oder Divisorklassen definieren wir den Grad

deg(H) := ggT{deg(D) | © € H}.

N

Ky
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Er ist stets endlich.

Satz 2.20. Es sei Fy der Klassenkiorper dber F|F, zur Gruppe H C Cly,.
Fiir den exakten Konstantenkorper Ky von Fyg gilt

[Ky :F,| = deg(H).

Beweis. Es sei ¢ := deg(H). Wir betrachten zunéchst die Konstantenkor-
pererweiterung FF,|F. Die entsprechende Galoisgruppe wird erzeugt vom
Frobeniusautomorphismus ¢,, der auf F . durch ¢,(x) = 27 operiert, siehe
[Sti93, Lemma V.1.9, S. 163]. Weiter fiir jeden Divisor ® von F der Artin-
automorphismus (D, FF|F) durch ¢)°8® gegeben, siehe [Ros02, Prop. 9.19,
S. 136]). Also erhalten wir

q

ker(-, FF|F) = {D € Cly | p8® = idpp, } ={D € Un|l|degD} 2 H.

Die Erweiterung FylF | F ist als Kompositum der beiden abelschen Erweite-
rungen Fy|F und FF|F wieder abelsch. Es gilt mit Lemma 2.4

ker(-, FylF | F) = ker(-, Fy|F) Nker(-, FF .| F) = H,

und deshalb FyF = Fg und F C Kp.
Umgekehrt sei p eine Stelle von F' und o, der zugehdrige Artinautomorphis-
mus (p, Fy|F'). Dann gilt fiir die Stellen 8 von Fy iiber p

op(2) = 27 mod P fiir alle z € Oy

Wegen Ky NP = {0} gilt

N(p) _ $qdeg(p)

op(x) = fir alle x € Ky,

d.h. oy|lk, = gpf}eg(p” Ky, und fiir einen Divisor ® gilt entsprechend

O':D|KH = (;Dgeg(@”KH‘

Nun ist 09 = idp, und folglich J®®|k, = idg, fir alle ® € H. Nach
Definition von ¢ erhalten wir gof;| Ky = idg, und folglich Ky C F. O

Ist unter der Isomorphie
Clon 2 CLY X 7

die Gruppe H isomorph zu H° x (Z (fiir Untergruppen H° von C/% und (Z
von Z), so ist deg(H) = ¢ und F, der exakte Konstantenkorper von Fp.
Der ,,Z-Anteil“ von H ist also allein fiir die Konstantenkorpererweiterungen
zustandig.

Hier sieht man auch, was mit den Untergruppen von unendlichem Index pas-
siert. (/2 ist endlich, hat also nur Untergruppen von endlichem Index, und
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die einzige Untergruppe von Z von unendlichem Index ist die triviale. Samt-
liche Untergruppen H von (/, von unendlichem Index haben also die Form
H = HY x {0}. Solche Gruppen sind dann lediglich fiir weitere Konstanten-
korpererweiterungen (von unendlichem Grad) des Klassenkorpers zu H° x Z
zustandig.

An den Konstantenkorpererweiterungen liegt es auch, dass bei Funktionen-
koérpern die Definition eines Strahlklassenkorpers nicht so einfach mdglich
ist wie bei Zahlkérpern. Dort wird der Strahlklassenkorper modulo m als der
Klassenkorper zur Untergruppe {0} von (¥, definiert, und alle Klassenkor-
per zu Untergruppen von (¥, sind dann Teilkorper des Strahlklassenkorpers.
Bei Funktionenkorpern hat die triviale Untergruppe aber unendlichen Index.
Man kénnte den Klassenkorper zu einer Untergruppe der Form {0} x ¢Z als
den Strahlklassenkorper zu m, ¢ und 20 definieren, hier ist das 21 gemeint,
durch das die Isomorphie

Clwn 22 Clyy x Z, [D] = ([D — 2 - deg(D)], deg(D))

gegeben ist. Nimmt man aber das Kompositum iiber alle solchen Kérper, so
erhélt man stets eine unendliche Erweiterung.

Auch der Hilbertsche Klassenkorper existiert fiir Funktionenkorper so nicht.
Bei Zahlkérpern hat er eine besondere Stellung unter den Strahlklassenkor-
pern, es ist der Strahlklassenkérper modulo m = 0, also die maximale abelsche
unverzweigte Erweiterung. Bei Funktionenkorpern hat auch sie unendlichen
Grad.

2.7 Zusammenfassung Hauptsatz der
Klassenkorpertheorie

Zum Schluss dieses Kapitels wollen wir noch einmal die wichtigsten Aussagen
der Klassenkorpertheorie, die in dieser Arbeit bewiesen werden/wurden, in
einem grofen Hauptsatz moglichst kurz und biindig zusammenfassen. An die-
sem Hauptsatz kann man auch schon direkt das Artinsche Reziprozitatsgesetz
ablesen.

Satz 2.21 (Hauptsatz der Klassenkorpertheorie). Es sei F' ein globaler Funk-
tionenkorper mit exzaktem Konstantenkorper F,. Dann liefert die Abbildung

E— NE|F(C€COHE|F(f)>’

wobei § den Fiihrer von E|F bezeichnet, eine 1-1-Korrespondenz zwischen
den endlichen abelschen Erweiterungen von F und den Aquivalenzklassen von
Untergruppen der Strahlklassengruppen von endlichem Index mit gleichem
Fiihrer.
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Sind H und Fy einander unter dieser Abbildung zugeordnet, so heifst Fy der
Klassenkorper zu H und es gilt

Cly/H = Gal(Fy|F).
Der Isomorphismus wird gegeben durch die Artinabbildung (-, Fy|F). Der ex-

akte Konstantenkdrper von Fy st queg(m.

Dartiber hinaus gilt fiir zwei Untergruppen Hy und Hy und deren Klassenkir-
per Fr, bzw. Fy, :

° H1CH2¢>FH1 DF’H2
o Fy Fy, ist der Klassenkorper zu Hy N Hy
o Fy, N Fy, ist der Klassenkorper zu HyH.

Wir fassen auch noch einmal die Beschreibungen des Klassenkorpers Fy zu
H C U, zusammen, die wir im Laufe des Kapitels gewonnen haben:

e Fy ist diejenige abelsche Erweiterung von F, fiir die Gal(Fy|F) =
Clw/H (unter der Artinabbildung) gilt.

e Fy ist diejenige abelsche Erweiterung von F| fiir die H = ker(-, Fy|F)
gilt.

o 'y =Fix{(D, Fy,|F) | ® € H} fir jedes Hy C H.

o Fy ist der Klassenkorper zu N, F<C€COHFH| o(m))-






Kapitel 3

Eine verallgemeinerte
Tatepaarung

Ein sehr zentraler Baustein in dem Zugang zur Klassenkorpertheorie, der in
der vorliegenden Arbeit priasentiert wird, ist eine neue Paarung. Sie geht aus
einer Verbindung von Kummer- und Tatepaarung durch das Artinsymbol her-
vor. Thre wichtigste Eigenschaft ist die Nichtausartung, die im Wesentlichen
auf der Surjektivitdt der Artinabbildung beruht, welche wiederum aus dem
Dichtigkeitssatz von Tschebotarev folgt.

Die Tatepaarung findet heutzutage vielerlei Anwendungen, die wichtigste
vielleicht in der paarungsbasierte Kryptographie (siehe [BSS05, Part 4]). Des-
halb ist auch die hier gegebene Verallgemeinerung der Tatepaarung an sich
schon von Interesse, iiber ihre Anwendung in der Klassenkorpertheorie hin-
aus. Es lohnt sich also, der Paarung und ihren Eigenschaften ein gesamtes
Kapitel zu widmen.

Um die Paarung definieren zu konnen, fithren wir in Abschnitt 3.1 zunéchst
die n-Selmergruppe ein. Dann stellen wir in Abschnitt 3.2 den wichtigen Zu-
sammenhang zwischen Kummer- und Tatepaaurung her, auf dem ein grofser
Teil der folgenden Theorie beruht. Schlieklich definieren wir in Abschnitt 3.3
die neue Paarung und zeigen, dass sie nicht ausgeartet ist.

Voraussetzungen und Notation 3.1. Es sei ' ein globaler Funktionen-
korper mit dem exakten Konstantenkdrper Fy, und m ein Modul, also ein ef-
fektiver Divisor von F. Mit M bezeichnen wir den Trager von m, er ist eine
endliche Teilmenge von Sp. Dazu sei eine natirliche Zahl n fest gewdhlt, so
dass ggT(n,q) = 1 und die Gruppe p,, der n-ten Einheitswurzeln komplett in
F' enthalten ist.

F und n erfiillen also alle Voraussetzungen fiir die multiplikative Kummer-
theorie. Dies ist wichtig, da wir Kummererweiterungen der Form F(3/A)|F
betrachten werden, und erst mit den gemachten Voraussetzungen sind sie
iiberhaupt normal und somit galoissch. Mehr noch, sie sind sogar abelsch.
Da FF, der exakte Konstantenkorper von F'ist, gilt 1, C I’ genau dann, wenn

49
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tn € F,, und das gilt genau fiir solche n, fiir die ¢ = 1 mod n. Aus dieser
Bedingung folgt ggT(n,q) = 1, was allerdings echt schwécher ist.

3.1 Die Selmergruppe

Der linke Definitionsbereich der neuen Paarung ist die sogenannte n-Selmer-
gruppe. Sie hdngt eng mit dem Verzweigungsverhalten von Kummererweite-
rungen zusaminen.

Definition 3.2. Sei S, == {f € F* | v,(f) =0mod n V p ¢ suppm}. Die
Gruppe S, m/(F*)" heifst die zu m gehorende n-Selmergruppe oder auch nur
Selmergruppe.

Fiir Kummererweiterungen F(:/f)|F ist bekannt, dass eine Stelle p von F
genau dann unverzweigt ist, wenn v,(f) = 0 mod n gilt (siche Satz 1.24). Ist
[ € Spm, soist F(J/f)|F also unverzweigt fiir alle Stellen p ¢ M = suppm.
Analog dazu ist F(V/A)|F unverzweigt fiir alle Stellen p ¢ M falls A C S, .

Unsere Definition der Selmergruppe ist eine Verallgemeinerung der bereits
bekannten Definition aus [Coh00, Def. 5.2.4, S. 231]. Ist ndmlich m = 0, so
ist die n-Selmergruppe, die wir dann auch nur mit .S,, bezeichnen, gegeben
durch

S = {feF |v(f)=0modnVpeSr}
= {feF*|3De€Dr:(f)=nD}.

Fir A C S, ist die Erweiterung F'( {L/Z)\F dann sogar komplett unverzweigt.
In diesem Fall lasst sich auch ein Resultat iiber die Kardinalitit der Selmer-
gruppe sehr leicht nachpriifen, das wir weiter unten fiir den allgemeineren
Fall mit ein wenig Aufwand beweisen miissen. Dazu betrachten wir die kurze
exakte Sequenz

1= B/ (F )" — Su/(F*)" — Clpln] — 0,

wobei die Abbildung S,/(F*)* — C/%[n] durch f +— [D] mit n® = (f)
gegeben ist. (Offensichtlich ist das ® mit (f) = n® durch seine Koeffizienten
eindeutig bestimmt, falls es existiert.) Den Beweis der Exaktheit sparen wir
uns hier, sie ist aber leicht nachzurechnen, wie auch die Isomorphien

Sn/(F*)" 2 Clpln) x By /(B )" 2 Clpln] x Z/nZ

unter Berticksichtigung der Voraussetzung u, C F'. Insbesondere ist diese
spezielle Selmergruppe also endlich und fiir ihre Kardinalitéit gilt

# S/ (F*)" =n - #Clpn).
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Zusammen mit der bekannten Isomorphie Clp/nClr = CY% /nClS% x Z/nZ er-
halten wir sofort

Auch die allgemeine Selmergruppe S, w/(F*)" ist endlich, fiir ihre Kardina-
litdt gilt ein analoges Resultat unter der Annahme, dass die Stellen in M
bereits die gewohnliche Klassengruppe C/r erzeugen. Da C/% endlich ist, sieht
man an der Isomorphie C{r = (/% x Z, dass C/r endlich erzeugt ist. Deshalb
ist es moglich, eine solche endliche Menge M grofs genug zu wahlen. Das fol-
gende Lemma ist zentraler Bestandteil des Beweises der Nichtausartung der
neuen Paarung in Abschnitt 3.3.

Lemma 3.3. Ist der Triger M von m so grofs, dass die Stellen in M die
Klassengruppe Clp erzeugen, so gilt

#Smm/(FX)n - #C@m/nCﬁm

Beweis. Es sei m := #M. Wir zeigen zunéchst #S, wm/(F*)" = n™. Dazu
betrachten wir die Gruppe der M-Einheiten

Um={f € F" [v,(f)=0Vp¢ M},

also die Erzeuger der Hauptdivisoren (f) mit supp(f) € M. Offensichtlich
gilt Upg € Sy m und die Einbettung Upq — S, m induziert einen Homomor-
phismus

0:Up — Spm/(F7)".

Dieser ist surjektiv, denn: Sei f € S, . Da die Menge M die Klassengruppe
erzeugt, gibt es einen Divisor ® mit Trager in M, so dass

1

~ D _wlf)p| =D
pEM
Dann gilt aber
0] = |- 2 S wnp] 0= |2 S win-p| + )
pgEM peM
Also gibt es ein g € F'* mit
() (0) = S ) + (D)) .
peEM

Dann ist mit supp ((f) + (9)) € M auch supp(fg") € M. Wir haben also
ein Element h = fg" € Uy gefunden mit h = f € Sy, i/ (F*)™.
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Der Kern von @ ist (Up)", denn: Sei f € Uy mit f =1 € S,/ (F>)". Dann
ist f e UpN(F*)" = (Up)™ Nach Homomorphiesatz gilt dann die Isomor-
phie Unpt/(Up)"™ = Spm/(F*)". Der Dirichletsche Einheitensatz besagt, dass
die Gruppe der M-Einheiten das Produkt aus u, und einer freien abelschen
Gruppe vom Rang m — 1 ist. Folglich hat Ux/(Upx)" die Kardinalitat n™
(siche |Jan73, Kor 8.3, S. 173|). Schlieklich gilt auch fiir die Selmergruppe

#Spm/(FX)" =n™.
Als néchstes zeigen wir #C/0[n] = n™ ! und betrachten hierzu die bekannte
exakte Sequenz

0 — P™/ P 2 00 — 2 — 0.

Wir zeigen Cf[n] C ¥(P™/Pw), dann gilt ndmlich schon (P™/Py,)[n] =
C0 [n]. Hierzu sei D], € C2[n], also insbesondere n[®], = 0. Bezeich-
net nun [D]r die Divisorklasse von ®© in (/r, so gilt fiir die Tatepaarung
7.([D]F, [€]) = f(€) = 1 fiir alle € € DY mit supp€ C M, wobei n® =
(f) € Pm. Da €9 aber schon von den Stellen in M erzeugt wird und die
Tatepaarung nicht ausgeartet ist, folgt [D]r = 0. Also ist das Bild [®]r von
(D] in CY% gleich 0 und es gilt [D]y € Y(P™/Pu).

Nun miissen wir also noch #(P™/Py)[n] = n™ ! zeigen und nehmen zunéchst
an, dass es ein p € M gibt, dessen Grad teilerfremd zu n ist. Fiir ein solches
p gibt es ndmlich kein f € F}, = Fyaeep mit f* € F, und f ¢ F,, also ist in
diesem Fall F)[n] = F[n]. Wegen

PP = (F™/ F) [Ty = (H (Op/P”"(m))X) e

peM

interessieren wir uns fiir die n-Torsion von <HpeM((’)p/p”P (‘“))X> /F,”. Dabei
ist jeweils (Op/p*™)* = I x (1+p)/(1+p*™) und die Kardinalitit von
(1 +p)/(1 4+ p*»™) eine Potenz von ¢ und somit teilerfremd zu n. Daher
ist fiir die n-Torsion nur der Teil (Hpe M > /I relevant. Aus der exakten

Sequenz
1-F =[] 7 — (H pr> JFX — 1
peM peM

folgt die Exaktheit der Sequenz
1= Fy[n>~] - [] Frln™ ((HF)/IE‘X> n™ — 1,
peM peM

da G[n*™] = {g € G | 3 r mit g = 1} fiir endliche Gruppen G als Lokalisie-
rung dargestellt werden kann und Lokalisierung als Funktor exakt ist.
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Fiir die multiplikative Gruppe eines endlichen Korpers gilt FX[n>] = Z/NZ
mit n | N. Schreiben wir M = {p1,...p,}, wobei p; eine Stelle mit Grad
teilerfremd zu n sei, so ist [[[Z, Fi[n>] = J[[, Z/N;Z mit N | N; fiir i =
L,...,m. Wegen Fyi[n>] 2 Fx[n>] ist N = N. Ein Erzeuger von Z/NZ wird
daher auf (1, as, ..., an) € [~ Z/N;Z mit ordz,n,z(a;) = N abgebildet, und

((H By ) /FX> n®] (H F,f[ﬂ‘”]) /(Fg [n™])
peM peEM
(H Z/NiZ> /<(17 ag, . .. aam)>Z/NZ

~ () x ﬁZ/NiZ.

I

2

SchlieRlich erhalten wir

(P™/Pw)[n] = (((H Ey ) ) ]) =] [z/nz)
peM =2

und daraus folgt sofort #C00 [n] = #(P™/Pw)[n] = n™ 1.

Im allgemeinen Fall wissen wir nicht, dass es in M stets eine Stelle vom Grad
teilerfremd zu n gibt. Die Voraussetzung, dass M die gewohnliche Klassen-
gruppe erzeugen muss, liefert jedoch fiir jede Primzahl r: Es gibt eine Stelle
p € M mit r {degp (denn sonst gébe es in der Klassengruppe nur Divisoren,
deren Grad ein Vielfaches von r ist), und wegen r prim gilt ggT(degp,r) =1
Also kénnen wir fiir jede Primzahlpotenz ¢, die n teilt, die obige Argumen-
tation durchfiihren und erhalten auch hier

#atdn] = [Loomt =nmt

rtn
Schlieflich liefert die einfache Rechnung

HCl/1Cley = #Z 7 x C° InCl0 = n - #C2 [n)
- n .nm—l —nm = #Sn’m/(FX)n

die Behauptung. O

3.2 Kummer- und Tatepaarung

Lemma 3.4. Es sei ein f € F* so gewdhlt, dass die Kummererweiterung
F(/)|F auBerhalb der Menge M unverzweigt ist. Dann besitzt jede Klasse
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aus Cly, einen Reprdsentanten © € D™ mit

w1 0o(V))
{L/f Y
wobei 0 := (D, F(/f)|F) der Artinautomorphismus zu D sei.

f(®)

Beweis. Nach dem Approximationssatz 1.8 konnen wir den Représentan-
ten © so wihlen, dass supp® N supp(f) = 0 gilt. Dann ist der Ausdruck
f(®) wohldefiniert. Weiter ist auch der Automorphismus o5 wohldefiniert,
da F({/f)|F aukerhalb M unverzweigt ist. Die Wohldefiniertheit von %

7
ist fiir op € Gal(F({/f)|F) von der Kummerpaarung her bekannt.

Seip € supp® und o, = (p, F'(/f)|F) der zugehorige Artinautomorphismus.
Dabei sei der Reprisentant © nun zusétzlich so gewahlt, dass {/f € Oy fiir
alle Stellen ¥ von F(:/f) iiber p und fiir alle p € supp®. Dies ist nach dem
Approximationssatz 1.8 moglich, da {/f nur endlich viele Pole 3 hat (siehe
[Sti93, Kor. 1.3.4, S. 14]). Dann gilt o,(/f) = (/F)™® mod P fiir Plp, und
damit
GP(W) — (W)m(p) _ fm("n)_l _ f(1+q+q2+---+¥)q%l mod .
e e

Da Gal(F,|F,) vom Frobeniusautomorphismus ¢, erzeugt wird, ist

[Fp:Fq]—1
Ng, (@)= ] o@ = ]I éi@) =gttt vy o e Fy
oeGal(Fy|Fq) i=0

Dann gilt aber wegen MN(p) = qdeg(n)

2, L R)ygL ot
f(1+q+q +...+ q ) n — NFp‘]Fq (f(p))qn .
Wir haben gezeigt:

V) _ N ()5 mod .

Beide Seiten dieser Gleichung sind in F,, also folgt mit F, N = {0} (wegen
F,Np ={0}) sogar die Gleichheit

ap( V)
Vf
Wegen der Linearitédt der Artinabbildung und der Linearitdt der Kummer-
paarung im zweiten Argument gilt nun

qg—1
n

= Ngr, (f(9))

q—1

ooV 11 (o VD" w® ) ey
77 —H(—ﬁ) —(EFNWW» — f@)%
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Eine dhnliche Beweistechnik wurde von Helmut Hasse schon 1935 verwendet
(siehe [Has35, S. 40]). O

Um die Bedeutung dieses Lemmas fiir Kummer- und Tatepaarung deutlich
zu machen, erinnern wir kurz an ihre Definitionen. Die Kummerpaarung ist
definiert durch

Ko AJ(FX) x Gal(F(VA)F) — i
(F.o) = )
VF
wobei A eine Gruppe mit (F*)” C A C F* ist. Die reduzierte Tatepaarung
wird definiert durch

e O] x OO/l —
(€. ®]) — f@),

wobei f € F* so gewahlt wird, dass n€ = (f). Beide Paarungen sind nicht
ausgeartet.

Nun sei ([€],[D]) € Cl%[n] x C%/nCl und oo der Artinautomorphismus
(D, F(/f)|F) von ® und n€ = (f). Dann gilt laut Lemma 3.4 die Gleichung

(e D) = £y = 2 (o)

Dies ist allerdings nur ein Spezialfall des Lemmas, das eine allgemeinere Aus-
sage beweist.

Bemerkung 3.5. Man beachte hierbei, dass f nur bis auf eine Konstante
bestimmt ist, und dass F({/f) # F(3/cf) fir c € F,* \ (F,*)". Wie soeben
gezeigt spielt die Wahl der Erweiterung jedoch fiir die Kombination der beiden

Paarungen keine Rolle, denn der Satz gilt natiirlich fiir jede giiltige Wahl
_"9(;/7) —
v

%\Zf?) fir ¢ € F,”* berpriift. Hier geht dann die Tatsache deg(€) = 0 (wie

im Definitionsbereich der Tatepaarung gefordert) ein, daraus folgt namlich
oo({/c) = e

Das folgende kommutative Diagramm illustriert noch einmal den Zusammen-
hang zwischen den beiden Paarungen.

von f. Man kann dies auch elementar nachrechnen, indem man

Mw o n] x CfnClYy  — F(/T)
L @mEee @) |
IuF( vhIF) H F
- form) g
"L < Gal(F(V)IF) — F,
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3.3 Eine neue Paarung

Endlich sind wir in der Lage, die neue verallgemeinerte Paarung zu definieren.
Definition 3.6. Es sei 7, , die Abbildung
Tnm © Snm/(F7)" X Clon/nCley — iy,
(F.B) — f@)F.

Dabei sei der Représentant ® nach Approximationssatz 1.8 so gewahlt, dass
(D) wohldefiniert ist.

Bemerkung 3.7. Nach Lemma 3.4 ist dieselbe Paarung auch definiert durch

T f, [D]) = L\/{?)

mit op = (D, F(Y/f)|F), fiir einen wie im Beweis von Lemma 3.4 korrekt
gewahlten Reprasentanten ©. Diese Darstellung ist im Umgang mit der Paa-
rung oft sehr niitzlich, wie schon der Beweis des folgenden Satzes zeigt.

Satz 3.8. Die Abbildung 7, w ist eine wohldefinierte, nicht ausgeartete Paa-
rung.

Beweis. WOHLDEFINIERTHEIT. Fiir f € S, 1, ist die Erweiterung F/(/f)|F
unverzweigt fiir alle Stellen aufkerhalb von M. Im Beweis von Lemma 3.4

haben wir gesehen, dass die Ausdriicke f (@)%1 = %\/;ﬁ) wohldefiniert sind,
und von der Kummerpaarung her wissen wir, dass sie Elemente von p,, sind.
Fiir f = g" € (F*)" gilt offensichtlich f(D)% = g(D)?! =1 in F, fiir alle
zuldissigen ®, also ist die Paarung im linken Argument wohldefiniert.

Fiir die Wohldefiniertheit im rechten Argument sei f € S, /(F>)" beliebig
und ® = (g) € Pn. Fiir alle Stellen p € M gilt dann ¢ = 1 mod p, d.h.

g(p) = 1 im Restklassenkérper F, und deshalb auch Ng, g (g(p)) = 1. Fiir
alle Stellen p ¢ M gilt andererseits n | vy(f) und deshalb kénnen wir (f)

schreiben als
(F) =D vp(f) - p=nC+ > wp(f)-p

PESF peEM
fiir einen Divisor € mit Triager auferhalb von M. Mittels Weil-Reziprozitéit
1.32 erhalten wir schliefslich

F®) = f(9) = 9((f))

=g (n(’lJr > vp(f)-p>

peM

= 9" 1] Ngr, (9(0) " = g(@)" -1
peM
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und daraus folgt f(D)% = g(€)7 1 =1¢ F,. Somit ist die Paarung wohl-
definiert fiir Elemente [D] aus (/. Offensichtlich gilt auch f (D) =1 fiir

alle [©] € nCly, und somit ist die Paarung wohldefiniert im gesamten rechten
Argument Cly,/nCly,.

BILILNEARITAT. Die Bilinearitat folgt direkt aus der Bilinearitdt des Aus-
drucks f(®) in f und .

NICHTAUSARTUNG. Diese Tatsache folgt im Wesentlichen aus der Nichtausar-
tung der Kummerpaarung, der Surjektivitit der Artinabbildung und Lemma
3.3. Um letzteres verwenden zu konnen, nehmen wir zunachst wieder an, dass
M grof genug ist um die gesamte (gewohnliche) Klassengruppe zu erzeugen.
Aus Lemma 3.10 folgt die Nichtausartung der Paarung dann sofort auch fiir
jedes m mit echt kleinerem Trager.

Bekannt ist die nicht ausgeartete Kummerpaarung

o A (F) < GEBIF) =
oy L oD
(f7 ) w

fir Untergruppen A von F'* die (F*)" enthalten. Die Selmergruppe S, m ist
eine solche Untergruppe. Gehen wir nun mit Hilfe der Artinabbildung einen
L2Umweg“ iiber og := (D, F({/Syu.m)|F), so beschreibt

T ® S (F7)" X Clunf1Cly —
GE) - =W
’ v
dieselbe Paarung (und offensichtlich hat o ({/f) denselben Wert fiir op =
(D, F(/Shm)|F) und 0n = (D, F(/f)|F)). Wegen der Surjektivitit der
Artinabbildung (-, F/({/Spm)|F) : D™ — Gal(F({/Snm)|F) nach Tschebo-
tarev 1.45 ist die Paarung m, , im linken Argument nicht ausgeartet. Ist

némlich %\/ﬂfff) = 1 fiir alle ® € D™, so gilt auch "(%ﬁ) = 1 fiir alle
o € Gal(F({/S,w)|F) und daraus folgt f = 1. Deshalb ist der zur Paarung
gehorende Homomorphismus Sy, w/(F*)" — Hom(D™, u1,,) injektiv. Weiter
oben haben wir gesehen, dass sich Elemente aus P,, und aus n(/,, mit jedem

f trivial paaren, also ist auch S, n/(F*)" — Hom(Cluy/nClm, i1,) injektiv.

Hiermit folgt die Nichtausartung im rechten Argument nun direkt aus Lemma
1.21 und Lemma 3.3. Damit ist die Paarung 7, n, nicht ausgeartet fiir M grofs
genug. 0

Bemerkung 3.9. Es ist nicht zu vergessen, dass in diesen Beweis an ent-
scheidender Stelle der Tschebotarevsche Dichtigkeitssatz eingeht. Er ist ein
hochgradig nichttriviales Resultat. Auferdem wird die Weil-Reziprozitat be-
notigt. Da kein identisches Resultat fiir Zahlkorper bekannt ist, kann dieser
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gesamte Ansatz nicht unmittelbar auf Zahlkorper iibertragen werden, obwohl
viele weitere wichtige Argumente (zum Beispiel Dichtigkeitsaussagen wie der
Satz vom Tschebotarev) im Zahlkorper-Fall ganz analog gelten.

Lemma 3.10. Ist 7, n nicht ausgeartet, so auch m, w fir jedes m" < m mit

suppm’ C supp m.

Beweis. Es sei M’ der Triger von m’. Dann gilt M’ C M und S, w € Spom,
wir haben also einen kanonischen Monomorphismus

D Sp /(F7)" = S/ (F7)"
Auferdem sei W der kanonische Epimorphismus
v C€m/nC€m — Cém//nC&n/.

Offensichtlich gilt eine Adjungiertheitsbedingung der Form

T ®(F), O]) = F(D)'F = T (f. U([D]))

fiir alle f € Spw/(F*)" und [D] € Clpm/nCly, und wir erhalten das kommu-
tative Diagramm

Smm//(FX)n X C€m//nC€m/ — Hp

o v

Snm/(FX)" % Cln/nCly ——— Hn

Nun zeigen wir, dass im(®) das orthogonale Komplement
(ker O)* = {f € Spm/(F™)" | mam(f,[D])) =1 ¥ [D] € ker ¥}

unter 7, zu ker ¥ ist. Die Inklusion im(®) C (ker W)= sieht man leicht, denn

fiir [D] € ker ¥ und f € S, o /(F*)" gilt

Ton( (), [D]) = o (f, U([D))) = T (£,0) = L.
Fiir die umgekehrte Inklusion sei f € Spm/(F)" und 7, w(f,[®]) = 1 fiir
alle [D] € ker U. Zu zeigen ist, dass schon f € S, /(F*)" gilt. Wir nehmen
also an es gibe ein q € M \ M’ mit n { vyg(f). Der Approximationssatz
1.8 liefert ein g € F* mit vy(g — 1) > vy(m) fiir alle p € M\ {q} sowie

vg(g — 1) = 0. Dann gilt (g) € P, also [(9)] = (9) + Pm € ker ¥, aber mit
Weil-Reziprozitit erhalten wir

qg—1

wm@mmzﬂ@wbwwa=<HN&memv"#L

pESFE
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denn wegen g # 1 mod q ist g(q) # 1 € F; und n { vy(f). Widerspruch. Es
gilt also (ker W)+ = im ®.

Mit Hilfe der Konstruktion aus Satz 1.22 sieht man, dass die nicht ausgeartete
Paarung 7, n die nicht ausgeartete Paarung

IM® X (U/nCly)/ ker U — p,

induziert. Wegen im® = S, v /(F*)" und (Cln/nCly)/ker ¥ =2 Cloy /nClay
und der Adjungiertheitsbedingung ist das aber gerade die Paarung m,, . O

Das Lemma 1.20 liefert an dieser Stelle auch die Isomorphien

® Spm/(F*)" = Hom(Clw/nCl, pin),

o Cluw/nCly = Hom (S, m/(F*)™, u,) und

o Spm/(EF*)" = Clo/nCly.
Nun haben wir also fiir Kérper F|F, und Zahlen n, die die Kummer-Voraus-
setzungen erfiillen, eine nicht ausgeartete Paarung

S/ (F*)" X Cli/1:Cl — fin.

Im folgenden Kapitel werden wir sehen, wie sie sich fiir den Beweis des Exis-
tenzsatzes der Klassenkorpertheorie verwenden lésst.






Kapitel 4

Beweis des Existenzsatzes

Zum Beweis des Existenzsatzes betrachten wir separat die Kummererwei-
terungen vom Grad n mit u, C F, die Erweiterungen vom Grad n mit
tn € F, in beiden Fillen n teilerfremd zur Charakteristik p von F, und
die Artin-Schreier-Witt-Erweiterungen vom Grad p®. Dabei fithren wir nur
fiir die ersten beiden Félle alle Details aus. Im ersten Fall argumentieren
wir hauptséchlich mit der Paarung 7, ,, aus Kapitel 3. Der zweite Fall baut
darauf auf und verwendet zusétzlich Argumente aus der Galoistheorie. Zu
den Artin-Schreier-Witt-Erweiterungen machen wir lediglich einige Bemer-
kungen, da eine ebenso ausfiihrliche Bearbeitung den Rahmen dieser Arbeit
gesprengt hétte. Dieser Fall ist jedoch mit dhnlichen Methoden zu l6sen wie
der Kummer-Fall. Am Ende bauen wir alle drei Félle zusammen und erhalten
Klassenkorper von beliebigem Grad.

Voraussetzungen und Notation 4.1. Es sei ' ein globaler Funktionen-
korper in einer Variablen mit dem exakten Konstantenkorper F,. Weiter be-
zeichne m stets einen effektiven Divisor von F mait Trager M.

4.1 Kummererweiterungen mit
Einheitswurzeln im Grundkorper

Zuerst beweisen wir den Existenzsatz fiir Kummererweiterungen von F. Hier-
bei spielt die nicht ausgeartete Paarung m,, , die wir in Kapitel 3 definiert
haben, eine zentrale Rolle. Unter der folgenden Annahme kénnen wir sie ver-
wenden.

Voraussetzungen und Notation 4.2. Zu F|F, sei eine natirliche Zahl n
mit ggT(n,q) =1 und p, C F fest gewdhlt.

Wir betrachten Klassenkorper Fy zu Untergruppen H von Strahlklassen-
gruppen fy, vom Index n. Wegen n = #Cly/H = # Gal(Fy|F) = [Fg : F|
ist dann der Grad der Erweiterung Fy|F teilerfremd zur Charakteristik von
F und somit handelt es sich um eine Kummererweiterung.

61
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Umgekehrt liefert die Kummertheorie unter der Voraussetzung 4.2, dass alle
Erweiterungen von F vom Grad n die Form F({/A)|F fiir eine geeignete
Gruppe A C F* mit (F*)™ C A haben. Fiir solche Erweiterungen zeigen wir
die Existenz eines Moduls m, so dass Py, im Kern des zugehorigen Artinsym-
bols enthalten ist.

Dabei werden wir feststellen, dass die Fiihrer solcher Erweiterungen immer
Koeffizienten 1 haben, wie schon in Kapitel 2.5 bemerkt. Das liegt daran,
dass Kummererweiterungen generell zahm verzweigt sind. Wegen der Eigen-
schaft ggT'(n, q) = 1 kann keine wilde Verzweigung auftreten. Fiir den Beweis
der Existenz von Klassenkorpern verwenden wir trotzdem allgemeine Erkla-
rungsmoduln, die Argumentation wird dadurch nicht komplizierter.

Satz 4.3 (Existenzsatz fiir Kummererweiterungen). Es sei ein globaler Funk-
tionenkdrper F|F, und eine natirliche Zahl n mit p, C F gegeben. Zu je-
dem Modul m und jeder Untergruppe H von Cly vom Index n existiert der
Klassenkdrper. Umgekehrt existiert zu jeder abelschen Erweiterung E|F vom
Grad n ein Erklarungsmodul m und eine Untergruppe H von Cly so dass E
der Klassenkérper zu H ist.

Der Beweis des Satzes erfolgt in zwei Schritten. Wir benutzen erst die Paarung
Tn,m, UM die Gruppe H in einer Konstruktion analog zu Satz 1.22 bijektiv
auf eine Untergruppe Ay von Sy, mit (F*)" C Ay abzubilden. Im zweiten
Schritt liefert die aus der Kummertheorie bekannte Bijektion eine Korperer-
weiterung Fy = F({/Ap). Mit Hilfe der Paarung m, » und der Kummerpaa-
rung iiberpriift man leicht die Struktur der Galoisgruppe. Die umgekehrte
Richtung lasst sich auf dhnliche Weise einsehen.

Bemerkung 4.4. Beziiglich der Notation sei noch bemerkt, dass ganz all-
gemein fiir zwei abelsche Gruppen A und B mit B C A die Untergruppen
U von A mit B C U bijektiv den Untergruppen U der Faktorgruppe A/B
entsprechen, es ist nimlich U = U/B (siehe zum Beispiel [Poh08, S. 76]).
Dies verwenden wir hier und im Folgenden, um stillschweigend die Unter-
gruppen A von S, mit (F*)" C A und die Untergruppen A := A/(F>*)"
von Sy, m/(F*)" zu identifizieren. Wenn es wichtig ist werden wir darauf hin-
weisen, ob A als Untergruppe von S, oder von S, /(F*)™ aufzufassen ist.

Nach dem 2. Isomorphiesatz gilt (S, ./(F>*)")/A = % = Shm/A,
also ist diese Identifizierung auch mit der Bildung von Faktorgruppen kom-

patibel.

Ebenso verfahren wir auch mit den Untergruppen H von Cfy mit nClyn € H
und den Untergruppen H := H/nCly von Clyn/nCly. Auch hier gilt, dass
(Clom/nCly)/H = Cly/H.

Wichtig ist auch noch, dass fiir Untergruppen H vom Index n in (¥, auto-
matisch nCl,, C H gilt. Die Untergruppen H vom Exponenten n sind sogar
genau diejenigen Untergruppen, fiir die nCl,, C H gilt.
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Beweis von Satz 4.3. EXISTENZ DES KLASSENKORPERS. Fiir Teilmengen
ACS,m/(F*)" und H C Cly/nCly, definieren wir die Abbildungen

A — Ha={[D] € Un/nClu | mou(f,D]) =1 V e A}

H v Ap = {f € Sun/(F*)" | mom(F, D) =1 VD] € H}.

Nach Satz 1.22 sind sie zueinander inverse Bijektionen zwischen der Menge
der Untergruppen A von S, n/(F)" und der Menge der Untergruppen H
von Cly/nCly, da m, » nicht ausgeartet ist. Es werden nach Satz 1.22 zwei
nicht ausgeartete Paarungen

A X (Clw/nCly)/Ha — pn, und  (Spm/(F*)") /Ay x H —

induziert. Mit Lemma 1.20 (und Bemerkung 4.4) folgt aus der ersten Paarung
die Isomorphie

Clw/H = Hom(Ag, i)
= ~ )
@ e =

Nun definieren wir Fy als den aus der Kummertheorie bekannten Erweite-
rungskorper

Fi = F(/Ay)

von F. Dann ist die Erweiterung Fy|F abelsch vom Exponenten n. Wegen
Ap C Sy m ist Fy auch unverzweigt aufierhalb von suppm.

Zu iiberpriifen bleibt jetzt noch die Isomorphie. Die Kummerpaarung
Kot Ag/(F7)" x Gal(Fy|F) — pn,
liefert nach Lemma 1.20 die Isomorphie

Gal(Fy|F) = Hom(Ap, )
o(4/)
Y

Zusammen mit der weiter oben gegebenen Isomorphie folgt sofort

o

Gal(Fy|F) = Clw/H

und an der Definition 3.6 der Paarung m, , als Kummerpaarung mit Artin-
symbol sieht man auch sofort, dass dieser Isomorphismus gegeben ist durch
die Artinabbildung (-, Fy|F).

EXISTENZ DES ERKLARUNGSMODULS. Nun sei umgekehrt eine abelsche Er-

weiterung F|F vom Grad n gegeben. Laut Kummertheorie gibt es eine Grup-
pe A mit (F*)" C A C F* so dass

E = F(YA).
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Wir definieren M als die Menge der in F verzweigten Stellen von F' und

m::Zp.

peM

Dann gilt A C S, i und die Paarung
T @ Snm/ (F7)" X Cl/1Cley — i

ist nach Satz 3.8 nicht ausgeartet. Wir definieren H als den rechten Kern der
induzierten Paarung

AJ(F*)" X Cloy — pin,

und erhalten eine weitere induzierte Paarung
AJ(FX)" X Clf H = i,

die wieder nicht ausgeartet ist. Also sehen wir wie im ersten Teil dieses Be-
weises, dass

Clw/H = Hom(A/(F*)", u,) = Gal(E|F)

unter der Artinabbildung (-, F|F') gilt, weshalb E der Klassenkérper zu H
ist. [

Bemerkung 4.5. Aus den beiden im Beweis angegebenen nicht ausgearte-
ten Paarungen folgen mit Lemma 1.20 noch weitere niitzliche Isomorphien,
beispielsweise

Clon/H = Ay /(F*)".

An diesem Beweis siecht man direkt die in Satz 2.5 gezeigte Tatsache, dass
der Klassenkorper schon durch die Isomorphie Gal(Fg|F') = (f,,/H eindeutig
definiert ist. Namlich folgt aus der Isomorphie, dass Fyy|F abelsch vom Expo-
nenten n ist. Dann liefert aber die Kummer-Bijektion ein eindeutig bestimm-
tes A mit Fy = F(3/A). Die Paarungs-Bijektion ordnet dem A eindeutig ein
H zu und umgekehrt. Also ist dadurch Fy = F({/Ap) eindeutig bestimmt.

Auferdem geht aus dem Beweis auch die Wohldefiniertheit der Artinabbil-
dung (-, Fy|F) auf der Strahlklassengruppe C/,,, hervor, denn urspriinglich ist
sie ja nur auf der Divisorengruppe D™ definiert. Genauer sieht man im Beweis
der Wohldefiniertheit der Paarung 7, , dass die Abbildung auf Elementen
aus Py, trivial sein muss.

An der Konstruktion sieht man auch speziell, dass die Abbildung H +— Fpy
inklusionsumkehrend ist, was wir in Satz 2.10 allgemein gezeigt haben. Das
liegt daran, dass H — Ap inklusionsumkehrend ist, wie man leicht nachpriift,
und dass Ay — Fy inklusionserhaltend ist.

Man sieht hier auch direkt die Bijektivitdt der Abbildung H — Fpy auf den
betrachteten Mengen fiir fest gewdhites m. Es gilt ndmlich, wie bereits in
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Kapitel 3.1 gesehen, A C S, \, genau dann, wenn die Erweiterung F/( VA)|F
auferhalb von supp m unverzweigt ist. Deshalb liefert die Kummertheorie die
Bijektion

Gruppen A C Sy, - abelsche, aufterhalb suppm unverzw.
mit (F*)" C A Erw. E|F vom Exponenten n
A — F(VA)
E"NF* «— L.

Schalten wir noch die von der Paarung kommende Bijektion

{ Gruppen H C } - { Gruppen A C S, i }

vom Exponenten n mit (F*)" C A
H — AH
Hrn «— A

davor, so erhalten wir insgesamt die Bijektion

{ Gruppen H C (Ul } - { abelsche, aufterhalb supp m unverzw. }

vom Exponenten n Erw. E|F vom Exponenten n
H +— Fy.

Betrachtet man nur unverzweigte Erweiterungen, so ist automatisch m = 0
und man kann von einer Bijektion zwischen allen unverzweigten abelschen
Erweiterungen vom Exponenten n und allen Untergruppen der gewohnlichen
Klassengruppe vom Exponenten n sprechen. In diesem Fall bekommt man
die maximale abelsche unverzweigte Erweiterung von F' vom Exponenten n
durch Adjunktion aller n-ten Wurzeln von Elementen aus S,,.

Allgemein definiert
F({/Snm)

die maximale abelsche Erweiterung vom Exponenten n, die unverzweigt au-
ferhalb von supp m ist.

4.2 Erweiterungen ohne Einheitswurzeln im
Grundkorper

Nun wollen wir den Existenzsatz der Klassenkorpertheorie auch fiir solche n
herleiten, fiir die p,, C F nicht gilt (wir nehmen aber immer noch ggT(n, ¢) =
1 an). Wir fiithren diesen Fall auf den uns bekannten Kummer-Fall zuriick.
Dazu bilden wir jeweils einen Koérper F:=F (1), der die n-ten Einheitswur-
zeln enthélt, und betrachten von F' aus eine Klassenkorpererweiterung F H]F .
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SchlieRlich fithrt die Untersuchung des zur Erweiterung F' | gehorenden Ar-
tinsymbols zum Ziel.

Die Konstruktion des Klassenkorpers ist wieder deutlich schwieriger als die
Riickrichtung. Das liegt daran, dass wir in diesem Fall erst beweisen miis-
sen, dass die Erweiterung FH|F iiberhaupt abelsch ist. Bei der umgekehrten
Richtung gilt das automatisch. Danach iiberpriifen wir in beiden Féllen, dass
die Artinabbildung auch eine Abbildung auf der Strahlklassengruppe /y, in-
duziert, dass Py, also im Kern von (-, F;|F) enthalten ist. Das erreichen wir
durch die Herleitung einer konkreten Darstellung dieser Artinabbildung, und
diese Argumente gelten fiir beide Richtungen des Beweises. Am Ende bleibt
dann nur noch, den Klassenkorper Flg bzw. die Untergruppe H zu definieren.
Dies ist jeweils nicht sehr schwer, fiir Figy verwenden wir ein Fixkorperargu-
ment aus der Galoistheorie.

Wir fiihren hier zunéchst die Konstruktion des Klassenkorpers Fy zu gege-
benem H ausfiihrlich vor und zeigen am Ende, wie die Riickrichtung mit
ahnlichen Argumenten folgt. Es sei also ein H C (,, vom Index n gegeben.
Die Idee ist dann folgendermafien.

Zunéchst bilden wir F := F(u,) durch Adjunkti-
on der n-ten Einheitswurzeln an F. Wir definieren A

m := Congp(m) € Dp und liften” auch H zu einer Fy
Untergruppe H von Cls. Wir bilden wie in Abschnitt / \
4;1 den Klassenkorper F 7 Zu H. Die Galoisgruppe von g P
F|F wird vom Frobeniusautomorphismus ¢, erzeugt,

und dieser lisst sich auf F 7 zu einem Automorphis- \ A@
mus @, fortsetzen. Mit Hilfe dieser Fortsetzung erhal- F

ten wir eine konkrete Beschreibung der Artinabbildung

(-, F3|F) und definieren E als Fixkérper der Menge

{(D,F4|F) | ® € H}. Dann ist H der Kern von (-, E|F) und E ist der
Klassenkorper zu H.

Voraussetzungen und Notation 4.6. FEs sei eine Untergruppe H vom
Index n in Cly, gegeben, wobei n teilerfremd zu q aber u, nicht in F' enthalten
ist. In diesem Fall ist eine Erweiterung F (/)| F nicht mehr normal, da fiir
eine fest gewdhlte Wurzel 3/ f von t™ — f nicht mehr alle anderen Nullstellen
des Polynoms in F(3/f) enthalten sind. Deshalb definieren wir F als die
Kopererweiterung F(p,) = F(C) von F fiir eine (fest gewdhlte) primitive n-te
Einheitswurzel ¢. Dann ist F|F die Konstantenkorpererweiterung FTF, vom
Grad r. Dabei ist r ein Teiler von ¢p(n), und r ist minimal so dass ¢" = 1 mod
n. Die Galoisgruppe Gal(ﬁ|F) wird vom Frobeniusautomorphismus ¢, : ¢ —
C? erzeugt (siehe [Sti93, Lemma V.1.9, S. 163]).

Wir definieren m := ConF|F(m) als Element der zu ' gehérenden Divisoren-

gruppe Dg. Der Triger M von m besteht also genau aus den Stellen von F’,
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die tber den Stellen in M liegen. Da ﬁ|F als Konstanenkorpererweiterung
unverzweigt ist (siehe [Sti93, Thm. 1I11.6.3, S. 103]), sind alle
Verzweigungsindizes gleich 1 und der Koeffizient einer jeden
\ Stelle aus M ist gleich dem Koeffizienten der darunter liegen-
F, den Stelle aus M.

In Lemma 2.12 haben wir gesehen, dass die Divisornorm auch

F \ auf Elementen der Strahlklassengruppen wohldefiniert ist. Es
sel
F, H = N7 (H) = (9] € Ul | Npyo([)) € H)

und 7 der Index von H in .

Wir wollen den Klassenkorper zu H iiber F bilden. Dazu bleibt noch zu iiber-
priifen, dass auch n teilerfremd zu ¢ ist. Hierfiir untersuchen wir im folgenden
Lemma das Verhalten der Divisornorm in Konstantenkorpererweiterungen.
Auch spéter in diesem Abschnitt wird dieses Resultat noch niitzlich sein.

Lemma 4.7. Fir die Konstantenkorpererweiterung Ia |F,» von F|F, gilt: Die
von der Divisornorm induzierte Abbildung Nﬁ|F DO — C0 ist surjektiv.
Folglich hat die Abbildung NF|F :Cly — Cly das Bild

{[D] € Uy, | deg[D] € rZ}.

Beweis. Essei [D] € 2 und [] € (4, eine Divisorklasse vom Grad 1 (diese
Existiert nach dem Satz von Schmidt [Sti93, Cor. V.1.11, S. 164] und dem
Approximationssatz 1.8). Nach Satz 1.47 existiert dann fiir d grofs genug eine
Stelle p € P™ vom Grad d mit r | d und [®] = [p — d2]. Nach [Sti93, Lemma
V.19, S. 163] gilt Congp(p) = P+ ... + P, mit deg(P,) = ¢ und P; € P™
fir i = 1,...,7. Wegen ¢ = deg(P;) = [Fy, : Fyr] und deg(p) = [F, : ] gilt
ﬁ’% =F,« = F,, also jeweils f(B;|p) = 1. Nun sei A = Conp (). Dann ist

d.
Nep([(Br — ;Ql]) = [f(Pilp)p — dA] = [p — dA] = [D]
und somit haben wir ein Urbild [J3; — gﬁl] € % von [D] gefunden. O

Unter Beachtung der Isomorphie C/,, 2 C/° x Z ist das Bild also isomorph zu
ClO x rZ. Fiir eine Untergruppe H = H° x (Z mit { | n erhalten wir

~Y

i gy K8V,

r
Fiir den Index von H in (g gilt also

kgV(¢,7)

= (Y H
= (@ 1) 2
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Da die Normabbildung auf den Nullklassengruppen surjektiv ist und HO ge-
nau als Urbild von H® unter dieser Abbildung definiert ist, gilt die Isomorphie

Cla/HO = Clo /HY,

also ist (GO : H) = (C/9, : H°) = 7. Falls ggT'(¢,r) = 1 gilt kgVT(Z’r) = (, aber

auch im allgemeinen Fall ist w ein Teiler von ¢. Also gilt auch immer
n | n. Dies ist wichtig fiir die folgenden Uberlegungen, denn es garantiert,

dass mit n auch der Index n von H in (¥4 teilerfremd zu q ist.

Wir sind nun in gler Situation von Abschnitt 4.1: Es ist H C Uy vom Index
n gegeben, und F enthdlt u,. Also existiert nach Satz 4.3 der Klassenkorper
Fgyzu H.

Fortsetzung des Frobeniusautomorphismus

Das niichste Ziel besteht darin, den Frobeniusautomorphismus ¢, € Gal(F|F)
auf I'5 fortzusetzen und eine handhabbare Beschreibung dieser Fortsetzung
zu finden.

Die Paarung 7; 4 spielt wieder eine wichtige Rolle. Hier ist die zur Erweite-
rung Fy|F gehérende Paarung gemeint, also

Tam - AFI X Cgm/ﬁ — Un.

Dabei wird Ay als Untergruppe von Sj s/ (F ) also der zu F' gehérenden
n-Selmergruppe, aufgefasst.

Wir untersuchen mit Hilfe dieser Paarung zunéchst, wie die Galoisautomor-
phismen o € Gal(F'|F") auf den Gruppen Az und Cl/H operieren und leiten
damit eine konkretere Darstellung von ¢, her.

Fir ® € Dy ist 0® definiert durch
oD = Z vp(D) - op,

PGSF

und wegen vp(f) = vop(of) gilt fiir die Hauptdivisoren o(f) = (of), und o
ist auch auf C/; sowie (fs, wohldefiniert.

Lemma 4.8. Fiir jedes o € Gal(F|F) ist die Paarung m; 4 o-equivariant,
d.h. es gilt

Tam(of, 0[0]) = oman(f, [D])
fiir alle f € Ay und [D] € Cla/H.
Im Gegensatz zu den folgenden Aussagen gilt dieses Lemma ganz allgemein

fiir die Paarung m,, . Die spezielle Struktur der Gruppe H (als Norm-Urbild
einer Gruppe H) wird im Beweis nicht verwendet.
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Beweis. Es sei f € Aj; und ® € D™ Fiir eine Stelle p € Sz werden beide
Galoisgruppen Gal( (,p|IF r) und Gal(Fy|F,) vom Frobeniusautomorphismus
g erzeugt, also ist

4 [ng:qu]fl [Fpi]qu]fl

mod op ir ir mod o

Ng,m,. (@ f)(op) = [Ten™ = o L1 "2 oNgs, (F(0)-
=0 =0

Da die linke und rechte Seite der Gleichung in Fy - liegen und F, Np =
F, Nop = {0}, gilt schon die Gleichheit

Ni, e, ((0F)(op)) = o N g (F(p))-

Schlieflich erhalten wir

(@) @D) = (@f) | D_w(®)-op| =[] N, g, (0f)(o9)

PESF pGSﬁ.
= I oNaye, (F@)™ @ = o(7(D)).
PESﬁ
woraus die Behauptung direkt folgt. [

Lemma 4.9. Es gilt oAy, = Ay, fir alle o € Gal(F|F).

Beweis. Es ist cH = H, denn fiir [9] € H gilt

Npp(o®]) = Y (oD > or[®]

reGal(F|F) r€Gal(F|F)
= 0 Z =0 F|F([©])
reGal(F|F)

da Gal(F|F) abelsch ist. Nun ist Nep([D]) € Clw, also gilt N p(0[D]) =
N p([D]). D.h. o[D] liegt genau dann in H= /\/’I;';(H), wenn [®] in H liegt.

Nun wollen wir A 5 = Ay zeigen. Nach Definition von A 4 ist feA 7 genau
dann, wenn 7 &(f,[®]) = 1 fiir alle [®] € H. Wegen der o-Equivarianz ist

das genau dann der Fall, wenn 7, (o f, o[®]) = 1 fiir alle [©] € H, und mit
dem eben gezeigten oH = H ist das dquivalent zu 7, 4(0 f, 0[®]) = 1 fiir
alle [D] € o H. Anders geschrieben ist das m; 4(0 f, [D]) = 1 fiir alle [D] € H,
dquivalent zu o f € Ay. Mit of = o f folgt die Behauptung. O]

Korollar 4.10. Die Erweiterung FH|F st galoissch.
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Beweis. Die Erweiterungen F H]F und F |F' sind galoissch, somit ist auch
F | F" separabel, zu zeigen bleibt die Normalitét. Es bezeichne L den alge-
braischen Abschluss von Fy;, und es sei 7 € Homp(Fy, L) gegeben. Dann ist
7 € Autp(Fy) zu zeigen. L ist gleichzeitig auch der algebraische Abschluss
von F, und F|F ist normal, deshalb gilt 7|5 € Autyp(F) = Gal(F|F). Dann
ist nach Lemma 4.9 7|x(Ag) = Ay, also gilt fir f € Ay

(V" =7lp(f) € Ag.

Folglich gilt 7({/Ay) C YAy C F . Klar ist, dass fiir eine primitive n-te
Einheitswurzel ¢ auch 7(¢) € Fy ist. Nun ist Fy = F(¢, ¢/Aj) der kleinste
Korper, der F,( und /Ay enthélt und es gilt T(F ) C F Y. Daraus folgt

sofort 7 € Autp(Fy), was zu beweisen war. O

Mit Hilfe der beiden vorhergehenden Lemmata konnen wir jetzt genau be-
schreiben, wie ¢, auf der Gruppe Ay operiert. Das Ergebnis geht bereits auf
Shafarevich [Sha89, Lemma 1] zuriick.

Lemma 4.11. Fiir f € Ay gilt o, f = f9.
Beweis. Wir wollen zunichst o,[®] = [D] fiir [D] € g/ H zeigen. Wegen

NF|F(ﬁ) C H ist die Divisornorm N . : Cl/H — Clw/H wohldefiniert und
es gilt

NF|F<@QW_W) = Hﬂ%@- HT (D]

reGal(F|F) TeGal(F|F)
- - @

reGal(F|F) reGal(F|F)
= 0 inCly/H,

denn wenn 7 alle Elemente von Gal(E|F) durchliuft, dann durchliuft auch
Tipg alle Elemente der Galoisgruppe. Folglich ist Nz (4[] — [D]) € H, also

©,[D] — [®] € H und somit ¢ [®] — [D] = 0 in U/ H. Das beweist die erste
Behauptung.

Fiir die Darstellung von ¢, auf A verwenden wir die Paarung. Fiir feA i
und [D] € Clw/H gilt

Wﬁ,ﬁ(wqﬁ@) = Tj m(@qfv SOq[ ]) PqTh, m(ﬁ [ ])
- ﬂn,m(f [9])(1 = Tq m(fq [ ])
Dabei haben wir in der ersten Zeile Lemma 4.8 verwendet und in der zweiten

Zeile die Bilinearitit von ms 4 und dass s am( f, @) € . Da 74 nicht
ausgeartet ist, folgt ¢, f = f1. n
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Fiir jeden Reprisentanten f von f € A 7 gibt es also ein g € F* so dass
w0q.f = fig" ist. Mit dieser Darstellung von ¢, kénnen wir nun leicht eine
Fortsetzung ¢, auf F; definieren. Dafiir legen wir die folgende Notation fest.

Voraussetzungen und Notation 4.12. Es seien fi,..., fx Erzeuger von
Ay, Weiter sei

L={fi,..., fx}
undyl-eﬁﬁ so, dass y = f; firi=1,... k. Dann istFH:F(yl,...,yk).

Die Automorphismen aus Gal(Fy|F) sind nun durch ihre Aktion auf den y;
eindeutig festgelegt.

Satz 4.13. Fir jede Fortsetzung ¢, von ¢, auf FH qgilt: Zu jedem f € I" und
zugehérigem y mit y* = f existiert ein g € F* so dass

R A Pt

Go(y) =y'g  und g" = ﬁ
Jedes Element g ist also bestimmt bis auf eine n-te Einheitswurzel.
Beweis. Nach Lemma 4.11 gibt es zu jedem f ein g € F* so dass ¢" = %f'

Fir eine Fortsetzung ¢, von ¢, gilt dann
Pa(y)" = 0q(y") = q(f) = f79",

woraus die Behauptung durch Wurzelziehen direkt folgt. Hier sieht man auch,
dass eine Fortsetzung existiert: Man kann sie wie hier angegeben definieren.
O

An dieser Stelle kann man leicht nachrechnen, dass die Potenzen von ¢,
gegeben sind durch

1—1
i i . i—1—j
ANEN | 0
j=0

Die Erweiterung F|F

Nun widmen wir uns der Erweiterung F | F, tberpriifen dass
sie abelsch ist und leiten eine Darstellung der zugehorigen Ar- -

tinabbildung her. Fi
Voraussetzungen und Notation 4.14. Im Folgenden be- \
zeichne ¢4 immer eine Fortsetzung von @, auf Fy. Weiter sei F

[ immer ein Element aus T, y" = f und g ein zugehiriges /
Element aus F* mit g" = %f so dass ¢ (f) = fig" bzw. (q)
Pa(y) = y'g. F
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Lemma 4.15. Fiir jede Fortsetzung ¢, von p, ist die Abbil-
dung
Gal(Ey|F) x (@g) — Gal(Fg|F),  (r,¢}) — 70,

bijektiv.

Beweis. Die inverse Abbildung ist folgendermaﬁen gegeben. Fir ein o €
Gal(F;|F) bestimme i so, dass o] = @, und bilde o ab auf (cop,*, ;). O

Lemma 4.16. Jedes ¢, kommutiert mit jedem Element aus Gal(Fy|F).

Beweis. Es sei 7 € Gal( H|F) und f € I, y® = f. Dann ist 7y = (y fiir ein
C € pa- Fiir ¢gy = y?g gilt

Pg 0Ty = q(Cy) = (g = (Cy)'g = 7(y"g) = T 0 gy,
daraus folgt direkt die Behauptung. O]

Korollar 4.17. Die Erweiterung FH\F ist abelsch.

Beweis. Die Behauptung folgt sofort mit Lemma 4.16 und Lemma 4.15, da
Fy|F als Klassenkorpererweiterung abelsch ist und die ¢,-Potenzen natiirlich
miteinander kommutieren. O

Man sieht leicht, dass die Erweiterung F | F auch unverzweigt auferhalb von
supp m ist, denn F H]F ist unverzweigt aukerhalb supp m und F |F' ist sowieso
unverzweigt. Fiir Stellen 3 von F 5 und die darunter liegenden Stellen p und
p von F bzw. F gilt also mit der Formel aus [Sti93, Prop. I11.1.6, S. 62| fiir
die Verzweigungsindizes

e(Blp) = e(BIp) - e(plp) = e(Blp).

Also kénnen wir die zugehérige Artinabbildung (-, Fy|F) : D™ — Gal(Fj|F)
betrachten.

Die beiden folgenden Aussagen Lemma 4.18 und Satz 4.19 gelten allein unter
der Voraussetzung, dass F | F" abelsch und auferhalb von supp m unverzweigt
ist, und dass wir eine Darstellung ¢, f = f? mod (ﬁ’ *)™ fiir alle f € A haben,
wobei F; = F({/A). Sie sind auch fiir den Beweis der Riickrichtung des

Existenzsatzes entscheidend.

Lemma 4.18. Es sei ¢,(y;) = yigi, i =1,...,k eine feste Fortsetzung von
g Fiir jeden Divisor ® € D™ ist der Artznautomorphzsmus (@ Fy|F) dann
eindeutig bestimmt durch das Tupel (degD, g;(Cong (D))" N e Zx ()
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Beweis. Wir halten ein y und zugehoriges g fest. Dabei nehmen wir an,
[ = y" wire so gewihlt, dass f € O; fiir alle p ¢ suppm. Dies ist ohne
Beschréankung der Allgemeinheit moghch da f mit einer n-ten Potenz eines
Elements von F' multipliziert werden kann, ohne den Korper F (V/f) zu ver-
andern. Da f € Sj &, kann man mit dem Approximationssatz 1.8 also eine
Funktion h € F finden, so dass fh™ keine Pole in Sz \ suppm hat.

Es sei zuniichst o, = (p, F|F) fiir eine Stelle p € Sp \ supp m. Dann ist
Wie in Lemma 4.15 0, = 7, 0 ¢ fiir ein d und 7, € Gal( H|F) Dabei ist
= (p, Fy|F)| s = (p, F|F) = 8P die letzte Gleichheit gilt nach [Ros02,

Prop. 9.19, S.136|, da a |F' eine Konstantenkérpererweiterung ist. Also gilt
d = degp. Weiter gilt 7,y = (,y fiir ein ¢, € py. Also wird o, eindeutig durch
degp und ein ¢, fiir jedes y beschrieben.

Zu zeigen bleibt noch ¢, = g(ConFlF(p))_‘fl. Es gilt

d—1 d—1

N d . d—1—j d d - d—1—j

op(y) = Ty 0 PUy) =7, (yq [#i9)° ) =y [[eio”
=0 =0

und

op(y) = y? mod P
fiir alle P € S . tiber p, denn wir hatten y ja so gewahlt, dass y € Oy fiir
alle diese 3. Durch Gleichsetzen der beiden Gleichungen erhalten wir

d—1
d ; d—1—j

<N | 0k = 1 mod B.
j=0

Dabei sind beide Seiten bereits in F und die Aquivalenz gilt auch modulo
aller Stellen von F' iiber p.

Wir betrachten eine Konstantenkorpererweiterung L von F, die grof genug
ist, so dass p in L total zerlegt ist, d.h.
d—1

Congyp(p) = )45

=0
mit degq; = 1fiir j = 0,...,d—1. Dann sind die g; alle konjugiert: q; = ¢J(q)
for q = qo. Wir berechnen

d—1

9(Conyr (p))” g(Conpr(p))™ " = [T otei(a)™”

= [ @@

d—1
[T = ¢ modg.
=0
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Da beide Seiten der Gleichung bereits im Konstantenkorper liegen, welcher
_ d
wiederum trivialen Schnitt mit q hat, erhalten wir g(Cong )T =6

und daraus folgt g(Con};ﬂu;,(p))—‘f1 = (p.
Durch die Linearitdt und mit Lemma 4.16 folgt fiir Divisoren © entsprechend:
(@ FH|F) =09 =T O (pdegﬁ

-1

mit 7oy = (py und (o = g(Cong (D))" . O

Satz 4.19. Es gilt Py, C ker(:, AH]F) also ist das Artinsymbol auch als
Abbildung (-, F|F) : Cloy — Gal(Fy|F) wohldefiniert und surjektiv.

Beweis. Es sei © = (h)p € Py. Dann gilt nach [Sti93, Prop. II1.1.9, S. 63]
Congyp((h)r) = (h)p, also g(Congp(D)) = g((h)z) = h((g)p) nach Weil-
Reziprozitit. Wegen Ay C Sp 4 gibt es fiir f € T ein € € D™ mit

Fe=nC+ > v(f)-p=n€+B
peM

und aus ¢" = %f folgt damit

W) = (0ef)p — (f) 5 = pg(N€) — g€ + ;B — ¢'B

oder auch

(9)p = pg€ — g€+ B
fiir B’ = (B — ¢B), und wegen ©q(M) = M hat auch B’ Triiger in M.
Es ist
h((9)p) = h(pe€ — q€) - H(B).
Wegen h(p,€) = (pgh)(p,€) = pg(h(€)) = h(€) ist
h(p,€ —q€) = 1.

Auferdem war nach Voraussetzung (h) € Pp, deshalb ist fiir alle p € M
vp(h — 1) > vp(m) und da F|F unverzweigt folgt sofort fiir alle p € M
vp(h — 1) > vp(m). Also ist h(p) = 1 fiir alle p € M und deshalb

h(B') =1,
denn der Tréger von B’ liegt in M. Insgesamt folgt
9(Conpp(D)) = 1.

® hat den Grad 0 und wir erhalten (@,ﬁH]F) = Tp 0 PIED = idp aus
Lemma 4.18. [
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Um den Zusammenhang zwischen dem Term g(Conp, (D))~ und der Paa-
rung 7« noch besser zu verstehen, zeigen wir noch das folgende Resultat.

Lemma 4.20. Fiir ® € D™ und f € S gilt

" =1 2 —1

f(@) " :g(COnF\F(NF\FQ))fq

Beweis. Wir benutzen die Paarung

Ta t Saa/ ()" X Cla/0Cls — i
S o1 Ty
GB) s =
wobei y* = f und 74 = (D, Fy|F) = (NF|F© F4|F). Sei nun D '—/\/'F|FA
und op = (D, F|F). Dann ist 0o = 75 € Gal(F|F) und wie in Lemma
4.18 ist 74 dann gegeben durch 74y = (5y mit (5 = g(ConppD)~7 . Also
erhalten wir

)

F®)T =T g — g(Cong (W, D)

was zu beweisen war. O

Der Klassenkorper zu H

Endlich sind wir in der Lage, den Klassenkorper zu H zu definieren und den
Existenzsatz im Fall p,, ¢ F zu beweisen.

Satz 4.21 (Existenzsatz im Fall u, ¢ F). Es sei ein globaler Funktionen-
kérper F|F, und eine natirliche Zahl n mit ggT(n,q) = 1 gegeben. Zu jeder
Untergruppe H einer Strahlklassengruppe Clw vom Index n existiert der Klas-
senkorper. Umgekehrt existiert zu jeder endlichen abelschen Erweiterung E|F
vom Grad n ein m und ein H C Cly, so dass E der Klassenkdrper zu H ist.

Im Gegensatz zum Kummer-Fall konnen wir hier keine
explizite Gleichung fiir den Klassenkorper zu H ange-
ben. Stattdessen benutzen wir die Galoistheorie und
alle in diesem Kapitel hergeleiteten Fakten und defi- / \

nieren den Klassenkorper zu H als Fixkorper

Fy = Fixp {(D,Fy|F) | D € H}. \ /
(©q)

Klar ist, dass Fy ein Zwischenkorper von FH]F ist,

dass die Erweiterung F ol Fn galoissch und abelsch ist

und dass sie die Galoisgruppe Gal(Fyy|Fy) = G := {(®, F|F) | ® € H} hat.
Zum Beweis des Satzes miissen wir jedoch die Eigenschaften der Erweiterung
Fy|F untersuchen.
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Beweis. EXISTENZ DES KLASSENKORPERS. Es sei
E = Fix; {(D,Fy|F) | D € H}.

Das ist wohldefiniert mittels Satz 4.19. Da FH|F nach Korollar 4.17 abelsch

ist, ist G ein Normalteiler in Gal(F w|F), also ist nach dem Hauptsatz der
Galoistheorie [Bos06, Kap. 4.1 Thm. 6, S. 142| E|F galoissch. Da die Auto-
morphismen durch Einschrénkung der Elemente von Gal(Fy|F) entstehen,
ist die Erweiterung auch abelsch. Offensichtlich ist F|F unverzweigt aufser-

halb von supp m, da selbiges schon fiir die Erweiterung F | Fogilt.

Es bleibt noch zu zeigen, dass H der Kern der Artinabbildung (-, E|F) :
Clo — Gal(E|F) ist. Fiir ® € H gilt (D, E|F) = (D, F|F)|p = idg per
Definition von E, also ist H C ker(-, E|F). Umgekehrt sei ©® € ker(-, E|F),
dann ist idg = (®,E|F) = (D, F4|F)|g, also (D, Fy|F) € Gal(Fy|E) =
{(D,F4|F) | ® € H}. Wir zeigen noch ker(-, F4|F) C H, denn dann folgt
sofort ® € H und wir haben H = ker(-, E|F) bewiesen.

Hierzu sei nun ® € ker(-, F|F). Dann ist
idp = (D, F|F)lp = (D, FIF) = g,

also teilt r den Grad von ®, da ¢, die Ordnung r hat. Nun ist die Divisornorm
Nijp : Cla — {[D] € Ul | deg[D] € rZ} nach Lemma 4.7 surjektiv, also gibt

es ein D € (g mit NF\F(©> = und es gilt
(D, FglF) = (Npp(®), Fy|F) = (D, Fgl F) = idp,

nach Voraussetzung. Folglich gilt D e H da H ja gerade der Kern von
(-, Fg|F) war. Daraus folgt aber ® € H, was zu zeigen war.

EXISTENZ DES ERKLARUNGSMODULS. Sei nun eine abelsche Erweiterung
E|F vom Grad n gegeben. Dann adjungieren wir wieder die n-ten Einheits-
wurzeln an F' und auch an E und erhalten

~

F = F(u,) und E := E(u,).

Der Grad 7 der Erweiterung E |F ist dann ein Teiler von n und somit auch
teilerfremd zu ¢. Aukerdem ist E|F = EF|F als Kompositum abelscher Er-
weiterungen wieder abelsch. Also existiert nach dem Existenzsatz fiir Kum-
mererweiterungen 4.3 ein Modul m und eine Gruppe H C Uy so dass E
der Klassenkorper zu H iiber F ist. Es gibt eine Gruppe A C F* mit
E = Fy = F(/A). Wir wissen auch, dass = > pext b nur Koeffizien-
ten 1 hat und definieren m als die Summe aller Stellen von F, die unter den
Stellen in M liegen. Dann gilt Conyp(m) = m und E|F ist aukerhalb von

supp m unverzweigt. Wir zeigen noch, dass ¢, f = f9 fiir alle f € A/ (F’X)ﬁ,
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dann haben wir fiir jede Fortsetzung ¢, von ¢, wieder eine Darstellung wie
in Satz 4.13 und aus Satz 4.19 folgt, dass Py, C ker(-, F;|F) und somit erst
recht Py, C ker(-, E|F). Also ist (-, E|F) : Cly, — Gal(E|F) wohldefiniert.
Wir definieren H als Kern dieser Abbildung. Dann ist H C /., und E ist der
Klassenkorper zu H iiber F.

Wir zeigen also noch ¢, f = f? mod (FX)" fiir alle Erzeuger f € I'. Dabei sei
[' definiert wie in 4.12, es gelte also £ = [];p F(/f). Fiir jede Fortsetzung

¢ von @, auf E und fiir jedes f € T gilt ¢ (/) = /o f. Fiir jedes
Ly = F({/f) gilt nach dem Hauptsatz der Galoistheorie [Hes08, Satz 6.12,
S. 188] ¢yl1, € Gal(Ly|F), also ¢y|r,(VF) = {/psf € Ly und das heift
@of € (f) - (FX)™. Also gilt o f = f* mod (F*) fiir ein v > 1.

Schlieklich bleibt noch v = ¢ mod n zu zeigen. Wie in Satz 4.13 sieht man,
dass jede Fortsetzung ¢, von ¢, auf Fy die Gestalt ¢,(y) = y”g hat. Da
Fy|F abelsch ist, kommutiert ¢, mit jedem 7 € Gal(Fy|F'), 7y = Cy fiir eine
primitive n-te Einheitswurzel (. Wir berechnen

Clyg = @q(Cy) = @goTy =70 Py =7(y"9) = C"y’g

und erhalten v = ¢ mod n. Damit ist alles gezeigt. ]

Zum Schluss werfen wir noch einen kurzen Blick auf

die Konstantenkorpererweiterungen, die die betrachte- -
ten Erweiterungen von Funktionenkorpern beinhalten. E &
Dazu sei wieder die Gruppe H isomorph zu H® x (Z 7 N
und H isomorph zu H° x Y7 fiir k :=kgV (r, £). Dann
wissen wir aus Satz 2.20, dass Fy|F eine Konstan-
tenkorpererweiterung vom Grad £ und F H|f7’ eine vom X /
Grad  beinhaltet. Auferdem wissen wir, dass F|F die Ia
Konstantenkorpererweiterung vom Grad r ist. Folg-

lich ist der Grad der Konstantenkorpererweiterung in

F | Frr gleich % und der von F | F gleich k. Die jeweiligen Grade der Konstan-
tenkdrpererweiterungen sind im nebenstehenden Diagramm eingezeichnet.

An dieser Stelle sei auch noch kurz eine &hnlich aber etwas anders gearte-
te Konstruktion erwahnt, die im Laufe dieser Arbeit untersucht wurde. Dies
liegt daran, dass die Annahme deg(H) = 1 uns in die Lage versetzt, eini-
ge schone strukturelle Aussagen zu machen, die im allgemeinen Fall nicht
moglich sind. Denn im Fall deg(H) = 1 gilt auch deg(H) = 1 und die Er-
weiterung FH|F beinhaltet dann keine Konstantenkorpererweiterung. Weiter
gilt die Isomorphie Cly/H = Cly/H und H hat in (g auch denselben Index

wie H in (/. Dies funktioniert im Allgemeinen nicht.
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Wir betrachten also die folgende Konstruktion, im
nebenstehenden Diagramm sind wieder die Erweite- /
rungsgrade der jeweiligen (exakten) Konstantenkorper 7
eingezeichnet. Fiir H = H° x (Z sei F’ die Konstan-

tenkdrpererweiterung FF . und H' die zugehérige Un- Fu ) y F
tergruppe N‘,}F(H) von Uy mit m" = Conpgrp(m). \ /
Dann ist deg(H’) = 1. Von F’ und H' aus fithren wir 2

die Konstruktion wie bisher durch und erhalten den

Klassenkorper F 7 Zu H und mit Satz 4.21 den Klas- ’ "
senkorper Fy;, zu H'. Schlieklich ist es leicht zu zeigen, ¢

dass I}, auch der Klassenkorper Fy zu H ist (wegen
Man kann auch zeigen, dass Fy|F’ und F|F’ li- F
near disjunkt sind, Gal( Fy|F) = Gal(Fy|F’) und

Gal(Fy|Fy) = Gal(F|F’). Dann setzt sich die groRe
Galoisgruppe als direktes Produkt

Gal(Fy|F') = Gal(Fy|Fy) x Gal(Fy|F)

zusammen und man erhalt weitere Beschreibungen davon, indem man die
eben genannten Isomorphien einsetzt. F; ist dann die Konstantenkorperer-
weiterung FylF,- von Fi.

Mit Gal(F|F") ist auch Gal(F;|Fy) zyklisch von der Ordnung r und es ist
leicht, einen Erzeuger letzterer Galoisgruppe anzugeben. Man wahlt sich einen
Divisor ©® € H’ vom Grad 1 (dies ist nur wegen deg(H’) = 1 mdglich) und
fiir jedes f € I ein passendes g mit g" = “‘;;’f und g(ConFlF, ®) = 1. Dann ist
die Fortsetzung ©q von g, definiert durch ¢,y = y?¢ fiir alle y, ein Erzeuger
von Gal(F|Fy). Dies kann man leicht nachrechnen.

In F H|F findet keine Konstantenkorpererweiterung statt. Ebenso enthalt
Fy|F' keine Konstantenkorpererweiterung. Also enthélt Fy|F' genau die Kon-
stantenkorpererweiterung vom Grad ¢, wie in Satz 2.20 fiir den Klassenkorper
zu H gefordert.

Dieser Ansatz ist sicherlich von theoretischem Interesse wegen der soeben
erkldarten Besonderheiten, jedoch schien es uns am Ende praktischer, alle Félle
(also auch den allgemeinen Fall deg(H) # 1) auf einmal zu ,erschlagen”, ohne
erst Spezialfille zu betrachten und dann Verallgemeinerungen durchzufiihren.

Gleiches gilt fiir Spezialfille wie die Annahme, dass mit einer zyklischen Er-
weiterung 3 |F gearbeitet wird oder dass n eine Primzahlpotenz ist. Sie
verschaffen zwar voriibergehende Erleichterungen, erfordern dann aber wie-
der die Ubertragung auf den allgemeinen Fall.

Erwéhnen wollen wir in diesem Zusammenhang auch noch eine weitere dhn-
liche Konstruktion, die in [Coh00, Kap. 5.3| (fiir Zahlkorper) zu finden ist.
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Leider funktioniert diese Vorgehensweise so nur, wenn n eine Primzahl ist.
Die Uberlegungen basieren darauf, dass man in diesem Fall sehr leicht eine
Fortsetzung ¢, von ¢, der Ordnung r findet. Dann definiert man G = (Pq)
und Fy = Fixlgﬁ(é). Man erhélt Gal(Fy|Fy) = G = Gal(F|F) und eine
dhnliche Struktur wie im eben erkldrten Ansatz, aus der alles weitere folgt.
Unsere Versuche, diesen Ansatz durch eine Art Iterationsverfahren auf Prim-
zahlpotenzen n zu iibertragen hat nicht zum Ziel gefiihrt.

Schlieflich ist es uns jedoch gelungen, den in diesem Abschnitt ausfiihrlich
priasentierten eleganten Ansatz zu finden, der ohne die gesonderte Betrach-
tung von Spezialféallen direkt zum Ziel fithrt. Zwar liefert er nicht so viel Struk-
tur wie mogliche Spezialfille, ist dafiir aber allgemein giiltig und durchaus
ausreichend fiir unser langfristiges Ziel, ndamlich den Beweis des Existenzsat-
zes der Klassenkorpertheorie.

4.3 Artin-Schreier-Witt-Erweiterungen

Bisher haben wir den Existenzsatz der Klassenkorpertheorie fiir Untergrup-
pen vom Index n teilerfremd zu ¢ vollstandig bewiesen. Es bleibt also noch
der Fall n = p®, « > 1 fiir die Charakteristik p von F' zu behandeln. Hier-
fiir benotigt man die additive Kummertheorie, insbesondere Artin-Schreier-
Erweiterungen und Witt-Vektoren. Damit konstruiert man eine Paarung dhn-
lich wie 7,  jedoch von additivem Charakter, mit der man dann einen Beweis
analog zu Satz 4.3 fithren kann. Da im additiven Fall die Einheitswurzeln im-
mer automatisch im Grundkorper enthalten sind, ist eine Argumentation wie
in Abschnitt 4.2 nicht mehr nétig. Trotzdem hétte die ausfiihrliche Behand-
lung des Falls n = p® den Rahmen dieser Arbeit gesprengt. Wir erldutern
hier lediglich einige Ideen ohne Details. Dieser Abschnitt stellt auch eine gute
Zusammenfassung der wichtigsten verwendeten Argumente dar.

Voraussetzungen und Notation 4.22. FEs sei I' ein globaler Funktionen-
korper mit exaktem Konstantenkorper Fy der Charakteristik p. Weiter sei ein
Modul m und eine Untergruppe H von Cly, vom Index n = p® mit a > 1
gegeben. Wir wollen den Klassenkorper dazu konstruieren.

Wir bezeichnen mit R einen beliebigen (kommutativen) Ring und mit W, (R)
den Ring der Witt-Vektoren der Lange a iiber R, wie von Witt selbst in
|[Wit37| eingefiihrt. Modernere Fassungen der Witt-Vektoren-Theorie sind
unter anderem nachzulesen in [Bos06, Kap. 4.10] und [Ser79, Kap. 2.6]. Die
Elemente von W, (R) sind Tupel (wy,...,ws—1) € R Polynome S; und
P; aus Z[Xo, Yo, X1, Y1, ..., Xa_1, Yo_1] definieren darauf eine Addition bzw.
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Multiplikation

v+w = (Sp(v,w),Si(v,w),...,Se 1(v,w))
vew = (Py(v,w), P(v,w),..., Pyq(v,w)),

wodurch W, (R) zum Ring wird. Weiter sei ¢, die komponentenweise Frobe-
niusabbildung

(;Op(w()a cee 7w01—1) = (wg7 s ?wZ—l)‘
Fiir @ = 1 erhélt man W, (R) = R und ¢, ist der gewohnliche Frobenius.

Fiir die Kummertheorie wihlen wir nun R := F als den separablen Abschluss
von F' und definieren

R Wa(F) — Wu(F)

w = pp(w) —w.

Die Abbildung p hat den Kern W, (F,) = Z/p*Z mit W,(F,) C W,(F) und
erfiillt auch alle weiteren notwendigen Voraussetzungen fiir die Kummertheo-
rie. Der (allgemeine) Hauptsatz der Kummertheorie liefert also eine Bijektion

Untergruppen A C W, (F) . abelsche Erweiterungen
mit p(W,(F)) C A E|F vom Exponenten p“

A — Flp(A))
p(Wa(E) NWo(F) «— E.

Dabei bedeutet F'(p~1(A)) die komponentenweise Adjunktion aller Losungen

der Gleichungen f = ¢,(w) —w mit f € A und w € W, (F). Weiter erhélt
man eine nicht ausgeartete Kummerpaarung

fin 2 AJp(Wa(F)) x Gal(F(p™ (A)|F) — Wa(F,)

(f,0) = o(w)—w

fiir ein w € p~(f). Dabei operiert o komponentenweise auf W, (F).

Nun machen wir uns wieder daran, eine eigene Paarung zu definieren. Im
Gegensatz zu 7, hat sie additiven Charakter. Deshalb ersetzen wir Norm
durch Spur. Die Spur auf Witt-Vektoren wird wie iiblich definiert durch

[K:Fp]—1

Tripr, (w) = Z o) (w)

=0

fiir einen endlichen Korper K. Ganz analog zu Lemma 3.4, nach der Idee von
Hasse [Has35, S. 40|, rechnet man leicht nach, dass

op(w) —w = Z V(D) - Trr v, (f(p))

pESF
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fir f = p,(w) —w und o = (D, F(p~'(f))|F). Dabei bedeutet f(p) die
komponentenweise Einbettung in den Restklassenkérper Fj,. Also definieren
wir eine Paarung

Oy A p(Wo(F)) x D™ — W, (F,)
([D) — D 0(®) Trps, (f(p) = oo(w) — w.

PESF

Wegen der Surjektivitét der Artinabbildung (Tschebotarev) ist 6, , automa-
tisch wieder im linken Argument nicht ausgeartet.

Nun bleibt noch, das A so zu bestimmen, dass F(p~1(A))|F auBerhalb von
supp m unverzweigt ist (also als Analogon T}, w/@(W,(F')) zur Selmergruppe
Snm/(F*)"). Die Kriterien dafiir, welche Stellen in solchen Erweiterungen
verzweigen, sind nachzulesen in [Sch37|, fiir den Fall @ = 1 auch in [Sti93,
Prop. I11.7.8, S. 115]. In letzterem Fall wére eine Definition der Art

Tom={f€F |VpdsuppmIzeF:u(f—(F—2)) >0}

denkbar. Aufserdem ist zu zeigen, dass fiir ein solches A die Gruppe P
im rechten Kern der Paarung liegt, so dass sie auch auf (¥, wohldefiniert
ist. Schliefllich muss man die Argumente der Paarung so anpassen, dass sie
auch im rechten Argument nicht ausgeartet wird (insbesondere noch durch
den rechten Kern faktorisieren), zum Beispiel durch einen Kardinalitatsver-
gleich wie in Lemma 3.3. Fiir den unverzweigten Fall geschieht dies bereits
in [HW36]. Wir gehen hierauf nicht weiter ein.

Gehen wir jedoch davon aus, dass wir eine nicht ausgeartete Paarung haben,
sagen wir auf einer ,Selmergruppe 7T}, m/p(W,(F)) und einer Gruppe der
Form Cly,/p“Cly, so kénnen wir nun wieder durch eine Abbildung

den Klassenkorper Fiy zu H definieren. Umgekehrt gilt: Ist H der rechte Kern
der Paarung 0, , fiir ein A C T}, ,, so ist die induzierte Paarung

AJp(Wa(F)) x Clwn/H — Wo(Fy)

nicht ausgeartet und F(p~'(A)) der Klassenkorper zu H. So lasst sich dann
auch die umgekehrte Richtung, also die Bestimmung der Gruppe H zu gege-
bener Erweiterung (vom Grad p®), bewiéltigen.

4.4 Beliebige abelsche Erweiterungen

Endlich kénnen wir die bisher betrachteten Fille zusammenbauen, um den
Existenzsatz fiir Untergruppen H von C/, von ganz beliebigem Index n zu zei-
gen. Dies ist nicht mehr schwierig, man zerlegt lediglich das n in einen Faktor
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teilerfremd zu ¢ und einen Faktor p®, bildet nach der bekannten Theorie zwei
Klassenkorper und nimmt dann das Kompositum davon. In der umgekehrten
Richtung wird eine Erweiterung ebenso in zwei linear disjunkte Erweiterun-
gen zerlegt, zu denen wir die Gruppen H bestimmen kénnen, und dann der
Schnitt dieser Gruppen gebildet.

Satz 4.23 (Existenzsatz). Es sei F' ein globaler Funktionenkérper. Zu je-
dem Modul m von F und jeder Untergruppe H von Cly, von endlichem Index
existiert der Klassenkorper. Zu jeder endlichen abelschen Erweiterung E|F
existiert etn m und ein H C Cly, so dass E der Klassenkdrper zu H ist.

Beweis. EXISTENZ DES KLASSENKORPERS. Es sei p die Charakteristik von
F. Der Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen liefert fiir gegebe-
nes H C (¥, vom Index n

y4
Clw/H = [ [ 2/p}2
=1

fir (nicht notwendigerweise verschiedene) Primzahlen p; mit n = [[,_, pi".
Wir sortieren so um, dass wir

k L
Clw/H=][2Z/piZx [] 2/p"Z= AxB

=1 i=k+1

erhalten, wobei die Primzahlen im linken Teil teilerfremd zu p seien. Dann
sind A x HfzkH{O} und [, {0} x B zwei Untergruppen von Cly/H. Da
die Untergruppen von ({,/H genau den Zwischengruppen H C H; C Uy,
entsprechen (und zwar inklusionsumkehrend), erhalten wir zwei Zwischen-
gruppen H; und Hy mit (/y/Hy = AXx {0} =2 A und (,,,/Hy = {0} x B = B.
Es gilt Clw/H = Clyw/Hy x Cly/Hy und folglich H = Hy N Hs.

H, hat den Index ny = Hle pi' in Cly. Das ist teilerfremd zu ¢, also existiert
nach den Sdtzen 4.3 und 4.21 der Klassenkorper F} zu H;. Ebenso hat H,

den Index ny = Hf:k 1% =p® in Cly. Deshalb existiert nach Abschnitt 4.3
der Klassenkorper Fy zu Hs.

Da die Grade von F} und Fj teilerfremd sind, gilt £} N Fy, = F und wir
erhalten

Gal(F\ | F) = Gal(Fy|F) x Gal(Fy|F) = Clw/Hy % Clw/ Hy = Clun/ H.

Die Isomorphien sind wieder gegeben durch die entsprechenden Artinsymbo-
le, und das Kompositum F} F; ist der Klassenkorper zu H.

EXISTENZ DES ERKLARUNGSMODULS. Ist nun E|F vom Grad n gegeben,
so zerlegen wir E in zwei linear disjunkte Erweiterungen F; vom Grad n,
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teilerfremd zu ¢ und F, vom Grad ny = p*. Wieder erhalten wir mit den ent-
sprechenden Existenzsédtzen Moduln m; und my und Untergruppen H; C Clyy,
bzw. Hy C Cly, so dass F der Klassenkorper zu Hy und F; der Klassenkor-
per zu Hs ist. Nach Bemerkung 2.9 konnen wir H; und H, wieder als Unter-
gruppen derselben Strahlklassengruppe auffassen, und nach Lemma 2.4 ist
E = F\ F; der Klassenkorper zu Hy N Hs. O

Zum Schluss fassen wir noch einmal die wichtigsten Argumente zusammen,
die wir flir den Beweis des Existenzsatzes verwenden. Wir unterscheiden fiir
den Index n von H in (fy, (bzw. den Grad der Erweiterung E|F') die drei
Félle

(i) ggT(n,q) =1, u, C F : Kummererweiterung
(ii) ggT(n,q) =1, u, € F : Galoistheorie, Fixkorper
(iii) ggT(n,q) = p* : Artin-Schreier-Witt-Erweiterung

und konstruieren den jeweiligen Klassenkorper zu H (bzw. die Untergruppe
zu E). Der allgemeine Klassenkorper fiir beliebiges n (bzw. die Untergruppe)
entsteht schliefslich als ein Kompositum aus einem Klassenkorper der Form
(i) oder (ii) und einem Klassenkérper der Form (iii) (bzw. als Schnitt der
entsprechenden Gruppen).

Die Félle (i) und (iii) verlaufen analog, wobei wir fiir (iii) nicht alle De-
tails ausgearbeitet haben. Das wichtigste Werkzeug hierbei sind die Paa-
rungen 7, . bzw. 0, ., insbesondere die Tatsache, dass sie nicht ausgeartet
sind. Dies folgt im Wesentlichen aus der Surjektivitdt der Artinabbildung,
also dem Tschebotrevschen Dichtigkeitssatz. Bei (i) geht auch noch die Weil-
Reziprozitédt ein, und fiir den Kardinalitdtsvergleich von Selmergruppe und
Clw/nCly, der Dirichletsche Einheitensatz. Des Weiteren verwenden wir be-
kannte Resultate iiber nicht ausgeartete Paarungen auf endlichen Gruppen,
insbesondere die daraus folgenden Isomorphien, und wir bedienen uns aller
wichtigen Aussagen der (multiplikativen und allgemeinen) Kummertheorie.
Die nicht ausgeartete Kummerpaarung spielt eine entscheidende Rolle bei
der Definition der neuen Paarungen, und die Kummer-Bijektion bei der Kon-
struktion der Klassenkorper. Sie sind ndmlich allesamt Kummer- bzw. Artin-
Schreier-Witt-Erweiterungen, abgesehen vom Fall (ii). Hier verwenden wir
hauptséchlich Argumente aus der Galoistheorie, insbesondere die Fixkorper-
bildung, um (ii) aus (i) zu folgern.






Zusammentassung und Ausblick

Die Klassenkorpertheorie hat in ihrer 150-jahrigen Geschichte zahlreiche For-
men angenommen. [hre Hauptaussagen haben sich zwar seit 1930 kaum ver-
andert, doch wurden viele neuartige Formulierungen und Beweise gefunden.
Neben der Suche nach immer neuen Ansétzen sind auch zahlreiche Verallge-
meinerungen der urspriinglich fiir Zahlkérper entwickelten Theorie von grofser
Bedeutung. Sie alle haben zum besseren Verstédndnis verschiedener Zusam-
menhénge in der algebraischen Zahlentheorie beigetragen, und ,,you should
be warned that acquaintance with only one of the approaches will deprive
you of techniques and understandings reflected by the other approaches®, wie
Lang [Lan70a, S. 176| so passend bemerkt.

Auch diese Arbeit présentiert einen neuartigen Ansatz, eine sehr konkrete
Methode fiir globale Funktionenkorper. Wir geben eine moderne Formulie-
rung des Existenzsatzes und beweisen ihn nach klassischem Vorbild (wie bei-
spielsweise von Lang [Lan70a] dargestellt), aber unter Verwendung moderner
Mittel. Wir zeigen auch, wie die anderen wichtigen Aussagen der Klassen-
korpertheorie daraus folgen und weisen auf Besonderheiten hin, die Funk-
tionenkorper im Gegensatz zu Zahlkorpern aufweisen—manche vereinfachen
ihre Handhabung, wie die Abwesenheit archimedischer Bewertungen, andere
wiederum verkomplizieren sie, wie die Unendlichkeit der Divisorenklassen-

gruppe.

Mit ,modernen Mitteln“ meinen wir vor allem die Verwendung der Tate-
paarung, die erst in den letzten zehn Jahren durch ihren Einsatz in der
Kryptographie bekannt wurde. Uberhaupt ist seitdem ein reges Interesse an
Paarungen und ihren Anwendungen erwacht. Wir haben hiermit eine eher
theoretische Anwendung aufgezeigt und damit zum besseren Verstandnis von
Paarungen auch im theoretischen Kontext der algebraischen Zahlentheorie
beigetragen. Allerdings gilt unser Verfahren gerade durch die Verwendung
der Tatepaarung zunichst nur fiir Funktionenkorper, eine Ubertragung auf
Zahlkorper ware noch auszuarbeiten.

Daneben verwendet unser Ansatz noch bekannte Methoden der Algebra und
Zahlentheorie, insbesondere die Galoistheorie, Kummertheorie und Dichtig-
keitsargumente nach Tschebotarev, die analog auch fiir Zahlkérper gelten.

Im Gegensatz zu den ,traditionellen Beweisen kommen wir hier allerdings
ganz ohne analytische Methoden (L-Reihen) aus, wenn man den Beweis von

85



86 Zusammenfassung und Ausblick

Tschebotarevs Dichtigkeitssatz als gegeben hinnimmt. Auch brauchen wir
keinerlei Galoiskohomologie, Brauergruppen, Ideltheorie oder sonstige tief-
greifende Konstrukte der algebraischen Zahlentheorie. Ein Grundwissen iiber
Paarungen und Kummertheorie vorausgesetzt ist unser Ansatz also vielleicht
direkter zugénglich.

Attraktiv ist auch die Konstruktivitdt unserer Methode. Aus der Kryptogra-
phie ist bekannt, dass die Tatepaarung sehr effizient ausgewertet werden kann
(siche zum Beispiel [BSS05, Algo IX.1, S. 196]), und auch bei der Berechnung
von (Strahl-)Klassengruppen hat sich in den letzten Jahren einiges getan (sie-
he zum Beispiel [Hes99|, [Aue99], [Fie01|, [HPPO03|). In der Tat ist dieser ex-
plizite Ansatz zur Berechnung von Klassenkdrpern bereits im Computeralge-
brasystem Magma [BC04, Kap. 59.13| implementiert. Allerdings funktioniert
der Algorithmus dort nur unter der Annahme des Existenzsatzes und liefert
keinen Beweis. Dieser Beweis ist das Ergebnis der vorliegenden Arbeit.

Im Anschluss an diese Arbeit stellt sich noch die Frage, wie sich weitere
bekannte Paarungen in der Klassenkorpertheorie einsetzen lassen. Die Weil-
paarung zum Beispiel ist der Tatepaarung sehr dhnlich und wird auch in der
Kryptographie auf analoge Weise verwendet. In [How96| findet sich bereits ei-
ne erste Interpretation der Weilpaarung im Rahmen von Kummertheorie und
Klassenkorpertheorie. Das ldsst hoffen, dass sie auch im theoretischen Kon-
text von Bedeutung ist. Auch die effizienteren Varianten Ate- und Etapaarung
sind hier von Interesse, sie werden sogar definiert durch einen Ausdruck der
Form g(ConﬂF(@))’fl, der auch bei uns in Kapitel 4.2 vorkommt.

Natiirlich bleibt auch noch die detaillierte Ausarbeitung des Artin-Schreier-
Witt-Falls. Trotzdem haben wir in dieser Arbeit eine neue Beweismethode fiir
den Hauptsatz der Klassenkorpertheorie fiir globale Funktionenkorper aufge-
zeigt und iiber die Tatepaarung eine vielversprechende Verbindung zwischen
der reinen algebraischen Zahlentheorie und ihren Anwendungen hergestellt.
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