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CHAPTER 5

Moduln

5.1. Definition

Es sei R ein Ring. Ein R(Links)-Modul M ist eine Abelsche Gruppe
zusammen mit einer Verkniipfung: o : R x M — M mit (rs) om =
ro(som), (r+s)om=rom+somundro(m-+n)=rom+ron
fir alle r, s € R, m, n € M.

M heifit unitar, falls R ein Einselement 1 # 0 besitzt und lom = m
fiir jedes m € M gilt.

Eine Teilmenge U eines R-Moduls M heifit Untermodul ( Teilmodul)
von M, falls gelten:

(1) U ist Untergruppe von M,
(2) RU C U.

(Ein Modul ist im Prinzip ein Vektorraum iiber einem Ring.)

Ist M ein Modul, so ist der Durchschnitt von Teilmoduln von M
wieder ein Teilmodul. Also existiert zu jeder Teilmenge A C M ein
kleinster Teilmodul von M der A enthalt.

5.2. Definition

Es sei M ein R-Modul. Fir A C M bezeichne (A) den kleinsten
Teilmodul von M der A enthalt.

M heifit endlich erzeugt, falls A C M mit #A < oo und M = (A)
existiert.

Ist M ein unitarer Modul, so gilt

(Ay={ > rualacAr,€R}.

endlich

Fiir eine Familie (M;);c; von Teilmoduln von M mit
MO i€ 1i# ) = {0)
fiir jedes j € I heifit
FierM; = (M; | i € I)

innere direkte Summe. Fir eine beliebige Familie von R-Moduln wer-
den das direkte (duflere) Produkt [T;c; M; und die &ufiere direkte Summe
Picr M; wie iiblich definiert.
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5.3. Hilfssatz

Unter der Festsetzung avo (x 4+ U) := a oz + U wird die Faktor-
gruppe M /U eines R-Moduls M mit Untermodul U zu einem R-Modul
(Faktormodul).

5.4. Definition

Es seien M, M zwei R-Moduln und p: M — M ein Gruppenho-
momorphismus. Falls

plaom)=aop(m) Yae RYmeM

gilt, so heifit ¢ R-Modulhomomorphismus, wir schreiben ¢ € Hompg (M, M ).

5.5. Hilfssatz

Es seien M, M zwei R-Moduln und p: M — M ein R-Modul-
homomorphismus. Dann gelten:
(1) Im bild(p) = M/ ker(p),
(2) (U+V)/U=V/(UNV) fir Teilmoduln U,V von M,
(3) M)V = (M/U)/(V/U) fir U,V wie in (ii) mit U C V.

Beweis: Wie fiir Gruppen, Ringe, Vektorrdume.

5.6. Definition

Fir A C M ist ann(A) = {r € R | Ym € A : rm = 0} der
Annulator von A. Falls ann(M) = {0} gilt, so heifit M treu (englisch:
faithful). m € M heifit Torsionselement, falls ann(m) # 0 gilt. Wir
schreiben Tor(M) := {m € M | ann(m) # 0}. M heifit Torsionsmodul,
falls Tor(M) = M gilt, M heit torsionsfrei, falls Tor(M) = 0 gilt.

5.7. Hilfssatz

(1) Fiir U € M ist ann(U) ein Linksideal von R.
(2) Ist M # {0} torsionsfrei, so hat R keine Nullteiler.

Beweis:

(1) Fiir m € M und ¢y, : R — M : r — rm gilt ker ¢,,, = ann(m).
Demnach ist ann(U) = N,y ker ¢ar, daher ist (U) ann ein
(Links-) Ideal.

(2) Es seien r # 0 # s mit sr = 0 gegeben. Dann ist s(rm) =
(sr)m = 0 und rm # 0 ein Torsionselement. O

Bemerkung Tor(M) ist im allgemeinen kein Untermodul von M.
(Sei etwa M = R = 7Z/67Z = Tor(M) = {0,2,3,4} = Tor(M) ist
keine Untergruppe von (M, +), also auch kein Untermodul.)
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5.8. Hilfssatz

Es sei R ein Integritatsring und M ein R-Modul. Dann ist TorM
ein Teilmodul, und M /TorM ist torsionsfrei.

Beweis: Setze M := Tor(M). Es seien z,y € M mit o, 3 € R, o #*
0 # [, sodass aox = Foy =0 gilt. Es folgt

affo(z—y)=afor—afoy=pFo(acr)—aoc(foy) =0,

also z —y € M wegen af # 0. Demnach ist (M ,+) Untergruppe von
(M,+). Fur z, a wie oben folgt weiter

ao(fox)=(af)oxr=LFo(aocx)=0 VFER,

also B oz € M und damit R o M C M. Also ist Tor(M) Untermodul
von M. . B . . .

Sind nun z+M € M/M und o € R mit ao(z+M) = aox+M = M,
so impliziert dies a0z € M, es existiert 3 € R, 3 # 0, mit Ba oz = 0.
Fiir a # 0 ist dann Sa # 0, also # € M und damit 2 + M = M. Also
ist M /Tor(M) torsionsfrei. O

5.9. Definition

Eine endliche Teilmenge {x1,...,z,} eines R-Moduls M heiit iber
R frei (unabhéngig), falls aus >, oyz; = 0 fiir oy, ..., € R bereits
a; = ... = a, = 0 folgt. Eine beliebige Teilmenge S von M heift frei,
falls jede endliche Teilmenge von S frei ist.

S C M heifit Basis von M, falls S frei ist und (S) = M gilt. Ein
Modul mit Basis heifit freier Modul.

Bemerkung () ist frei.

M frei impliziert M torsionsfrei. Die Umkehrung ist im Allgmeinen
falsch.

5.10. Satz

Es sei X C M, M ein unitarer R-Modul. Dann sind aquivalent:

(1) Fiir jedes « € X ist die Abbildung rz +— r ein R-Modul-
Isomorphismus zwischen Rx und R. Ferner gilt M = +,cx Rz.
(2) M ist frei mit Basis X.
(3) Jedes m € M besitzt eine eindeutige Darstellung m = Y, r.x.
(4) M = @,exR, wobei die Isomorphie durch (r,), — Y 7.
gegeben ist.
Beweis:
(i)=(ii) M = +,ex Rx impliziert M = (X). X ist frei, da andernfalls
die Summe nicht direkt ist.
(ii)=(iii) Jedes m € M hat eine Darstellung in der Form > g 7,
(Definition der Basis). Fir Y finr,z = ¥ fins,x folgt - fin(r, — s,)x =
0 und daher r, = s,, da X frei ist.
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(ili)=-(iv) Da sich jedes m € M eindeutig in der Form m = > r,x
darstellen lasst, sind die Abbildungen ¢, : M — R :m = > 1,y — 7,
fir jedes x € X R-linear. Offenbar ist ® : M — @ exR : m —
(¢.(m)), daher linear und wohldefiniert. ® ist injektiv, da die Darstel-
lung eindeutig ist und surjektiv, da U : @ ex Rr — M : (rpz) — > rpx
nach Voraussetzung surjektiv ist. W ist offenbar invers zu .

(iv)=-(i) Die duBere direkte Summe ist isomorph zur inneren.

Beispiel Vektorraume besitzen bekanntlich Basen, sind also freie
Moduln. Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum. Dann ist V' ein
End (V)-Modul mittels (¢, v) — ¢(v).

Gruppen G sind Z-Moduln (ZG Gruppenringe).

In einem kommutativen Ring R gilt: Ein Ideal A C R ist ein freier
R-Modul genau dann, wenn A Hauptideal ist. (Es sei X eine Basis von
A. Existiert {a,b} C X mit a # b, so gilt 0 = ab — ba, und X ist nicht
frei.)

Es sei R C S eine unitare Ringerweiterung. Dann ist S ein unitéarer
R-Modul.

Der Durchschnitt aller maximalen Ideale eines Ringes R heifit Ja-
cobson Radikal Jiz von R. Wir behaupten, dass ein Element x € R
genau dann zu Ji gehort, wenn 1 — zy eine Einheit in R fir alley € R
ist. Wenn 1 — zy keine Einheit ist, dann liegt es in einem geeigneten
maximalen Ideal m. Fir x € Jg C m erhalten wir zy € m, und da-
her 1 € m, ein Widerspruch. Wenn z nicht in einem maximalen Ideal,
etwa m, enthalten ist, gilt m + Rz = R, daher m + yx = 1 fiir geeigete
Elemente m € m, y € R. Aber dann liegt das Element 1 — yx = m
ebenfalls in m und kann daher keine Einheit sein.

5.11. Lemma (Nakayama)

Es seien M ein endlich erzeugter unitarer R-Modul und a ein Ideal
von R, welches im Jacobson Radikal von R enthalten ist. Gilt dann
aM = M, so ist der Modul M trivial.

Beweis: Wir nehmen an, dass M nicht Null ist und dass uq, ..., u,
eine minimale Anzahl von Erzeugern von M ist. Weil u, € M = aM
gilt, existieren Elemente aq, ..., a, € a mit u, = aquy + ... + a,u,. Weil
a in dem Jacobson Radikal von R enthalten ist, ist das Element 1 — a,,
eine Einheit von R, und wir erhalten

Uy = ar(1 — ap) uy 4+ o+ an1 (1 — an) Mg

entgegen unserer Annahme, dass n minimal ist.

g
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5.12. Korollar 1

Es sei R ein lokaler noetherscher Integritatsring und a ein maximales
Ideal von R. Dann gilt a"*! C o" fiir alle natiirlichen Zahlen n.

Beweis: m bezeichne das maximale Ideal von R. Offenbar ist a in
m = Ji enthalten. Wenn wir aa” = a” hatten, wirden wir a" = 0
gemafl Nakayamas Lemma erhalten. Aber a enthélt Elemente ungleich
0 und demnach auch o, weil R ein Integritatsring ist. [J

5.13. Korollar 2

Es sei R ein noetherscher Integritatsring und a ein echtes Ideal von
R. Dann gilt a®*! C o fiir alle natiirlichen Zahlen n.

Beweis: Wir wenden Lokalisierung an! Es sei a enthalten in dem
maximalen Ideal p von R. Wenn wir aa” = o™ hatten, wiirde dasselbe
fiir das Ideal a = RL\p gelten. Man sieht leicht, dass a®+! = aa™ gilt, und

der Beweis erfolgt durch die Anwendung des vorangehenden Korollars.
O

Moduln uber Hauptidealringen

Ab jetzt sei R ein kommutativer unitarer Hauptidealring.

5.14. Satz

Es sei M ein freier R-Modul vom Rang n. Dann ist jeder Unter-
modul U von M frei vom Rang m < n.

Beweis: Der Beweis erfolgt mittels vollstandiger Induktion tiber die
Anzahl n der Erzeuger von M = Rz, + ... + Rx,.
Induktionsanfang: n = 0 (trivial).
Induktionsschritt n — 1 = n:

Wir setzen A,, :={a, € R |z Uz = Zaxl}

Dann ist A,, offenbar ein Ideal i in R. Wir schrelben A, = (o). Hierzu

existiert ein y € U etwa y = Z a;x; (y = 0 ist moglich!). Wir bilden
i=1

dann U := U N (Rxy + ... + Rx,_1) und zeigen U = U + Ry. Dazu
bemerken wir:

(1) VzelU JaeR : x—ayeU,
(2) UN Ry = {0}, denn 2, ..., z, sind frei.

Nunmehr wenden wir die Induktionsvoraussetzung fir U an. O

5.15. Satz

Endlich erzeugte, torsionsfreie Moduln iiber Hauptidealringen sind
frei.
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Beweis: Nach Voraussetzung gilt

n

i=1
Unter den Teilmengen von {xi,...,z,} wihle eine freie mit maximal
vielen Elementen. Nach eventueller Umnumerierung sei dies {x, ..., xs}.
Fiir n = s ist man fertig. Sei also s < n. Fir jedes j € {s+1,...,n}

existieren dann o, a;; € R (1 <i<s),a; # 0, mit

QT; =D 0T -

Hiernach ist ajx; € F fiur ' = Y27 Ra;.

Fir o = ﬁ a #0ist ar € FVo € M bzw. aM C F C M.
J=s+1

Gemafl 5.14 ist oM frei vom Rang < s. Dannist o : M — o - M :

x +— «a - x ein Modulhomomorphismus, welcher surjektiv und injektiv

aufgrund der Torsionsfreiheit von M ist. Es folgt M ~ « - M also ist

M frei vom Rang s. [

Bemerkung @ ist ein torsionsfreier Z-Modul, aber nicht frei.

5.16. Satz

Es seien R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugter R-
Modul. Dann gilt M = Tor(M) & F mit einem freien Untermodul
F ~ M/Tor(M).

Beweis Nach 5.8 und 5.15 ist M /Tor(M) frei, etwa mit Basis B.

Betrachte nun den kanonischen Epimorphismus
¢: M — M/Tor(M) : x — x + Tor(M).
Zu jedem b € B wihle ein festes my, € M mit p(mp) = b. Es ist
F =Y. Rmy, ein Untermodul vom M. Offensichtlich ist {my, | b €
B} eine Basis von F. Wir zeigen: M = Tor(M) & F. Wir haben
F = 7(M/Tor(M)) mit einem Isomorphismus
7: M/Tor(M) — F : > ayb+ Tor(M) — > aymy.
beB beB
Fir m € M gilt m = 7(p(m)) + (m — 7(¢(m))) € F + Tor(M). Ist
andererseits x € F' N Tor(M), so gilt = 7(m) mit m € M/Tor(M),
also 0 = ¢(x) = p(r(m)) = m, folglich x = 7(m) = 0 und F N
Tor(M) ={0}. O

5.17. Definition

Es seien R ein kommutativer Ring mit Eins und n € IN. Die in-
vertierbaren Matrizen U € R™™ heiflen unimodular. GL (n, R) beze-
ichnet die Menge aller invertierbaren Matrizen.
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5.18. Hilfssatz

(1) Die unimodularen (nxn)-Matrizen tiber R bilden eine Gruppe
GL (n, R).

(2) A € R™™ ist genau dann unimodular, falls det(A) € R* =
U(R) ist.

Beweis: Ubungsaufgabe.

5.19. Hilfssatz

Es seien R ein kommutativer Ring mit Eins und M ein freier R—
Modul vom Rang n. Fiir zwei Basen by,...,b, und c¢y,...,c, von M
existiert U € GL (n, R) mit

(bl,...,bn) = (Cl,...,Cn)U.

5.20. Hilfssatz

Es seien R ein Hauptidealring und aq,...,a, € R. Dann ex-
istiert eine Matrix A € R™™ mit erster Zeile ay,...,a, und det(A) =
geT (ay,...,a,).

Beweis: Der Induktionsanfang (n = 1) ist trivial. Fir n > 1 ex-
istiert nach Induktionsannahme A = (a;;) € R®D*= mit @, ; =
aj (1 < j < n—1) und det(A) = ggT (ar,...,a,1). Sei ¢ :=
ggT (det(A),a,). Dann existieren u,v € R mit ¢ = udet(A) + va,.
Setze
a’n

0

N

0
by - b,1| u

mit b; = —va;/ det(A) (1 <i <n—1)und erhalte det(A) = udet(A)+
a,v = C. OJ

5.21. Hilfssatz

Es seien R ein Hauptidealring und ay,...,a, € R. Dann ex-
istiert U € GL(n,R) mit (aq,...,a,) - U = (¢,0,...,0) fur ¢ :=
geT (ay,...,a,).

Beweis: Bilde A = (a;;) € R™*" mit det(A) = ¢ wie in 5.20. Setze
A = (a;) € R™™ mittels a; == a;; (2 < i <mn1<j <mn)und
ayj = 2 (1 < j <n). Aist dann unimodular wegen det(A) = 1, und
es gilt ( 0,...,00A = (ay,...,a,). Also erfiillt A= die Behauptung.
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Fir einen kommutativen Ring R mit Eins ist
a~b:<— Jue R :a=ub
eine Aquivalenzyelation auf R. Im folgenden sei R C R ein Vertreter-
system fiir die Aquivalenzklassen (fiir R = Z etwa R = Z=").
5.22. Satz (Hermite Normalform)

Fiir einen Hauptidealring und eine Matrix A € R™*" existiert
U € GL (n, R), so dass AU eine untere Dreiecksmatrix ist, deren Diag-
onalelemente in R liegen. AU heif3t Hermite-Normalform von A.

Beweis: Der Induktionsanfang (n = 1) ist trivial.

Sei nun n > 1. Zu ¢ = ggT (ay1,...,a1,) € R existiert nach 5.21
U, € GL (n, R) mit

AU, =

Durch Anwendung der Induktionsannahme auf A erhilt man eine Ma-
trix der gewtlinschten Gestalt. [J

Bemerkung Es sei G eine Abelsche Gruppe die mit Erzeugern und
Relationen definiert ist: G := (x1,...,2, | Xijaij0, = 0, 1 <
j < m). Dann kann mit Hilfe der HNF die Anzahl der Relationen
auf n beschrankt werden. Ferner liefert dies ein Verfahren, um die
Endlichkeit von G nachzuweisen.

5.23. Satz (Smith Normalform)

Fir einen Hauptidealring R und A = (a;;) € R™ " setze r =
min(m,n). Dann existieren V € GL (m,R) und U € GL(n, R), so
dass fir S(A) := (s;,) = VAU gelten:

(1) si; =0 (1 <i<m,1<j<nji#j),

(2) 5i,i|5j,j (1 < 1 < j < T),

(3) Sii eER (1 S 1 S T).
S(A) ist eindeutig bestimmt und heiBt Smith-Normalform von A. Die
Diagonalelemente in der Smith Normalform heiflen Elementarteiler .

Beweis: Wir bestimmen zunéichst V € GL(m,R)und U € GL (n, R),
so dass VAU die Bedingung (1) erfiillt. Der Induktionsanfang (n = 1)
folgt aus 5.21. Es sei nun n > 1. Durch Anwenden von 5.22 erreicht

man
o C1 0
AU1—<* Al),
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und weiter, falls ¢; nicht alle Elemente der ersten Spalte (Zeilen 2 bis
m) teilt,

Al = () v = (1),

Wegen ¢;11|c; und c¢;|ay; terminiert dieser ProzeB, weil a;; nur endlich
viele Primteiler besitzt. Subtraktionen passender Vielfacher der ersten

Zeile oder Spalte liefern
C 0
0Ax |-

Durch Anwendung der Induktionsannahme auf A, erhalt man eine Ma-
trix, welche die Bedingung (1) erfiillt.

Um nun s;|sj; (1 < ¢ < j < r) zu erreichen, ersetzt man durch
passende Spalten— und Zeilenoperationen s;; durch ggT (s, 5;;) € R
und s;; durch kgV (s;;, s;;) € R:

Essei g := ggT (41, 55;) = rsi+ts;; und | := s45;;/9 = kgV (si;, 55;).
Dann gilt:

Zum Beweis der Eindeutigkeit sei d;(A) der ggT aller (i,7)-Minoren
von A (1 < <r). Esgilt di_1(A)|d;(A) (2 < i < r). Ferner folgt
d;(A)|d;(A- B) fir B € R™", denn die Spalten von A - B sind Linear-
kombinationen der Spalten von A, so dass jeder Minor von A - B Pro-
dukt eines Minors von A ist. Analog folgt d;(A)|d;(C-A) fiir C € R™*™.
Damit erhalt man

di(A)|d;(A- U)|di(V - A-U) = di(S(A))|di(V™ - S(A) - UT) = di(A).
Also gilt
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Wegen s;; = d;i(A)/d;—1(A) (1 <i < r,dy(A) :=1) ist man fertig. O
Bemerkung Aus der SNF folgt unmittelbar der Hauptsatz iiber

endlich erzeugte Abelsche Gruppen: G = C,, x --- x C,, x Z" mit

ni|...|n, und r > 0. Unter diesen Bedingungen sind die n; und das r
eindeutig bestimmt.

5.24. Hilfssatz

M sei ein freier Modul mit Basis b; (1 < ¢ < n). Ferner sei

i€ {l,...,n} und ¢ = X7, y;b; € M. Dann ist by, ..., bi_1, ¢
genau dann zu einer Basis von M ergédnzbar, wenn ggT (v, ..., 7,) = 1
ist.

Beweis ggT (74, ...,7) =1 <= 3U € GL(n+1—4,R) : (Vi, ..., W)U =
(1,0,...,0) nach 5.21

Y1

< (b1,...,by) %.'_1 Basis von M. O

0 (U’l)t
5.25. Gitter - Definition

Es seien bq,...,byx € IR" linear unabhéngig iiber IR. Dann nennt
man den Z—Modul

k
A= {Z)\lbl | ALy ey Ak GZ}

i=1

ein Gitter der Dimension k. d(A) := det(b;" - bj)}/;ingk heifit Gitter-
diskriminante von A, und

H(A)::{XEIR” | x:ifbi,0§§i<1(1§z’§k)}

i=1
bezeichnet man als das Fundamentalparallelotop (Grundmasche) von
A. N C A heifit Teilgitter von A, sofern A’ selbst ein Gitter im IR" ist.

bi,...,bx € R".

Im folgenden sei A ein k—dimensionales Gitter im IR" mit Z—Basis

5.26. Hilfssatz

(1) d(A) = volk(II(A)).
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(2) Ist A’ ein k—dimensionales Teilgitter von A mit einer Gitter-
basis cq, ..., Cy, so gilt

d(A') = |det(U)|d(A)
fiir U € ZF* mit (cq,...,cx) = (by,..., be)U.
Beweis:

(1) Dies folgt mit dem Orthogonalisierungsverfahren von Gram-
Schmidt aus der Tatsache, dass das Volumen eines Quaders
gleich dem Produkt der Langen der aufspannenden Kanten
ist.

(2) Trivial. O

5.27. Hilfssatz

Ist A’ ein k-dimensionales Teilgitter von A, so gilt

d(N)
A:N)= :
(A=A a0
Beweis: Es sei cq,...,cy eine Z-Basis von A’. Nach 5.22 konnen
wir annehmen, dass die Transformationsmatrix U = (u;;) € Z"** mit
(c1,...,¢cx) = (b1,...,by)U eine untere Dreiecksmatrix ist. Da

k
Vi={> mbi+A | 0<m; <uy,m; €Z(1<i<k)}

i=1
ein komplettes Vertretersystem von A/A’ ist, folgt #V = (A : A').
Andererseits gilt nach 5.26 (ii)
d(N)
d(A)

k
= |det(U)] = [[wi = #V. O
=1

5.28. Algorithmus (Quadratische Erginzung)

Zu A € R positiv definit wird eine obere Dreiecksmatrix Q €
IR*** berechnet, so dass

2
k k
X' Ax =) g v Y qy;
i=1 j=i+1

gilt.
(1) (Initialisierung) Setze @ «— A.
(2) Firi=1,...,k — 1 setze qj; < Gij. ¢ij < % (1+1<j5<k)
und weiter
Quv ~— Quv — Quiiv (Z+1 S,USVS k)
(3) Setze ¢;; — 0 (1 <j<i<k).
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Es sei A € R** positiv definit mit zugehdriger quadratischer Form
f(x) =x"- A-x. Quadratische Erganzung liefert dann

f(x) = Zfﬂ Gii(wi + Z?zi+1 Qijxj)Q )
k k
= qu(z1 + quara + - + queak)® + Z Qi | Ti + Z qijZj | -
i—2 j=it+1
=:g(x)

Wir betrachten nun die lineare Abbildung ¢ : IR¥ — IR* mit zugehéoriger
Matrix

1 —q2 ... —qu
0 1 0
0 0 1

Offensichtlich gilt det(U) = 1 und weiter
fUX) = quzi + g(x) =x"(U"- A-U)x.

g 1aBt sich als quadratische Form in k& — 1 Variablen (eben x,, ..., xy)
auffassen. Ist dann B € R*=D*¢=D gije zugehorige Matrix, so gilt
q11 ‘ 0O ... 0
0
det(A) =det(U'- A-U) =det | . 5 = qq1 det(B).
0

Induktiv folgt daraus det(A) =TI, .

5.29. Algorithmus (Auszihlalgorithmus)

Zu A € R"* und C > 0 bestimmen wir alle 0 # x € Z" mit
xt-A-x<C.

(1) Bestimme @Q € IR*** wie in 5.28.

(2) (Initialisierung) Setze i < k,T; « C,U; < 0.

(3) (Schranken fiir x;) Setze Z «— \/g, B; «— | Z — U;| und weiter

(4) Setze x; « x; + 1. Falls z; < B;, so gehe zu Schritt 6.

(5) Setze i < i+ 1 und gehe zu Schritt 4.

(6) Falls ¢ = 1, so gehe zu Schritt 7, sonst setze ¢ «— i — 1,U; «
Z?:H—l dijTy,
T; «— Tip1 — Giv1,i41(ip1 + Uip1)? und gehe zu 2.

(7) Fiir x = 0 terminiere, sonst gebe x sowie —x aus und gehe zu
Schritt 4.
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5.30. Satz (Diskretheit von Gittern)
Zux € IR" und C > 0 gibt es nur endlich viele y € A mit [|x—y|| <

C.
Beweis: Konsequenz aus dem Auszahlalgorithmus.
5.31. Korollar
Es existiert 0 > 0 mit [|[x —y|| >d Vx,y € A,x#Yy.
Beweis: Angenommen fiir alle n € IN existieren x,,, ¥, € A, X, # ¥n,
mit [|x, — yn|| < L. Dann folgt #{z € A | |z|| < 1} = oo im
Widerspruch zu 5.30. O

5.32. Korollar

Es sei (x,)new eine Folge in A. Konvergiert (x,)nen gegen x € R,
so gilt x € A.

Beweis: A ist nach 5.31 abgeschlossen im IR". 0]

5.33. Satz

Es sei £ = n. Ist C C IR" konvex und ursprungssymmetrisch,
so enthélt C' einen nicht-trivialen Gitterpunkt (x # 0), falls eine der
beiden folgenden Bedingungen erfiillt ist:

(1) vol(C) > 2™d(A);
(2) vol(C) > 2"d(A) und C kompakt.
Beweis:
(1) Fiir das Fundamentalparallelotop IT(A) gilt

R" = U II(A) +y.

yeA
Damit folgt

%0 — %cm&” - U (%Cﬂ (v +11(A)))

yeEA

und weiter

vol(II(A)) = d(A) < 21nV01(C) = vol(;C')

= vol ( L;JA (;C’ N(y + H(A))))
— Y vl (%C N(y+ H(A)))

YEA

= > wvol <(;C — y> N H(A)) .

YEA
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Angenommen (3C —u)N(3C —v) =0Vu,ve Au#v,so
folgt

Sva((3e-v)anw) = va((U (o)) anw)

yEA yEA
< vol(TI(A)),

offensichtlich ein Widerspruch. Also existiereny,z € A,y # z,
mit (3C —y) N (3C —z) # 0. Fir ¢, ¢ € C mit 3¢ —y =
¢y — z folgt dann

1 1 1

1
O#Y—Z:§C1—§C2:§C1+§<—C2) e C.

(2) Wihle zunichst eine monotone Nullfolge (e, )nen in IR”Y und

bilde
Cn:=1+e,)C (n € IN).

C,, ist offensichtlich fiir jedes n € IN konvex sowie ursprungssym-
metrisch, und es gilt vol(C,,) > 2"d(A). Zu jedem n € IN
existiert nach (a) also x, € C, N A\ {0}. Da C; kompakt
ist, besitzt (X,)new eine konvergente Teilfolge (x,;)jen mit
x = lim;j_ X,;, € C, alsox € A nach 5.32. [
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Sukzessive Minima

5.34. Definition
Fiir i € {1,...,k} heif t
M; :=min{y > 0| 3zy,...,2; € A linear unabhingig mit ||z,[* <~ (1<v <i)}

i-tes sukzessives Minimum des Gitters A.

5.35. Hilfssatz

(1) Es existieren yi,...,yx € A linear unabhingig mit ||y;||* =

M; (1 <i<k).
(2) v € A mit ||v]|?* = M, lasst sich zu einer Basis von A ergianzen.
Beweis:

(1) Trivialerweise existiert y; € A mit |y;[|[* = M;. Sind nun
Yi,--,¥j—1 € A gefunden mit |ly;||? = M; (1 < i < j), so

existieren nach Definition x;, ..., x; € A linear unabhangig

mit ||x;||*> < M; (1 < i < j). Insbesondere existiert m €

{1,...,7}, so dass yi,...,yj-1,Xy, linear unabhéngig sind.

O.B.d.A. kénnen wir m = j und M; < M; annehmen. Wiirde

nun ||x;||? < M; gelten, so existierte ein 7 € {0,...,7j — 2} mit
Mj—r—l < Mj—r =...= Mj

und yi,...,¥j—r—1,X; linear unabhangig im Widerspruch zur

Definition von M,_,. Also folgt ||x;||* = M;.
(2) Konsequenz aus (5.20). O

5.36. Satz

Es existiert eine nur von k abhéngige Konstante -, € IR (Hermitesche—
Konstante), welche

MY < yid(A)?

fiir alle k-dimensionalen Gitter A leistet und minimal mit dieser Eigen-
schaft ist.
Beweis: Wir zeigen My < Cpd(A)? fiir

4 %k(k—l)
a=(5)

Der Induktionsanfang (k = 1) ist trivial. Sei also nun k£ > 1. Nach
5.35 konnen wir ||b;||> = M; annehmen. Bilde

f(x) = zk: z;2;b5b; (x = zk: z,b,).
v=1

ij=1
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Dann gilt

k
f(X) = Ml(:vl + Z quﬂfj)Q + g(:li'z, e ,:L‘k)

j=2
mit det(A) = d(A)? und
d(A)?
det(B) =
sofern A bzw. B die zugehorigen Matrizen zu den quadratischen For-
men f bzw. ¢ sind. Seien nun ys,...,yx € Z mit

9(y2, - yk) = min{g(za, ..., xx) | 22, ..., x5 € Z, ||+ - -+|xx| > 0}.
Nach Induktionsannahme folgt

d(A)?
=1 <o
(W2, -5 yn)" < Cha A
Wahle y; € Z mit
k
1
Y1 +ZQijj < 3
=2

Fir y := y;by + -+ + yxbr € A\ {0} folgt dann

2\ 71
M, < f(y) < i]\/h + <Ck1d(A) ) .

Damit folgt

4 A2\
Ml S g (Ck—ld( ) > )

My
und weiter
4N k-1 ANK-T /4 1 (k—2)(k-1)
= (Y = () ()
4 %k(k—l)
- (§> d(A)? = Crd(A)?.
[
5.37. Satz
Es gilt My ... My, < ~Fd(MN)2
Beweis: Es seien yy,...,yx € A linear unabhiangig mit ||y;]|> =

M; (1 <i < k). Ferner sei Q € Q*** mit

(bl,...,bk):(yl,...,yk)~Q.

Bilde Y = (yfyj)lgi,jgk sowie B := (bgbj>1§i,j§k- Fiur x € A mit

k k
X = beibi = nyiyi (Xpys ey Ty, € ZyYpyy - U, € Q)
i=1

i=1



5.37. SATZ 17

gilt dann
||x||2 = (:Ebl,...,xbk)-B-(xbl,...,a:bk)t
= (l’bl,...,l‘bk)'Qt'Y'Q'(ZL‘bl,...,xbk)t
(:Eyl,...,xyk)-Y-(atyl,...,xyk)t.

Sei f die zu Y gehorige quadratische Form. Quadratische Erganzung
liefert dann

(21,0 z) Y (21, .0,2) = flz,..z)

Damit bildet man eine neue quadratische Form

k
1
h(zla ) Zk) = ; M.QZ(ZZ: ) Zk)'
Ist C die zugehorige Matrix von h, so gilt
det(Y) — d(A)?
My ...-My My-...- M,

det(Q-C-Q) = det(Q)*det(C) = det(Q)?

Also erhélt man aus 5.36
min{(z1,...,2)Q“C-Q-(z1,...,2)" | z1,..., 2 € Z,|z1|+ - +|z| > 0}F
d(A)?
1 ... Mg
Es sei nun x € A\ {0} beliebig. Fiir m maximal mit z,, # 0 folgt

(l’bl,...,l‘bk)'Qt'C'Q'(xbl,...,l’bk)t

= h(xy,...,zy)
> ol )= o Sl )
= — (@, Ty) = gi(my, .. T
P Mz Y Yk Mm — Y Yk
1 1
- mf(xylv s axyk) - ]\47"1”)(“2 > 1a
denn x ist linear unabhéngig von yi, ...,y 1, weswegen ||x||> > M,
gilt. 0

Zu by,...,bg sei nun bj,... . b; € IR" die Orthogonalbasis von
Rb; + --- + IRb,, welche man mit dem Verfahren von E. Schmidt
berechnet, also

i—1
j=1
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bib;
b;ftb;

5.38. Satz (Hadamard)
Es gilt

k
A) < IT bl
i=1
Beweis: Nach Konstruktion gilt
(by,...,by) = (by,...,bg) - Q
fiir @ € R** mit det(Q) = 1, also
det(b} - b)i = det(b]" - D)IS o
Ferner gilt ||bf|| < ||b;]| (1 <1i < k) wegen
i—1
ol * = b7 + > s lb5I1* > b7 (1 <i<k).

j=1
Damit folgt

d(A) = det(b}’ - b)) 2, = H bi]| < H [bil].

5.39. Korollar

Es gilt d(A)? < My - ... M.

Beweis: Es seien yy,...,yx € A linear unabhéngig mit ||y;
M; (1 <i<k). Dann ist A" := Zy, + - - - + Zy, ein Teilgitter von A,
und wir erhalten

[

d(A)? < d(A')? <IUMW c s M

LLL-reduzierte Basen

5.40. Definition

Wir nennen eine Gitterbasis by, ..., b, LLL-reduziert, falls fiir sie
die Bedingungen gelten:

(1) Juisl < 5 (1< j<i<h),

(2) b} + pig—abiy[|* = Ibiy|1* (1 <@ < k).
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5.41. Satz

Ist die Basis by, ..., by LLL-reduziert, so gelten:
) by|* < 27 Hbi|1P (1 < j < i < k),

(1
(2) d(A) =TT, b}l < Ty [Ibi < 2iFED4(A),
(3) |y < 25Dd(A)z,
(4) [[bu]* < 257 |x||* Vx € A\ {0},
(5) Fiir x4,...,%; € A linear unabhéngig gilt
;1 < Qk_lmaX{HXlHQa [ S ¢ S ) B
Beweis:

(1) Zunéchst gilt
107 + pi—abi_y|I* = b7 | + ki 0 I (L <i< k).
Also
|2 3 2 2 Lo 2 -
b1 2 (5 = s ) IDalP 2 SlIbEal? (L<i <)
Daraus folgt induktiv zunéchst
IbjII? <27 |by|*  (1<j<i<k)
und fiir ¢ € {1,...,k} hiermit
* * * 1 = *
il = |[b; +Zumb I < 171" + - ZHb I

7=1

i—1
b7 (|* + —H'DfH2 E ZT’J = [|b}||* + —HbZ‘H2 > 2
4 4
j=1 j=1

IN

* 1 * 7 * 1 i—
b1+ 2R = 2) = b2+ @ - 1)

* 17— 1 i— *
= [BIIPET + 5) <27 |by,
Damit ergibt sich [[b;2 < 27-1|[b[|2 < 27 1|[b|| (1 < j < i <

(2) Aus (i) folgt zunéchst

k k k
TT Ibill < TT 220 9|z = d(a) [] 220 = 285¢-Da(a).
=1 =1 =1

Die restliche Behauptung erhalt man aus dem Beweis zu 5.38.
(3) Aus (i) folgt

k k
by =TT IIbalf? < TT 2|71 = 22**Da(A)2.
=1 =1
(4) Sei x € A\ {0} mit Darstellungen

k k
x =Y xz;b;=> aib} (x1,...,2x € Z,27,..., 25 € R).
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Ist m der gréBte Index mit x,, # 0, so gilt gemaf Konstruktion
Ty = T, also
I[|* > a5, b7, [1* > [Ib7, %
Damit folgt aus (i)
b [I* < 27 Hfby, [1* < 27|
(5) Fiir

k
X; =Y wib; (v, € 2,1 <i<k,1<5<t)
=1

sei jeweils 7; der maximale Index mit z;;,; # 0. Wie in (d)
folgt dann

el = a2 b5 7 = b3 2 (1< 5 <)

15,]
0.B.d.A. gelte nun i, < ... < 4, also i1 < ... < 7, denn
X1, ..., X sind linear unabhéngig, so folgt i; > j (1 < j < 1)
und damit aus (i)

Ibyl[* < 297 H by [ < 2" HIb * < 27y |* (1<) <)

5.42. LLL—Algorithmus

Aus einer Basis by, . .., by wird eine LLL-reduzierte Basis cq, . .., cg
von A berechnet.

(1) (Initialisierung) Setze ¢; < by, C; «— ||ci||* (1 < i < k) und
m <« 2.

(2) Setze | «— m — 1.

(3) Falls || > 3, so setze

1
= L/‘Lml+§J7 Cm < Cm — TC,

fomg < tmg — Tpy; (L <G <U=1), fimt < fmr = 7
Fir [ < m — 1, gehe zu Schritt 5.

(4) Falls Cy, < (2 — pi2, 1n_1)Cin1 gilt, so gehe zu Schritt 6.

(5) Setze | «— | — 1. Fiir [ > 0 gehe zu Schritt 3. Fiir m = £,
terminiere, sonst setze m «<— m + 1 und gehe zu Schritt 2.

(6) (Vertausche c,,—1 und c,,) Setze p «— fimm-1,C — Cp +
p2Ch,_q sowie

Cmf Cmf Cm
Pmm—1 — =g+, Cp — =5=",Cp1 < C. Dann setze

Cm—1 Cm
— .
Cm Cm—1
Ferner setze

Mmfl,j - ,umj (1 S ] S m — 2)’
Homyj Mm—1,5
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und fir e = m + 1,..., k schlieSlich

Him—1 1 Hm,m—1 0 1 Him—1
it )= o) (20 ()

Falls m > 2 ist, so setze m < m — 1. Gehe zu Schritt 2.

Um zu zeigen, dass der obige Algorithmus terminiert, setzen wir

:Zzz-cj (1<i<k).

Fir D; :=d(A;)? (1 <4 < k) gilt dann
D = det( 1<,u v<i — H C

Nach 5.36 folgt M{ < ~!- D; (1 < i < k), wobei M; die Lange des
kiirzesten Gittervektors in A bezeichnet. Nach jedem Durchlauf von
Schritt 6 des Algorithmus ist der neue Wert von C),,_; um einen Faktor
< % kleiner als der alte Wert von C,,_; und damit ebenso der neue
Wert von D,, ;. Andererseits bleiben die iibrigen D; unverandert,
weil die zugehorigen Gitter A; sich nicht andern. Also terminiert der
Algorithmus.

5.43. MLLL—-Algorithmus

Es seien cy,...,c; € A linear unabhangig. Zu cgy1 € A beliebig
berechnen wir my, ..., mg1 € Z mit

k+1

Ferner bestimmen wir ¢/, ...,c}, € A mit

k+1

k
ZZ-ci:ZZ-c;.
i1 i=1

(1) (Initialisierung) Setze C; « ||cf||?,c} « ¢; (1 <4 < k+1).
Ferner setze H = (hy, ..., hyy1) < Ixi; und m < 2.

(2) Setze | «— m — 1.

(3) Fir || > 5 setze

ro— Luml+§J, c, «c,, —rc,h, —h, —rh,

Pmj < fmg — o (1 <G <T—=1), fls < s — T

Fir ¢}, = 0 setze ¢} « ¢}y (m < i < k), (mq,...,myp)" —

h,, und terminiere. Falls [ < m — 1 ist, so gehe zu Schritt 5.
(4) Falls Cy, < (3 — pi2, ;n_1)Cin—1 ist, s0 gehe zu Schritt 6.
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(5) Setze | «— [ — 1. Fiir [ > 0 gehe zu Schritt 3, sonst setze
m «— m + 1 und gehe zu Schritt 2.

(6) Setze 1 — fmm-1,C — Cp + p?Cpy. Falls C = 0 ist,
so gehe zu Schritt 7. Sonst setze [ty -1 «— 1Cyp—1/C sowie
Cp — Cpe1C/C und fiir i = m+1,... k ferner

Him—1 1 Hm,m—1 0 1 Him—1
it )= o) (20 ()

(7) (Vertausche ¢/, _, und c,) Setze C,,_1 < C,

h,,_; — h,, Cn1 | c .
h,, h, 1 )’ - C 1)’

Mmfl,j - ,umj (1 S ] S m — 2)
Homyg Hm—1,5

Fiur m > 2 setze m «+— m — 1. Gehe zu Schritt 2.

s~

(¢}

Wir zeigen nun, dass der obige Algorithmus terminiert. Nach der Ini-
tialisierung gilt zunachst Cy; = 0. Wie in 5.42 schlieft man nun, dass
in Schritt 6 der Wert C' nur endlich oft # 0 sein kann, da in diesem
Fall der neue Wert von C,,_; um einen Faktor < i kleiner als der alte
Wert von C,,_; ist. Also erreicht man nach endlich vielen Schritten

fi+1x = 0, der Vektor ¢’j4q ist linear abhéngig von ¢y, ..., ¢/,_;. Nach
Voraussetzung existieren my, ..., mgy1 € Z,|mq| + -+ + |mya| > 0,
mit

k+1

Z mic/i =0.

i=1
Dac'jyq von 'y, ..., ¢y linear abhéngig ist, konnen wir dabei my, = 0

annehmen. Also ist
A/ = Zc/l + 4 ZC/k_l + chk—l—l

ein (k — 1)-dimensionales Teilgitter von A. Der Algorithmus wird nun
auf diesem Teilgitter fortgesetzt. Sofern er nicht vorher terminiert,
liefert er schlieflich zwei linear abhéngige Vektoren c/,c, € A. Nach
endlich vielen weiteren Schritten gilt dann p15 = 0, also ¢}, = 0. Damit
spitestens terminiert der Algorithmus.
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