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Kapitel 8: Invariante Unterraume

V ist im folgenden stets ein endlich dimensionaler Vektorraum (dim V' = n) iiber dem (kommuta-
tiven) Korper K.

8.0 Riickblick

R sei kommutativer Ring mit Eins, K Korper:

R[t] = {i a; t'

=0

m e %Z=°, a; ER}

ist der Polynomring in der Variablen ¢ {iber R.
Einsetzen von ”Werten” fiir die Variable ¢, d.h. eine Abbildung

m m
g a;t* — g a;x’
i=0 i=0

mit z aus kommutativen Ring mit Eins, der zusétzlich ein unitdarer R-Modul ist, heiflit Spezialisier-
ung.

Ist etwa Z a;z’ = 0 in diesem Ring, so heifit 2 Nullstelle des Polynoms.
i=0

Bezeichnungen:

Fir f(t) = Z a;t" mit a,, # 0 schreiben wir

=0

deg(f) Grad von f (= m)
1(f) = Leitkoeffizient von f (= apn).

(Vereinbarungen: deg(0) = —oo, 1(0) = 0).
Fir I(f) = 1 heifit f normiert. Es gelten die Rechenregeln

deg(f +9g) < max(deg(f), deg(g)),
deg(fg) < deg(f)+ deg(g).

(Beachte: I(fg) =1(f)1(g), falls I(f)I(g) # O ist.)

Die Gleichung in der vorangegangenen Zeile ist garantiert, falls R keine Nullteiler enthélt, speziell
also fir R = K.

Division mit Rest in K[t]:
Zu Polynomen f(t), g(t) € K[t] mit g(t) # 0 existieren Q(f, g) (), R(f,g) (t) € K[t] mit

f(t) =Q(f,9) (t) g(t) + R(f,g) (t) mit deg(R(f,g)) < deg(g).
(Hierbei ist R(f, g) = 0 eingeschlossen. In diesem Fall sagt man, dafl g(¢) das Polynom f(¢) teilt.)

Euklidischer Algorithmus in K[t]:
Der letzte nicht verschwindende Divisionsrest bei sukzessiver Anwendung von Division mit Rest
auf f, g, danach auf g, R(f, g) etc. ist bis auf Normierung der ggT von f und g.
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(Beachte: Der ggT ist durch Normierung eindeutig bestimmt.)

Darstellung des ggT :
Zu f, g existieren u, v mit

u(t) f(t) +v(t) g(t) = ggT (f,9) (1),

u, v sind mit Euklidischem Algorithmus berechenbar.
Falls A € K Nullstelle von f(t) € K[t] ist, gilt:

(t—\) e K[t] teilt f(t).

Die Vielfachheit einer Nullstelle ist der groBte Exponent k € IN mit (£ —\)* teilt f(¢) (Schreibweise:
(t =N £(1))-

8.1 Definition

Ein Polynom f(t) € R[t] positiven Grades heifit irreduzibel, falls in R[t] kein Polynom g(t) mit
0 < deg(g) < deg(f) mit g(¢)| f(t) existiert.

Beispiele:
i) t+A (AeR);
(ii) ¥ +1in R[t] (denn es existiert in IR keine Nullstelle);

(iii) 3 +t+1 € Folt]

(Beachte: Polynome vom Grad 2 bzw. 3 sind genau dann iiber Kérpern irreduzibel, wenn sie
keine Nullstelle besitzen.)

(iv) t"™ +2in Q[t] (m e IN)
(Beweis: Algebra-Vorlesung).

Ziel: Schreibe f(t) € K]Jt], deg(f) > 0 als Potenzprodukt irreduzibler Polynome, eine solche
Darstellung wird — bis auf Reihenfolge der Faktoren — eindeutig durch Normierung der irredu-
ziblen Polynome.

8.2 Hilfssatz

Es seien f(t), g(t), h(t) € K[t] nicht konstant, sowie f(t) irreduzibel.
(i) Gilt g(t)]f(¢) so folgt auch f(t)|g(t). Sind zudem f(t), g(t) beide normiert, so sind sie gleich.

(i) Aus f(2)|(g(t) h(t)) folgt f(t)lg(t) oder f(t)|A(?).
(Uber Ringen ist dies i.a. falsch: In R = Z/8Z ist t* — 1= (t — 1) (t + 1) = (t — 3) (t + 3).)

Beweis:

(i) In K[t] ist fit) = g(t)g(t), also
deg(f) = deg(g)+ deg(g) mit
(0<) deg(g) < deg(f)

Da f(t) irreduzibel war, mufl deg(g) = deg(f) sein, also deg(g) = 0 gelten,
d.h. g(t) = X € K, X # 0 ist konstant.
1
Es folgt f(t) = Ag(t) bzw. 3 f(@&) =g(t), also f(t)|g(t).
Ferner ist I(f) = Al(g); falls I(f) = I(g) = 1 ist, folgt A = 1.
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(ii) Gemaé$ (8.1) folgt fiir u(t) := ggT (f(¢), g(t)) entweder u(t) = ﬁ f(t) oder u(t) = 1.

Im ersten Fall gilt f(¢)|g(¢), und wir sind fertig.
Im zweiten Fall gilt in K[t]:

L= S0 F0)+ 9 300),
Bt = F(0) @R+ 9(t) 30 h()
= () f(t) wegen £()](g(t) h(t)), also F(1)|h(t).

8.3 Satz (von der eindeutigen Primpolynomzerlegung)

Fiir f(t) € K[t] mit m = deg(f) > 1 existieren bis auf Reihenfolge eindeutig bestimmte normierte
irreduzible Polynome p; (¢), ..., p-(t) € K[t] mit

f@) =1(f) p(t) ... pr(t)
(tiber Kérpern: normiertes und irreduzibles Polynom = Primpolynom).
Beweis:
Die Existenz wird mittels Induktion iiber m = deg(f) gezeigt.
Fiir m = 1 ist f(t) irreduzibel, f(¢t) = I(f) f(t) mit f(¢) normiert und irreduzibel. Sei nun
m > 1 und die Behauptung fiir alle Polynome vom Grad < m bereits gezeigt. Ist f(¢) irreduzibel,
so ist die Behauptung wiederum klar. Sonst existiert Aufspaltung f(¢t) = f1(¢) f2(t) mit 0 <

deg(f;) < deg(f) (i = 1,2). Wende Induktionsvorraussetzung auf fi(t), f2(¢t) an und erhalte so
die gewiinschte Darstellung von f(t).

Die Eindeutigkeit der Darstellung sieht man folgendermaflen:

Es sei
1

16
mit Primpolynomen p;, ¢; (0.B.d.A. : r < s). Dann folgt

pi(t) | (q(t) ...~ qs(t)),

nach (8.2)(ii) teilt p;(t) dann ein ¢;(t), eventuelles Umnumerieren liefert p;(¢)|q:1(¢), nach (8.2)(i)
ist also p1(t) = ¢1(t). Damit erhélt man

f@) =p1(t) ... -p(t) =qu(t) - ... qs(t)

pa(t) - pr(t) = q2() - - - qs(t).

Fiihrt man denselben Schluf fiir pa(t),...,p.(t) durch, folgt r = s und p; = ¢; (1 < i < r) (bei
passender Numerierung).
a

8.4 Definition

Zu f(t), g(t) € K[t] mit deg(f) > 0, deg(g) > 0 heifit das eindeutig bestimmte normierte Polynom
m(t) kleinsten Grades mit f(¢)|m(t), g(¢)|m(t) das kleinste gemeinsame Vielfache von f(t), g(t).
)

)
Bezeichnung: m(t) = kgV (f(¢), g(t)).
(Zusétzlich vereinbaren wir: kgV (0, g(¢)) =0.)

Bemerkung: ® o0
i} __ f®e®) _ 1
Fiir h(t) = T (1), (1) t kgV (f(t), 9(t)) i) h(t).

Angenehmere Schreibweise fiir Darstellung durch Primpolynome:
Es sei IP; die Menge aller Primpolynome von K|[t]. Dann ist

feo=un I r@®=D, 9y=ie) ] »®~,

p(t)EP, p(t)EP,
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(vp(9), vp(f) € Z=°, fast alle Exponenten gleich 0)

FWa) = N T ey D+,

p(t)€P,
geT (f(), gt) = [ p@yrertwetod,
p(t)€P,
keV (f(t), g(t)) = H p(t)max(l/p(t),yp(g)).
p(t)EP,

Zu o € End (V) bzw. A € K™*" betrachten wir die Spezialisierungen:
v, : K[t] — End(V) Z ait’ — Z aioct (00 =idy),
wa : K[t] — K™ : Zaiti — ZaiAi (A° =1,).

Statt ¢, (f(t)) schreiben wir im folgenden kurz f(o).
Bemerkung:

o, pa sind Ringhomomorphismen, speziell ist ¢, (K[t]) kommutativer Teilring von End (V) und
wa(K[t]) einer von K™*™.

8.5 Satz
Fiir o € End (V) und f(), g(t) € K[t] gelten:
(i) g(®)If(t) = ker(g(o)) € ker(f(0)),
(if) ker(po(g8T (f(t), 9(1)))) = ker(g(c)) Nker(f (o)),
(iif) ker(po(kgV (f(2), 9(t)))) = ker(f(0)) + ker(g(c)).

Bemerkung;:
Fiir ggT (f(t), g(t)) = 1 ist der entsprechende Kern der Nullraum, also gilt

ker(f(0) (o)) = ker(f()) + ker(g(0)).

Beispiel:

Im Fall dimV =2, A = < ?; g ) € K?*2 mit charakteristischem Polynom
f(t)=det(tIy — A) = t*> — Sp (A) t + det(A) t°

wird

f(A) = — (o +6) A+ det(A) A°

Oé+57 af+p5\ _ [ (a
ay+v8  By+ 62

ad — ﬂ’y 0
ad — By

)

+

o O

-
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Beweis zu (8.5):

(i) Essei z € ker(g(o)) ={y € V]glo)(y) = o}.
In K[t] gilt f(t) = g(t) h(t), also ist

fl@)(z) = (9(0) b)) (z)

= (Mo)g(0)) ()
= h(o)(9(0) (2))
= h(o)(0)
- 97

das heifit z € ker(f(o)).

(ii) ?C” gilt nach (i).
Sei ferner z € ker(g(c)) Nker(f(o))

0o (82T (F(1), g(0)) (z) 7 "™ (F(5) f(0) + §(0) 9(0)) ()

= (o) (f(o) (2)) +§(0) (9(0)(2))
=0 =0

= 0,

also gilt auch 72"
(iii) ”2” gilt nach (i).
In Kt] ist
kgV (f(t), 9(t)) = f(t) f1(t) = g(t) 91 (¢)
mit 1 =ggT (f1(t), g1(t) = fi(t) f1(t) + 51(t) g1 (t).
Ist nun z € V beliebig, so gilt

z =idy(z) = fi(o) fi(o) (z) + gi1(0) g1(0) ().

flo)(z1) = flo) fi(o) fr(o) (2)
= fi(o) f(o) f(o) (z)
= 0,
9(0) (z2) = 9(0)91(0) 91(0) (z)
= 1(0)(0)
0

also ist z € ker(f(o)) + ker(g(o)), es gilt auch "C”.

Bemerkung:
Zu jedem o € End (V) existiert ein Polynom f(t) € K[t] positiven Grades mit f(o) = O (Nullab-
bildung).

Aus der Linearen Algebra I wissen wir: ,
dim(End (V)) = dim K™*" = n?, also sind die Potenzen ¢° = idy, o', 6%, ..., ™ linear abhiin-
2
n
gig, d.h. es existieren \; € K, 0 < i < n?, nicht alle 0, mit Z)\Z—Ui = 0. Also leistet etwa
i=0

7L2

f(#) =" A\it' das Gewiinschte.
=0
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Man beachte: Mit f(¢) hat auch jedes Vielfache von f(¢) in K[¢] diese Eigenschaft.

Beispiele:
o=idy : f(t) =t—1,
o=0 :f(t)=t,
im Fall dim V' = 2 hat das charakteristische Polynom diese Eigenschaft, vgl. Beispiel auf Seite 4.
Spéater werden wir zeigen, dafl dies generell so ist.
Zunéchst zeigen wir:
Es existiert ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom minimalen Grades (> 0) m,(t) mit
me (o) = 0.
Dazu betrachten wir

M ={f(t) € K[t]| deg(f) >0, f(o) =0} # 0.

In M ordnen wir die Polynome nach ihrem Grad, also existiert in M ein Polynom m(¢) minimalen
Grades mit m(o) = 0. Hierfiir gilt m(¢)|f(¢) Vf(t) € M. Denn in K[t] ist

f(t) = Q(f, m) (t) m(t) + R(f, m) (t),

und wegen O = f(o) = m(o) ist auch R(f, m)(t) aus M. Wegen deg(R(f, m)) < deg(m) ist
demnach R(f, m) = 0.

Die Eindeutigkeit wird durch Normierung erreicht: m, (t) := —— m(t).

8.6 Definition

Zu o € End (V) heifit dasjenige normierte Polynom m,(t) # 0 kleinsten Grades mit m,(c) = O
das Minimalpolynom von o.

Beispiele:
(i)

midv(t) = t—l,

(ii) Es sei dimV = 2 und ¢ € End (V). Ist das Minimalpolynom von ¢ vom Grad 1, so ist
me(t) =t + A mit A € K, also

O =my(0) =0+ Aidy, dh. o = —-Aidy .
Mithin besitzen genau die skalaren Vielfachen der Identitdat ein Minimalpolynom vom Grad
1.
(Dies gilt genauso fiir dimV =n € IN.)

Fiir alle tibrigen o # Aidy stimmen (vgl. Beispiel auf Seite 4) Minimalpolynom und charak-
teristisches Polynom {iiberein.

8.7 Definition

Es sei 0 € End (V) und U ein Unterraum von V. Gilt dann o(U) C U, so heiit U (o-)invariant
bzw. invarianter Unterraum.

Beispiele:
(i) ker(o) ist o-invariant, denn fiir z € ker(o) gilt o(z) = o € ker(o).

(ii) Ist U Unterraum zum Eigenwert A, so ist U o-invariant.

(zeU = o(z)=Azel)
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(iii) Fir f(¢) € K[t] ist ker(f(o0)) o-invariant.
(Fir z € ker(f(0)) gilt

flo)(e(z) = fla)a(

I
Q
=
2

8.8 Hilfssatz

Es sei o € End (V) mit Minimalpolynom m, (t). Ferner seien f(t), g(t) € K[t] mit g(t)|f(t)|ms(¢)
und deg(g) < deg(f). Dann gilt: ker(g(o)) C ker(f(0)).

Beweis:

7C” wurde in (8.5)(i) gezeigt. Wir konstruieren folglich y € ker(f(o)) \ ker(g(o)). Wir wissen: In
K|t] ist m,(t) = f(t) h(t), sowie fir g1(t) = g(t) h(t) ist deg(g1) < deg(m,). Also existiert nach
Voraussetzung ein z € V mit g(o) (2) # 0. Setze y = h(o) (z). Hierfiir erhalten wir:

fl@)(y) = [flo)h(o)(2)

= me(0)(2)

= 0(2)

= o,

9(0)(y) = glo)h(o)(2)
= g91(0)(2)
# 0.
O
8.9 Satz
A € K Nullstelle von m,(t) < X Eigenwert zu o.
Beweis:
”j”:
Wende (8.8) an mit g(t) =1, f(t) =t — A (f(t)|ms(t) geméB (6.16)). Danach existiert
z € ker(f(0))\ ker(g(0)), d.h. z # o, mit (6 — Nidy) (z) = 0, d.h. z ist Eigenvektor zum
—_——
= f(o)
Eigenwert A.
2 <:77:
Fiir f(t) =t — X ist ker(f(o)) # {0}, besteht némlich aus 0 und den Eigenvektoren zu A.
Wegen ker(f(o)) = ker (f(o)) N ker(my (o)) ist geméB (8.5)(ii) ggT (f(t), ms(t)) # 1,
-V
also muB ggT (f(t), ms(t)) =t — X sein.
a

8.10 Definition

Es seien Vi,...,V, Unterrdume von V mit V; # {0} (1 <i < r). Dann heifit V direkte Summe
von Vi,...,V, (Schreibweise: V =V; + ... + V,), falls gelten:

HV=Wm+...+V,

(i) VinVi={o}fir V;:=Vi+...4+ Vi i+ Vig+...4+V, 1<i<r).
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8.11 Hilfssatz

S
Es sei 0 € End (V) mit Minimalpolynom m,(t). In K[t] sei m,(t) = Hpi(t)l"' die Primpoly-
i=1

nomzerlegung von m,(t) in paarweise verschiedene Primpolynome (I; € IN, s € IN). Dann gilt
V=Vi+...4+V, fiir V; =ker (p;(c0)").

Beweis:
Zunachst ist

V =ker(0) = ker(my(0))
= ker <Hpi(0)li>
= Z ker (pi(a)li) (nach (8.5)(iii))

= Z V.
i=1
Es bleibt V; N V; = {0} zu zeigen.

Ceméf (8.5)(ii) geniigt es dazu, V; = ker H pj(0)Y | zu zeigen. Letzteres folgt aber unmittelbar
j=1

i
aus (8.5)(iii).
O

Beispiel:
Es sei dimV =5, z,,..., z; eine Basis von V, bzgl. der ¢ € End (V') die Matrix

b

Il
cooow
cCoc o
coMn~ O
oNnvOo oo
woooo

zugeordnet ist. Wir berechnen m, (t) mittels (8.11).

Wihle z € V, z # 0, und betrachte z, o(z), o%(z), .... Spitestens {z, o(z), ..., o°(z)} ist
linear abhéngig. Der hiervon erzeugte Unterraum ist offenbar o-invariant. Es ist o (z5) = 3 x5 von
z5 linear abhéngig, also ist K x5 o-invariant. Gleiches gilt fiir K z,. Fiir 25 erhélt man

L3,
o(z3) = zp+2us,
o*(zy) =z +dz,+das,
o3(x3) = 6z, + 1224+ 82y, d.h. {3, 0 (23), 0*(23), 0°(23)} ist linear abhiingig.

Also ist Uy = K 21 + K 25 + K x4 ein o-invarianter Unterraum, der K z; echt enthélt.

Insgesamt haben wir V = U; + K 2, + K x5 gezeigt.
Die zugehorigen Minimalpolynome sind:

fiir U|KEs tt—3,
fiir <7|K£‘1 st —2,
firoly, : (t—2)3 ().

Nach (8.11) ist

me(t) = kgV(t—3,t—2, (t—2)3)
= (t—2)3(t—3).

(Dagegen ist f,(t) = (t —2)*(t — 3).)
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8.12 Berechung o-invarianter Teilraume

k—l(

z,...,0 z) sind linear unabhéngig und

k—1 .
oF(z) =Y No'(z).
=0

Dann gelten:

k—1
(i) U= Z K o'(z) ist o-invarianter Unterraum.
i=0

(ii) o]y hat als Minimalpolynom

k—1
Mo, () =15 =Y N\t
1=0

Beweis:
Zunéchst ist m,|, (o|lv) = Ov.
Dafiir geniigt es wegen (i) zu zeigen, dafl m,, (o|v) (0¥ (z)) = 0 (0 < v < k) ist. Dies ist
wegen
Moy (0lv) 0" (2) = 0" moy, (ofv) (2) = 0"(2) = 0
richtig.
Weiter besitzt mg|, (f) minimalen Grad mit (m, (o|v) = Olv).
Dies zeigen wir indirekt.

Waire f(t) Minimalpolynom von o|y mit Grad deg(f) < k — 1, etwa

-1
FOy =t +> uith (I<k),

=0

so folgte
-1
ol(z) =Y pol(x),
§=0
d.h. o!( z) linear abhéngig von z, o (), ..., o'~1(z) mit I < k—1 im Widerspruch zur Wahl
von k.

a

Konstruktion von m,(t)

(i) Setze Vo «— {0}, i «— 1, mo(t) < 1.

i—1
(ii) Wahle gz, € V\Z Vj (speziell: z; # 0).
j=0
Bilde sukzessive
z;, 0(z,), ..., 0" 1(z,;) linear unabhingig,

ki—1
sowie o¥i(z;) = Z il (z;).
7=0

Setze
Vieem Kz, + Ko (z;) 4+ ...+ Ko" 1 (x,),

dies ist k;-dimensionaler o-invarianter Teilraum von V.
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Das zugehorige Minimalpolynom ist

ki—1

_ Z Qi 7
=0
Setze mo(t) < kgV (mo(t), m;(?)).

(iii) Ist V = Z V., so ist mg(t) gemé&$ (8.5)(iii) und nachfolgender Bemerkung das Minimalpoly-
v=1
nom von ¢ und wir sind fertig.

FirV D Z V. setze i < i + 1 und gehe zu (ii).
v=1

Vergleiche vorangehendes Beispiel! )
Was passiert, wenn man mit z; oder z, an der Stelle von z4 startet? (Ubung!)

Bemerkung:
Fiir o € End (V), f(t) € K[t] mit f(t)|ms(t) ist U := ker (f(o)) ein o-invarianter Teilraum von V.

Hierfir ist

mU'U(t) = m f(t)

Beweis:
Wegen f(o) (U) = {o} gilt my, (t)|f(t). Wegen ker (mg),, (0)) D ker (f(o)) und (8.8) muf

deg (mq),, ) = deg (f)

gelten. (Wende (8.8) mit g(t) = m,|, () an.) Wegen der Normierung folgt also die Behauptung.
a

Falls fiir 0 € End (V') das Minimalpolynom die Gestalt

=[r:®
i=1
(pi(t) paarweise verschiedene Primpolynome, I; € IN) besitzt, so gilt fiir U := ker (p;()"*) demnach

Moy (1) = pi(t)".
8.13 Hilfssatz
Es sei 0 € End (V) mit m, (¢ sz i und Uy := ker (pi(0)¥) (1 <4 < s). Dann gilt:

(i) {0} =ker (pi(0)?) C ker (pi(0)") C ... C ker (p;(0)") = ker (p;(0)"*™) (m € IN),
(ii) V =pi(0)° (V) D pi(0)" (V) D ... D pi(0)" (V) = pi(o)+™ (V) (m € IN),
(iif) V' = ker (pi(0)") + pi(a)" (V).
Beweis:
(i) Esist {0} = ker (idy) mit idy = p;(0)°.

Die ”C”-Aussagen folgen unmittelbar aus (8.8).
Schliefllich liefert (8.5)(ii):

ker (pi(0)") = ker (g (88T (pi(t)"*™, mo(1))))
(pi(0)" ™) Nker (Mg ()
(pi(e) ™) NV
(pi(e)"+m).

Il
-
)
@

ker (p; (o
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(ii) Wir zeigen zunéchst, daf p;(0)” (V) ein p;(o)-invarianter Teilraum von V ist (v € IN).
Sei dazu z € p;(0)” (V), d.h. z = p;(0)” (y) fiir passendes y € V;
es folgt

pi(o)(z) = pi(0)" ™ (y)

= pi(0)" (pi(0) (y))  €pi(a)” (V).
N——
eV

Damit gilt p;(c)” (V) 2 p;(0)*T! (V); der Rest folgt mit (i) und der Dimensionsgleichung fiir
Endomorphismen ¢ von V:

dim (Im ¢) + dim (ker ¢) = dim V'
fiir o = pi(o)” (v € Z=0).
(iii) Es gilt V = ker (p;(0)') + pi(0)b (V) gemiB Dimensionsgleichung; wegen
pi(o) (pi(0)" (V) = pi(o)™ (V)

folgt ker(pi(0)],, oy (vy) = {0}, also ker (pi(0)'*) Npi(a)' (V) = {0}

Bemerkung:
Die Schlufiweise in Teil (ii) des letzten Beweises zeigt analog, da8 p;(¢)”(V) ein o-invarianter
Unterraum ist.

8.14 Satz (1. Normalform)
Fir o € End (V) mit Minimalpolynom m, (t) = ﬁpi (t) gelten:
i=1

(i) V =Vi 4+ ... + V, mit o-invarianten Teilriumen
Vi = ler (o)) # {0} (1<i<s)

(ii)) 1 <s<mn,

(ili) p;(o) ist singulér. p;(o) (V;) =V; fir i # 5.

Beweis:
(i) Folgt aus (8.11), der vorangehenden Bemerkung und (8.8).
(i) Offenbar ist n=dimV =>» dimV; > Y 1=s (>1).
i=1 i=1
(iii) pi(o) ist singuldr, da nach (8.8) ker (p;(0)) # {0} ist.
V; ist o-invariant, also gilt p; (o) (V;) C V;.
Die behauptete Gleichheit ergibt sich dann aus

ker (p; (o)) Nker (pi(0)"") = {0}  (gemiB (8.5)(ii))

mittels der Dimensionsformel.
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Der letzte Satz hat nun folgende Auswirkungen auf die Matrixdarstellung von o bzgl. geeigneter
Basen:
Aus

V=WVi+...4+V,

und Basisdarstellung der Teilrdume, etwa

Vi=Kz;1+...+ Kz

Tin
erhdlt man flir V' die Basis

B:={z;,|1<i<s 1<v<n},
bzgl. der o eine Matrix der folgenden Form zugeordnet ist:

nq %) Ng

TL1{
77,2{ 0
ns{

Néchstes Ziel: Spalte die V; ihrerseits in o-invariante Teilrdume auf (falls moglich).
Dazu betrachten wir eins der Késtchen, d.h. wir setzen im folgenden

VeV, ool met)—mg, (t)=pt)",

um unnétige Indizes zu vermeiden.

8.15 Definition

Es sei U ein Unterraum von V. Dann heiflen Vektoren z,,..., z,, € V iiber U linear unabhéngig,

falls Y "Niz; €U (\ € K) = A =...= Ay =0 gilt. Andernfalls heiBen sie iiber U linear ab-
i=1

héngig.

Bemerkungen:

(i) z € V\U ist tiber U linear unabhéngig.
(ii) Fir U = {0} entspricht ”iiber U linear unabhéngig” dem alten ”linear unabhéngig”.

(iii) 4,..., &, Uber U linear (unabhéngig) abhéngig.

< x4+ U, ..., 2z, +Uin V/U linear (unabhéngig) abhéngig.
m
Denn: U = Z(/\i z,+U) = O hiz)+U
i=1

=4 i)\ziﬁ1€U

8.16 Hilfssatz
Es seien o € End (V) mit m, (t) = p(t)' und deg (p) = k. Dann gelten fiir 1 < j < I:

(i) z € ker (p(0)’ )\ker( (@)’
= z,0(x),.. ~1(x) sind iiber ker (p(c)?~1) linear unabhingig,

(ii) Z1,-.., z, (etwa € ker (p(c)7T1)) sind linear unabhingig iiber ker (p(c)7)
p(o) (zy), ., p(o) (z,) linear unabhiingig iiber ker (p(o)?~1).
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Beweis:
k—1 _ _
(i) Annahme, es existieren «p,...,ar_1 € K, nicht alle 0, mit Z a;o'(z) € ker (p(a)?™1).
i=0
k=1
Fiir 0 # h(t) := Z a;t" € K[t] ist deg (h) < k = deg (p), also ist 1 = ggT (h(t), p(t)¥).
i=0

(ii) GemaB (8.5)(i) ist ker (h(co)) = {0}, d.h. h(o) ist regulér.
Andererseits ist h(c) (z) € ker (p(c)7~1), und damit wird

0 =p(a)f "' (o) () = h(o) (p(o)’ ™" (),
also 0 = p(0)?~1(z) im Widerspruch zur Wahl von z.

(iii) Fir aq,...,a, € K ist:

> aip(o) (z;) € ker (p(o) ") & plo) (Z a; p(o) (f&-)) =0
i=1 i=1

s plo) (Zail’i) =0
& Zaz@ € ker (p(0)’).

a

Bemerkung: R
Es sei U ein Unterraum von V und M C U linear unabhéngig, sowie M C V tuber U linear
unabhéngig. Dann ist M U M linear unabhéngig.

(Denn:

0= QM+ Z 1) (am, o € K, jeweils nur endlich viele # 0)
meM meM

3
m
=

= allga@ =0, damit alle a,,, = 0.)

Zur Erinnerung: Die Begleitmatrix zu dem Polynom
k—1

ft)y=t"+ Z a; t" wurde in (5.24) erklért als

i=0
—apq, 1 0 - 0
—OE—2 0 1
: S |
—a9 0 0 -+ 0
mit det (¢ I, — Ay) = f(¢).
Wir behaupten:
Fir
0 0 —Qp
1 : :
Br=1| ¢ . . : e Kkxk
1 0 —ag_o

0 -+ 0 1 —apa
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gilt ebenfalls
f(t) = det (t I, — By).

Die Matrizen Ay und By gehen durch

Vertauschen von Zeile ¢ mit Zeile k+1—1 (1 <3< %) sowie
Vertauschen von Spalte j mit Spalte k +1 —j (1 <j< g) auseinander hervor.

Dies ergibt eine neue Berechungsmoglichkeit fiir das charakteristische Polynom (vgl. dazu Beispiel
Seite 8):

Wihle z, € V\{o} und bilde o (z,), ..., 0c%(z;) bis o¥(z;) erstmals linear abhingig von
z1, 0(zy), ..., 01 (z;) wird. Setze

k—1 k—1
my(t) = tF — Zaliti fiir o (z,) = Zau(fi(%);
i=0 i=0

dann ist m; (t) Minimalpolynom von oy, fiir Uy = [z, o (z;), ..., ¥~ (z)].

Fir U; =V sind wir fertig.

Sonst wihle z, € V\U;; dies definiert den Unterraum Uy = [0%( )| i € Z="] (beachte, daff sich
U, tatséchlich stets durch o ( z,) mit i < n erzeugen liBt), es bezeichne ma(t) das Minimalpolynom
von a|y,.

Fir Uy + Uy =V sind wir fertig mit

me(t) =kgV (mi(t), ma(t)).

Sonst wihle z5 € V\(U; + Us) ete.

Beispiel:
Es sei
2 -4 8 8
1 0 1 2
Ao -1 1 -4 -2
1 -1 2 0
die o bzgl. eq,..., e, zugeordnete Matrix.
2
Fir z; = e, ist 25 := A, 2; = _1 von z; linear unabhéangig,
1
0
A2z, =Ayzy = _1 = —x, + 2z, von z,, T, linear abhiingig.
-1

Also ist Uy = K z; + K z, A,-invariant mit
my(t) =t>+t—2.

Bei Basiserginzung mit z, z, zur Basis von K* erhilt die zu o gehorige Matrix die Gestalt:

0 2
1 -1 .
0o o] * =4
0 0

mit

1y = (0 2 ) [ a3z Qs
-3 = (om0 2))an(eno (5 )

Wir wihlen nun z4 € V\Ui, etwa x5 = e, und erhalten
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—4
0
Aal:),: 1 :*§2+§3*2£1a
-1
danach ware die zugeordnete Matrix
0 2|-2
1 —1|-1
0 0| 1
0 0] O

und z5, A, 24 sind liber U; linear abhéngig.

T, = ez ist von z;, z, =2e; + e, — €3+ €4, T3 = ¢, linear unabhéngig.

= zur Basis z,,..., £, gehorige Matrix ist
0 2 |-2
1 —-1|-1
0 0|1

folglich wird hier

fat) = det(tlg—((l) & ))det(t—l)det(t—i—Q)

= (BPHt—2)(t—-1)(t+2)

(t —1)%(t +2)2

Generell haben wir als Induktionsvoraussetzung;:

Es ist U o-invarianter Unterraum von V' mit Basis z,..

der Gestalt

Bl *

Zeilen

zugeordnet ist.

*
B;
0 I —

., &, bzgl. der der Abbildung eine Matrix

1 Kastchen in
Begleitmatrixgestalt

Falls die Matrix B, gerade k, Zeilen und Spalten hat, so wird

fa(t) = li[ det (tlkj — Bj) det(tI,—x — R).
o ————

sofort aus letzter

Spalte aus B;

ablesbar!

Im Induktionsschritt wird dann ein weiteres Késtchen erzeugt!

Wihle dazu z;,,, € V\U und bilde Az, A%z, ...

, A¥"1z, ., bis erstmalig A” ), von

den vorangehenden iiber U linear abhéingig wird. Es gilt daher erstmalig

v—1 k
v —
Az = § Qe 14k A (Zpy1) + E O ktv L
pn=0 j=1
Nun wihlt man als neue Basis z,..., 2;,, plus Erginzung zu Basis V', wobei

Tprjr = Az fiir 1 <j <wv—1ist.
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Die entsprechende neue Matrix besitzt ein Kastchen (als Begleitmatrix) mehr. Schliefllich fithrt
dies auf eine Basis von V', bzgl. der die o zugeordnete Matrix in der Diagonalen Kastchengestalt
(mit Begleitmatrizen) und darunterstehenden Nullen hat. Das charakteristische Polynom 148t sich
hieraus unmittelbar ablesen.

Beispiel:
1 2 3 4
| 2 3 4 5 4
A= 34 5 6 bzgl. e;,..., e, € K~
4 5 6 7
1 30 500
Fir z; = ¢ wird 2z, = Ae; = :2; , Ly = Axy = ;18 , Azy = 228 . Wiéhle
4 60 1040
Ly = Eg-
Esist Aey =...+0xy

Bzgl. z,,..., z, erhélt die der Abbildung o zugeordnete Matrix die Gestalt:

Beachte, daf§ fiir f,(t)
nur die letzte Spalte jedes
Kastchens relevant ist.

Das charakteristische Polynom lautet demnach:

fat) = (*—16t* —20t)t
t2 (t* — 16t — 20).

Berechnung des charakteristischen Polynoms,
Zusammenhang zum Minimalpolynom und Satz von
Hamilton-Cayley

Gegeben: V mit dimV =n, ¢ € End (V).
1. Wahle z; € V\{0} und bilde
Up = [z, 0(zy), ..., Un_l(gl)]

als o-invarianten Teilraum. Dabei sei k1 € IN minimal mit

ki—1

Ukl(%) = Z aigi(%)'
i=0

Dann ist
ki—1

my(t) =" — > a;t’
=0

das Minimalpolynom von oy, , sowie auch charakteristisches Polynom von oy, (zugehorige
Matrix ist Begleitmatrix).
2. Induktionsannahme:

Es sei U o-invarianter Teilraum von V' der Dimension k. Das Minimalpolynom von oy
teilt das charakteristische Polynom von o|y. z,..., z; ist Basis von U bzgl. der o|y
Kastchengestalt hat

d *

0 O

dabei besitzt jedes Kastchen die Gestalt einer Begleitmatrix.
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3. Induktionsschritt:
Fir U C V wihle z;,, € V\U und bilde

U=[zp1,0(2p51), -, inl(lk-&-l)a U],

wobei v minimaler Exponent mit

o ( Ty 1) Zﬂz (zpy1) €U

ist. Bilde g(¢ Zﬂﬁ t.
Dafiir ist g(o) (z4,) € U
= 9(o) (0" (4 1)) €U VpeN,
dh. g(o) (U) C
= folu (@) g( ) = Op nach Induktionsannahme,
—_———
fU|U( )

d.h. f,, (¢) ist Vielfaches des Minimalpolynoms von o|.
Ersetze U durch U bis U = V erreicht wird.

Bemerkung:
Dieses Verfahren ist zugleich ein konstruktiver Beweis des Satzes von Hamilton-Cayley: f, (o) = O
(vgl. (8.22)). Das Minimalpolynom ist ein Teiler des charakteristischen Polynoms.

8.17 Hilfssatz

k
Es sei 0 € End (V) mit m,(¢) = p(¢)! und p(t ZO‘Z t', sowie oy = 1.
=0
Fir z € ker (p(o)')\ (ker (p(0)'~1) sei m € IN maximal mit z, o (z), ..., 0™ !(z) linear un-
abhangig.
Dann hat U := [z, o (z), ..., 0™ (z)] die Dimension m = k - [ und bzgl. der angegebenen Basis

von U hat o|y die zugehorige Matrix

L
1 ( | Begleitmatrizen der Gestalt A, )

der GroBe k X k

1

]
Beweis:

(i) m=kl

U ist o-invarianter Unterraum.

Das Minimalpolynom von oy teilt m, (t) (vergleiche (8.12)). Also ist m, (t) = p(t)" mit

(1 <r <1); nach Wahl von z ist p(c)"~'(z) # 0, also [ < 7 und damit r = [. Es folgt

m = deg (mg|U) =1l-deg(p)=1-k.
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(ii) Gemé$ (8.16) und anschlieBender Bemerkung gilt:

z, 0(x), ..., c* () linear unabhingig iiber ker (p(c)!~1)
= plo)(z), p(o)o(z), ..., p(c)o* 1(z) linear unabhingig iiber ker (p(c)!~2)
= plo)tz plo)to(z), ..., plo) "t a* 1(z) linear unahiingig iiber ker (p(c)°) = {0},

insgesamt erhéilt man k- linear unabhéngige Vektoren, die gemé&s8 (i) eine Basis von U bilden.

Geeignete Anordnung dieser Basisvektoren liefert gewiinschte Matrix.

Wir wahlen als neue Basis folglich:

g(u—l)k+u = p(a)lﬂj O—kiu(g)
fir v =1,...,1l und bei festem v jeweils p =1,... k.
Hierfir wird im Fall y > 2:
g (y(ufl)knL;L) = p(a)l_y Jk_u-‘rl(&)
= Yo-1k+@-1)
und fiir p = 1:
7 (y(u—l)k+u) - p(g)l_y Jk(@
k—1
= p(o)™" | plo) - Zai 02) (z)
i=0

woraus man die Behauptung ablief3t.

Beispiel: (vergleiche friiher)
U=Kz)+...+Kag, U=Kz, +...+ Kxy, mg), (1) = (t—2)3, pt)=t—2,1=3.
Als z € ker (p(0)?)\ ker (p(0)?) ist etwa z; withlbar wegen p(0)?(z3) = z; # 0.
Folglich ist
U= las, 25 = p(0) (23), 21 = p(0)*(3)]

mit zu o|y gehoriger Matrix
2 1 0

0|21
0 02
t
AP

8.18 Definition

Fir o € End (V) heifit ein o-invarinater Unterraum U von V' o-zyklisch, falls z € U mit U =
[z, 0(z), ..., 0" }(x),...] existiert. In diesem Fall heifit z erzeugender Vektor von U.

Bemerkungen:
(i) Die Existenz von o-zyklischen Unterrdumen wurde in (8.17) gezeigt.
(Trivial: U ={o0}.)
(ii) Ist U o-zyklisch und m, () = p(t)! mit deg (p) = k, so gilt dimU = k-7 mit 0 < r < I.
(Beweis wie in (8.17)(i)!)
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(iii) Ist {0} # U o-zyklisch mit mg, (t) = p(t)!, so 1Bt sich U nicht als direkte Summe von
o-zyklischen Teilrdumen # {0} schreiben.

(Ist némlich U = U; + Uy mit o-zyklischen Teilriumen U; (i = 1, 2), so gilt:

p(t)l = mUIU(t) = kgV (mo\ul (t)’ ma|U2 (t))

N Mo, (1) = (B Vo, (1) = p(t)
dim U; = dim U dim Uy = dim U
U, =U Us i )
Beispiel:

InVseiU =[x, z5] mit o (;) =Nz, (z;#0,i=1,2; Ay # X\a).
Hierfiir ist m, (1) = (t — A1) (t = X2). Esist U = [z, + x5, 0 (2, + )] selbst o-zyklisch, aber
auch direkte Summe der o-zyklischen Teilrdume Uy = [z;] und Us = [z,].

8.19 Satz

Es sei o0 € End (V) mit m,(t) = p(t)".
Dann ist V' direkte Summe von o-zyklischen Unterrdumen # {0 }. Ferner ist U aus (8.17) direkter
Summand von V.

Beweis: Per Induktion iiber n = dim V' in 9 Schritten.
Fiir n = 1ist V = K 2 mit o () = Az, fiir ein A € K. Also ist V o-zyklisch.

Im folgenden sei n > 1 und die Behauptung bereits fiir alle R&ume (und deren Endomorphis-
men) kleinerer Dimension bewiesen. Konstruiere wie in (8.17) einen o-zyklischen Teilraum U
von V (mit erzeugendem Vektor z € ker (p(o)!)\ ker (p(c)'~1)) der Dimension deg (p)! > 1.

Fiir V = U sind wir fertig.
Alles weitere betrifft den Fall U C V.

Der Faktorraum V* = V/U mit induzierter Abbildung ¢* € End (V*).

Betrachte kanonischen Homomorphismus

xX:V—V/U: z— z+U,

setze V* = V/U.
Bilde o* gemaf:

Wohldefiniertheit:

Da o Endomorphismus ist, sieht man (durch Nachrechnen) sofort: ¢* € End (V*).
Nach Konstruktion von ¢* gilt: 6* oy = x o o.
Damit wird

wk — o logtoy

= U*kiloxoa

= Xoo'k
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fiir beliebiges k € Z=°, sowie fiir f(t) € K|[t]
fle™)ox =x0 f(o).

Induktionsannahme fiir V*.

Wegen dimV* = dimV — dimU < dimV ist V* direkte Summe von o*-zyklischen Un-
terraumen, etwa

V*=Uf+.. . +Umit U £ {0*} ={U} (1<i<r).
Es sei ferner z} € V* erzeugender Vektor von U} (1 < i <), sowie

hilt) = meey, () (1< <7).

Wegen x surjektiv existiert zu jedem z} ein 2, € V mit x (&;) = ;.

Die Uberlegungen in gelten fiir festes i € {1,...,r}.

h;(t) ist das normierte Polynom kleinsten Grades mit h;(o) (Z;) € U.
Zunéchst ist namlich
x o hi(o) (&;) = hi(o”) (z7) = o,

also h;(0) (&;) € kerx =U.
Ist ferner g(t) € K[t] mit g(o) (&;) € U, so gilt

0" =x09(0) (&) =g(o”) (z7),

d.h. g(o*)

vr = Op> und damit h;(t) | g(t) nach Definition von h; ().

U; :== x YU ist Summe von U und W; = [&;, ..., o™ (&;)] fiir m; = deg (hi(t)).
Ist nédmlich y € U, so ist x (y) € U}, also ist

’I’TLi—l

xX(y) = D Ao (x)
v=0

mifl
= X ( DM a”(@))
v=0
m;—1
= Z Aot (g,)+U
v=0
und somit y € W; + U. Umgekehrt ist fiir y € W; + U stets x (y) € U, also y € Us.

[6] Esist U; = W; + U.
Jedes y € W; hat die Form

mifl
Q - )\V UV( i’z)7
v=0
hierfiir ist
mifl
X(y) =Y Ao (z))
v=0

genau dann aus U, falls alle Koeffizienten )\, verschwinden. Also ist W; N U = {0}.
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Es ist [A]z = U, + U mit o-zyklischem Unterraum U;.

Fiir die ersten m; — 1 Basisvektoren von W; liegen deren Bilder unter o wiederum in W;. Fiir
den letzten Basisvektor erhalten wir
o (0™ &) = o™ (&) = hi(o) (&) + w;

mit w;, € W. Fir h;(0) (£) = o sind wir fertig, indem wir U; = W; setzen. Ansonsten ist
der erzeugende Vektor z, von W; durch z, := 2, — u; mit passendem wu; € U zu ersetzen
(U = [z, ..., o™ Yx;)]). Wiein , folgt U; = U;+U. Damit U; zusétzlich o-zyklisch
wird, muf h;(o) (&;) = hi(o) (u;) erfiillt sein. Wir haben also die Existenz von u; € U mit
hi(o)( ;) = hi(0) (&;) zu zeigen.

Wegen der Eigenschaft von h;(o) und m,(t) = p(t) ist p(o)'(&;) = o € U, also gilt
Ba(t) [ p(2)L, d.h.

hi(t) = p(t)s mit 1 <1; <.

Wir verwenden die Notation aus (8.17), wonach z erzeugender Vektor von U war, sowie
dimU = kI mit k = deg (p(¢)) gilt. Demnach existiert e (t) € K[t] vom Grad < kI mit

hi(o) (2;) = e (o) ().

Nach dem Vorangehenden ist
0,

=B
—
Q
—
L
S
®
—
Q
N—
N—
|8
N—
I

es folgt p(t)¥| e (t) baw. e (t) = hy(t) hs(t) in K|t], und w; := h;(c) (z) leistet das Gewiinschte.

Esist V=U+...+ U, +U.
Dafi V' die rechte Seite enthilt, ist trivial. Umgekehrt existieren zu jedem y € V' Elemente

at,...,0, € K mit
s T
g):Zaigf bzw. Q—Za,ﬁiEU.
i=1 i=1

[9] Bsist V=Uy+...+ U, +U.
Ist y=y,+...+y, mit y. € U; nicht alle y. =0, so folgt x (y) = x (y,)+...+x(y,), und

hierbei sind nicht alle x (y,) € U. Gemé$ |3 |ist demnach x (y) ¢ U, alsoUN(U1 +...4+U,) =
{o}.

Ist o ;é y, € Ui, soist U #* y, +U € U7, also kann y, wegen nicht in Uy +...+U;—1 +
U1 +...+U.+U enthalten sein. Folglich ist

UnUi+...4U;-1+ U1 +...+ U, +U) ={o}.

Normalform fur i-tes Kastchen

8.20 Satz (2. Normalform)

Es sei o € End (V) mit m, () = p(t)! und deg (p) = k. Dann gelten:
(i) V ist direkte Summe o-zyklischer Unterraume U; (1 <14 <r).
(ii) Jeder direkte Summand U; besitzt die Dimension kyu;, (1 < p; <1), kp; = deg (myy,,, ).

(iii) Bezeichnet r(p) die Anzahl der U; der Dimension u k, so ist hierfiir

rg(p(0)" ") +rg(p(o)" ') — 2 rg(p(0)*) = kr(p).
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(iv) Jeder Summand U; besitzt eine feste Basis der Gestalt

z;, =plo)" T o*(a) 1<j<ps, 1<v <)

fiir passendes a; € U;.

(v) Beziiglich der Basis in (iv) hat o|y, die zugehorige Matrix

Ay

mit

(u; viele k x k Késtchen, A, Begleitmatrix zu p(t).

(vi) Die Normalform von A, in (v) ist bis auf die Reihenfolge der Késtchen A; eindeutig durch
o bestimmt.

Beweis:

(i) Direkte Folge aus (8.19).

(i) o, () = PO (1< i < 1),

Da U, o-zyklisch ist, folgt dim (U;) = p; k wie im Beweis zu (8.17)(i).
(iii) Es sei dimU; = k p; mit 1 < p; <.

U; hat Basis B; = {p(c)’ 0¥ (a;)| 0 <j < pi, 0 <v < k}.

Entsprechend enthélt p(o) (B;) noch (p; — 1) k linear unabhéngige Elemente, [p(o) (B;)] =
p(0) U; ist o-zyklisch von der Dimension (p— 1) k. Es sei W, die direkte Summe aller U; der
Dimension kp bei festem p € {1,...,1}, dim W), = r(u) p k.
Damit wird z I
V= —i—l W, mit p(o) (V) |
=

Il
4
=3
2
S

rg (p(0)) = dim (p(0) (V) = > (1 — 1) kr(p),

sowie

l
o) =k Y (w=jr(p) (1<j<).

p=j+1

Also erhalten wir

rg (p(o)* ) +rg (p(o)* 1) — 2 rg (p(o)*)

kz v—u+rw)+k Z v—pu—1r{v)—2k Z v— i

v=p+2 v=p+1

k Z Vi{v—p+14+v—p—1-2v+2u}+kr(p)+2kr(p+1)—2kr(p—+1)
v=p+2

= kr(p).
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(iv) Klar, vergleiche Beweis zu (8.17).
(v) Klar, vergleiche Beweis zu (8.17).
(vi) Die Gestalt der direkten o-zyklischen Summanden U; ist durch my, (t) = p(t)"* festgelegt.

Die U; lassen sich nicht mehr als direkte Summe o-invarianter Teilraume # {0} schreiben,
die Anzahl der U; fester Dimension ist durch o geméa8 (iii) festgelegt.

d

Bemerkung:
Eindeutigkeit der 2. Normalform ist erreichbar, indem man etwa die Késtchen nach fallender Grofe
angeordnet.

8.21 Satz

Fiir 0 € End (V) teilt m, das charakteristische Polynom f,(t).

Bemerkung: Genauer wurde gezeigt:
Ist p(t) € K[t] Primpolynom, so gilt:

(i) p()|mo(t) < p(t)|fo(t),

(ii) p(t)*|mqs(t) = p(t)*|fs(t) Vk € IN.

8.22 Korollar (Satz von Hamilton-Cayley)

Fiir o € End (V) ist fo(0) = 0.

Jordansche Normalform

Hierfiir ist Voraussetzung, da m,(t) Produkt von Primpolynomen 1. Grades aus K[t] ist. In
diesem Fall gilt deg (p;) =k =1, p(t) =t—X; (1 <i<s), Ap, = (\;). Dies ist gewéhrleistet, falls
K 7algebraisch abgeschlossen” ist, d.h. jedes nicht konstante Polynom aus K[t] eine Nullstelle in
K Dbesitzt. (Beispiel: K = C, vgl. Algebra-Vorlesung.)

Berechnung der Normalform
1. Schritt:
Berechne f,(t) = det (tidy —o) etwa mittels Frobenius-Matrizen.

(Im allgemeinen ist o bereits mittels A, bzgl. einer festen Basis (i.a. kanonische Basis des
K™) gegeben. Ansonsten wahle Basis von V', etwa z,,..., x,,, und erhalte A, mittels

(P (z1),- o (z,) = Ag (2150005 2,).)

Beispiel:
o € End (R*) habe bzgl. kanonischer Basis die Matrix

A, =

SO DO Ut
= o N =
SN OO
= oo W
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Es folgt
fo(t) = det(tly—A,)
t—5 -1 0 -3
_ 0 t—2 0 0
N —6 0 t—2 -6
6 1 0 t+4
= (Entwicklung 2. Zeile)
t—5 0 -3
t—2)| -6 t—2 —6
6 0 t+4
= (Entwicklung 2. Spalte)
a|t-5 -3
(t-2) 6 t+4
= (t-272%(t*-t-2)
= (t—27>(t+1).
2. Schritt:

Berechne Faktorisierung von f,(¢) in Potenzprodukt von Primpolynomen:
S ~
fa(t) = Hpi(t)li'
i=1

(Jordan: p;(t) =t —X\;)
Gemis (8.21), (8.13) und (8.14) gilt:

V = 4+ V; mit V; = ker (pi(a)ii).
i=1

1=

Fiir das Minimalpolynom m(t) gilt:

m(t) =[[pi®) mit 1<, <l (1 <i<r).
=1

Gemif (8.13) ist dabei I; € IN minimal mit ker (p; (o)) = ker (p;(0)i*+?) bzw. rg (p;(0)l) =
v (pi(0)! 1),

Die [; lassen sich somit als Range geeigneter Matrizen bestimmen. Die Bestimmung der
Rénge kann auflerdem zur Kontrolle der Késtchenanzahl (siehe (8.20)) verwendet werden.

(Beachte: Fiir (8.20)(iii) wird rg (p(o
firr rg (p(o)?)!)

Hiernach erh&lt man bereits die Gestalt der Jordanschen Normalform zu

v,)?) bendtigt, die dortige Aussage stimmt jedoch auch



Jordansche Normalform

und Jordan-Késtchen

Ao 1 0

J,u,l =
1
0 A

Dabei besitzen
Jl,i7 ey Jr(li),i die Grofle l; X li,

ey 4105 -+ 5 Ir(t)4r(ti1),i die GroBe (1;—1) x (li—1),
Jrimr(D)4Lyis oo I die Grofle 1x1.

Speziell: r(1) + ...+ r(l;) = r; ist die Anzahl der Jordan Késtchen in A;.

A; hat genau dann Diagonalgestalt, wenn [; = 1 ist.

Mogliche Jordan-Normalformen fiir oy, bzw. A;:

1 Jordan-Késtchen, V; ist o-zyklisch, mg, (¢) = (¢t — M)

Ao 1 0
0 i
3 Jordan-Kastchen fiir mg,, (t) = (t — A)? und dimV; = 8:
A1
A1 0
A
A1
A1
A
0 A1
A

A1
0 A 0
A1
0 A
A
0 A

Fortsetzung des Beispiels von Seite 23:
pt)=t+1, L =1,
pt)=t—2, Ib=3 (1<Iy<3).
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Die Jordan-Normalform sieht daher wie folgt aus (x € {0,1}) :

-1 0 0 O
0 2 = 0
0 0 2 «
0 00 2
Wir berechnen:
3 1 0 3
0 0 0 O
pa(4s) = 6 0 0 6 vom Rang 2,
-6 -1 0 —6
-9 0 0 -9
_ 000 0
p2(Ay)° = 18 0 0 —18 vom Rang 1.
18 0 0 18

Es folgt notwendig (!) rg (p2(45)%) = rg (p2(A,)?) =1, also Iy = 2.

(Die Anzahl der Jordan-Késtchen ist durch
r1 = dim (ker (p1(45))) =1,
ro = dim (ker (p2(A,))) = 2 festgelegt.)

Hiermit ist klar:

O O N O
O N = O
N O OO

Empfehlung: Rechne Késtchenanzahl geméaf (8.20)(iii) nach!

3. Schritt:
Berechnung der passenden Basis, bzgl. der o die Matrix J(A,) zugeordnet ist, sowie der
Ubergangsmatrix S € GL (n, K) mit J(A,) = S71A,S.

Eine solche Basis ist i.a. nicht eindeutig, selbst dann nicht, wenn die Reihenfolge der Jordan-
Kastchen vorgeschrieben wird.

0.B.d.A. fiihren wir die Uberlegungen fiir oly, bzgl. der Matrix A; durch und lassen den
Index ¢ weg.

Dazu berechnen wir Mengen von Basisvektoren C; (1 < j <1). Hierbei sollen die Elemente
C; maximal viele iiber ker (p(c)7~1) linear unabhingige Elemente aus ker (p(c)7) sein:

Cy U... U Cj ist Basis von ker (p(o)?) (1<j<).

Damit erhdlt man Basen fiir die o-zyklischen direkten Summanden U, (1 <o <1y von
V = V; nach dem anschlielend beschriebenen Verfahren:

Die Rechnungen erfolgen sukzessive fiir Stufe [, dann [ —1,...,1.
Ci zyy,...,xyy aus V =V seien iiber ker (p(0)!=1) linear unabhingig,

Ci1 Zy_y1,--+5 Zy_q, , aus ker (p(0)'=1) seien iiber ker (p(c)!~1) linear unabhingig,

Ci xy4,..., 21y, aus ker (p(0)) seien linear unabhéngig.

Fiir jedes z;, (1 < v < k) sind die p(o)* (z;,) (0 < pp <1 —1) linear unabhéngige Vektoren
aus V = V;, die dort o-zyklischen Unterraum aufspannen. Basis wird nun gedndert, indem
man p(o)* (z;,) gegen passende Vektor aus Cj_, austauscht (Steinitz).
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Fir v =1 bzw.
21, p(0) (211), - s (o) " (zyy)

tausche p(o)*(z;;) gegen passendes Element von Cj_, aus und ordne die C) um, so dafl
p(o)#(z;;) das erste Element von C)_,, wird.

Resultat:
C Ly Lyose-s Lygy
Ci—1 | p(o) (1), Ty 1950 L1 fy
Ch p(o)' ! (zp), Tyoye-es Ty,
| U |

Fahre fort mit z; 5 etc:

Erhalte k; Unterrdume der Dimension [ bzw. k; maximale Jordan-Kéastchen.
Danach fahre mit Stufe [ — 1 analog fort.

Falls k;_1 = k; ist man fiir diese Stufe fertig,

sonst wihle x; ;. .4 aus Cj—; und fiihre gleiches Verfahren durch. Dies liefert zyklische
Unterrdume der Dimension [ — 1 sowie Jordan-Késtchen der Grofle [ — 1.

Bemerkung:

Stufenanzahl = Gréfle des grofiten Jordan-Késtchen
Késtchenanzahl = §C7 = Dimension des Eigenraums zu A fir p(t) =t — A.

| |
C; : )1 : 9 Tk,
\ \
Ci—y | 11 Ti—1,2 Ty 1y
| |
\ \
‘ ‘ r=-=-=-=-- l
[ [ l l
C, P Ly Ly b Zuk,
\ \ | |
I I
\ \ | |
[ [ l l
‘ ‘ I I
Cs I L1 L2 | | L3k,
I I I I
I I
of) : L1 : Ly2 l | L1,k ‘
I I
L PR— 7‘ L J
nach
eventuellem
Umnumerieren
- - - - - - = = I L A
O] =,k
p(o) () p(o) (Z,4,)
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Beispiel zur Jordanschen Normalform

o € End (IR°) habe bzgl. kanonischer Basis die Matrix

2 00 0 0 0
0 2 0 -1 1 0
0 0 2 0 -1 1
A= 0 0 0 2 0 -1
0 0 O 0 2 0
0 0 O 0 0 2

Es folgt

fat) = (t—2)°

Aufstellen des Tableaus:

p(A)=A-21I =

(vl el el e M e M @)
[evilen i an I e e M @)
[eoi an i an I an B e B @)

ker (p(A)) enthélt als linear unabhénigige Vektoren C; = { e, €5, €3}, es wird
k1 = 3 = Anzahl der o-zyklischen Unterrdume.

OO OO oo
(v el e e M e M e}
OO O O oo
SO OO OO
SO O O OO
[eNeoNoNel =

also Cy = { ¢y, €5}, ko = 2.

also C3 = { eg} mit kg = 1.
Demnach existieren 3 Késtchen der Groflen 3 x 3, 2 x 2, 1 x 1; es ist m,(t) = (t — 2)3 und folglich

2 1
0
0 2 1
0 0 2
T = 2 1
0 2
0
2

Gesucht wird X € IR®*% mit
J(A)=X"1AX.

Aufstellung der o-zyklischen Unterraume:
Ur = [e6, P(0) (€6), P(0)*(€6)] = [ e, €3 — €4, £2],

Us = [e5, p(0) (e5)] = €5, €5 — €3],
Us = [e4].
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Austauschen mittels Steinitz liefert

€ €6
€4 €5 — €3— €4 &5
& ) €3 €y |69 — €3 &
Es wird demnach
X = (p(0)*(es), p(0) (€6), €6, P(0) (€5, €5, €1)
0 0 0 0 0 1
1 0 0 1 0 0
o 10 -100
o 0 -1 0 0 0 O
0 0 0 01 0
0 0 1 0 0 0
Teste J(A) = X 'AX & XJ(A)=AX:
0 0 0 0 0 2
2 1 0 2 1 0
0 2 1 -2 -1 0
XJ(A)— 0 -2 —1 0 0 0 =AX.
0 0 0 0 2 0
0 0 2 0 0 0

Bemerkung:
Im Fall kK = deg (p) > 1 verlaufen die Rechnungen analog, nur daf} auf jeder Stufe statt eines Vektors

z,, die Vektoren z,,, 0 (z,,), ..., 0" *(z,,) auftreten bzw. ausgetauscht werden miissen.

By

5y

(Fir einen o-zyklischen Unterraum der Dimension kv sind also auf Ebene j (j = v,v —1,...,1)
jeweils k Vektoren aus dem Tableau auszutauschen.)

Beispiel: (Fortsetzung)
o € End (R*) mit

SO O Ot
— O N =
O NN OO
= oy O W

fo(t) = (t=2)*(t+1),
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Wegen rg (p2(A45)3) = rg (p2(Ay)?) ist
me(t) = (t+1) (t —2)?,

also
-1
2 1
J (AU) =
0 2
2
Bestimmung der neuen Basis:
6 1 0 3
0 3 0 0 .
Zup1(4,) = 6 03 6 (Zeilenstufenform ausrechnen)
-6 -1 0 -3
1
. 0
erhélt man ker (p1(Ay)) 3 o | = 5
-2
zu p2(Ay) erhdlt man
0 1
. 0 0
CIZ{QQ;Q;),} mit z, = 1 y L3 = 0 ; k1=2,
0 -1
0
. 1
Co={zyymit 2, =| |,
0
ker (p2(A0')2) = [£25 £3a 24]5
1
0
p2(Ao) (z) =] (| = 25
-1
Neue Basis: z;, 23, 24, Z5.
Zusammenfassung

Gegeben V mit dim (V) =n, o € End (V).
1. Berechne f, = Hpi(t)ii, danach weifl man
i=1
V=t ker(pi(o)"),
=1 N —

=: Uz

und bzgl. entsprechender Basis hat ¢ die zugehorige Matrix
Aq
Ao

wobei A; die Wirkung von o

U, beschreibt:

P = e, (0)| P
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2. Zerlege U; in o-zyklische Teilraume.
Dabei berechne (I =1;) :

Cy  (Erzeuger fir ker (p;(0))),
Co  (iiber ker (p;(c)) linear unabhingige Elemente aus ker (p;(c)?)),

C;  (maximal iiber ker (p;(¢)'~!) linear unabhiingige Elemente aus U; = ker (p;(a)")).

Es sei k; = #C; (1 < i < 1). Dann ist k1/k = Anzahl der o-zyklischen Unterrdume,

k = deg (p:)-

Die Dimension des grofiten o-zyklischen Teilraums von U; ist k-1, die Anzahl der o-zyklischen

Unterrdume der Dimension kv (< v <) ist

(ky —ky—1)/k (= 0 mbglich).

Zur Wahl der neuen Basis vergleiche Ausfithrungen auf Seite 26ff.

Riickblick: Was ist eine Normalform?
Beste Moglichkeit: Diagonalgestalt  (Lineare Algebra I)
Zweitbeste Moglichkeit:  Jordan-Késtchen

Drittbeste Moglichkeit:  Késtchengestalt
V, o € End (V), Minimalpolynom m, (t) = Hpi(t)l"'
i=0

1. Normalform:

V = + U; mit U; = ker (p;(0)"),
i=1
U; o-invariant, wie die Kastchen aussehen, bleibt offen.

2. Normalform:

Aufspaltung eines Késtchen aus 1., d.h. Betrachtung von o|y,.

Direkte Zerlegung von U = U; in o-zyklische Unterrdume

= Kastchengestalt, jedes Késtchen aus 1. spaltet auf in Késtchen der Form

Ap |
E 1

(Fir Ap 1 x 1-Késtchen ist dies die Jordan-Normalform.)




Kapitel 9: Duale Raumpaare und Dualraum

9.1 Definition

Es seien V, W zwei K-Vektorraume.
Eine Abbildung B : VxW — K : (v, w) — B (v, w) mit den Eigenschaften

(i) B(v+ 2, w) = B (v, w)+ B (2, w

~

(ii) B(v, w+ w) = B(v, w) + B (v, 0),
(iii) B (Av, w) =AB (v, w) = B (v, A\w)
VA€ K, Yu, 5 €V, Yw, € W.

heifit Bilinearform (des Raumpaares (V, W)).

9.2 Definition
Ein Raumpaar (V, W) mit Bilinearform B, fiir das zusétzlich
(iv) B(v,w)=0 YVweW = v=o,
(v) B(y,w)=0 VoeV = w=og

erfiillt ist, heiffit duales Raumpaar, B in diesem Fall skalares Produkt.

Bemerkungen:

(a) Dies ist eine Verallgemeinerung des fritheren Skalarproduktes auf V x V fiir reelle Vektorraume
V (Lineare Algebra I, Kapitel 7).

(b) (iv) und (v) garantieren, dafl V und W nicht zu unterschiedlich ausfallen. Etwa:

V={o} & W={o}
(vergleiche Beweis zu (9.4)).

Standardbeispiel:
V' K-Vektorraum, V* = Hom (V, K) und

B:VxV"—K : (v,v")— v"(v).

Nachrechnen der Aximone (i)—(v):

(i)

B(v+ 3,0v7) &« v (v+ 0)
* linear
5= vt () + 0(9)

B(v,v*)+ B(0,v") Vv, 2€V Vo' €V*
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(i)

(iii)

AB (v, v*) B (v, Av*) VAe K VveV Vuv* e V¥

(iv) Sei v € V mit B (v, v*) =0 Vo* € V*.

Unter der Annahme v # 0, ergénzen wir v zu einer Basis X von V' (gezeigt fiir dim V' < oo,
fiir dim V' = oo siehe Algebra-Vorlesung). Erklare auf V eine lineare Abbildung f* : V — K
durch Vorgabe der Werte auf X und lineare Fortsetzung (vergleiche (3.3) in Lineare Algebra
I) mittels:

fflo)=1, f(z)=0 VzeX\{u}.
Dies liefert O # f* € Hom (V, K) mit

im Widerspruch zu B (v, v*) =0 Vv* € Hom (V, K).

(v) Essei v* € V* mit B (v, v*)=v*(v)=0 VYveV.
Dann ist offensichtlich v* = o* € V*.

Demnach ist (V, V*) mit angegebenem B ein duales Raumpaar; V* heifl Dualraum zu V.

Bemerkung:
Da die Vekorrdaume V, W eines dualen Raumpaares infolge (i)—(v) gleichberechtigt sind, liefert

jeder Satz iiber das Paar (V, W) bei Rollentausch von V und W einen Satz iiber das Paar (W, V)
(dualer Satz). Hierin liegt die Bedeutung des Konzepts (Anwendungen in Numerischer Mathe-
matik).

9.3 Hilfssatz

Es sei (V, W) ein duales Raumpaar und vy, ..., v, eine Basis von V. Gilt dann fir w € W:
B(Qmw):Q (1§Z§n)a
soist w = o.

Beweis:
Jedes x € V hat Basisdarstellung

T = )\iyi ()\lEK)

T, w B( Ai Uy w)
=1

> XiB(v;, w)

i=1
= 0,

Damit wird

Sy
&
\

I

also w = o nach (9.2).

Bemerkung: Der Beweis funktioniert auch fiir dim V = oc.
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9.4 Satz

Es sei (V, W) ein duales Raumpaar, und V oder W habe endliche Dimension. Dann sind V' und
W isomorph.

Beweis:

Es geniigt, dim V' = dim W zu zeigen!

Infolge der Dualitat gentigt daher der Nachweis dim V' > dim W im Fall dim V' < oo. (Denn dann
besitzt W endliche Dimension, Rollentausch von V und W liefert dim W > dimV und damit
Gleichheit.)

Sei zunéchst V = {0}. Dann ist fiir festes w € W

(9:'2> w=0,also W={o}.

Sei nun dimV = n und vy,..., v, eine Basis von V. Auflerdem seien w,,..., w, € W linear
unabhéngig. Zeige: k < n.
Setze FY/J,V = B(yum wy) (1 S l’[’ S n7 1 S v S k)

Fir k > n sind die Vektoren
Qu:(’ylv7"'a’7nu)tr€Kn (].SVS/{)

linear abhéngig. Also existieren A1, ..., \; € K, nicht alle 0, mit

k
0= g Ave, in K™
v=1

Koordinatenweise heifit dies:

k
OZZ)\V’V;W (].S,U,STL)
v=1

Dies liefert

Nach (9.3) steht dies im Widerspruch zu

k
d hw, #o.
v=1

Es folgt k£ < n bzw. dmW < dimV.

O

9.5 Satz (Duale Basis)
Es sei (V, W) ein duales Raumpaar und v, ..., v, eine Basis von V. Dann existiert hierzu eine
Basis wy,..., w, von W mit B(v,, w,) = 6., (1 < p, v < n). Die Basis wy,..., w, heiBit

duale Basis (zu vy, ..., v,).
Bemerkung: Anwendung etwa fiir W = V*!

Beweis:



9.6 Definition — orthogonal, orthogonale Komplement 35

(i) Eindeutigkeit:

Es seien wy,..., w, und w,,..., w,, Basen von W mit der behaupteten Eigenschaft. Dann
folgt:
B (Qu? w, — @y) = B (Qu, wl/) -B (pr @u)
= 6;“/ - 6;uj
=0 (1< pu<n),
also

also w, — w, =0 (1 <v<n)
(ii) Existenz:
Dazusei y ,..., y  eine beliebige Basis von W. Definiere durch v;; := B (v;, yj) eine Matrix

C = (yi;) € K™ ™. Fiir
Voz=) Gu. W3y=) my,
i=1 i=1

erhalt man

B(z,y) = ZCinjB(yi,yj)

i,j=1
m
= (G 6O
Mn

_ gtrcﬂ'

Wire C singulir (det C' = 0), so existierte 0 # ¢ € K1 mit QHC’ = 0o%; d.h. fiir das
zugehorige x € V wire B(z,y) =0Vy € W, also z = 0.  Widerspruch!
Also ist C regulir, schreibe C~! = (%;;) und setze

n

w; = Z’yijyi (1<i<n).
i=1

((Mlv"wﬂn) = (glr"a Qn) Cil)

Danach ist w,,..., w, Basis von W. Sie leistet zudem
B (v, w;) = e‘jrC’jj (mit ;= J-te Spalte von C'~1)
= ¢'e

dij (1 <id,5 <n).

Zu den folgenden Notationen und Sétzen vergleiche (7.11), (7.12) und (7.16).

9.6 Definition

Es sei V, W ein duales Raumpaar. Dann heiflen Vektoren v € V und w € W mit B (v, w) = 0
orthogonal. Zu M C V heifit

MY :={weW|B(v,w)=0Yv e M}

das orthogonale Kompliment von M.
(Analog fiir N C W:

Nt :={veV|B(v,y)=0YyeN} )
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9.7 Hilfssatz

Es sei (V, W) ein duales Raumpaar, und es seien My, My C V.
Dann gilt:

(ii) Mi- ist Unterraum von W.

(i) Mi- = [My]*.

Beweis:

(i) we Ms- = B(z,w)=0 Vzc M,
= B(z,w)=0 YzelM
= we Mt

(ii) Es seien A1, Ao € K und w;, wy € Mi-.

Dann ist

B(z, w, + X wy) = M B(z,w)+ X B(z, wy)

= 0 Va e M

= A\ w; + X w, € Mi-. Trivialerweise ist 0 € Mj-.

(iil) Nach (i) ist [M;]*+ C Mi-. Sei ferner w € Mi-. Sind dann Ay,...,\, € K, z,,.

so ist
n

Bz +.. 4 Az, w)=> A B(z;, w) =0,

=1

folglich ist w € [M;]*.

Bemerkung: Statt w € Mji- schreibt man auch w 1 M;.

9.8 Hilfssatz

Es sei (V, W) ein duales Raumpaar mit dim V' < oco.
Dann gilt fiir jeden Unterraum U von V:

i) (UH* =1,
(ii) dimU+ =dimV —dimU.

.oy, € My,
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Beweis:
(i) Ist U = {0}, so ist U+ = W, sowie (U+)t =Wt ={o} =U.
Es sei nun U # {0} und vy,..., v, eine Basis von U.
Erginze diese mittels v, q,..., v,, zu Basis von V.
Hierzu sei w,, ..., w,, die zugehdrige duale Basis.
Fir X = [wy,q,..., w,,] ist X CU*.
Ist andererseits w = Z Aiw; €U L so folgt
i=1
0 = B (ym w)
= Y MB(v,, w)
i=1
= )\ (1<v<k),
also w € X bzw. X = U+,
Analog folgt (UH)t = X+ =U.
(ii) Die Dimensionsaussage ist nach Teil (i) klar geméa dimV = n, dimU = k und n — k =
dimU+.
O

9.9 Satz

Es sei (V, W) ein duales Raumpaar.
Dann gibt es genau einen Monomorphimus ¢ : W — V* mit

B(v, w)=¢(w)(v) YveV, weW

Beweis:

(i) Eindeutigkeit:

Dazu seien ¢, ¢ € Hom (W, V*) mit obiger Eigenschaft. Dann gilt fiir alle v € V, w € W:

e (w)(v) =B (v, w) =¢(w)(v),

d.h. ¢(w), ¢ (w) aus V* haben auf ganz V die gleichen Werte, ¢ (w) = ¢ (w) Yw € W,

also sind sie als lineare Funktionale gleich, ¢ = ¢.
(ii) Existenz:
Definiere:
o: W—V*": w— B( ,w)
mit
B(,w):V—K: v B(uuw),
denn nach (9.1)(i), (iil) ist B( , w) € V*.
 ist Homomorphimus!

Dazu seien i, A2 € K, wy, wy, € W. Dann gilt fiir alle v € V:

eAw; +A2wy) (v) = By, Arwy + A w,)
M B (v, wy) + A2 B (v, w,)

A (wy) (v) + X2 @ (wy) (v)
= (Mp(wy) +A2p(w,)) (v),
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also ist ¢ (A1 wy + Ao wy) = A1 (wy) + A2 (w,y), d.h. ¢ € Hom (W, V*).
@ ist injektiv!

Dazu sei w € W mit ¢ (w) = 0*. Dann ist

0=9¢(w)(v)=B(v,w) YveV,

also w = o nach (9.1)(v).

Bemerkung:
Fiir dim V' < oo ist liberdies rg ¢ = dim V, also ¢ nach (9.4) auch surjektiv, d.h. Isomorphismus.

9.10 Korollar

Es sei V' ein Vektorraum und U* ein Unterraum von V*.
Dann gilt: Genau dann ist (V, U*) ein duales Raumpaar, wenn U*+ = {0} ist.

Beweis:

”=" Klar nach Definition, vergleiche (9.2)(iv).
2 <:77

(V, U*) wird nun duales Raumpaar mittels

B(v,v")=v"(v) YveV,v" eU".

Es bleibt (9.2)(iv) und (v) zu zeigen, (9.1)(i)—(iii) ist klar, da sogar fiir alle v* € V* erfiillt.

Zuniichst folgt: U*L = {0} = (9.2)(iv).
Sei schlieflich u* € U*:

B nicht

B(v,u)=0 YveV & u(v)=0 VoeV "™E"" y =" cU*CV™

9.11 Korollar

Fir dimV < oo ist (V, V*) bis auf Isomorphie das einzige duale Raumpaar mit V' als erstem
Vektorraum.

Bemerkung:
Zwei duale Raumpaare (V, W;) mit Bilinearformen B; (i = 1, 2) heifilen isomorph, falls es einen
Isomorphismus ¢ : W7 — W5 gibt mit

Bi(v, w;) = Ba(v, p(w,)) YveV,Vw, € W.

9.12 Definition

Es seien (V;, W;) zwei duale Raumpaare mit Bilinearformen B; (i = 1,2) iiber K. Dann heiflen
» € Hom (V1, V) und ¢* € Hom (Ws, W7) ein duales Abbildungspaar, wenn fiir alle v € Vi, w €
W2 gﬂt:

Bi(v, ¢*(w)) = Ba(p (v), w).

In diesem Fall heifit ¢* zu ¢ dual.

Beispiel:
Es sei V ein Euklidischer-Vektorraum mit Skalarprodukt B. Setze Vi, = Vo =W, =Wy =V, By =
B; = B. Fiir ¢ € End (V) selbstadjungiert ist ¢, * (= ¢) ein duales Abbildungspaar.
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9.13 Hilfssatz

Zu ¢ € Hom (V7, V,) existiert hochstens eine duale Abbildung ¢* € Hom (W, W7).

Beweis:
Es seinen (¢, ¢7) und (¢, ¢3) duale Abbildungspaare.
Fir alle v; € V1, wy € W gilt dann

= 0 = B(u, p5(wsy) —¢i(w,))
= B(uvy, (v5 — 1) (wy))

(9.2) « «

= (g3 —¢1)(wy) =0 Vw, €W

= ¢ (wy) = pi(wy) Yw, € Wa

= ;=]

9.14 Hilfssatz

Zu jedem ¢ € Hom (V, W) existiert die duale Abbildung ¢* € Hom (W*, V*).

Beweis:
Betrachten des Diagramms
Vo

fithrt zur folgenden Definition von ¢*:

et W — V" wt— wrop.
Hier ist w* o ¢ zunédchst eine Abbildung von V nach K.
Als Hintereinanderausfithrung linearer Abbildungen ist w* o ¢ wiederum linear, also ist w* oy aus
V*. Es verbleibt der Nachweis der Dualitatseigenschaften.
Dazu seien v € V und w* € W* gegeben. Hierfir wird

Bi(v, ¢*(w"))

B

Y —

*

14

—~

w)(v) = wop(y) = Bap(v), w).

|<

9.15 Hilfssatz
Es seien ¢ € Hom (V, W) und ¢* € Hom (W*, V*) ein duales Abbildungspaar. Dann gilt:

(i) ker (¢*) = o (V)*, ker (¢) = o*(W*)*.

injektiv surjektiv
(ii) ™ ¢ surjektiv < ¢ injektiv
bijektiv bijektiv

(iii) Im Fall dimV < oo oder dim W < oo ist rgo* =rge.
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Beweis:

(i) Fir w* € W* gilt:

w* € ker p* & pf(w*)=o0* eV*
0= Bi(v, p*(w")) YveV
= Ba(p (v), w*)
s w'le(v) YveV
& wle(V);

fir v e V gilt:

<~ = By
=4
=4

(i)

¢* injektiv. < ker (¢*) = {0*}

Zur letzten Aquvalenz:
e(V)=W = ¢(V)+ ={0*} nach (9.2)(v).
Wiére andererseits w € W\ (V), so ist w # o, 1a8t sich also zu einer Basis B von W

erginzen. Hierflir erklire lineares Funktional w* € W* mittels w*(w) =1, w*(¢(V)) =0.
Dies liefert Funktional o* # w* € (¢ (V))*.

p* surjektiv <  *(W*) =V*
= (W)t ={ao} CV

g o injektiv.

Ist andererseits ¢ injektiv, so wéhle Basis { v;}ic; von V. Dann ist {¢ (v;)}ier linear un-
abhéngig. Sei nun v* € V*. Hierzu existiert w* € W* mit

w(p(v;) = v (1),

denn {p (v;)}ier 188t sich zu einer Basis von W ergénzen, auf der sich die Werte von w*
beliebig vorschreiben lassen. Es gilt

(p"(w) (v;) = By, ¢*(
= Ba(p(vy),

(e ()

(v;)-

IS

"))
Y

I
[

1<, I8
S

Damit wird ¢*(w*) = v*, also ¢*(W*) = V*.
SchlieBlich gilt:

o surjektiv und injektiv < * injektiv und surjektiv

o bijektiv ©* bijektiv
(iii) Sei zunéchst dimV = dim V* = n < oo. Dann gilt:
rgey = n—dim(ker ¢)
n — dim (¢*(W*)*4)
n — (n — dim ¢*(W™))
= rgo".
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Sei schlieflich dim W = dim W* = m < oco. Dann gilt:

rg ©* = m — dim (ker ¢*)
= m—dim (¢ (V)*)
= m— (m—dim ¢ (V))
= dim ¢ (V)
= rgp.

9.16 Lemma

Es seien V, W endlich dimensionale Vektorrdume und ¢ € Hom (V, W). Ist dann ¢ bzgl. fester

Basen vi,..., v, von V bzw. wy,..., w,, von W die Matrix A = A, € K™*" zugeordnet, so
ist * € Hom (W*, V*) bzgl. der dualen Basen vj,..., v von V bzw. wj,..., wk von W* die
Matrix A% zugeordnet.
Beweis:
A = (o) € K™ ™ ist gegeben durch
(@(21)7 7@(yn)):(w17 7—m)A

Fiir die duale Abbildung ¢* folgt:

¢ (wp) (v) = B, ¢"(wy))

= Mk(@(ﬁl))
= wj <zauzwu>

= Zaul dur  (duale Basis)
p=1

= ag
= (Zak#v:i) (v)) A<k<m,1<1i<n).
p=1

Damit gilt jedoch:

n

P (wp) =Y o), (L<k<m).
p=1

Bemerkung:
Als Konsequenz von (9.15)(iil) und (9.16) folgt sofort, dafl Zeilenrang und Spaltenrang einer Matrix
ibereinstimmen. (9.16) bedingt fiir Endomorphismen:

det ¢ = det ¢*.

Anwendung auf lineare Gleichungssysteme

9.17 (Alternativ-) Satz

Fir A € K™*" b € K™ ist das lineare Gleichungssystem Ax = b genau dann losbar, wenn b
orthogonal zu allen Losungen y* € K™ von AT y* = o ist.
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Beweis:

Bzgl. der kanonischen Basen von K", K" definiert A eine lineare Abbildung ¢ : K™ — K™. Die
zugehorige duale Abbildung ¢* : K™ — K™ hat dann bzgl. der entsprechenden dualen Basen die
Matrix A®. Daraus folgt:

Az = blésbar <= bep(K")
L p e (ker 7)*
< bly" Vy c€kerop
=  bly" Vy mitAtrg*ZQ-

9.18 Dualitatssatz

Besitzt eine der beiden Optimierungsaufgaben

I max{c"z| Az <b, x>0},

II. min{btry| A%y >

I

y=>o}

(AeR™" y,beR™, z,ce R" und u < v:& u; < v; koordinatenweise)

eine endliche Optimallésung, so auch die andere; in diesem Fall sind die Optimalwerte c% z
bzw. b y gleich.

Beweisskizze:
(i) { igﬁl;”; heiflt zulassige Losung von {H , falls { QSZQQ und { i;% gilt.

Fiir zuldssige Losungen z von I, y von II erhalt man:

Qtr

z btry (: ytr 9)7

(y" Az =y"(Az) <
:

<
1
(%) %)

(

denn (*) ist richtig wegen A"y > ¢, x> o, (*x) ist richtig wegen Az < b, y > 0.

(ii) Konsequenz von (9.17):

Az = blosbar <= A"y =0 Ab"y =1 unlésbar.

(iii) Mit einem Trennungssatz fiir konvexe Mengen im IR™ folgt aus (ii):

Az =0b, x> o losbar <= A“y >0 A btry < 0 unlosbar.

Hiermit und mittels (i) folgt die Behauptung.

Trennungssatz (anschaulich):

Eine Menge M C IR" heifit konvex, falls mit z, y € M auch Az + (1 —=X)y VA € [0, 1] zu M
gehort (Verbindungsstrecke von x und y). Zum Beispiel sind Kreise und Ellipsen konvexe Mengen
im IR%.
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nicht konvex

konvex

Eine Hyperebene H ist ein Element & + U € V/U im Fall, dal U ein Unterraum von V der
Dimension dim V' — 1 ist.

Falls M;, M, konvexe Mengen im IR™ mit M; N M> = @ sind und M, abgeschloflen ist, dann
existiert eine Hyperebene, die M7 und M> trennt.

Nachtrag zur Linearen Algebra I

9.19 Satz
Im IR™ wird durch eine symmetrische Matrix A € R™*"™ mittels
(z,y) — 2" Ay

genau dann ein Skalarprodukt definiert, wenn A lauter positive Eigenwerte besitzt. A heifit in
diesem Fall positiv definit.

Beweis:

Durch 2z Ay wird eine symmetrische Bilinearform erklért (vergleiche Kapitel 7). Nach (7.28)
existiert S € O(n) (orthogonale Matrix) mit S* A S = diag (A1,...,A,), wobei Ay, ..., A, gerade
die Eigenwerte von A sind. Damit gilt fir z € R™:

Az = 2" (S diag(Mi,...,A\) S Dz
= (S7'a)" diag (A1, ., An) (ST ).

Fir y = S~z wird

Sind alle \; positiv so ist z'* Az > 0 fiir jedes z # 0.
Gilt umgekehrt 2" Az > 0 Vz # o, so setze z; = Se; # 0. Es folgt

0< &ErA%:Z)\jéij:)\i (1<i<n).
j=1
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9.20 Satz (Sylvestersches Tragheitsgesetz)

Zu symmetrischen Matrizen A € R™*" existiert S € GL (n,IR) mit
S™AS =diag(1,...,1,—1,...,—1,0,...,0).
—_—— —— —— ——
p q r

Hierbei sind dann der Rang von A (p+¢q = n—r =rg A) und die Signatur von A ( (p, q) bzw. p—q)
Invarianten von A (d.h. unabhéngig von der Wahl von S mit der Eigenschaft S% A S = Diagonal-
matrix mit Diagonalelementen +1, —1, 0).

(Auf diese Weise wird jeder Aquivalenzklasse

{X"AX|X €GL(n,R)} von zu A € R™"

dquivalenten Matrizen ein eindeutiger Vertreter zugeordnet.)

Beweis:
Es seien
A1, ..., Ap die positiven Eigenwerte von A,
Ap+1s-- -5 Aptq die negativen Eigenwerte von A,
Aptgt1 = ... = A, =0 (0 tritt n — (p + ¢) mal als Eigenwert von A auf).

Nach (7.28) existiert S € O(n) mit

S AS =diag (A1,..., \n).
N——
T

Setze T = diag (|\:1| Y2, ..., | Aprql /2%, 1,...,1) € GL (n,R).
Dann leistet S = ST das gewiinschte.

Ferner ist rg(A) = p+¢q eine Invariante, da sich der Rang bei Multiplikation mit reguldren Matrizen
nicht dndert. Es geniigt folglich, die Invarianz von p zu zeigen. Dies geschieht indirekt.

Annahme: Es existiert S; € GL (n,IR) mit
A= ST AS; = diag (1,...,1,~1,...,~1,0,...,0) (i=1,2)
—_—— ————
bi ai
und p1 <p2  (p1+q1 =p2+ q2).

Hierfiir ist Ay = T A; T mit T = S; ' S, € GL (n,R).
Betrachte Unterrdume

Ui={zeR" |21 =...=xp, =0}
mit dimU; =n —p; und u'* A1 u <0 Vu € Uy, sowie
Up={yeR"|yp,+1="...=yn =0}

mit dim Us = py und u' Ayu >0 Vu € Us\{o}. Esist

dim (T~! (U;) N Uz) > 0 nach dem Dimensionssatz wegen

dim (T~ (U1) + Uz) < n und

dim (T~ (U1)) + dim Uz = n — p1 + p2 > n.

Also existiert 0 # y € U = T-*(U;)NUy, dh. = Ty € Uy; damit wird

0 y€<U2 ytr AQQ — gtr Ttr AlTy

tr <
= z"Azx S 0.
- Az 5

Dies ist offensicht ein Widerspruch zu p; < po!
O

Eine Multiplikation mit S bedeutet Basistransformation im IR", bzgl. passender Basis 148t sich also
jede symmetrische Bilinearform im IR" als diag (1,...,1,—1,...,—1,0,...,0) schreiben. Dasselbe
gilt fiir eine quadratische Form z'" Az im IR"; bzgl. passender Basis wird sie zu

Pt g = — Y, = Q)
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fir y € IR". Fiir eine symmetrische (positiv definite) Matrix erhélt man damit eine vereinfachte
Version des Gauflschen Algorithmus, das sog. Cholesky-Verfahren:

2

n n n
— ptr —
g TiQijTj = T A&—E Qi | Ti + E Qij X
i=1

i,5=1 j=i+1
Beispiel:

Es ist
202+ 2zy+2x2+2y2 +2yz + 222

2 (c+2y+e 2+32+ 1352
= T+ - —z - Z+ -z
2979 2V TYETS

o (a4 Lyl 2+3 41 2+42
= T+ < -z - -z =z
7Y 75 2 \Y "3 37

dies wird in Matrixschreibweise zu

2 1 1 T
(z,9,2)( 1 2 1 y
1 1 2 z
Die Umformungen verlaufen hierfiir folgendermaflen:
2 1 1
2 1
2
2 % % Division durch
1 2 1 — 1 2 1 Diagonalelement
1 2 1 2 in Zeile
1 1 11
2 3 2 2 3 3
1 1 3 1
1 2-5 1-3 — * 5 3
1 103
1 1
2 5 3
3 1
2 3
3 _ 1
276

IO NI
Ol W= D=
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Allgemeiner Algorithmus zur Berechnung der ¢;; aus A = (ay;):

Setze ¢;; — ;5 (1 <i<j<n).
Firi=1,2,...,n —1 tue:

(1.) gji < ¢i; und danach ¢;; — ¢;;/qi; (i < j < n);

(2) firk=i+1,...,nsetze g — Q1 — qri qu (K <1< n).

Im eigentlichen Cholesky-Verfahren berechnet man statt dessen eine obere A-Matrix R € IR™*"
mit A = R™ R. Die Elemente r;; von R berechnen sich hierbei aus den ¢;; mittels

Tij = 0 (Z > .])7

ra=q)> (1<i<n),

Tij = QijTii  (J > 1)
Dieses Verfahren gestattet nun eine einfache Berechnung von

2" Ax<C (C>0,ze€Z").

Denn fiir )
n n
an’ T + Z Qij Tj
i=1 j=i+1
ist jeder einzelne Summand < C'!
Speziell:
gnn 1'721 < Cv
also
o\ 12
5(9)
Gnn
= endlich viele Moglichkeiten fiir x,, € ZZ!
Fiir jedes solches x,,:
Gn-1m-1(Zn-1+Gn-102n)? <C —gupal = Schranke fiir 2, _;
fiir jedes mogliche Paar (z,,, x,—1) = Schranke fiir x,,_o, etc.
Insgesamt erhélt man nur endlich viele Losungstupel (x4, ..., 2,) € Z".

Falls A nur symmetrisch (nicht notwendig positiv definit) ist, funktioniert das beschriebene Ver-
fahren solange, bis ein Diagonalelement g;; = 0 auftritt. Danach sind geeignete Modifikationen
vorzunehmen.



Kapitel 10: Multilineare Algebra

10.1 Definition

Es seien Vp,...,V, (r € IN) von {0} verschiedene K-Vektorraume. Dann wird
Ve=][[Vi=nx...xV,
i=1

(kartesisches Produkt) zu einem K-Vektorraum mittels

(@1,...,§T)+(g1,...,%) = (£1+g1,...,gr—|—%),

AMzy,...,z,) Azqy .., Az,

V heifit direktes Produkt der V; (1 <i <r).

(Beweis: durch Nachrechnen der Axiome (2.1).)
(Analog: direktes Produkt von Gruppen, Ringen und Moduln)
Bemerkung;:
(i) Jeder Vektorraum V; (1 < i < r) lafit sich in V' "einbetten”, d.h. es existiert ein Monomor-

phismus ¢; : V; — V. Hier leistet dies offenbar

51':‘/72 V: gz (Q»"';Qvgivga"'ag)v

z,; aus V; wird auf die i-te Koordinate des Bildes abgebildet, alle andere Koordinaten sind 0.

(ii) Man hat andererseits auch natiirliche Epimorphismen von V auf jedes V; (1 < i < r),
sog. "Projektionen”:

m V—Vi: (vg,...,0,)— v,

Hierfir ist

V= Hm(V)

und
,
idy = E €; O Ty,
i=1
idVi = T;0€&;.

(i) Gilt dimV; =n; € IN (1 < ¢ <), so ist
dimV = "n,.
i=1

Sind ndmlich z; ,..., z; Basen von V; (1 <i <r), so ist

B={ei(zy)|1<i<r, 1<j<n}

eine Basis von V. Offenbar ist B ein Erzeugendensystem von V. Es bleibt zu zeigen, dal B
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(iv)

linear unabhéngig ist.

Ist etwa

roon;
0= E E Aij Ei (&ij),
i=1 j=1
so wird daraus durch Anwendung von 7;:

n;
0= Z)\ij U 05(&,']')’
j=1 N———

also eine Darstellung der o in V;. Es folgt 0 = A;; (1 < j < ny).

Da fiir m; (1 < i < r) der Index ¢ beliebig war, miissen alle Aij = 0 sein. Also ist B ein linear
unabhéngiges Erzeugendensystem von V', also eine Basis.

Zusammenhang zur direkten Summe:

Die direkte Summe von Unterrdumen Vi, ..., V, eines Vektorraums V war

Wir zeigen:

i=1
Betrachte dazu die Abbildung
P HViHV : (yl,...,yr)»—>2yi.
i=1 i=1

Sie ist linear, injektiv und surjektiv, wie man leicht nachrechnet.

Es gilt jedoch Vorsicht vor einer Umkehrung!

Fir Uy, ..., U, Unterraume von V mit

[[vizv + > u-=V
=1 1=1

T s
Es sei etwa U = U; = ... = U,, eindimensional, dann ist H r-dimensional, dagegen Z U;
i=1 i=1
ebenfalls eindimensional.

10.2 Satz (Charakteristisierung des direkten Produktes)

Es seien V1, ..., V, K-Vektorrdume mit

i=1
Ein K-Vektorraum W ist genau dann zu V' isomorph, wenn es ¢; € Hom (W, V;) (1 <1 <r) gibt
mit der Eigenschaft, dafl fiir jeden K-Vektorraum X und beliebige ¢; € Hom (X, V;) (1 < i <)
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genau eine lineare Abbildung ¢ € Hom (X, W) mit ¢; o ¢ = ¢; (1 < i < r) existiert. Die ¢; sind
dann tiberdies surjektiv (1 < i < ).

U

Ay}
T

Pi

Beweis:

I

Es sei W zu V isomorph, 7 € Hom (W, V') ein Isomorphismus.
Zur Gewinnung der ¢; (und von ¢) konstruiere zunéchst ¢:

o X —V:zr— (Y1(x),.... 0 (2)).

Zunichst ist ¢ linear.

 ist eindeutig bestimmt, da ja die Werte in V fiir jedes z € X vorgeschrieben sind.
Hieraus gewinnen wir ¢;, ¢ mittels 7: p =710 p, ¢, =m o1 (1 <i<7).

Diese sind als Hintereinanderausfithrung linearer Abbildungen wieder linear.

;i = p; o p ist erfiillt.

; ist als Hintereinanderausfithrung von surjektiven Abbildungen surjektiv.

p ist wegen ¢ = 7 o ¢ eindeutig bestimmt.

11
Es sei W ein K-Vektorraum, ¢; € Hom (W, V;) mit:
V Vektorraume X,
YV Homomorphismen 1; € Hom (X, V;),
J ¢ € Hom (X, W)
vi=wiop (1<i<r).

Es ist zu zeigen: W =2 V.
(i) Fir X =V, ¢, =m (1 <i <r) existiert genau eine lineare Abbildung
T:V—Wmnmitp,or=m (1<i<r).
(ii) Teil T des Satzes liefert (fiir V' 22 V') eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung
Y W — Vmitm ot =y;

(X =W, ¥ = p;).
(iii) Teil I des Satzes (X =V, 1; = m;) liefert eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung
e: V—Vmitmoe=m,.
Wir wissen, dafl dies auch von idy geleistet wird, folglich muf} € = idy sein.
(iv) Fir X = W, ¢; = p; existiert genau eine lineare Abbildung

o: W — Wmity; o0 =,

Dies wird auch durch idy, geleistet, also gilt o = idywy .
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Insgesamt folgt aus (i) und (ii):

Ti=@ioT=mo(por) (1<i<r),
pi=moh=p;o(rorh) (1<i<r).

(Hierbei wurde (i) in (ii) eingesetzt bzw. umgekehrt.)
Nach (iii) und (iv) folgt:
1/) oT = idv,
T O ’L/J = ldW

Beachte dazu den allgemeinen Sachverhalt: Fiir beliebige Abbildungen 7 : V — W und ¢ : W —
V mit

(1) Yor=idy,

(2) Toy =idw

folgt 7 injektiv wegen (1), 7 surjektiv wegen (2), also 7 bijektiv mit 7= = ).

T ist also der behauptete Isomorphismus zwischen V und W.
10.3 Satz

Hom <X,f[m-> = ﬁHOHl(X’ Vi)

=1 =1

Beweis:
Mittels (10.2) in der Rollenverteilung:

Vi = Hom(X,V;)) (1<i<r),

vV = ]_T_‘[V;a
i=1
W = Hom <X,ﬁvi) .

=1

Es bleibt zu zeigen: W erfiillt die Voraussetzungen von (10.2).
Die Abbildungen ¢; : W — V; ergaben sich in natiirlicher Weise wie folgt:
Ist o € Hom <X, H V; | mit

i=1

U(&):(il,’ir) (QEX, &;e‘/l)v

so definieren wir o; € Hom (X, V;) mittels o = 7; o 0.
Damit wird
i W—YV, : o moo.

Sei nun Z ein K-Vektorraum mit linearer Abbildung
Vi Z—V; (1<i<r).

Definiere
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Zu zeigen bleibt:
(i) ¢ ist linear,
(if) piop =1 (L<i<r),
(iii) ¢ ist eindeutig.

(ii) ist nach Konstruktion erfullt!

Dies liefert auch die Eindeutigkeit von ¢, da die Bilder geméf (ii) vorgegeben sind.
Zur Linearitat:

Esseien \, \€ K, z,2€ Z vorgegeben. Daflr wird:

eAz+A2) = (Wi(Az+AZ),..., Az +A2))
= \P(2)+A1(2),.... 0

AY1(2),. . A(2) + (A
= AW1(2),-- - ¥e(2) +
= Ae(2)+Xrp(2).

Damit erfiillt W die Vorraussetzungen von (10.2) und ist folglich zu V' isomorph.

10.4 Definition
Es seien V1, ..., V., W K-Vektorraume.
O Vix...xV,—W

heifit multilineare Abbbildung, falls ® in jedem Argument linear ist, d.h.

@(yl,...,)\gi—kj\ﬁi,...,gr) = /\<I>(y1,...,QT)—|—/~\<I)(y1,...,Q )

79

Y\MAEK, v, 0, €V, 1<i<r

Wie im Fall » = 1 bilden die multilinearen Abbildungen dann bzgl. Addition und skalarer Multip-
likation einen K-Vektorraum Hom (V4, ..., V,; W). Man sagt auch, ® sei r-fach linear; fiir W = K
heifit ® r-fache Linearform.

Beispiele:
(i) Determinanten: r =n =dimV, V; =V, W = K

(ii) Bilinearformen.

10.5 Satz

Zu K-Vektorrdumen Vi, ...,V gibt es einen — bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten — K-
Vektorraum V und eine multilineare Abbildung f : Vi x...xV, — V', so daB zu jeder multilinearen
Abbildung g € Hom (V4, ..., V,; W) genau eine Abbildung h € Hom (V, W) mit g = ho f existiert.

Beweis:

1

Eindeutigkeit von V' bis auf Isomorphie.
Annahme: V, V leisten beide das Gewiinschte:

f:Vix...xV,—V,

f:Vix...xV,—V.

Hierfiir existieren eindeutig bestimmte lineare Abbildungen

h:V—V, h:V—V
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mit

~hy
|
>
o
Kﬁ
K'\“
I~
o
K'\"

also ~ B
hoh=idy hoh=idy
wegen der Eindeutigkeit der linearen Abbildung aus dem Satz. Wie in (10.2) (Beweisende) erhélt
man h, h bijektiv, h = h~!, h ist V Isomorphismus.
11
Existenz von V.
Setze U =V; x ... x V. und

uelU
X wird mittels
Z)‘ﬂ@: ot == Ay =p,Vuel,
uelU welU
+: X xX—X ZAEQ,ZXEQ — Ay + Xu) 1,
uelU uelU welU
KX X —X A Au] — > (A
uelU welU
zu einem K-Vektorraum mit neutralen Element
0= Ou
uwelU
Beachte:
u +—— 1w ist injektive Abbildung von U nach X. Diese Abbildung ist nicht linear, da wir in X die
Vektoren (uy, ..., u,), (4,..., &,) nicht zu (u; + 4,,..., u, + @,) addieren kénnen.

Y bezeichne denjenigen Unterraum von X, der von allen Elementen der Form

(yla-“ayifh yi + Qia Qi+1a"'7yr) - (yla"'a Q,,-) - (ylv"' ) yifh ﬁi) yi+1a"'a yr)v
(Qla"'ayi—la)‘yq',a yi-t,—l?"'vyr) - )\(ylv ’ y7) (]- S 7/ S 7")

aufgespannt wird. Hierzu betrachten wir den kanonischen Epimorphismus:

p:— XY : z+— z+Y.

Setze V := X/Y sowie f = @ o fiir ¢

t:U—X: (v,...,9,)—1-(vg,...,9,)
p: X—X/Y : 2+ x+Y kanonischer Epimorphismus.

Dann ist f multilinear als direkte Konsequenz der Definition von Y.

Existenz von h: R
Zu beliebigem g € Hom (V1, ..., V,; W) definieren wir h : X — W mittels

E(L'(ylﬂ"wyr)) :g(ylw"?yr)

und linearer Fortsetzung. Damit ist h € Hom (X, W) mit g = hot Da g multilinear ist, folgt
hly = O.
Definiere folglich:

h:V=X/Y —W: z+Y+— h(z).
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h ist wohldefiniert, wegen hly = O
h ist linear:
haz+Y +2+Y) = h((laz+ 2)+Y)
= hlaz+ )
= h(az)+h(E)
= ah(z+Y)+h(Z2+Y)
Vaoe K Vz,z€ X
Ferner ist g = h o f wegen:
hof(ﬁla'-'vgr) = (hO@)L(yla'“er)
= h(L (917 7Qr)+y)
= (L'(ylv"'ﬂyr))
= g(gla ceey yr)
h ist eindeutig, weil die Werte von h auf einem Erzeugendensystem von V vorgegeben sind:
h(e- (v v) +Y) = A (vg,000,0,))
= g(vy,-., v,)
O
Beispiel:
r:27V1:F2:{Qvl} Q 23
0

1,

. = 0 - 1 = =
(U )
Vi x V3 hat 8 Elemente (4, j) mit ¢ € {0, 1}, j € {0, 1, 2, 3}.
X hat dann 28 = 256 Elemente, namlich

a1(0, 0) +a2(0, 1) +a3(0, 2) + a4(0, 3) + as(1, 0) + as(1, 1) + az(1,

mit o; € {0, 1} (1 < <8).
Y

Berechnung von Y (dimY = 6!):

Fir A =1 erhalt man o € X.
A=0:
1-(0,y)—0-(z,y) =1-(0, y),

Y'5{1-(0, 0),1-(0, 1),1-(0, 2),1-(0, 3)};

analog fiir A in der 2. Komponenten:

(1-(z, y) € X entspricht (z, y) € U);

18
Il
[&1
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wie gehabt.
SchlieBlich:
L(z,y+9) —1-(z,y)—1-(z, 9
x = 0 liefert nichts Neues,
z=1lund y=g:

wurde bereits erkannt,
y = 0 (bzw. g) dito.

y#ﬂ{ g

o] [

Yy
liefert stets

Damit erhalten wir insgesamt

Y:[l'(0=§)71'(Q7i)71'(972)71'(973)71'(l7 0)71'(l7i)+1'(l72)+1'(l7§)]

Es folgt V' = X/Y hat die Dimension 2 (d.h. 4 Elemente).
Eine Basis von V ist etwa
1-(L,1)+Y, 1-(1,3)+Y.

10.6 Definition

Der in (10.5) konstruierte Vektorraum V heifit Tensorprodukt V4 ® ... ® V. von Vi,...,V,. Fir
T
(vy,...,v,) € H V; schreibt man

i=1

flog,..,v,) = 139...0u, (=1-(vy,...,u.)+Y)
= v, ®k...®k v, (falls wichtig, siehe (10.14)).

Nach Konstruktion von V' gilt:

VR... AN, +0,)®...0 U, =A0;0...0 0, +A0;®...0 7,®...Q v,.

10.7 Hilfssatz

Es gibt genau einen Isomorphismus
P: (Vi) eV — Ve (Ve ls)

mit

Y((z@yY)@z2)=20(yY® 2).

Beweis:
Die Eindeutigkeit von v ergibt sich daraus, dal die Werte von 1 auf einem Erzeugendensystem
von (V1 ® V5) ® V3 vorgeschrieben werden.

Existenz:

Setze W =V} ® V5. Dann ist die Abbildung
g: VixVoxVs— VieWh) eV : (z,y2) — (20 y) ® z

3-fach linear. Nach (10.5) entspricht ihr eine lineare Abbildung

hs : Vi@WheVs—WeV;



10.8 Hilfssatz — Isomorphismus ¢ : Vi @ Vo = Vo @ Vi mit ¢ (z@y) =y®@z

mit
ha(z, @ y®z) = (z@yY @z
|
(= 9(z,y, 2))
Vi@V,
g I
VixVox Vs - WV
A
h3
nach (10.5) fs i
M1eVa®Vs
: 7
le‘/g -
h: H
fz
W x V3
Vi@V,

Bei festem z € V3 definiert

gz - Vix Vo —=VieWheVs : (z,y) — z0 y® 2
eine bilineare Abbildung, und nach (10.5) existiert hierzu eine lineare Abbildung

hy : Vi@Vea—Vi@VheV;: 20yr— 20 y® 2.
Fiir h , gilt nach Konstruktion

hy+hs=h,rz, hyx;=Ah,.
Zu der bilinearen Abbildung
H:WxVs—Vi@VhoV;: (v ® vy, ) — v @ v, ®0v3
gehort nach (10.5) wiederum eine lineare Abblidung
H:WeVs—VioVhoW : (1,0 vy)® v — v, ® vy 3.
Nach Konstruktion ist nun
Hohs =idv,pvevs, hsoH =idwev,,

also H™! = hs bzw.
Vie@V)@ V32V Vh® Vs.

Analog erfolgt Konstruktion eines Isomorphismus
Vio (Ve V)2Vl Vs,

Beide zusammen liefern dann die Behauptung.

10.8 Hilfssatz

Es gibt genau einen Isomorphismus

YV, > 1heVimity(z0y) =y

Beweis: Ubungen.
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Tensorprodukt bei Abbildungen

Gegeben seien Vektorraume Vi, W; (1 <i < r), sowie ¢; € Hom (V;, W;). Hierzu gehort multilin-
eare Abbildung

@::H(pi € Hom (Vi X ... x Vo; Wy x ... x W,)
=1
mittels
o(vy,-0) = (pr(wg), - 0r(0,)-

Zum Tensorprodukt Wi ® ... ® W, gehort geméf (10.5) Abbildung f, und damit erhdlt man
multilineare Abbildung
fO(p VX xV,—W®...0W,.

Hierzu existiert nach (10.5) eine lineare Abbildung

mit
T(p) (v ®...® v,) = (p1(v1)) ®... @ (pr(2,))-

Bemerkung:
T(¢) =T(p1,...,¢r) heiit tensorielles Produkt der Abbildungen 1, ..., ¢;.

Schreibweise manchmal: ¢; ® ... ® ¢,. Strengenommen ist dies inkorrekt. Denn

T(p) e Hom (V1 ®...0V,; W1 ®...0 W,),

wohingegen
V1 ®...® ¢, € Hom (V;, W1) ® ... ® Hom (V,.,, W,.)

ist. Es gibt jedoch einen Monomorphismus
Hom (V, W) ®...@ Hom (V,, W,) — Hom (V1 ® ...QV;; W1 ®...@ W,.)
mit
P1®... @ — T (p1,...,0r)

(ohne Beweis). Vergleiche (10.13) in endlich dimensionalen Fall.
10.8.1 Eigenschaften von 7 (y)

(l) T (idvl, PN aidVT) == idV1®...®V7.'

(ii) Fir ¢; € Hom (U;, Vi) (1 <i <7) und o; = ¢; o ); gilt dann

T(O’l,...,O'T):T(gol,...7g0r)OT(’L/)h...,wT).
(iii)
T : HHom (Vi, W;) — Hom <® Vi;®Wi>

i=1 i=1 i=1
ist selbst multilinear.

T((pl,...,)\goi+5\<ﬁi,...<pr)(y1®...®yr)

P1(0) ®... 0 Aei +A3i) (1) ® ... ® pr(v,)

Aer(u) ® ... ®@p(n,) + Ap1(v) ® ... ® Gi(y) ® ... ® ¢r(n,)

= AT (0,0...0 V) + AT (01, Pire o) (0, Q... @ 0,)
AT (@1, 00) + AT (P15, Birey0r)) (01 @ .. @ 0,).

Da T () linear war, geniigt der Nachweis fiir die Werte auf einem Erzeugendensystem.
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10.9 Satz

Hom (U, Hom (V, W)) = Hom (U, V; W)
~ Hom(U®V, W).

Beweis:

(i) GeméaB

UxV - UV

nach (10.5)

setzt man an
® : Hom (U, V; W) — Hom (U®V, W) : g— h.

h ist dabei durch die Werte von g auf den Paaren (u, v) festgelegt, da die Elemente u ® v
ja U ® V aufspannen.

@ ist linear: \g + g entspricht Ah + u h.
® ist injektiv: h =0 = g(u, v) = o fir zugehoriges g und alle (u, v) e U xV = ¢g=0.

® ist surjektiv:
Zu jedem h € Hom (V @ V, W) bilde g = ho f, dies ist bilineare Abbildung von U x V nach

¥ : Hom (U, V; W) — Hom (U, Hom (V, W)) : B+— ¢ (B)
mit ¢ (B) (u) = B (u, )
1) ist linear:
vAB+uB)(w) = (AB+pB)(u )
= AB(w )+nB(u )
= A(B)(u) + n9(B) (u)
— (G (B)+ e (B) (w) Vuel.
Andererseits bilde
¢ : Hom (U, Hom (V, W)) — Hom (U, V; W) : F+— ¢ (F)
Fir u e U ist F(u) € Hom (V, W) und wir erklaren ¢ (F') durch
¢ (F) (u, v) := F(u) (v).
¢ (F') ist bilinear:
¢ (F) (Au+p, v) = FAu+pi) (]
TR AR () + pF(D) (v)
= AF(u) (v) + pF(a)(v)
= Ao (F) (u, v) + pe (F) (2, v),

©(F)(u, Av+ p) = F(u) (Av+ pud)
P 3 Fu) (v) + 1 () (8)
Ao (F) (u, v) + o (F) (u, 8)
VAN, pe K YVu,ueU Vv, veV.
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$(B): U— Hom (V. W) : urs B(u, )

und
P(F) : UxV —W : (u,v)— F(u)(v)
leisten
T,ZJ oYy = idHom (U, Hom (V, W)) und
@ o '(/J = idHom (U, v;Ww) -

Wie friiher ist also 1 bijektiv mit ¢ = 1)~

Bemerkung:
Ist V' eindimensional, V = K v, so gilt:

VueU:

1=
&
<
I
(=}
I
Il
[=]

Beweis:

Ist u = o0, so ist

S
@
1S4
\
e
+
S
@

also u®@uv=0cU®V.
Fiir jedes w € U ® V ist w Linearkombination von Elementen der Form v ® v mit u e U, v € V
etwa

w = iﬂﬂgﬂi (v, = Aiv)
i=1
= i@i@))\iﬂ
Zjl
= D li(y )
=1

= (Z Ai u1> ® v
i=1
= U,®U fir passendes Uy € U.
Betrachte bilineare Abbildung
g UXV —=U: 4, Q@0 U,.

Nach (10.5) existiert hierzu eindeutig bestimmte lineare Abbildung

h:U®V*>U:gw®yr—>y

G

Ferner ist
T:U—UQ®V : u— u®uv

eine lineare Abbildung mit 7 = h™', also U = U ® V. Damit 148t sich jedes Element aus U ® V
eindeutig in der Form wu,, ® v schreiben.

—w

h bijektiv = (u® v=10 = u=0).
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10.10 Hilfssatz

Fiir V = [ V; gilt:
=1

U®V%ﬁU®Vi
i=1

Beweis:
f
UxV UV
\ /
g T
W = UV,

=1
Setze g an mittels
9(us (21,5 0,) = (U@ vy,..., UB V)5

g ist bilinear, da das Tensorprodukt in beiden Argumenten linear ist.
Das erméglicht den Ansatz:

h : U®V—>W:HU®VZ- P u® (v, u) — (U® U, ., u® v,)
i=1
(h ist die zu g nach (10.5) gehorige lineare Abbildung).

h ist surjektiv, denn die erzeugenden Elemente von H U ® V; sind von der Form

i=1
(4 @ vy,.vnsy u, ® 2,.),
besitzen demnach als Urbilder etwa

Z u; ® & (1;)
i=1

(vergleiche Bemerkung nach (10.1) zur Definition von ;).

Statt den Nachweis zu fithren, dafl h injektiv ist, geben wir einfach die Umkehrabbildung zu h an:

v [Juevi—UeV :

=1

1 Ny ni Ny
(Z Uppy @ Vpseey umr®vmr> = Y Uy, ®61 (U) F ot D Uy B (L)

mi=1 my=1 mi=1 my=1

Hierfiir gilt ¢ o h = idygy und wegen h surjektiv folgt, dafi i Isomorphismus ist.

10.11 Hilfssatz

Ist V endlich dimensional mit Basis vy, ..., v,,, so besitzt jedes Element aus U ® V' eine eindeutige
Darstellung in der Form
n
Z u; ® v,
i=1

fiir passende u; € U.

Beweis:

<
[
I+
=
(4
=
i
=
=
<
I
—=
=

«
Il
-
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folglich
veveus][iz][UveV.
=1

i=1
Nach obiger Bemerkung besitzt jedes Element von U ® V', eine eindeutige Darstellung der Form

u; ® v;, damit folgt die Behauptung mit dem Isomorphismus 1 aus dem Beweis von (10.4).
(Beachte:

T i
T HVi—>V s (wy, ., w,) — E w;
i=1 i=1

ist Isomorphismus! Damit wird idy ®7 = 7 (idy, 7) Isomorphismus zwischen

Ue[[Vi md Ua V)

i=1
.. D
Fiir dim V' = oo siehe Ubungen.
10.12 Korollar
Sind U, V beide endlich dimensional mit Basen u, ..., u; sowie vy,..., v,,, S0 ist
{y, @ v;|(1<i<k),(1<j<m)}
Basis von U ® V.
Speziell gilt dimU @ V = dim U dim V.
Beweis: Konsequenz von (10.11) und (10.8).
O
10.13 Hilfssatz
Unter der Voraussetzung von (10.12) existiert ein Isomorphismus
o: End(U)®End (V) — End(U®YV)
mittels
feg—T(f g).
Beweis:
Zu jedem Paar (j, v) (1 < j <1, 1 <v < n) existiert ein eindeutig bestimmter Endomorphimus
g €End (V) (1< p<n)
mittels: )
fij(u;) = vy, fij(u) =0 1<x<k x#i,
g,ul/(yu) = Qu? guu(yn) = Q 1 S K S na R # iu’
Gema$ (3.10) sind
{flj|1§2a]§k}7 {guuHSMaVﬁn}
Basen von End (U) bzw. End (V). Hierfiir gilt:
) _Ju; @, fir (4 p)=(x; 0)
Tl ) () = { 48 2 T .
Danach bilden die T'(f;, gur) geméB (3.10) und (10.12) eine Basis von End (U ® V).
O

Bemerkung:
Im endlich dimensionalen Fall lassen sich f ® g und T(f, o) identifizieren!
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10.13.1 Erweiterung des Grundkorpers
Es sei V ein K-Vektorraum und L ein Oberkérper von K (d.h. L Kérper mit L D K).
Wie macht man V' zu L-Vektorraum (unter Beibehaltung der Dimension)?

Zunachst ist L auch K-Vektorraum. Damit L @ g V bildbar!
Betrachte die 3-fach lineare Abbildung

LxLxV—LogV : (af z)— (af) O .
Diese induziert eine k-bilineare Abbildung

Diese macht L ® V' zur einem L-Vektorraum, den wir zur Unterschiedung V7, nennen.
Betrachte, daf die skalare Multiplikation mit Elementen aus L nur mit der ersten Komponente des
Tensorprodukts zweier Elemente moglich ist!

10.14 Hilfssatz

Ist (v;)ier eine Basis des K-Vektorraums V, so ist (1 ® x v,)ics eine Basis des L-Vektorraum V7.

Beweis:

Ist (l;)jes eine Basis des K-Vektorraums L, so erzeugen die l; ®x v; (j € J,i € I) den L-
Vektorraum V7.

(Beachte: L®k V und V}, besitzen die selben Elemente, nur die skalare Multiplikation ist in beiden
Ré&umen verschieden erklért!)

In V[, ist Lj Rr v; = Lj (1®k v,), also bilden die 1 ® ¢ v, ein Erzeugendensystem von V..

Zur linearen Unabhéangigkeit:

Aus

=]
I

Z Ai(1®k v;) (Ai € L, nur endlich viele # 0)

el

in V1

S e
el

Ub .

:u>ng )\i®Kyi:O Viel,

also \; = 0 nach Bemerkung Seite 58.

(Warnung: Fiir I € L\K gilt nicht I ® v, = 1 ® lv;, letztes ist nicht erklart!)

Bemerkung:
Sind K C L C M Korper und V ein K-Vektorraum, so gilt:

Mg VMg (LegV)

(Isomorphie als M-Vektorraume).
Zum Beweis bilde man 1 ® v; auf 1 ®7, (1 ®k v;) ab fiir eine Basis { v, };cr von V iiber K.

10.15 Definition

Es sei V ein K-Vektorraum und fiir p, ¢ € Z=° sei

m:_..:‘/p = ‘/,
Vp+1:...: p+q == V*

Dann heiflen die Elemente des Tensorprodukts

VZ;J ::V1®...®Vp®Vp+1®...®V;;+q
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p-fache kontravariante und g-fache kovariante Tensoren bzw. Tensoren der Stufe (p,q). Tensoren
der Stufe (0,0) werden als Elemente von K definiert.

Im folgenden sei stets

Viyeooy U eine Basis von V, also V' endlich dimensional,

“n
vi,..., v die zugehorige duale Basis von V*.

Vis oz, = > &y, (<i<p)
v,=1
Vo 2 zW = D D) ()= pn 1< <g).
pi=1

10.15.1 Summationskonvention (nach Einstein)

Tritt in einem Produkt ein variabler Index in einem Faktor als unterer, in einem anderen als oberer
Index auf, so ist hieriiber gemaf dem Wertebereich des Index zu summieren.
Folglich schreibt man:

2=, 2D = @) k),

Fir den Tensor
n=2,®...0 2,029 ®...02@ € Vg

liefert dies

n:g%l’l)é‘g’p)é‘l(}l)gl(jlp) QV1®_”®yup®y(#l)®“_®y(#q)’
f(”l Vp)

(p1-e

wobei tiber die Indizes

Viyeo oy Vpy U1y ooy g

unabhéngig von 1 bis n zu summieren ist.
Damit wird V, = [B]] fiir

Bi={v,®..0y, @v"'®..@v(1<y<n 1<p<n 1<i<pl<j<qg)}

und dim VI = nPtd = B} lehrt, dal B linear unabhéngig ist, also eine Basis von V]

Auf V7 erklért man eine Multiplikation (Tensormultiplikation) mittels:

F:VEX VXV X Vs — VIt

(217"*7%})7 Q(l),'~~,£(q)7y1w--,y y(l) . ’y(S))

»—>(g1®...®§p®g1®...®QT@)g(l)@)...@g(p)®y(1)®...®g(s)) = (.
F ist eine (p + g + r + s)-fache lineare Abbildung. Hierzu erklirt man die Abbildung

¥ VIXVE— VIS

p+r

(2;9..0z,0200..029,y 0.0y e yVe.. 0y —C(

Mittels (10.5), (10.7), (10.8) folgt, dafi ¢ eindeutig (durch F') bestimmte bilineare Abbildung
ist. % heiBt Tensorprodukt. Fiir a € Vi1, b € V;? heifit ¢ (a, b) das Produkt von a und b, kurz
ab. Firp=¢q =0 bzw. r = s = 0 soll das Produkt mit der iiblichen skalaren Multiplikation
iibereinstimmen.
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Rechenregeln:

alb+c) = ab+ac,
(a+b)c = ac+be,
(Aa)b = a(Ab)=XA(ab),

(ab)c = a(be).

Insbesondere 1dft sich nun ein Tensor € V! auch in der Form

g1~...-§p-g(1)-...~gm mit z, € V (1 <i <p), QjeVol (1<5<q)

schreiben.

Produktformel fiir allgemeine Tensoren

€Lty ®.. 0y, @M e... @ )Rl y, @ 0y, @ e... 0 )
= 5&“@”“ ngl) ()
0, 8..00, 81, ®...0u, @M. . e, @y

Bemerkung:
Tensormultiplikation erhéht i.a. die Stufe (auler bei Multiplikation mit Skalaren).

Erniedrigen der Stufe durch Verjiinguneg:
Bei festen Indizes i € {1,...,p}, k € {1,...,q} setzt man

-1
vV — VG
mittels

()

<
,EQ
[

p
2,®..0z,0z2Me... 029 — 2Fz) [ ][]z

Juga

(S

*
o

und linearer Fortsetzung.
7¥ heiit Verjiingung (Kontraktion) iiber die Indizes (i, k).

Bemerkung:
Es ist pg > 0 erforderlich.

'yf héngt von der Vorgabe V/! ab, jedoch wird dies i.a. nicht gekennzeichnet. Man schreibt

AW v, AP P ) (S V) ete.

Bei fester Basis folgt wegen v(*) (v,;) = 61 fir die Kontraktion

/ylk (gl(L’Il)#q(Vp) ylﬂ ®R...0 yup ® Q(Ml) R...® y(uq))

p q
(1) (Ve—1) (A) (Wit1)...(vp) ()
- Z’}/#l Hk—1 A k41 g H y”j H v g

i G#k

Beispiel:
Essei K =R, V =Ruv; + IRv, mit zugehodriger dualer Basis Q(l), v, Es seien

a = 20 ® v +3v;® 0@ — v, vV +4v,® 0@ eV,
I 591®Ql®2(1)_221®91®2(2) EVQI.
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Dann wird

ab = 101, ® v, ® v, ® v @ W (— vV (v) =1)
+150; ® v; ® v; @ v ®
—50,® v, @ vy ® PION-RI
+200, 0 v, ® v, @ VP @ @ (— W (1,) =0)
41, Qv 91, ® W@ @
-6, @V, @V, Qv )
+20, @0 Qv ® o
81y, ® v, Qv ® 1@ @ ’U(2) €V
und hierfiir berechnet man

’Y% (ab) = 109, ® v; ® Q(l)
+150; ® v; ® @
+20;,® 11 ® Q(l)
— 81, @ v, ® 2(2)
= 120, @ v, ® v + 70, ® v, ® v?@ e vy,

sowie

7 (7 (ab)) =120, €V (2V).

Abbildungen von Tensorprodukten (und deren Matrizen)

Es seien v,,..., v, eine Basis von V, w;,..., w,, eine Basis von W, z,,..., z,. eine Basis von X
und y ..., y, eine Basis von Y.
Den Abbﬂdungen v € Hom (V, W) und v € Hom (X, Y) sollen bzgl. dieser Basen die Matrizen
A = (ay;) € K™*", B = (8;;) € K°*" zugeordnet sein.
Nach (10.12) sind

{y,@z;[1<i<n, 1<j<r}

bzw.
{w,©y [1<p<m, 1<v<s)
Basen von V ® X bzw. W ® Y.
Gesucht ist nun die zugehérige Matrix C' = (v;;) € KEmxm) fir oo =T (p, ).

T(e, ) (v;®@z;) = ¢(w)@v(zy)

) (£00)
p=1 v=1

Il
—5

[
NE

i Bujw,®y (1<i<m, 1<j<r)
1lv=1

=
Il

Geméf obiger Anordnung der Basen der Tensorprodukte gehort zu

T (p, ¥) (v; ® z;)

die ((¢ — 1) r + j)-te Spalte von C"

Vi@ Zyye o, U Ly Vg @ LTyye ooy Vo @ Ly oo, U, @ Zyy.00, 0, © T,
(Im Bildbereich:
w1®ylw"aw]@gsaw2®g1a"'7w2®ys7"'7Mm®y17"'7wm®ys)

Zeilenanordnung in C' wird damit zu

Y(u—1) s+v, (i—1) r+j :ap,iﬁl/j (1§’L§TL, 1<j<r1<u<m, 1§V§5)
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Die so definierte Matrix C heifit Kroneckerprodukt der Matrizen A, B.
Schreibweise: C = A ® B mit

ar1 Prr - a1 Bir
a2 B -+ ain B
0411631 0511657"
A® B =
ag1 B age B -+ aon B
am1 B ama B -+ amn B

Beispiele fiir Kroneckerprodukte werden in den Ubungen behandelt.

10.16 Definition
f + V" — W multilinear heifit alternierend, falls
flog, oo Uy, Uy 0,) =0
gilt, sobald 2 gleiche Argumente auftreten.

Beispiel:
det : (K™ — K.

Im folgenden bezeichnet U, denjenigen Unterraum von

r

T.(V)=V&..oV (=V,

r-mal

der von allen r-gliedrigen Tensoren v; ®...® v, mit v; = v, fiir mindestens 2 Indizes 1 <1, j <7
aufgespannt wird.

10.17 Definition

A (V) :=T.(V)/U,
heif3t r-te aulere Potenz von V.

Bemerkung:
Nach Konstruktion haben wir eine kanonische Abbildung

F: V" —A(V)

mittels

vt L) I T (V) /U

10.18 Satz

Ist G : V" — W eine alternierende multilineare Abbildung, so existiert hierzu eine eindeutig
bestimmte lineare Abbildung

H:A(V)— W mit G=HoF.
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Beweis:
F=mof
/—\
h
G H

w
Nach (10.5) existiert eine eindeutige bestimmte lineare Abbildung h : T,.(V) — W mit G = ho f.
Da G alternierend ist, folgt G(vy,...,v,) =0, falls 1 <i < j <rmit v, = v, existieren. Hierfiir
ist

flug, o )=0©...9 v,

mit h(v; ®...® v,.) = 0. hly, = O.
Daher 148t sich H : A, (V) — W erkléren durch:

H(z+U,):=h(z).

Wegen h linear mit h|y, = 0 ist H wohldefiniert. H ist linear, weil h es ist. H ist eindeutig, da
die Bilder auf einem Erzeugendensystem von A, (V) vorgeschrieben sind:

Gy, v) = Huy®...0v +U)
= hMy;®...0 v,).
Damit gilt G = Ho F.

O
Bemerkung;:
(i) A(V) ist bzgl. der in (10.18) angegebenen Eigenschaften bis auf Isomorphie eindeutig bes-
timmt.
Beweis: Wie in (10.15)!
(ii) Das Bild von (vy,...,v,) € V" unter f ist v1 @ ... ® v, + U, und wird mit vy ... » 0,
bezeichnet.
(iii) Aus
yl/\.../\(Qi+yj)/\.../\(yi+yj)/\.../\ v,=0 mit 1<i<j<n
i J
folgt
0 = Upa S AU A AU A ./\UT+’U1/\ AU A ijA AU,
+Ql/\ ijA ANUn AQ,,,.‘}’Ul/\ Ang /\Qj/\ AU,
also
Uy n AU A ij/\ ANV, = —U A ij/\ AUn AUy
Beispiel:
V = IF; mit Basis
1 0 0
91 - O ] Q2 - 1 9 23 - 0
0 0 1

T5(V) =V @V hat Basis v; ® v; mit (1 <4, j < 3).
Berechne Us = [z ® 2| € V]! Dazu sei

3
T = E Ai Uy,
=1

also

®

I
Y-
M-

s
Il
_

<.
Il
_

/\i/\j v, ® ;-
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Fallunterscheidung;:

(i) Genau ein A\; = 1, die iibrigen 0, dann ist v, ® v, € Uy (1 <7 < 3).

(ii) Genau zwei \;, \j =1, A\ =0, {7, j, k} = {1, 2, 3}, dann ist v; ® v; + v, ® v; € Ua.
(ili) Fir z = v; + vy + v ist £ ® z ist Linearkombination von Elementen aus (i) und (ii).

Us wird daher von den Elementen aus (i) und (ii) aufgespannt, dies sind 6 linear unabhéngige
Elemente aus T5(V'). Folglich ist dim A2(V) = 9 — 6 = 3 mit Basis

21®QQ+U27 91®Q3+U27 QZ®Q3+U2

10.19 Satz

Es sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Fiir r > nist A,.(V) = {o}. Ist vy,..., v, eine Basis
von V', so bilden im Fall 1 < r < n die (:f) Elemente

QhA"'AQiT (1§7/1<22<<Z7«Sn)

eine Basis von A, (V). Demnach ist

dim A, (V) = (n) fir1<r<n.
T
Beweis:
i) r>mn
Stets wird A, (V') von Elementen der Form v; ... v; erzeugt. Hierbei miissen 2 gleiche

Indizes auftreten! Also sind alle erzeugenden Elemente o.

(i) r=mn:

Als erzeugendes Element verbleibt vy a ... s v, ¢ U,.

(iii) 1<r<mn:
Die bilineare Abbildung
T,(V) x Ts(V) — Tr45(V)

gegeben durch
(11®..U, W ®.. W) F— 11 Q...0 0,0 W Q...0 w,

induziert eine bilineare Abbildung

Y T.(V) U, X Ts(V)JUs — Trios(V) /Ups
mittels

(1, ®@... RV +Un, W ®..0 W, +U) — 1, ®...0 0, @ W @ ... 0 W, + Upys.

(Beachte, daf} 1) wohldefiniert ist!)
Wir benutzen als abkiirzende Schreibweise:

J=01 ) A<ji<ja<...<jr<n).

Offenbar wird A,.(V') von Yj A AU erzeugt.

Es ist noch deren lineare Unabhéngigkeit zu zeigen.
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Dazu betrachte Linearkombination

Fiir festes ¢ = (i1,...,1%,) bilde

{17...,n}:{i17...,ir}u{ir+1,...

mit ’ir+1 < ir+2 < ... <1p.

vin}

AU

—ln

Dann folgt
0 = ¢(9,Qir+1m.wyin)
= ’(/J E )\iyle...ijr,yirﬂA...Agin
J
= E )\lyle...ijrAyiTHA...
7
= Alyz /\...Ayin
= :l:)\l‘ylA.../\yn
(i)
Bemerkung:

Die Abbildung ¢ aus dem Beweis (fiir r < n) heifit duleres Produkt.

10.19.1 Rechenregeln

Fira, b€ A (V), ¢, d€ Agy(V), e € Ae(V), A€ K und anb := 1) (a, b) gilt:

(anc)re
(a+b)nc
anr(c+d)

(Aa)~c

anc

an(cne),
anc+bnc,
anc+and,
ar(Ac)=A(anc),
(=)™ cna.

10.20 Hilfssatz

(i) Fir (zy,...,2,) € V" und 7 € S, gilt:

Qﬂ,(l)A...A

(ii) Fir zq,..., 2

p €V gilt:

glA...Agp;éQ S Ty,

Beweis:

T

Tr(n) = Sign () Zyn ...

- &, linear unabhéngig.

(i) Folgt aus Bemerkung (iii) nach (10.18) und der Tatsache, daf sich 7 als Produkt von k
Transpositionen schreiben a8t mit sign (7) = (—1)*.

(ii) Sind z;,..., z, linear abhiingig, so existiert j € {1,..

p
Ly = g Aigi
i=1

i#£]

.,p} mit:
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Es folgt
P
glA...Agp = LA oo E )\117 A...Agp
1=1
i#j
P
= E )\i@l/\.../\ip
=1
i#j
mit z, = z, fiir v # j, Z; = x;, also verschwinden alle Summanden.
Sind z,..., z, linear unabhingig, so lassen sie sich zu einer Basis zy,..., z, von V ergén-

zen. Alsoist xyn ... a2, # 0 Wwegen x; 1 ... » x, # 0 (vergleiche (10.19)).
O

I Anwendungen im IR"

M sei die Menge aller Basen des IR™. Definiere hierauf Aquivalenzrelation:
Fir By, By € M sei

By~ By & dAe€GL(n,R) : By = By Aund det (4) >0,

dadurch wird M in 2 Aquivalenzklassen zerlegt. Basen derselben Aquvalenzklasse heifien gleich
orientiert.

eq,..., e, heiit positiv orientiert, allgemein ist eine Basis vy,..., v,, positiv orientiert, falls
det (vy,...,,) >0 ist.
(Im R? ist e,, ey, €5 positiv orientiert, e, €,, e, dito, e, ey, €, jedoch nicht.)

II Vektorprodukt

V sei 3-dimensionaler Euklidischer Vektorraum mit Orthonormalbasis v, vy, vs.
Erklare alternierende multilineare Abbildung

U:VxV—W

mittels

fiir {4, j, k} = {1, 2, 3}. (Beachte ¥ (v;, v;) = 0, ¥ (v;, v;) = =V (v;, v;) sowie lineare Fortset-
zung.)

¥ ist in Wahrheit basisunabhangig:

Es sei u,, uy, us weitere Basis von V' mit

(wy, Uy, uz) = (01, Vg, v3) A

und A = (a;5) € GL(3,R).
Ist wy, uy, us Orthonormalbasis, so ist A € O (3) (vergleiche (7.19)). Dann ist

3
0ij = B (u;, u;) = Zam o B (v, v,).
p=1

Falls uy, uy, ug 21 vy, vy, V5 gleich orientiert ist, ist det (A) > 0, d.h. A € SO (3).
Damit wird dann

3 3
qj(ﬂi»ﬂj) = Zzauiauj \I’(Quaﬂy)
lv=1

pn=1lv
= (015005 —agiony) ¥ (v, vy)
+ (a1 a3; — agiaq;) ¥ (v, v3)

+ (ogi a3j — i azj) U (vy, v3)
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3
= ) (=) det (Au) v,

S (DR Adj () v,

p=1

3 3
5.18 .
29 (*1)]671 Z ZAdJ (k) Qv

p=1v=1
= (“D)Mldet(4)y,
= (D'
Also ist ¥ allein durch V' und eine vorgegebenen Orientierung festgelegt.
¥ heifit Vektorprodukt auf V.
Schreibweise: z A y:=V(z, y).

Die Multilinearitat von W liefert

(u+v) x w UX WA+ v X w,
ux (v+ w) uUX v+ ux w,
Aw) xv = ux(Av)=A(ux )
U alternierend liefert
uxv=—-vxu Yu,v,weV, XcIR.

Im folgenden sei vy, vy, v3 positiv orientierte Orthonormalbasis von V', bzgl. der z, y, z € V, die
Koordinaten ¢;, n;, & (1 < i < 3) besitzen.
Dann gilt:
(i)
vy Uy Vg
zXy=| G G G
mon N

(formale Berechnung der Determinante, etwa mittels Entw. 1. Zeile);

zxy=0<+ z,¥ linear abhéingig;

G G G
B(zxy z)=|m m n |;
&1 & &3
(iv)
B(zxy,z) = B(yxzzxz)=DB(zX 1Y),
B(zxy,z) = B(zxy,y =0;
™) |
lzx yll=lzllyllsin(z, y)l
Beweis:
(i) Per Nachrechnen!
(ii)
TXYy=0 < alle 2-reihigen Unterdeterminanten von
A= < SIS ) verschwinden
mon2 73
@2 1ga) <1
&z, y linear abhingig.
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(iii) Per Ausrechnen! Entwickle Determinante nach 3 Zeile.

(iv) Die Determinante aus (iii) d&ndert bei zyklischer Zeilenpermutation das Vorzeichen nicht; sie
verschwindet, falls 2 gleiche Zeilen auftreten.

(v) Mittels
sin(z, y) +cos*(z, y) = 1

und
cos(z, y) = 7B(L )
T lzl
wird damit (v) dquivalent zu ||z x y[|* = || z|* | y||* — B (z, y)*.

Hierin ist die linke Seite
(rays — 3y2)% + (1 y2 — 22 51)” + (2193 — 23 01)°
nach (i), die rechte Seite ist
(2f + 23 +23) (47 + 3 +93) — (@191 + 2292 + 23 93)%,

also sind beide Seiten gleich, und die Behauptung folgt.



Kapitel 11: Analytische (Geometrie

11.1 Definition
Es sei A # () und V4 ein K-Vektorraum. Ferner sei eine Abbildung
T: AxA—V,
gegeben mit folgenden Eigenschaften:
(i) we AVz €Vy 3g€A: T(p,q) = z,

(ii)) Vp,q,r € A: T(p, q)+T (g, 7) =T (p, r).

[ 3

P -
T (p, q)
A bzw. (A, Va, T) heiBit dann affiner Raum, die Elemente von A heilen Punkte. dim A := dim Vj
heifit Dimension von A. A = () ist stets affiner Raum mit dim@ = —1, ihr ist kein Vektorraum
zugeordnet.
Beispiel:

A= {p} und V3 = {0} mit T (p, p) = 0.
Bemerkung:

(i) Eigenschaft (11.1)(i) bedeutet, dal T' (bei festem 1. Argument) im 2. Argument injektiv und
surjektiv ist.

(ii) Wahlt man p € A fest (Ursprung), so ist

Va=A{T(p, q)| q€ A},

V 148t sich dann als Menge der Ortsvektoren der Punkte aus A auffassen.

(iii) Fir alle p, g € A gilt:

(11.1)(ii)
T(p,p)=o0,denn T (p, p) +T (p,p) = "T(p, p),

T (p, q) = =T (¢, p), wegen 0 =T (p, p) =T (p, ¢) + T (q, p).

11.2 Definition

0 # U C A heifit affiner Unterraum des affinen Raumes A, falls ein Unterraum Vi von Vj existiert,
fir den (U, V7, T|uxuv) selbst affiner Raum ist.
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11.3 Hilfssatz

Es sei (4, Va, T) ein affiner Raum und ) # U C A. U ist genau dann affiner Unterraum von A,
falls fiir alle p € U die Menge

Vo={T(p,q)| ¢ € U}
ein Unterraum von Vj ist.
Beweis:
2 :>77
Fiir p € U bilde
Vo =A{T(p, q)| ¢ U}.

Dann gilt:
(i) o =T(p, p) €V,
(i) VT'(p,q), T(p,r) €Vp, VA, pe K = z:=AXT(p,q) +pT (p, ) € Wy,

folglich existert s € U mit T (p, s) = z (nach (11.1)(i) fir T|yxv), damit ist z =T (p, s) € V,
also V), linearer Teilraum von Vj.

” <:77

Zeige zunachst: V, = V5 Vp, p € U, dann setze Vi = V.

Fiir beliebig fest gewéhlte p, p € U erhalten wir

VgeU : T(p,q) = T(p,p)+T (P, q)
e Vs,

also V, € V;. Analog zeigt man V; C V,.
Zu zeigen bleiben noch die Eigenschaften von (11.1)(i) und (ii) fir (U, Vi, T|uxv)-

(ii) Klar, da dies fir T gilt.

(i) Injektivitdt im 2. Argument folgt aus der von T'; die Surjektivitit von T|yxpy auf Vy ist
ebenfalls klar wegen

Vo=V, ={T(p,q)| ¢ € U}.

11.4 Hilfssatz

Es seien (A;);cr affine Teilrdume von A. Dann ist
iel

affiner Teilraum von A mit
Vp = () Va,
i€l
fir D # 0.

Beweis:
Ist D leer, so ist nicht zu zeigen.
Ansonsten wihle p € D und setze

Vo ={T (p, q)| ¢ € D}.

Hierfir ist

V, = [({I'(ra)lge A}

icl

(1;3) ﬂ VA“
iel
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also ist nach (11.3) damit (D, V,,, T|pxp) ein affiner Unterraum.
O

Zu jeder Teilmenge M von A existiert danach ein kleinster affiner Unterraum U von A, der M
enthélt, ndmlich gerade der Durchschnitt aller affinen Teilrdume von A, die M enthalten.

Schreibweise: D = [M],
Bezeichnung: affine Hiille.

Fiir affine Unterrdume A; (¢ € I) von A heifit

U

i€l

der Verbindungsraum der A;.

Vergleiche analoge Ausfithrungen iiber Vektorrdume in Lineare Algebra 1.
Beachte allerdings: [(] = ) (affin), jedoch [#] = {0} (linear).

Beispiele:
(i) Fiir Vektorrdume V ist (V, V, —) affiner Raum mit T'(z, y) = z — y.
(11.1)(i) und (ii) sind offenbar erfiillt!

Es sei U ein affiner Unterraum von (V, V, —).

Dann gilt fiir festes z € U:

VgGUﬂgEVU: y—xr=z = ye€z+W,

alsoU C z+ V.

Ist umgekehrt y = z+ 2z € 2+ Vy, so folgt y—x € Vy und damit y € U, also z+Vy C U.
Die affinen Teilrdume U sind also gerade die Elemente des Faktorraums V/Vy;.

(ii) Es sei A affiner Raum, A # 0.
Dann ist {p} C A affiner Teilraum mit Vi, = {o}.
Ist andererseits U C A affiner Teilraum mit Vi = {0}, so ist U = 1 wegen (11.1)(i).

(i) Affine Unterréiume der Dimension {; heifen {%.

Ist U C A affiner Unterraum mit [U U {p}] = A fiir ein p € A\U, so heiit U Hyperebene.

(iv) Ist V4 ein Euklidischer bzw. unitérer Vektorraum, so heifit der affine Raum A Euklidisch-affin
bzw. unitar-affin. In diesem Fall definert man als Abstand zweier Punkte p, ¢ € A:

=T (p, q)ll = (B(T(p, ), T (p, q)))">

Der Kosinus des von drei verschiedenen Punkten ¢ # p # r # ¢ aus A bestimmten Winkels
mit Scheitel p wird definiert durch

cos (p; q, ) :=cos (T (p, q), T (p, 1))-
Bemerkungen:

Es seien ein A affiner Raum, Uy, Uy affine Unterrdume. Dann gilt:

(i) U1 - U2 = VU1 - VU2.
Beachte dazu: Fiir jedes p € U; ist

Vo, =V,

{T(p,q)| g€ Us}
{T(p, q)| q € Uz}
Vu,.

N
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(i) Uy 2Us A Vy, SVy, = Uy =Us.

(Fiir ¢1 € U1\Uz und beliebiges ga € U existiert eindeutig = € Vi, mit T (g1, g2) = z. Da
U, affiner Unterraum ist, folgt g1 € Us. Widerspruch!)

(iii) Es sei p € A fest und V Unterraum von Vj; dann ist

W:={qeA|T(p, q) eV}

ein affiner Unterraum von A.

(Denn: Fiir r, s € W beliebig ist

T(r,s)=-T(p,7)+T(p,s) €V,
also T|w xw Abbildung nach V.
Die Injektivitdt im 2. Argument ist wiederum klar.

Zur Surjektivitit im 2. Argument, beachte man, daB zu p € W und z € V eindeutig ein
g € Amit T (p, q) = z existiert.)

11.5 Satz

Sind Uy, Us endlich dimensionale Unterrdume eines affinen Raumes A, so gilt:

(1) dim U; + dim Uy = dim [U1 U UQ] + dim (Ul n UQ)
fur U1 = @ oder U2 = @ oder U1 n U2 7£ @,

(ii) dimU; + dim Uz = dim [U; U Us] + dim (U; N Uz) + dim (Vy, N Vy,)
fur U1 #@#Uz und UlﬂUQZQ].

Beweis:

Die Félle U; = 0 (bzw. Uy = 0) sind trivial.
Sei nun Uy # 0, Us # 0, Uy NUy # 0.
Nach (114) ist ‘/lemU2 = VYU1 N VU2~
Auflerdem gilt (vergleiche Bemerkung)

Vu, € Viv,uw,) (@ =1, 2), damit Vy, + Vi, € Viy,uu,)-
Wahle nun p € U; NUs und setze
Wi={ge AT (p, q) € Vu, + Vir,}.
Nach voranstehender Bemerkung ist W affiner Unterraum mit U; C W (i = 1, 2) und damit
W=[UUUs], Vw =Wy + Vy,.
Satz (2.20) (Dimensionssatz) lehrt dann:

dim [Ul U UQ] + dim (Ul N U2) = dim (VvU1 + VU2) + dim (VvU1 n VUQ)

@29 dim Vy, + dim Vi,

= dimU; + dim Us.

SchlieBlich sei Uy # 0, Us # 0, Uy N Uy = 0.
Nach Definition ist dim (U; N Us) = —1.
Fixiere p; € U; (Z =1, 2).
Hierfir gilt:
Vu, + Vo, + [T (p1, p2)] € Vi,

Setze
W:={qecA|T(p1,q) € Vu, +Vu, + [T (p1, p2)]};

nach Bemerkung ist W affiner Teilraum von A mit U; C W.
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Wegen T (p1, q¢) =T (p1, p2) + T (p2, q) ist auch Uy C W.

Insgesamt folgt demnach:

W =[UUl:], Vw=Vu, +Vu, +[T (p1, p2)].

Hierbei ist T (p1, p2) ¢ Vu, + Vu,, sonst gibe es ¢; € U; (4 = 1, 2) mit T (p1, p2) = T (p1, ¢1) —
T (p2, q2), also

T(q1,q2) = T (qu,p1)+T(p1, p2) +T (p2, q2)
0,

also ¢1 = g2 im Widerspruch zu U; N U = 0.

Dimensionssatz (2.20) liefert:

dim [Ul U UQ] = dim (‘/YU1 + VU2 + [T (pl, pg)])
dim (Vy, + Vy,) + 1
= dim Vy, +dim Vy, — dim (VU1 ﬂVUQ) — dim (Ul ﬂUz).

Bemerkung:
Sind p, g verschidene Punkte von A, so gilt:

dim [{p} U {q}] = 1.

Ist dim A = n, so hat eine Hyperebene U von A die Dimension n — 1, fiir Punkte pg,...,pr € A
gilt:

dim [U U {po}]
dim [{po} U... U {p}]

dimU + 1,
k.

(Dies folgt unmittelbar aus (11.5).)

11.6 Definition

Zwei nicht leere Unterrdume Uy, Us eines affinen Raumes A heilen parallel (U; || Us), falls Vi, C
Vi, oder Vi, C Vyy, gilt.

Beispiel:
In A = IR? seien g1, g2 zwei Geraden.

Wir betrachten dim [g; U go] in Abhéngigkeit von der Lage der Geraden zueinander.

g1 # g2 7 ‘ giNga=07 ‘ g1llga? ™ ‘ Konfiguration ‘ dim [g1 U go]

ja ja nein ' **) 3
ja nein nein 2
ja ja ja /) 2
nein nein ja / 1

) vergleiche Definition (11.6)

%) windschief
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11.7 Hilfssatz

Es sei A ein affiner Raum der Dimension n € IN. Ferner sei U # () Unterraum von A und H eine
Hyperebene von A. Dann sind U und H parallel oder es gilt

dimUNH =dimU — 1.

Beweis:

Aus U C H folgt Viy C Vg, also U || H.

Also sei im folgenden U ¢ H und somit [U U H] = A.
(11.5) liefert wegen dim H = n — 1:

(a) Fir UNH # 0:
dimU + (n—1) =n+dim (U N H),
also dim (U N H) =dimU — 1.
(b) Fiir UNH = 0:
dimU + (n—1) =n—1+dim (Vy NVgy),
also dim (Vy NVy) = dim U = dim Vy,
also VyNVy = Vg,
also Vi C Vy,
also U || H.

Speziell: n = 2
2 Geraden in einer Ebene sind entweder parallel, oder sie besitzen einen Schnittpunkt.

11.8 Definition

Es sei A ein affiner Raum der Dimension n € IN. Ein geordnetes Tupel (pg,p1,...,pn) € A?X!
heifit Koordinatensystem von A, wenn die Vektoren T'(pg, p;) (1 < i < n) linear unabhéngig sind.
po heiBt n diesem Fall Anfangspunkt (Ursprung) des Koordinatensystems.

Bemerkung:
(po,p1,- - - pn) Koordinatensystem < [{po}U...U{p,}] =4

(Beweis:

Setze [{po} U...U {p;}] =: U;. Fiir affine Unterrdume U von A und p € A betrachte k :=
dim [U U {p}].

LFl: Un{p}#0 < peU:

k= dimU + dim{p} — dim (U N {p})
= dimU.
2. Fll: Un{p}=0 & p¢U:
k= dimU + dim{p} —dim (U N {p}) —dim (Vyy N Vi,3)
——
= dimU + 1.

Speziell folgt daraus stets dim [{po} U ... U {p;}] < i, und wir erhalten

P0s D15 - - - , P, Koordinatensystem von A < T (po, p;) (1 < i < n) linear unabhéngig

< ¢ [{potU...U{p,1}] A<v<n)
< dim[{po}U...U{p,}=v (1<v<n)
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< dim[{po}U...U{pa}]=n
< [podU...U{pa}] = A
0)

Ist (po, - - .,pn) ein Koordinatensystem von A und g € A beliebig, so 148t sich ¢ durch Koordinaten
q1,---,qn € K beschreiben, die sich eindeutig aus der Darstellung

va Z T pO» pz

ergeben.
Analog folgt fiir r € A : T (po, r Z r; T (po, p;) und damit
T(er) = T(Q7 p0)+T(p0’ T)
= _T(p07 Q)+T(p0a T)
= Z(Tz =) T (po, pi)-
i=1
Sind nun (po, . -.,Pn), (qo, - - -, qn) zwei Koordinatensysteme, so liefert die Zuordnung

T (po, pi) — T (g0, ¢i) (1 <i<n)
mittels linearer Fortsetzung eine Basistransformation von Vj.
Die zugehérige Matrix sei etwa T' = (t;;) € GL (n, K), so da8

QO7 q7 Zt/uT Do, p/L (1 < ) < n)

wird. Ferner existiert s € K™ mit

pOa qO Z Sl pOa p7.

Die Transformation zweier Koordinatensysteme wird daher beschrieben durch s € K", T €
GL (n, K). Zu vorgebenen s € K" T € GL (n, K) erhilt man in der angegebenen Weise auch
aus (po, ..., pn) ein neues Koordinatensystem (qo, - . ., qn):

11.9 Satz

Einer Koordinatentransformation

(pOa"'vpn) — (qu'”v(ITL)

entspricht eindeutig T = (¢;;) € GL(n, K), s € K™. Fir die Koordinaten 71,...,r, von r € A
bzgl. (po,...,pn) sind Koordinaten bzgl. (qo,...,q,) gegeben durch 7,...,7, mit

r=s+1TT.

Beweis:
1. Teil bereits erledigt.
2. Teil durch Nachrechnen!

Bemerkung:
Ist A {iberdies Euklidisch-affin bzw. unitér-affin und T (po, p;) (1 < i < n) eine Orthonormalbasis

von V4, so heifit (po,...,pn) ein kartesisches Koordinatensystem.
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11.10 Hilfssatz

Die Menge U aller Punkte von A deren Koordinaten bzgl. eines vorgegebenen Koordinatensystems
(pos - --,pn) Losungen des linearen Gleichungssystem (c.)z = b ((au) € K™*™) sind, bilden
einen Unterraum U von A. Fir U # () ist

dimU =n —rg (au.).

Beweis:

Fiir U = () ist nichts zu zeigen.

Andernfalls sei x1,...,x, Koordinatentupel eines Punktes von A, welches das Gleichungssystem
16st. Fiir weitere solche Tupel (y1,...,¥,) losen dann

yi —x; (1 <i<mn)
das zugehorige homogene System. Damit ist
Vo :={T(z,y)| yeU}

ein Unterraum von Vj, und zwar der Dimension n —rg (a,,,). Also ist U ein Unterraum von A von
eben dieser Dimension.
O

Speziell: m =1 und rg (a1,) = 1.
Hierfiir ist

n
E o T = by
i=1

die Gleichung einer Hyperebene.

Drei Punkte p, g, r eines affinen Raumes A heiflen kollinear, wenn sei auf einer Geraden liegen.
Fiir p = ¢ ist dies trivial, p # ¢ ist gleichwertig mit T (p, r) = AT (p, q) fiir passendes A € K. In
diesem Fall heifit A Teilverhéltnis von p, g, 7:

A=TV (p, q, 7).

Sind p;, ¢;, 7; Koordinaten (1 < ¢ < n) von p, ¢, r bzgl. irgendeinem festen Koordinatensystem
von A, so gilt
ri—pi=Agi—pi) (1<i<n).

Wegen ¢; # p; fiir mindestens ein j € {1,...,n} (wegen p # q) folgt

i —Pj

TV (p, q, 1) =
q; — Dj

Weitere Kennzeichnung affiner Raume

11.11 Hilfssatz

Gegeben sei eine (Punkt-)menge A, ein Vektorraum Vj, sowie Abbildungen
T: AxA—Vy und F : AxVy — A,

die mittels
F(p,z)=q & T(p,q)=2z VYp,qeA VzeV,

zusammenhéngen. Genau dann ist (A4, Vi, T) affiner Raum, wenn F' die folgenden 2 Bedingungen
erfiihlt:

(i) Vp,ge A 3z€eVi: F(p,z)=q,
(i) Vpe AVz,y€Va : F(F(p,2),y)=F [ z+y).
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Beweis:

” :>77
Nach Vorraussetzung (7' Abbildung) existiert zu p, ¢ € A eindeutig z € V4 mit T (p, ¢) = z, und
hierfiir ist F' (p, ) = q. Weiter ist fir

F(p,z)=q=F(p, 1)

dann
z=T(p,q =1
Ist schliefSlich F(p,z) = q,
F(F (pa 2)3 Q) = Q2
Fpz+y = g,

so folgt wegen
e=F(,y < y=T(qn, )

und
an=F(pz) < z=T(p q)
sodann
2+ y=T0m q)+T(q,0)=T{p ¢) & e=F{p z+y).
5

Es sei die Vorraussetzung fiir F' erfiillt. Zu p € A, z € V4 existiert stets ¢ € A mit
Fpa)=q e TP q =z
Firp, ¢, 7 € Amit T (p, q) = z, T(q, r) = y gilt:
T(p,q)+T(gr)=2z+y

und aulerdem

11.12 Definition
Zu zwei affinen Raumen (A, Vi, T4) bzw. (B, Vg, Tp) heifit
p: A— B

affine Abbildung, falls hierzu ¢ € Hom (Vj, V) mit

T (p(p), ¢ (@) = ¢(Ta(p, q)) Vp,qgeA

existiert. ¢ heifit Isomorphismus, falls ¢, ¢ beide bijektiv sind.

11.13 Satz

Jeder nicht leere affine Raum (A, V4, T') ist isomorph zum affinen Raum (Vj, V4, —).

Beweis:
Wihle p € A fest (als Urspung) und setze

o=¢p,: Va— A: z2+— F(p,z), ¢=idy,.

¢ ist bijektive lineare Abbildung!
© injektiv:

I8
=
B
I
&S|
=
=



11.14 Definition — affine Linearkombination 81

i surjektiv: .
Vp,ge A JzeVy: F(pz)=g¢

vV, y € Vy gilt:

(T (z,y) = ¢(y— z)
und andererseits
T(e(z), p(y) = T(F(p z) Fp y)
q T
= ~T(p,q)+T(p, )
= —z+y

Bemerkung:
» = pp hingt von der Wahl von p € A ab; also ist der angegebene Isomorphismus nicht kanonisch.
Vektorraume entsprechen demnach affinen Rdumen mit ausgezeichneten Punkten.

Der Einfachheit halber betrachten wir ab jetzt nur noch affine Raume
der Form (V, V,—).

Ist dann hierin

U = [utU...u{w,}]
= vy+[v; — vy,.--, v, — Yl

)\iGK},

Unterraum, also

U= {Uo‘i’z)\i(vi vg)
i=1

n
So setzen wir A\g = 1 — Z A;, und erhalten
i=1

=0

11.14 Definition

In einem affinen Teilraum U von (V, V—) heifit u € U affine Linearkombination von v,,..., v, €
U, falls
u= Z)\iﬂi mit \; € K, Z)‘i =1
i=0 =0
ist.

11.15 Hilfssatz
EsseiU CV und 1+1#0in K. Dann gilt:
U affiner Unterraum von (V, V,—) & Vu,v e U VAeEK : (1-Nu+AvelU

(U bzgl. Geradenbildung abgeschlossen”).

Beweis:
O.B.d.A. sei U # {).
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2 :77
U ist von der Form U = z + Vy fiir passendes z € V, Vy Teilraum von V:

U={z+ylyeW}h

Seien also z+ u, x + v € U, A\ € K. Hierfiir sind u, v € V7, und damit folgt

I=N(z+uw+A(z+v) = z+(A-Nut+Iv) € z+Vy=U.
=weWy

77<:77
Fixiere z € U und setze
Vo ={y—z|yecU}.

Hierfiir ist ”Vyy Unterraum von V7 zu zeigen (vergleiche (11.3)). Wegen z € U ist

—z=0 €Wy

18

Sei weiter y — z € Vy, A € K, dann sind y, z € U, also
1-=XNz+Ay €U,

also ist auch
My—z)=0-Nz+ry—z €W.

Seien schlieSlich y—z,2—xz € Vy,also z,y,z € U. Fir A = % (beachte die Voraussetzung
1+ 1#0) folgt

damit fir A = 2 dann auch

also

11.16 Hilfssatz

Es sei U eine Teilmenge von (V, V,—) und 14+ 1 # 0 in K. Dann gilt fiir

Uo = {Zm:)\ziﬁl

i=1

meNN, \ € K, xieU,Z/\izl}:

i=1

[U] = Us.

Beweis:
O.B.d.A. sei U # 0.
Wir zeigen: (i) Up ist affiner Unterraum,
(i) U C Uy,
(ili) Up ist minimal mit Eigenschaften (i) und (ii).

(i) Es seien
Nz, Y mjy, €U AEK.
i=1 j=1

Betrachte gemaf} (11.15)

m—+n

(L=ND Nz +AY wiy, = >
i=1 j=1 k=1
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mit z, = Lk fir k< n sowie _JA=2x firk<n Hierin ist
=7y, firk>n = AMk—n firn<k<m+n’
m+n n m—+n
Do o= D om+ D
k=1 k=1 k=n+1

n

= Z(l—)\))\i—‘ri/\ﬂj

i=1

= =AY
i=1 j=1

— (1= +A

Uy ist folglich bzgl. Geradenabbildung abgeschlossen, also Uy affiner Unterraum nach (11.15).
(i) U C Uy, denn Vz € U ist 1 - z € U.

(iii) Dazu sei U affiner Unterraum mit U - U7 etwa U = z + V. Wir zeigen: Uy C U.

Ist etwa

m
Z )\7, &i € U07
i=1

so folgt zunéchst z, € U C U (1<i<m),also z; — z € V. Folglich gilt:

Vo 3 i)\i(%—z) = i/\@i—i/\iz
i=1 1

m
= E AZ zi - Z,
=1

also .
Z ANz, € x4+ Vf].
i=1
O
11.17 Definition
Elemente zg, ..., z, eines affinen Raumes (V, V, —) heiflen

affin abhéangig, falls «y, ..., o, € K, nicht alle 0, mit

n n
E a; = 0 und E X, =0
i=0 i=0

existieren. Andernfalls heiflen z,..., z,, affin unabhéngig.

11.18 Hilfssatz

Z,,..., 2, affin abhéngig & z; — z,,..., £, — z, linear abhéngig.
Beweis:
T, — Zg, ..., L, — Zo linear abhéngig

k
< dag,...,a, € K, nicht alle 0, mit Zai(gi— Ty) =0
i=1
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< dag,...,a € K, nicht alle 0, mit
k k
0= oz + Y (—ai) z,
i=1 i=1
————
=y
< dag, . .., ag, nicht alle 0, mit

k k
g o;x; = 0 und E a; =0
i=0 i=0

&z, ..., x;, affin abhéngig.

Bemerkungen zu affinen Abbildungen

Gemif (11.12) ist eine affine Abbildung ¢ : A — B gegeben durch eine lineare Abbildung

@ Vi — Vg mit
Tp (o (p), v(q) = &(Ta(p, q)).

Ist umgekehrt eine lineare Abbildung ¢ : V4 — Vg gegeben, so 1t sich ¢ (a) = b fiir (a, b) € AxB
(beliebig fest) vorschreiben. Danach existiert dann genau eine affine Abbildung ¢ : A — B mit ¢

als zugeordneter linearer Abbildung und ¢ (a) = b. Dies gilt wegen

T (b, p(q)) = Tg(v(a), v(q))

= #(Ta(a,q)) VgeA

und 7’5 (b, ) injektiv! Damit haben wir das nachfolgende Resultat gezeigt:

11.19 Hilfssatz

Zu vorgegebenen Punkten a € A, b € B entsprechen die ¢ € Hom (Vj, V) umkehrbar eindeutig

den affinen Abbildungen ¢ : A — B mit ¢ (a) = .

11.20 Hilfssatz
Es seien A, B, C affine R&ume und
p: A— B, ¢Yv:B—C
affine Abbildungen. Dann gilt:

(i) ¢ injektiv & @ injektiv
surjektiv surjektiv;

(ii) U affiner Unterraum von A = ¢ (U) affiner Unterraum von B mit V,, ¢y = & (Vv );

(iii) U affiner Unterraum von B = ¢~ (U) affiner Unterraum von A mit V1) = e (V)s

(iv) Yoy : A— C ist affine Abbildung mit 1/;:90 = 1o

(v) ¢ bijektiv = ¢! ist affine Abbildung mit ;—vl =@ L
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Beweis:
(i) ¢ injektiv & (Vg,r€ A : p(qg) =¢(r) = qg=7)
< (YWp,q,reA: Tp(e(), ¢(a) =Tsle (), ¢(r) = q=7)
(T's im 2. Argument injektiv)
& Ve,yeVa: plz)=0¢(y) = z=y
& @ injektiv
p surjektiv < Vbe B Jac A: ¢(a)=0b
& VpeAVyeVp dacA: Tp(p(p), v(a) =1y
(Ts im 2. Argument surjektiv)

& VyeVpdzeVy: ¢(z)=y
< @ surjektiv

(ii) Zu zeigen: (¢ (U), ¢ (Vu), TB|y (w)xp uy) ist affiner Raum.
Dazu fixiere geméf (11.3) ¢ (p) € ¢ (U), setze

W ={Tp(¢(p), (@) g€ U}

Dies stimmt jedoch mit @ (Vi) tiberein.

(iif) Fixiere p € ¢~ (U), setze
W:={Ta(p,q)| g€ ' (U)}

und wende (11.3) an. W ist offenbar @~ (V).
(iv) Gilt wegen

To(We ). ve(@) = & (Ts (@) ¢ @)
B .

(v) Klar nach (i) und (iv).

11.21 Hilfssatz
Es sei ¢ : A — B affine Abbildung. Dann gilt:
(i) Sind Uy, U, parallele affine Unterrdume von A, so ist ¢ (Uy) || ¢ (Ua).
(ii) Sind Uy, U, parallele affine Unterriume von B, so ist o~ (1) || ¢! (Us).
(iii) z, y, z € A kollinear = ¢ (z), ¢ (y), ¢ (2) kollinear; fiir ¢ (z) # ¢ (y) ist

TV (2,9, 2) =TV (¢ (2), ¢ (y), ¢ (2)).

Beweis:
(i) O.B.d.A. sei Vi, C V,; dann ist
(Vo) S @(Vin), alsop(Uh) ¢ (Usz).

(11.20) || |
Vo () Ve ws)

(ii) Analog zu (i).
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(iii) z, y, z kollinear
= dimU <1 fir U = [{z} U{y} U{z}]
= dim ¢ (U) =dim ¢ (Vy) <1
= p(x), ¢ (y), ¢ (z) kollinear.
Fir x #£ y sei Ty (z, 2) =vTa (z, y). Es folgt:
Tp(p (), p(2)) = ¢(Tal(z, 2))
= @(’YTA ($7 y))
= 79 (TA ((E, y))
= 7Ts(p(2), ¢ (v):

Zur Bildung von
TV (¢ (2), ¢ (1), ¢ (2))

wird zusétzlich ¢ (z) # ¢ (y) bendtigt.

11.22 Hilfssatz

Es sei (po,...,pn) ein Koordinatensystem des affinen Raumes A, (qo,...,¢n) eines des affinen
Raumes B. Dann existiert genau eine affine Abbildung

p: A—=Bmitp(p,)=q (1 <v<n).
 ist genau dann injektiv, falls (qo, - .., ¢n) ein Koordinatensystem von

U=¢(U)=[{ap}V...U{gm}]
ist.

Beweis:
Zur Basis T4 (po, p:) (1 <i <n) von Vj existiert genau eine lineare Abbildung

@ Vi — Ve mit @(Ta (po, i) = Ts (g0, ¢i)-

@ ist genau dann injektiv, falls die T5(qo, ¢;) (1 < i < n) linear unabhéngig sind.
Der Rest folgt mit (11.19) und (11.20)(ii).

11.23 Definition

Eine bijektive affine Abbildung von A auf sich heifit Affinitdt. Bzgl. Hintereinanderausfithrung
bilden die Affinitéiten eine Gruppe, die sogenannte affine Gruppe von A. FEine Affinititat von A
heifit Translation, falls

T(p ¢ @) =T(g (@) VpgeA
gilt. In diesem Fall heifit T' (p, ¢ (p)) € V4 Translationsvektor.

11.24 Hilfssatz
Fir Affinitdten ¢ von A sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) ¢ Translation,
(i) Vp,ge A : T(p(p) ¢ (2) =T, q);

(iii) @ = idy,.
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Beweis:
¢ Translation < Vp,a€ A: T (p, ¢ () =T (g, ()
& Vp,geA: T(pp), (@) = T(),p)+T/p o) +T (g ()
= T q)
& VpgeA: o(T(p,q) =T/ q)
4 (,5 = idv:4 .
O
Beispiel:
Es sei A = (V,V, —) und ¢ Affinititdt mit zugehoriger linearer Abbildung ¢ (p bijektiv < ¢
bijektiv). Wéhle z,,..., &, als Basis von V, 0 = x4, 24, ..., &,, als Koordinatensystem von V.
Es gilt fiir z € A:
T = Z)\igi (N €K)
i=1
sowie
T(p(z), ¢(0)) p(z)—v(0)
= ¢(z—0)
= ¢(z)
= Z Ai ® (Qz)v
i=1
also

¢(z)=¢(0) +Z/\¢¢(L)-

Da ¢ injektiv ist, ist ¢ (z4),...,¢ (&, ) Basis von V und somit ¢ (0), ¢ (z;),...,¢(z,) Koor-
dinatensystem von V. ¢ wird bzgl. der Basen z,..., z, bzw. ¢ (zy), ..., p(z,)
GL (n, K) beschrieben, und wir erhalten dann

I8

n

Wir betrachten speziell die Ebene als 2-dimensionalen affinen Raum mit Koordinatensystem

1 0
Po =0, p1=<0>, p2=(1)'

Ist dann ¢ Affinitdt , so folgt

plz)=s+Tz, s= 51 . T = t11 T2 .
52 to1 t22

Fur

erhalten wir die Bilder

@(p) _ S1 +t11 X1 +t12 Zo
Sg+to Ty +tapxe )’

. s$1+t11y1 +ti2 Y2
ela) = ( sa+la1yr +laay2 )

Wie sehen nun Affinitéten aus, fiir die pq || ¢ (p) ¢ (¢) gilt (Dilatationen)?
Die Gerade durch ¢ (p), die zu pq parallel ist, mufl durch ¢ (q) gehen:

sa(p)+A< S >=90(q)~

Y2 — T2
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Dies ergibt das Gleichungssystem

si+tinar+tieze+A (1 —21) = s1+tuy +Ftizye
So+tonxi +teaze+A(y1 —21) = Sat+toryr +tanye

bzw.

Ayr —x1) = tu (1 —21) +ti2 (y2 — 22)
Ay2 —w2) = tar (y1 — x1) +toa (Y2 — 2).
Letzteres mufl nun fiir beliebige p # ¢q gelten, speziell liefern die Werte
Y1 = 1 A ya # To mittels 1. Gleichung: t15 =0,
Yo = T3 A yp # r1 mittels 2. Gleichung: t9; = 0.
Folglich mufl A\ = ¢1; = too gelten, d.h.

vo(z)=s+ Az

Ist speziell A = 1, so heifit ¢ Translation (Dilatation ohne Fixpunkt, oder Identitét).
Denn ¢ (p) #p Vp € K? fiihrt auf

(mom)#(m) S (ramm) e

xT

Fir A =1 ist dies fir alle s # o erfiillt.

s
Fir A # 1ist 7 = , To —22_ Stets Fixpunkt!

S1 -
I-X"7° 1=
Weiters Beispiel:
A affiner Raum tiber dem Korper K mit Koordinatensystem (po,...,pn). Nach (11.22) existiert
genau eine affine Abbildung

¢ K" — Amit p(0) =pound (&) =p; (1<i<n).

Fiir p € A heiit dann ¢~ !(p) € K~ Koordinatenvektor von p bzgl. (po,...,Dn).

Sind etwa pg, p1, p2 drei verschiedene Punkte von A, so spannen T (po, p1), T (po, p2) ein Paral-
lelogramm auf. Bzgl. der obigen Abbildung ¢ besitzt dieses als Urbild in K? das Quadrat mit den

Eckpunkten (8) (é) (?) <1>

Fir 1 +1 # 0 in K hat der Diagonalenschnittpunkt die Koordinaten (%3), d.h. die Diagonalen
halbieren sich. Invarianz des Teilverhéltnisses bei affinen Abbildungen ((11.21)) lehrt:

Im Parallelogramm halbieren sich die Diagonalen.

Betrachte jedoch K = IF5!

(0,1) (1,1)

(0,0) (1,0)

Die Geraden durch (0, 0) und (1, 1) bzw. (0, 1) und (1, 0) sind offensichtlich nicht gleich und haben
keinen Schnittpunkt, sind also parallel.
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11.25 Definition

Im Euklidsch-affinen bzw. unitér-affinen Raum A heifit eine Affinitdt ¢ Kongruenz, wenn fiir alle
p, q € A gilt:

¢ (p)¢(a) = Pq.
o heif3t dhnlich, falls es ein ¢ > 0 mit
¢(p)p(q) =cpPq VYp,qgeA
gibt.
Bemerkung:

Kongruenzen sind spezielle Ahnlichkeiten (¢ =1). Die Kongruenzen bilden eine Gruppe bzgl. Hin-
tereinanderausfithrung, die Ahnlichkeiten ebenso.

11.26 Hilfssatz

Eine Affinitdt ¢ des Euklidisch-affinen bzw. unitdr-affinen Raumes A ist genau dann eine Kon-
gruenz, wenn die zugehorige lineare Abbildung ¢ orthogonal bzw. unitér ist.

Beweis:
¢ Kongruenz < Vp, g€ A : ¢(p)p(q) = P

& Vp,ge A [T (p(p): e @)=IT(p, 9l

& Vp,ge A [¢(T( o))l=T/ 9l

& VzeVa: [a(z)] =]zl

(7.18) . .

<=’ ¢ orthogonal bzw. unitar.

O

Bemerkung;:

Kongruenzen lassen Abstdnde und Winkel (bis auf Orientierung) invariant. Gemé&f (7.21) und
(11.26) ist ¢ fiir dim A < oo genau dann eine Kongruenz, wenn ihr bzgl. eines kartesischen Koor-
dinatensystems eine orthogonale bzw. unitare Matrix entspricht.

11.27 Hilfssatz

Eine Affinitdt ¢ ist genau dann eine Ahnlichkeit, wenn die zugehorige lineare Abbildung ¢ die
Form ¢ = ¢t mit ¢ > 0 und 1 orthogonal bzw. unitar besitzt.

Beweis:

& VpgeA: ¢(p)e(q) =cpg

& Yp,ge A [T (e(p), ¢(@)l=clT(p, 9l
& Vp,ge A |o(T(p, )l =clT(p, g
& VzeVi: [[g(z)]|=c|z

¢ Ahnlichkeit

g
0

. 1
(<:1>) () @ orthogonal bzw. unitér.
c
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11.27.1 Beispiele zum Rechnen mit Koordinaten
Es seien «, 3, v, c€ R, |a| +| 8| + 7] > 0,

x
b= y | eR®| az+fBy+yz=c
z

E ist Ebene im IR* (vergleiche (11.10)).
O0.B.d.A. sei vy #0, d.h. }
E={zcR’|ac+fy+z=2¢}
ra=9 =8 s_c¢
flir & = g ﬁ_v’ ==z
x € FE hat von o den Abstand
d(g,g) — ($2+y2+22)1/2
= (@ +y’+(E—az—pfy)?)?

= (1+a¥)22+ (14522 +2aBay—2aéa—2Bey+&)"~
Wir wollen
. (Pythz?goras) .
d(E,Q);érelgd(LQ) = glelrEld(LQ)

berechnen. Beachte dazu, dafi mind(z, 0)? auch mind(z, o) liefert, denn f(z) = 22 ist fiir 2 > 0
streng monoton wachsend.

(i) Methode: Analysis.

Fiir das Vorliegen eines relativen Extremums ist das Verschwinden der partiellen Ableitungen.

Voraussetzung:

10 .

- 1 2 o —Qc=

5 P2 (1+a’)z+afy—ac=0,
Lo, afr+(1+)y—pBE=0
20y 4 -

Die Determinante der Koeffizientenmatrix ist

D = (1+a&*)(1+p3%)—a*p?
14 a2 + 52
> 0.

Also existiert eine eindeutige Losung. Berechnung mit der Cramerschen Regel liefert:

ac
D7

=™
(93]

To = Yo =

u.\

In (;Eg) liegt notwendig ein lokales Minimum vor (!).

Fiir die so bestimmten Werte von zq, yo folgt

20 = ¢c—azo— B

= %(E+d26+ﬂ~26—d262—526)

- <

D

und damit
d(E,0)* = af+y5+ 2
= %(&262—#5’252—1—62)
52
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bzw.

(ii) Methode: Falle Lot von o auf E!
Aus 3 Punkten P; der Ebene (1 <i < s) mit Koordinaten

(0,0, ¢) (x=y=0)
(Oal,é_ﬂ) (:L’:()vy:l)
erhalt man
0 1 0
E= 0 | +A 0 + 1 1 A peR
¢ —a -3
Nach Pythagoras steht der Abstandsvektor senkrecht auf E, etwa der Vektor
a
B
1
erfillt dies, wie man sofort sieht.
Schneide Gerade durch den Ursprung:
@
G=<qo0+v| p ve K
1
mit F, dies liefert Gleichungsystem
1 0 —a A 0
0o 1 -5 o=
—a -6 -1 v —¢
T ¢
mit Losung v = ——.
1+ a2 + (2
Der Schnittpunkt hat demnach die Koordinaten
1 % N
- ~_ C 9
14 a2 + (2 B
er hat von o den Abstand
~9 1/2 ~
C ~92 >2 ‘ C|
— (& +p5°+1 = =5
((1+d2+52)2 @y )) (1+ a2+ p2)1/2

(iii) Methode: Minimumsbestimmung von d( z, 0)? als postiv definiter quadratischer Form in z, !

d(z,0? = (1+a)2>+ 1+ 2 +2aBzy—28(ax+ By) + &

5 3 2 ~ 52 32
(1+a?) <x+1ii2y> + <1+ﬂ2— 1a+€}12> y?

. apB - a2 I
-2 — — [ 2¢6—2 .
ca <x+1+d2y> (cﬁ c1+ 2>y+c

@

O
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ap
1+ a2

ac \> 1+a2+ 32 Bé ?
(1+a%) <j ~2> + — y— —
1+a 1+a 1+a624 52

& B &2 B 52
e (1 1+ a2 (1+&2)(1+&2+32)>

Mittels  := x + y wird dies zu

Beé _ac
Y 1+a2+ﬂ27 0= 11 a2
ac
Zo = =5
1+ a2+ 32

und man erhalt wiederum das alte Ergebnis.

11.27.2 Beispiel: Winkelhalbierende

In einem Dreieck, welches im IR™ durch linear unabhéngige Vektoren z, y aufgespannt wird, teilt
die Winkelhalbierende

die Strecke x — y im Verhéltnis

1-A_ |z
X Tl
z
11—
z
0

A
Yy

Beweis:
Winkelgleichheit zwischen x und 2, y und 2z liefert fiir das Skalarprodukt:

B(z,z) By z2)

[ENE

bzw.

B(z,z) By, 2)

Izl Iyl

Setze hierin z = Az + (1 — \)y ein:

H
‘ -

Tzl (B(z, Az)+B(z, (1-Ny) = (B(y, Az) + B (y, (1-N)y))

@(AHQ”Q—&—G—)\)B(@,E)) = Ty ()\B(g’y)—i_(l_)‘)“yHQ)
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B ‘T’ B &a
M+ -0 ZEL = 2 ZED Ly
Bley .\ _ (B _
1= (St ) = 2 (S 1)
V@@=l = prd Byl -

# 0 geméfl Cauchy-
Schwarzscher Ungleichung

also

11.27.3 Beispiel: Feuerbachkreis und Eulerische Gerade.

”Im nicht ausgearteten Dreieck liegen die Mitten der Seiten, die Mitten der oberen Hohenabschnit-
te, und die Hohenfulpunkte auf einem Kreis (Mittelpunkt F', Radius ), sog. Feuerbachkreis. Der
Hohenschnittpunkt H, der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden S, der Umkreismittelpunkt M
und F' liegen auf einer Geraden. Die Strecke H M wird von S und F im festen Verhéltnis geteilt:

1 2 i 0
M S F H

)

Der Radius des Feuerbachkreises ist halb so grofl wie der des Umkreises.’

Skizze:
c
Hy, H / ‘
A H, M, B
Beweis:

Wahle H als Koordinatenursprung.
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Es seien a, b, ¢ von H ausgehende Vektoren in die Eckpunkte A, B, C' des Dreiecks. Diese liegen
in einer Ebene, ferner gilt:

cl(a—b), bl(c—a) al(b—oc).

Die Seitenmitten des Dreiecks sind

1 1 1
5 (a+ b), 5 (b+ o), §(Q+ ).
Die Mitten der oberen Hohenabschnitte sind:
1 1
-a, =b E c.
2 2 2
Bezeichne die HohenfuSpunkte mit
QO& 907 QO'
Betrachte Kreis mit Radius
Ly L
Q - 2 2 Q =z 2 Q 9
der durch % (a+ b) und %g geht.
Fiir seinen Mittelpunkt F' gilt:
o= fﬁ‘
1 /1 1
= (= b) - =
5 (2 (a+ )+ 5 c)
_ 1 (a+b+¢)
= glatb+e
Fiir den Radius p gilt:
¢ = o
2
:‘Lw+w—f
Es bleibt zu zeigen:
. 1 1 1 1
(1) Der Kreis geht durch 3 (a+ 0, 5 (b+ o), 3% ib

(2) Der Kreis geht durch Hohenfufipunkte ay, by, ¢o-

3 f :Iﬁ7 s 2=H—:9, m ::HT\/[ sind kollinear, d.h. f = am, s = Bm ; hierbei ist a =
L2
2’ 3
1
(4) o= 3 o fiir den Radius o des Umkreises.
1 . . . .
(1) i 1 (a+ b+ g) ist symmetrisch in a, b, ¢, ferner ist
2
@ = |z(a+b)~ £
= |3a+b)—f(a+ b+ o)
= fllatb—¢f?
= S (lal>+ 18>+ cl*+2B(a b) —2B(a )~ 2B (b, )

ziEZ—ig} (¢, b—a)=B(ba-c)=0
= B(a,c¢)=B(b c)=B(a,b)
= g (lal?+12?+1cl*=2B (b, ),
oder — 2B (a, ¢))
oder — 2B (a, b))
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d.h. p ist ebenfalls symmetrisch in a, b, c.
Was also fiir ¢ bzgl. o und f gilt, gilt auch fiir @ und b bzgl. o und f. Damit folgt (1).
ad(2) Wegen der Symmetrie in a, b, ¢ geniigt es, die Behauptung fiir ¢, zu beweisen!

2

1
11-ol? = |fla+r+9-g
11 1. 1 2
4'2“+2b+26 26
2
1|1 1
= Z ‘2(a+ b)—00+<26—00>
2
(=) 1|1 1
= 4‘2(a+b)—00—(20—00>
11 2
= 1 '2(a+b—|—c)
02
Zu (*) beachte
1 1
B<2(a+b)co, c CO)—O
ad(3) Fiir den Radius o des Umkreises ist
[m—all = [m-2b
= [lm—(
= o.
Es ist
m s(a+b)+xc \
m = 1(a+c)+ub -k }u:V
m 1(b+co)+va ’
also 1
mzi(g+b+g).
1 . . 1l .
c— 3 (a+ b) wird durch s im Verhaltnis 2:1 geteilt.
2 1
s = 6—3(6—2(a+b)>
1
- g(@+b+c)7
1
f = —(a+b+o),
= 4
1
i = 5@7
2
s = -m
= 377

d.h. m, s, f sind kollinear mit den behaupteten Teilverhaltnissen.
ad(4)

o = |[m—(

1
H2(a+ b— ¢

= 2op.
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11.27.4 Spezielle Kegelschnitte im R?
Schneide Kegel(mantel)
K={zecR*| 2*=2%+y%}
mit Ebene (O.B.d.A. v # 0):
E={zcR’|ar+py+vyz=c}

Die wichtigsten auftretenden Normalformen sind dabei

(i) Ellipse:
22y

Zte
"Menge aller Punkte (z, y), fir die die Summe der Absténde von 2 Festpunkten (+c, 0)
konstant ist.”

Es ist

=1 (a>b>0)

A =a® -0 c=+vVaz—-0b%>0,
T2 3 72 3 1 .
((az—c)2+b2(1—2>) +<(m+c)2+b2(1—2>> =~ (Px? —2a’cx+aM)z +...
a a a

1
— 2 (42— (a2
—a(a cx)+a(a +cx)

=2a.
(ii) Hyperbel:
22 42
a2 0
”Menge aller Punkte (z, y), fiir die die Differenz der Abstiande von 2 Festpunkten (+c, 0)
konstant ist.”

=1

Es ist

62:a2+b2, 2 > a? > 0 sowie

2 3 2 3
2 2 (T 2 2 ([T 1 2 1 2
—((m—c) +0b <a2_1>> —i—((:c—i—c) +0b ((12—1)> ——E(c:z:—a)—i-g(cx-i-a)

=2a.
(iii) Parabel:
22 —4day=0

”Menge aller Punkte, deren Abstand zu einem Festpunkt (0, a) gleich dem Abstand zu einer
festen Geraden (y = —a) ist.”

1/2
2+ x—Q—OLQ / Lﬁ—i—a
4a ~ 4da

(o))"

11.27.5 Kegelschnitte allgemein

Es sei K [t] der Polynomring in n Variablen t1,...,t, ber einem Korper K der Charakteristik
# 2. Ferner sei

n
P(é) = Z Q5 tit]’ +2 Z (677 ti + apo
i,j=1 1<i<n
mit a;; = a; (0 <7< j <n)aus K[t] ein Polynom vom Grad 2. Die Spezialisierung

t— 2z e€K"

liefert die Abbildung
K" — K : xz+— P(2).



11.28 Definition — Quadrik, Hyperfliche 2. Ordnung 97

11.28 Definition

Eine Teilmenge @ von K™ heifit Quadrik (Hyperfliche 2. Ordung), falls es P(t) € K[t] vom Grad
2 mit

Q={zeK"|P(z)=0}
gibt.

Beschreibung durch Matrizen:

Es seien A = (@ij)o<i, jen € KOHDX0HD A = (05)1<i j<n, beide symmetrisch, z € K,

(1> =: # € K", Damit wird

x

P(z)=z"Az

bzw.

Q={zeK"| z"Az =0}.

Gesucht wird nun eine Basis des K™ bzgl. der A moglichst einfache Gestalt annimmmt.

11.29 Hilfssatz

Q@ Quadrik, ¢ : K™ — K™ Affinitit = ¢ (Q) Quadrik.

Beweis:
Bzgl. fester Basis des K™ existieren s € K", T € GL (n, K) mit

p(z)=s+Tz Vze K"

Setze
damit wird
Ferner ist
1 |o 0
_—
T = i o
Es folgt
yee(@Q) & y=¢(z)firein zeq@
& y=¢(z)fir z€ K" mit 74z =0
= 0 = itrlii
= (T—l g)trA (T—l g)
gtr (Tfl“jl Tfl) g
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11.30 Definition

Zwei Quadriken @)1, Q2 des IR™ heiflen geometrisch dquivalent, falls es eine Affinitét

¢ : R" - R"mit

©(Q1) = Q2 gibt.

Gesucht ist also eine Koordinatentransformation, die A in moglichst einfache Gestalt iiberfiihrt.
Dies erfolgt in 3 Schritten.

I. Schritt
Gemif (9.20) exisiert Ty € GL (n, R) mit
VAT, = diag(l,...,1,-1,...,-1,0,...,0)
—_—— ——— ——
p r q
= Aj.
Setze
7y =
Dann folgt
Boo | Bor --- Bon
- S Bo
Ay =Ty"ATh = :
. Al
BnO

mit Bio = foi (1 < i <n). 3
Bzgl. der durch T} gelieferten Koordinaten Z = 77 ' Z ist demnach

n
i=1

Bemerkung;:
Quadratische Ergéanzung funktioniert i.a. nur fiir positiv definite Matrizen A. Unter Umsténden

mufl man zunéchst noch Substitutionen z = y + ¢, £ = y — ¢y vornehmen, die zZ in gz - QQ
iiberfithren.
Man beachte den Unterschied zu orthogonalen Transformationen!

II. Schritt
Reduktion der linearen Terme mittels

7/610

_pr

~ ﬂp—O—l,O

6[)-&-7',0
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Man erhalt

Fir z = T{l T

ﬁOl

ﬁOn

0

0 /60,r+p+1

ﬁO,n

¢ ist dann

2 2 2
Q={zeR"|z{+...+2, — 2, —

II1. Schritt

Fall 1: 90 = Boi = 0 (1 < i < n) mit

Q={zcR"| 22+ ... +22—

In diesem Fall ist @ ein Kegel.

(I"Jbliche Definition eines Kegels in linearen Rdumen mit Scheitel in o:

Bemerkung:

Ay

2
“p+1 T

z€eEQR = dzxeQ VIeEK.)

n
=2 +2 Z Boi zi + oo = 0}.
i=r+p+1

..fz§+r:0}.

O.B.d.A. 148t sich p > r erreichen. Vergleiche dazu die entsprechende Transformation im Fall 2.

Fall 2: v00 # 0, Bo; =0 (1 < i < n).
Fiir «g9 > 0 multipliziert man die Gleichung noch mit —1 und wendet die Transformation

10 0|0 ... O
010 1
5 0
=1 0|1 0
0
: 0 In—r—p
0
an, die die z; umnummeriert zu z; = zp4,41-; (1 <7 <r). Fir 490 < 0 wird Ty = ntl gesetzt.
AnschlieSend wird noch
+1 0...0 [0...0
0
V=001 0
Ty=| 0
0

y P
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angewendet. Es folgt

-110 0 [0 0
0 |1
R S : 0
A4 = TirTngQtrTltrATngTgTzl = (—’}/00) 0 —L.
0
: 0 0
0
und fiir 2 = T, T3 ' Ty Ty 2 demnach
Q:{QGIR”|z%+...+z§—z§+1—...—zfﬂo:l}.
Speziell gilt fir den Fall
O=p<r+p : Q=0
O<p=r+p : Q ist Einheitskugel (Ellipsoid);
O<p<r+p : @ ist hyperbolische Flache mit zugehorigem Kegel
z%+...+z§—z§+17...f rap = 0.

Fall 3: 3j e {p+r+1,...,n} : Bo; #0.
Mittels T3 werden die Indizes j und p 4+ r + 1 vertauscht. Anschlieend transformiert man

Zigew — 2 (L <0< 4D), 22ptrti,., < 2 Z Boj zj + Y00

j=p+r+1
mittels
1 0 0 0 0
. Ip+7« 0
~ 0
T, = — oo 1 — _Bort2 _ _ Bon
2Bop+r+1 Bor+tp+1 Bor+p+1 7 Bor+p+1
0
0 1
Fiir 2 = T, Ty 1Ty YTt & folgt dann
_ n 2 2 2 2 _
Q={zeR"| 27+ ... +2,— 2501~ — Zr1p +22p1r1 = 0}

(”Paraboloid”). Wie im Fall 1 ist dabei p > r erreichbar.

Bemerkung: Im Fall i (1 <4 < 3) gilt offenbar rg A; —rg A; =i — 1.

11.31 Geometrischer Klassifikationssatz

Es seien Q1, @2 C IR™ Quadriken, die beziiglich der kanonischen Basis durch A1, A, € IR™*" sowie
Ay, Ay € R TDx(n+1) (symmetrische Matrizen!) beschrieben werden in der Form

Qi={zeR"| "4, =0} (i=1,2).
Sind @1, Q2 beide nicht leer und keine Hyperebenen, so gilt: Fiir
rg(Ar) = rg(A2), rg(Ar) = rg(As), [2p1 —rg(A1)| = |2p2 —rg(A2)], [251 —rg(Ar)| = 252 —rg(As))|

sind @1 und Q2 geometrisch dquivalent. (Die Umkehrung hiervon ist ebenfalls richtig, wird hier
jedoch nicht gezeigt.)
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Beweis:

Wie gezeigt existieren Matrizen S; € GL (n + 1,IR) mit S*A;S; = H(A;) in Hauptachsenform

(i =1, 2). Hierbei ist H(A;) vom Typ j fiir

rg(A;) =1g(A) — (j—1) (1<j<3).
Bei den einzelnen (reguléren!) Transformationen &ndern sich die Rénge nicht, also gilt:

rg(H(A)) =rg(4) rg(H(A)) =1g(4) (i=1,2).

(Dabei entsteht H(A;) aus H(A;) durch Streichen von Zeile 0 und Spalte 0.)

Nach Voraussetzung gilt dann rg(H (A;)) = rg(H (Az2)), rg(H(A;)) = rg(H(Ay)), also sind H(A,),
H(As3) vom selben Typ.

Sind sie vom Typ 1 oder 3, so gilt p; > r;, also 2p; — rg(A;) = p; — r; > 0; hierfiir wird dann

2p1 — rg(A1) = [2p1 — 1g(A1)| T 2y — rg(As)| = 2p2 — rg(Aa),

also p; = po und schliellich r; = ro.

SchlieBlich seien H(A;) und H(As) vom Typ 2. Wir nehmen zuniichst zusitzlich 2p; > rg(4;) an.
Unsere Voraussetzungen liefern dann die Beziehungen

2p1 —rg(A1) = [2p2 —rg(42)],
2p1 — (rg(A1) +1) 12p2 — (rg(A2) +1)|.

Gilt dabei 2py > rg(As) = rg(A4;), so erhilt man unmittelbar p; = pa (und damit r; = r9). Fir
2ps < rg(As) wird dagegen

2p1 = 21g(A1) —2p2 und  2p; = 2 (rg(A1) + 1) — 2po,

offensichtlich ein Widerspruch. Der Fall 2p; < rg(A;) wird genauso abgehandelt. Ist zusétzlich
2pa < rg(As), so folgt p1 = pa, im Fall 2ps > rg(As ergibt sich wie zuvor ein Widerspruch.

Beachtet man schlieBlich, daff dem Ubergang von A; nach H (/L) eine Affinitat entspricht, so folgt
die Behauptung.

a

11.31.1 Normalformen von Quadriken im IR?

Typ (p,r) Gleichung Geometrisches Gebilde
I (1,0) 22=0 Gerade
(2,0) 22+23=0  Punkt
(1,1) 22-22=0 Geradenpaar mit Schnittpunkt
I (0,1) —22=1 0
(0,2) —22-22=1 10
(1,0) 22=1 paralleles Geradenpaar
(2,0) 22+22=1 Ellipse bzw. Kreis
(1,1) 2?2 —-23=1  Hyperbel
OI  (1,0) 27+22,=0 Parabel
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11.31.2 Normalformen von Quadriken im IR?

Typ (p,r) Gleichung Geometrisches Gebilde
I (1,0) 22=0 Ebene
(2,0) 224+22=0 Gerade
(1,1) 22-22=0 zwei sich schneidende Ebenen
(3,0) 224+23+22=0  Punkt
(2,1) 22+23—-25=0 Kegel
I (0,1) —22=1 0
0,2) —22-22=1 0
(0,3) —22—22-22=1 0
(1,0) 22 =1 parallele Ebenen
(2,0) 22+23=1 Kreiszylinder
(1,1) 22 —-22=1 hyperbolischer Zylinder
(3,0) 22423 +22=1 Ellipsoid bzw. Kugel
(2,1) 22+23—22=1  einschaliges Hyperboloid
(1,2) 22 —-22-22=1 zweischaliges Hyperboloid
I (1,0) 27 +22=0 parabolischer Zylinder
(1,1) 22 —22+223=0  hyperbolisches Paraboloid
(2,0) 22+ 23 +223 =0 elliptisches Paraboloid



Kapitel 12: Projektive Geometrie

Sie wird eingefiihrt, um “unschone” Eigenschaften affiner Rdume zu eliminieren. Betrachten wir
beispielsweise den IR? als affinen Raum, so besitzt darin eine Gerade G die Gestalt G = z, 4+ Rz,
mitz,,z; € IRQ, z; # o. Man sieht unmittelbar, dafl sich 2 Geraden G und G = QO"HRQ X schneiden,
falls ; und y, linear unabhiingig sind. Andernfalls gilt z; = Ay, mit A € R\ {0}, und G, G sind
parallel. Im Fall der Parallelitiit besitzen G und G fiir G # G keinen Schnittpunkt in IR?! Um auch
fiir parallele Geraden G # G Schnittpunkte zu erhalten, wird nun der affine Raum IR? erweitert
zum sogenannten projektiven AbschluB IP5(IR). Dazu betrachten wir auf G = {G|G Gerade in IR?}
die Aquivalenzrelation (!) G ~ G :< G || G. Die Aquivalenzklasse von G wird wie iiblich mit K
bezeichnet. Der projektive Abschlufl besteht dann aus allen Punkten des affinen Raumes und allen
Aquivalenzklassen K paralleler Geraden, letztere sozusagen als Vertreter fiir deren Schnittpunkte
im Unendlichen. Als Modell hierfiir nimmt man die eindimensionalen Unterrdume (Geraden durch

0) des IR®. Vektoren x = ( ' ) des IR? werden wie folgt eingebettet:

z1
T2

1
LIIR2—>IR,3:<331>'—> x1

T
2 o

Alle Bilder sind folglich von 0 verschieden. Wir kénnen demnach jedem z € IR? die Gerade
C = Ru(z) durch 0 zuordnen:

7:R* - P(R*) : 2z — R ().

(Dies ist eine injektive Abbildung des IR? in die Potenzmenge P (IR®), bzw. in die Menge
der eindimensionalen Unterraume des IR®.) Wir werden sehen, daB sich auch die Menge K der
Aquivalenzklassen K¢ injektiv in 73(]R3) abbilden lat. Dazu sei z € G, dh. z =z, + .z

fiir passendes A, € IR. Wir erhalten 7(z) = IR( ! ) Im Fall A, # 0 gilt auch 7(2) =

T, +A.zy
At
IR( /\;1204'21 ) '

Ist Z € G fiir eine zu G parallele Gerade G = y + ]Ryl, so erhalten wir fir z =y + )\gyl im
/\?1 Zo = Zo =

Aty

die Punkte auf den parallelen Geraden in unendliche Ferne riicken, so tendieren 7(z), 7(Z) gegen

Fall A\; 20 :7(2) = ]R( ) Wenn man nun A, bzw. Az beliebig grof§ macht, d.h.

]R( IO > bzw. IR( yO ), welche wegen z; = )\yl iibereinstimmen. Parallele Geraden erhalten
1 g1 -

dadurch einen “Schnittpunkt im Unendlichen”. Dies wird nun algebraisiert, indem man 7 wie folgt
erweitert:

%:]RQUICHP(IR?’):{ zelR? — T(&)) }

wenn z; # o die Steigung von G € K¢ ist. (Letztere ist nur bis auf einen Faktor aus IR \ {0}
festgelegt, welcher fiir das Bild jedoch irrelevant ist.) Man sieht leicht, daf 7 eine Bijektion zwischen
den Elementen von IR? U K und den eindimensionalen Teilriumen des IR? ist.

Diese Konstruktion 148t sich ebenso fiir affine Raume K? iiber beliebigem Grundkérper K durchfiihren,
wobei dann allerdings die Plausibilitatsbetrachtung iiber “Schnittpunkte im Unendlichen” entfallt.
Eine Verallgemeinerung auf affine Rdume K™ (n € IN) ist unmittelbar moglich, der projektive
Abschlu3 besteht dann aus allen eindimensionalen Teilriumen des K™*1. Dies fiihrt zur folgenden
Definition.
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12.1 Definition

Die Menge aller 1-dimensionalen Teilrdme eines K-Vektorraums V' heifit projektiver Raum P =
IP(V). @ C P heifit projektiver Teilraum von P, falls V einen Unterraum U = Vg mit @ =
{Kz | z € U\ {0}} besitzt. Die Dimension von P wird zu dim V — 1 festgesetzt. (Speziell hat
P =) den zugehorigen Vektorraum V = {0} und somit die Dimension —1.)

Bemerkung :

(i) Es sei P = IP(V) ein projektiver Raum, dim V = n. Ein projektiver Teilraum @ mit dim
Q@ = 0 besteht demnach aus einem Element p (projektiver Punkt). Ein projektiver Teilraum

Q) mit
1 Gerade
dim Q = 2 heif}t FEbene
n—1 Hyperebene

(ii) Fir projektive Teilrdume @1, Q2 von P sind Q1 + Q2, @1 N Q2 wiederum Teilrdume von P,
denn fiir Q; = {Kz |2 € Us \ {0}} ist Q1 + Q2 = {Kz |z € U1 + U \ {0}}, Q1N Q2 =
{Kz | z € Uy NUsy \ {0}}. Damit gilt fiir projektive Teilrdume der Dimensionssatz: dim
Q1+ dim Q2 = dim (Q1 + Q2)+ dim (Q1 N Q2). (Dies ist eine unmittelbare Konsequenz aus
der Definition und der analogen Aussage fiir Vektorrdume). Zwei projektive Punkte p; # po
legen demnach eine Gerade fest.

(iii) P,,(K) := IP(K™"!) heifit kanonischer n-dimensionaler projektiver Raum. Seine Punkte p

werden in der Form p = (29 : x1 : ... : x,) = Kz mit z = (20,21,...,2,)" € K"
geschrieben.

Firp=(x0: 21 :...: x,) € P,(K) heien z¢,x1,...,2, € K homogene Koordinaten
von p. Nach Definition gilt z; # 0 fiir mindestens ein i € {0,1,...,n}. Fiir 2,y € K"*!
mit £ = Ay # 0 gilt offenbar (z¢ : =1 : ... : zy) = (Yo : Y1-.. : Yn). Ist umgekehrt
(xo: @y : o Zp)=(Yo:Y1:-..:Yn), so folgt Kx = Ky. Speziell ist dann 0 # 1 z = Ay fiir
passendes A € K. Homogene Koordinaten sind demnach nur bis auf einen konstanten Faktor
festgelegt.

Im folgenden untersuchen wir den Zusammenhang zwischen projektiven R&umen und affinen
Réumen genauer. Dazu sei V' ein (n + 1)-dimensionaler Vektorraum mit zugehdrigem projek-
tiven Raum P = IP(V). Eine Hyperebene H von P war als projektiver Teilraum erklért, der zu
einem Unterraum Vi = U von V der Dimension dim U = dim V — 1 gehort. Ist dannp € P\ H,
so folgt H + {p} = P. Fiir p = Kz ist nmlich x ¢ U, also U + Kz =V der zu H + {p} gehorige
Vektorraum.

Wir zeigen: A := P\H ist affiner Raum der Dimension n. Dazu fixieren wir (p, ) € A X V mit
p = Kz. Ist dann ¢ = Ky € A(alsoy ¢ U), so existieren eindeutig & € U, A € K \ {0} mit
y=a+ \x wegen V =U + Kz. Also gilt auch q:Kg:K(%g) = K(u, +z) fiir u, = %QE U,

und u, € U ist durch ¢ und z eindeutig festgelegt. Damit ist T: Ax A — U : (¢,q) — U, — ug eine

Abbildung, mit der (A,U,T) zu einem affinen Raum wird: T ist surjektiv, da fiir beliebige u € U
stets K(u+x) € Aist; T(q,q) +T(q,q) = T(g,q) ist trivial.

Beispiel :

Fir V=K't U={ze K" |29=0}, H=TP(U) gilt

H:{(ZL'()Zl'll...Zl'n)GIPn(K)|£E0:0}.

Die Abbildung ¢ : K™ — P, (K) : (x1,...,2,)" +— (1 : 21 : ... : m,) ist offensichtlich injektiv,
und es gilt:

o(K™) U H=1P,(K).
Man erkennt auch, dafl die zu Anfang dieses Kapitels durchgefiihrte Konstruktion des projektiven
Abschlusses des projektiven Raums K™ gerade zu IP,,(K) fiihrt.

Eine wichtige Konsequenz aus dem Dimensionssatz fiir projektive Raume ist:
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12.2 Proposition

Es sei P ein projektiver Raum mit Hyperebene H. Ist dann U ein projektiver Teilraum von P,
der nicht in H enthalten ist, so gilt:

dim (UNH) = dim U — 1.

Gilt speziell dim P = 2 (projektive Ebene) und sind U, H eindimensionale projektive Teilraume
von P (projektive Geraden), so ist U N H nicht leer, d.h. zwei projektive Geraden besitzen stets
einen Schnittpunkt.

Beweis :

Wegen U ¢ H gilt U 4+ H = P und damit

dim (UN H) —dim (U+ H)+ dim U + dim H
— dim P+ dim U+ (dim P —1)
= dimU-1.

Fiir dim P = 2 ist die projektive Dimension von U N H unter den obigen Voraussetzungen 0, d.h.
UNH ist ein eindimensionaler Vektorraum zugeordnet und U N H enthalt somit genau ein Element.

d

Beispiel :

Fiir K = GF(3) betrachten wir K? als affinen Raum. Als Geraden durch 0 in K2 erhalten wir:

ooes(ihmn() s amn(l)

(Jede Gerade enthilt 3 Punkte, K? enthilt 9 Punkte, 0 € G; fiir 1 < i < 4.) Der zugehorige
projektive Raum IP2(K') enthélt demnach 9 + 4 = 13 Punkte p; (1 <¢<13):

[
=
jen)

3

[
=

1
D1 ,ngK -1 7p4:K 0 ’
1

-1 1 -1
-1 0 0 0
po =K 1 sy po=K | 1 |,pu=K10 |, p2=K|[ 1],
1 0 1 1
0
Ps=K| 1
-1

(Diese Anzahl ist natiirlich gleich der der eindimensionalen Teilriume von K3 : (27 — 1)/2.) Eine
projektive Gerade G gehort zu einem Teilraum U von K3 der Dimension 2. U enthilt 9 Elemente,
IP(U) demnach (9 —1)/2 = 4. Die Anzahl der 2-dimensionalen Teilriume U von K3 ermittelt sich
S0:

Man erhélt sie als (123) direkte Summen von eindimensionalen Teilraumen. Ist dabei die zu U
gehorige Gerade G = {p;, pj, pr, i} mit 1 <4 < j <k <1 <13, so erhdlt man G auf 6 Arten:
{pi} +{ps} = {pi} +{pr} = {pi} +{oi} ={pi} + {oa} = {p;} + {0} = {pe} + {0}

Folglich ist die Anzahl der projektiven Geraden (123)% = 13. Der Vollstandigkeit halber listen wir
alle auf:
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Gi1 = {p1} + {p2} = {p1,p2,p3,P10},
Go = {p1} + {ps} = {p1,pa,p5,P11},
Gsz = {p1} + {ps} = {p1,ps,po, P12},
Gy = {p1} + {pr} = {p1,p7. 8. 113},
Gs = {p2} + {pa} = {p2,p4,p9,p13},
{p2} + {ps}t = {p2,ps5,p7, P12},
Gr = {p2} + {pe} = {p2,p6,08,P11},
Gs = {ps} + {pa} = {p3,ps,ps,p12},
Gy = {p3} + {ps} = {p3,ps.p6.113},
Gio= {p3} + {p7} = {p3,p7,p9,p11},
Gll = {p4} + {pﬁ} = {p4ap6ap7,p10}7
Gi2= {ps} + {ps} = {ps,ps,P9,P10},

Gi3 = {pio} + {p11} = {P10, P11, P12, P13}

Man sieht sofort, dafl je zwei Geraden einen gemeinsamen Schnittpunkt haben, wie es nach der
Theorie sein mu$.

Im folgenden stellen wir einen Zusammenhang zwischen projektiven und affinen Teilrdumen her.
Dazu seien P ein projektiver Raum (zum Vektorraum V'), H eine Hyperebene von P (zum Teilraum
Vi von V). Hierzu fixieren wir z € V mit Vg + Kz = V. Wir wissen bereits, dal A = P\ H zu
einem affinen Teilraum (A, Vg, T) wird, in dem man ¢ € A in der Form ¢ = K(u, + z) schreibt
und 7 : AxA— Vi:(q,q) — u, —ug setzt. Man beachte, dafl A selbst natiirlich kein projektiver
Teilraum von P ist; die affinen bzw. projektiven Raumen zugeordneten Vektorrdume sind auf

verschiedene Weisen definiert!

£
I

12.3 Hilfssatz

Fiir jeden projektiven Teilraum ) von P ist Q := QN A ein affiner Unterraum von A. Umgekehrt
gibt es zu jedem affinen Unterraum Q # () von A genau einen projektiven Teilraum @ von P mit
Q = QN A. In diesem Fall gilt

dim Q = dim @, und Vg N Vy ist der zu Q gehorige Vektorraum.

Beweis :

Fiir projektive Teilrdume @, H von P wissen wir bereits:

VQ NVyg = VQQH.

Es sei nun @) ein projektiver Teilraum von P mit Vektorraum Vg C V. Gilt dann Q) C H, soist QNA
leer, also definitionsgeméaf affiner Unterraum. Filir Q € H existiert ein p = K (gp+§) EQ=0QNA,
und wir bilden U = {T'(p,q) | ¢ € Q} mit T'(p,q) = u, — u, € Vg fiir ¢ = K(u, +z). Wegen
K(gﬁ—@), K(gq +x) € Qist auch T'(p, q) € Vi, also gilt U C VoNVy. Ist andererseits y € VNV,
so ist wegen p = K(u, +z) € @ dann ¢ = K(u, +y +2) € Q, also T(p,q) =y € U. Also ist Q
affiner Raum mit zugehorigem Vektorraum Vg N H.
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Andererseits sei () # @ affiner Unterraum von A mit zugehorigem Vektorraum U. Fiir festes p € Q
mit p = K(u, + z) ist dann U={T(p,q) | q € Q) sowie Q = {q = K(u, +z) € A|T(p,q) =
U, — U, € U} Ferner ist U = U + p ein Teilraum von V', zu dem der projektive Unterraum
Q={Ku+z)|uc U}U{Kg |ue U \ {0}} von P gehort. Dann ist aber offenbar QN A = Q.
Ferner ist ) auch eindeutig bestimmt, da nach dem ersten Teil der zu Q gehorige Vektorraum
gerade Vgnpy ist. SchlieBlich ist

dim Q= dim U = dim U — 1 = dim Q.

12.4 Hilfssatz

Es seien U eine Hyperebene von A und 1474 # () ein nicht in U enthaltener echter affiner Unterraum
von A. Dann sind U und W genau dann parallel, wenn die zugehorigen projektiven Unterrdme U
bzw. W von P die Bedingung U N W C H erfiillen, d.h. ihr Durchschnitt nur aus sogenannten
uneigentlichen Punkten besteht. (Die in A enthaltenen Punkte heiflen eigentliche Punkte).

Beweis :

“ =" Nach Voraussetzung ist W nicht in U enthalten, also muB Vi C V;, gelten (nach (11.6)) sowie
UNW =0 (nach (11.5)), und U N W besteht demnach nur aus uneigentlichen Punkten.

“<” Wegen UNW C H gilt natirlich Vyaw = Vu N Viy € V. Wegen W # () existiert in
W\ U ein eigentlicher Punkt, d.h. Vi enthélt einen Vektor z mit z ¢ Vi, z ¢ V. Aufgrund der
Dimensionsaussage von (12.3) ist U eine Hyperebene von P, also gilt V =V + Kz.

Es sei nun y = u+ Az € Viy N Vg mit u € Vi, A € K passend. Wegen y,z € Vi folgt u € Viy,
also u € Vyaw C Vi. Wegen y € Vi folgt Az € Vg, also A = 0 bzw. Y = u. Dies impliziert
Viw NV € Vy N V. Da dies die W, U zugeordneten Unterrdume sind, erhdlt man nach (11.6):
W||U.

O

Bemerkung :

(12.3) und (12.4) gestatten es, aus Sétzen iiber projektive Rdume entsprechende Sétze iiber affine
Raume herzuleiten.

12.5 Definition

Ein geordnetes (n 4 2)-Tupel (po,p1,.-.,Pn+1) eines n-dimensionalen projektiven Raumes P heifit
projektive Basis, wenn je n + 1 unter diesen Punkten unabhéngig sind, d.h. die projektive Dimen-
sion des von ihnen erzeugten Raumes n ist.

Bemerkung :
Ist po, . .., Pnt1 eine projektive Basis, so existieren in V' Lu. Vektoren Vj, ..., v, mit p; = Kv;(0 <
i<n)und ppt1 = K(vg = ...+ vp).

Sei zunéchst p; = Kw;(0 <i<n+1) mit {w; |0 <i<n+1}{w} Lu. fuirallek, 0 <k <n+1.
Dann ist wy,11 = > A\jw; und A; # 0 fiir alle i. Setze demgeméi8 v; = \jw; (0 < i < n).

=0

12.6 Definition

Eine Abbildung ¢ : IP(V) — IP(w) heifit projektiv, falls hierzu eine injektive Abbildung ¢ € Hom
(V,w) mit o(Kv) = K@(v) Yo € V, v # 0, existiert. Bijektive projektive Abbildungen heiflen
Projektivitaten.
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12.7 Hilfssatz

Zwei injektive Abbildungen ¢, € Hom (V,w) induzieren genau dann dieselbe projektive Abbil-
dung ¢ = 9, falls A € K* mit ¢ = Mﬁ existiert.

Beweis :

“<” klar wegen ¢(Kv) = K(v) = K 1p(v) = Kip(v) = h(Kw).

“=” Zuw € V, v # 0, existiert wegen K@(v) = p(Kv) = ¥(Kv) = K¢p(v) A\, € K* mit
@(v) = Ay (v). Im Fall dim V = 1 ist man dann fertig. Fiir dim V > 1 seien v,w Lu.. Man
erhilt dafiir dann 3(v) = A, ¥(v), P(w ) = A D(w), p(v 4+ w) = Aygw (v + w), also 0 =
P(0) + p(w) — @+ w) = Ay = Agw)P(®) + Ay — Mg) (w) und wegen 1) injektiv damit
Ay = Ayt = A

d

Bemerkung :

Mit zwei Projektivitaten o, ¢ : IP(V) — IP(V) ist auch ¥¢ Projektivitdt mit 1/)20 = . Desgleichen
ist ! Projektivitdt mit ((p:l) = ¢!
gleicher Dimension ab.

. Jede Projektivitdt bildet Unterrdume auf Unterrdume

12.8 Satz

Es seien IP(V) und IP(w)n-dimensionale projektive Rdume mit projektiven Basen (po, ..., Dn+1)
bzw. (qo,---,qn+1). Dann gibt es genau eine Projektivitit ¢ : IP(v) — IP(w) mit ¢(p;) =¢; (0 <
i<n+1).

O
Beweis :
Wihle Basen wvg,...,v, von V bzw. wo,...,w, von W mit p; = Kv;, ¢ = Kw; (0 < i <
n), pny1 = K(vo+ ...+ vp), Gni1 = K(wo+ ... +wp).
(i) Definiere ¢ : V — w mittels ¢(v;) = w; und setze o(K,) = Kp(v).
@ Abb.: v =0, A # 0= p(K0) = K@(0) = K5¢(v) = K@(v).

(ii) Seien ¢, Projektivitdten mit der gewiinschten Eigenschaft.
i = ¢(pi) = p(Kvi) = Kp(vi) = Kip(v1)
= @(vi) = Aip(vi), i € KX (0<i<n+1)
Antt 32 = Plonsr) = 32 Ad() Lu
1= 7=

SN =ds1 (0<i<n) =@ =1 = =1

Einflihrung projektiver Koordinaten fiir dim , IP(V') = n mittels « : IP,,(K) — IP(V) : ({ : & -

2 &) — oo (o & s... &) heilt homogener Koordinatenvektor von p. Er ist nur bis auf
Faktor A # 0 bestimmt. Ist (po,...,Pn+1) projektive Basis von IP(V), so existiert geméfl (12.8)
genau ein projektives Koordinatensystem mit

pi < k0:...:0:1:0:...:0) (0<i<n)
Pnt1 — K(l:1:...:1)

Mittels Koordinaten lassen sich geometrische Probleme rechnerisch behandeln.

Beschreibung von Projektivitaten durch Matrizen:

Essei ¢ : IP,,(K) — IP,,(K) mit ¢ : K"t — K"+l wird beziiglich kanonischer Basis beschrieben
durch A € GL(n+1,K). ¢ bzw. A sind nur bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt.

Oo €1t &) = 2(A) €7 2(A); €75 Z(A)n+1§tr

Der Ubergang von einem Koordinatensystem zu einem anderen erfolgt entsprechend mittels S €
GL(n + 1, K), welches ebenfalls nur bis auf einen Faktor # 0 bestimmt ist.

Allgemein :
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P, (K) = P(V)
vl L
P,(K) "% P(W)

—

Beschreibung projektiver Unterrdume durch lineare Gleichungsszsteme

Es sei U C IP,,(K) projektiver Unterraum der Dimension n — . Dann existiert hierzu A € K(+1)
mit rg(A) = r, so daB U = P({z € K" | Az = 0}) gilt. Wegen Az =0 & Alz =0 V) € K
188t sich die Gleichung Az = 0 auch als Gleichung fiir die hom. Koordinate von P € IP,,(K') deuten.

Der projektive Abschlufl eines affinen Unterraums ¥ C K™ erfolgt mittels “Homogenisierung des
Gleichungssystems”:
Essei Y = {z € K™ | Bz = b} fiir passende B € K™", be K".

Setze
by
A= B
—b,
dann erhélt man fiir den projektiven Abschluf} Y: B
Y ={(zo:...:2n) € Pp(K) | Az = 0}. Setzt man hierzu 2o = 1, so gewinnt man ¥ =Y N K"
zuriick.
Beispiel :
Y = (1,0,2)U(3,1,0)
1 2
= 0]+ 1 AeK
2 -2
Fir
1 2
xr = 0 | +A 1
2 -2

folgt

r1 = 142\,

Ty = +)‘a

I3 = 2- 2)\,
bzw.

xr1 — 2{,132 = 17
r1+x3 = 3,
also
1 1 2 0 1
_ 3 - _
v e[ (0) (02 )= (0)
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12.9 Satz
Jedes affine Koordinatensystem (pp, . ..,ps) eines affinen Raumes A bestimmt eine projektive Ba-
sis (pg,---,Py4q) des durch Hinzunahme einer uneigentlichen Hyperebene H entstehenden pro-
jektiven Raums P. Sind dann (&i,...,&,) die affinen Koordinaten eines Punktes z € A, so
sind (1,&,...,&,) die homogenen Koordinaten von X beziiglich des projektiven Koordinaten-
szstems. Sind umgekehrt (&7,...,&:) die homogenen Koordinaten eines Punktes x € P, so gilt:
x € H& &y =0. Fir & # 0 sind (%’ cee %’2) die affinen Koordinaten von zx.
0 0

d

(i) P3 = K‘Tpo = Kupov Pv = K(wpo + upu)a T(vapV) = Up, Lu. (1 <v< n)»
also Basis von V.

Up, € Vi, Tp, € Ve = 1z, Lu
n
Uppyr = E Up, + Tpy
i=1

ph =K up, (0 <v <n+1)ist damit projektive Basis.
(Affine Koordinaten von u,, ., : (1,...,1)).
Eindeutigkeit dieser projektiven Basis durch diese Konstruktion!

(i) ¢ € A: T(po,q) = ;5 T(po,pi)
q = K(zp, + ugq)
n
= Tp, +Ug = z:lfz Up; + Tpg
i=
= homogene Koordinaten sind (1: & :...:&,)
(iii) Umkehrung

Sei g € P mit homogenen Koordinaten (£ : &5;5...: &)).
Hierfirist g= K, € H s v e Vy
n

Sv=3 Muy, \j=0.
v=1
Ist dagegen ¢ € A, so folgt £ # 0, und damit erhdlt man als homogene Koordinaten
(&5,&55...:6)=(1: %3« Sl %’;) und mit dem Zusammenhang aus (i) die Behauptung.
0 0
O

12.10 Satz

Jede Affinitdt vy von A lafit sich eindeutig zu einer Projektivitdt @ von P fortsetzen.
Umgekehrt induziert eine Projektivitdt ¢ von P genau dann eine Affinitat ¢y von A, falls
Y(H) = H gilt.

Beweis :

(i) Es sei (po,...,pn) affines Koordinatensystem von A mit zugehoriger projektiver Ba-
sis (p§, ..., Pns16%) gemiB (12.10). Diesbeziiglich entsprechen vy eine Matrix Ay €
GL(n, K) und ein Vektor s € K™, so daf§ die Koordinaten n/y, ..., n/, von ¢g(z) durch
1/ = s+ Ao gegeben sind. (Hierbei sind &, ..., &, die Koordinaten von x beziiglich

D05 - -+, Pny ). Fiir die homogenen Koordinaten erhdlt man (n/§ = £§ = 1), also
/ * 1 ‘ 0 *
Nerw = ( s ‘ AO gerw'
Ay

Folglich liefert A; € GL(n + 1, K) eine Projektivitiat ¢» von P mit 9 |a= 19. Wegen
ny =& ist Y(H) = H. Gemafl Konstruktion ist ¢ eindeutig!
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(ii) Sei ¢ Projektivitét.
¥ induziert genau dann Affinitét, falls ¢ (H) = H gilt. (Uneigentliche Punkte miilen auf
ebensolche abgebildet werden.) Beziiglich (Fy, ..., Py, habe ¢ die Matrix A; = (ov..).

Wegen © € H & & = 0 folgt ag1 = ... = ap,, = 0. Ferner ist apg # 0, da A; regulér
ist. A;p ist nur bis auf eine Konstante festgelegt, folglich ist agg = 1 wahlbar. Damit
erhalt man

ﬂerw = Al ferwv
also

0 =s+ Ak fir

s = 1. Spalte von A; ohne Zeile 0
Ag = A; ohne 1. Zeile bzw. Spalte

8,Aq beschreiben damit eine Affinitdt von A.

a

Im folgenden sie stets P = PP(V), dim V = n+ 1, K = IR. Auf V sei mittels einer
symmetrischen Bilinearform B eine quadratische Form @ definiert: Q(x) = B(z,z)Vx € V.
Ist Q(z) =0, so auch Q(Az) VA € K = AQ(z). Damit Lat sich sinnvoll definieren:

p € P heifit Nullstelle von @, falls p = K, und Q(v) = 0 gilt. Schreibweise: Q(p) = 0.

12.11 Definition

Eine Teilmenge F' von P heifit Hyperflache 2. Ordnung, falls FF = {p € P | Q(p) = 0} fiir
eine passende quadratische Form (@ ist.

Bemerkung :

Verschiedene Formen koénnen als Nullstellenmenge die gleiche Hyperfliche besitzen. Etwa
AQ(A € K*) und @ tun das!

12.12 Hilfssatz

Es sei M € RHD* 0+ ypng (o, - - -, Pnt1) ein Koordinatensystem von P, d.h. € P habe
Koordinaten (zg : ... : 2,)"0 = z'"
(i) F ={z € P|z'""Mz = 0} ist Hyperflache.
(ii) Zu jeder Hyperfliche F' existiert eine symmetrische Matrix M € ROFUXHD g5 daf
F (i) erfiillt.
Beweis :

Zu (i): Fir p; = Kv; (0 <4 < n) besitzt jedes € V Koordinaten z € IR™"! beziiglich der

Basis vy, . . ., vy,. Hierfiir liefert z!" Mz eine quadratische Form auf V.

Zu (ii): Es sei vy, ..., v, Basis von V sowie B(v;,v;) = a;; = «j;.p € P habe homogene
n

Koordinaten &, ..., |zi,, d.h. es gilt p = Kx mit © = ) &v;. Hierfiir ist dann Q(p) =
i=0

o(x) = B(z,z) = anofzfjaz‘j = €7 ME.

)=
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12.13 Definition

Zwei Hyperflachen F;, F» von P heiflen projektiv dquivalent, F; ~ Fa, wenn es eine Pro-
jektivitat ¢ von P mit ¢(Fe) = Fy gibt.

Bemerkung :

~ ist Aquivalenzrelation; fiir die zugehdrigen Agivalenzklassen werden einfache Vertreter
gesucht.

12.14 Hilfssatz

Es gehore M; zu F; (i = 1,2) im Sinne von (12.11). Falls S € GL(n + 1,R) existiert, so daf
M; = S M,S die zu F; gehorige Matrix ist, sind F; und F, dquivalent.

Beweis :
0= £i&r M2£ — (S—1£)tr StrMQS(S_lg).

Beispiel :
n=2
(i) g +af— 25 =0
Ist zp = 0 die uneigentliche Hyperebene H, so besitzen die Punkte auf 7 H die Koor-
dinaten (1: x; : z2) bzw. affin: 22 — 22 = 1. Die eigentlichen Punkte von F liegen auf

einer Hyperebene. Ist dagegen x5 = 0 die eigentliche Hyperebene, so erhilt man fiir die
eigentlichen Punkte von F einen Kreis: 23 + 27 = 1.

(ii) 23 — 22 =0 = x¢ = 71 oder x9 = —z; (Hyperebenenpaar).
(iii) 23 = —l—xﬁ =0(k<n)exz=..=x,=0Fist n— (k+ 1) dim Unterraum von
P.k=n=F=0,k=-1:F=P.

Bemerkung :

Fiir eine Hyperfliche F von P bezeichne m = m(F) := max {dimp U|U Unterraum von P
mit U C F}.

Beispiel :

(i) m=0,(ii))m=n—1, (iii) m=n— (k+1).

Bemerkung :

Fi~Fy = m(F — 1) =m(Fz). (vgl. dazu die Bem. nach 12.7).

12.15 Definition

x € F heifit Doppelpunkt, wenn fiir jede durch x gehende Gerade G von P entweder G C F
oder GNF = {x} gilt.

Beispiel :

(i) keine, (ii) Doppelpunkte haben zo = 0, (iii) ganz F.

12.16 Hilfssatz

Die Menge D(F) aller Doppelpunkte von F ist Unterraum von P. z mit { € D(F) <
¢ M = 0. Wir setzen d(F) := dim, D(F).

Beweis :

(i) Sei x mit §”M =0, y € F mit . Speziell: x € F. X\, p€ K : (A§+pun)"" M(N+pn) =
0, d.h. alle Punkte der Geraden durch { und 7 liegen in F = x € D(F).
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(i)

(iii)

reDF)=zecF. N\ peckK,ycPmitny:

A+ ) "M+ pm) = A€ Mn) + 0" ME) + p?n'"Mn
2)\H(§t7‘Mﬂ)‘u2ﬂt’r’Mﬂ

nEF=0=2:l"Mn VA peK=£"Mnp=0.
(linke Seite = 0, da Gerade durch z,y in F enthalten.

n ¢ F = linke Seite verschwindet nur fir p = 0;

(wére §”MQ # 0, so existiert auch fiir M = 1 passendes A mit 2Au(£"" Mn)+p?n'"Mn =
0).

Also: {"Mn=0 VyeP=¢"M=0.

€M = 0 definiert Unterraum von P.

Bemerkung :

(iii)

Zwei

I
= O
wllw)
o O
T T
holo)
2
%%
=

o B
&z
)

(Doppelpunkteigenschaft bleibt unter Projektivitit erhalten.)
Fi1~Fy = d(fl) = d(}—g)

12.17 Satz

Hyperflichen F;, F3 sind genau dann projektiv dquivalent, wenn m(F;) = m(F2) und

d(F1) = d(F>) gilt. Jede Hyperflache F ist zu 22 = ...+ 27 — 27, —... — 22 = 0 dquivalent,
wobei m(F)=n—(t+1)und d(F)=n—(r+1) gilt. (-1 <t<r<n, 2t+1>r).

Beweis :

(i)

(i)
(iii)

F sei durch symmetrische Matrix My bestimmt. Hierzu existiert eine orthogonale

Matrix S mit N := S~1MzS = diag (bo, .-, bs,bi11,---,br,0,...,0). Hierbei ist b; > 0

fir0 <i<t, b <Oflirby <i<b.undt+12>p—t. S orthogonal impliziert

S—1 = S dh.N = SMzS'". Die durch N bestehende Hyperfliche F ist daher

zu F projektiv Aquivalent. Mittels " := diag(1bd—'/2,...,1br17%/2,1,...1) ist N :=

S M 7S’ Diagonalmatrix der Gestalt diag (1,...,1,—1,...,—1,0,...,0) (=1 <t <
—_—— ——

t+1 t

r<n,t+1>r—t).Dabeiist t=r=—1fiir N=M =0.
NhatRanngrléd(]:):nf(rJrl).

E=&rp 0<i<r—t—1) 0=¢& 44 (0 <v <2t—r) definiert Unterraum U von
P der Dimension n — (4 4 1).

Setze Fip = {§ € K" €0 4.+ & = &y = & = 0},
UC]:tﬂ”undéeKT'H|§t+1:"~:£n:O}ZVmitdimpV:tundUﬁV:Q).
Es sei

W < Fi Unterraum = VNW =10
= dim,(VUW) <n.
= dimp,W =dim,(VNW) —dim,V <n+ (-1) — t.
= m(F)=n—(t+1).

m(F), d(F) < t,r
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Projektive Normalformen von Quadriken

n=2:

<

WWWNN O

6T
t

ypen
d(

F)
2
1
0
0
-1
-1

=
3

—_— O R O F NN W

Normalform-Gleichung

0=0

0= a2
0=a%— 23
0=a%+ 23
0=af+a?— 23
0=a3+ 2} + 23

Normalform-Gleichung

0=0
0= a2
0=a%— a2
0=a%+ 22
0=a%+ 2% — 23
0=a3+ 2} +23
0=2a%+a2?— 2323
0=a%+a2?+23 23
0=a%+ 2% + 2% — 22

Bezeichnung

proj. Ebene IP5(IR)
Doppelgerade
Geradenpaar
Doppelpunkt

nicht ausgeartete Kurve

0

Bezeichnung

P3(IR)
Doppelebene
Ebenenpaar
Doppelgerade
Kegel
Doppelpunkt

(Ringflache)nicht ausgeartete Fliche, die Geraden enthal
(Ovalflache)nicht ausgeartete Fliche, enthélt keine Gerac

0.

Projektive Geometrie
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Blatt 1
Aufgabe 1
Sei f = at® + bt + ¢ € R[t] mit deg (f) = 2. Zeige:
f irreduzibel <= b* — 4ac < 0.

Aufgabe 2
Zerlege f =t* — 1 € K|[t] in Primfaktoren fix K = R, C, Z /2%, % /3%, 7/57L, 7/ TZL.

Aufgabe 3
Sei
0 0 —4
—2 2 0 ].
1 -1 -2
(i) Bestimme sédmtliche Eigenwerte von A.

(ii) Bestimme m := max {k| A* # 0}.

Aufgabe 4

Sei K = Q oder K = %Z/2%Z und A = < _} } ) Finde ein f € K[t] minimalen Grades mit
f(A)=0.

Aufgabe 5

Sei K ein Korper und )\ € K. Zeige, dafl A := ( f\) )1\

) nicht diagonalisierbar ist.

Aufgabe 6

Man berechne ggT (f, g) von folgenden Polynomen.
(i) f=t2—-1,g=t—-1
() f=t3+t—-1,g=t2+1

(iil) f=t"+3—t2+1, g=t3—1>+2
) [

(iv) f=t"+1, g=t+1, fir n e IN.

Blatt 2

Aufgabe 1

Sei K ein Korper und V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum. Sei 7 € End (V') eine Projektion,

also 72 = .

(1) Zeige, daBl V die direkte Summe der m-invarianten Unterrdume V; := Kern (7) und V3 :=
Bild () ist.

(ii) Bestimme das Minimalpolynom von 7.

(iii) Bestimme das charakteristische Polynom in Abhéngigkeit von r := Rang (7).
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Aufgabe 2
Sei K ein Korper, f = t3 4+ ast? + a1t + o € K[t] und
0 0 —Q
A= 1 0 — Q7
0 1 —Q

(i) Berechne das charakteristische Polynom f4 und zeige fa(A) = 0.

(ii) Bestimme das Minimalpolynom von A.

Aufgabe 3
Sei K =R oder € und
0 1 1 0
—1 0 0 2
A= -1 00 -2
0o -2 2 0

Berechne f4, alle Eigenwerte von A in K und m 4.

Aufgabe 4

Sei K =Q, C, /2% oder 7Z/3%Z und X € K\{0}. Finde fiir A := (

= >

1 . .
i\ ) alle A-invarianten
Unterrdume von K?2.

Aufgabe 5

Sei V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und ¢ € End (V). Bezeichne A das Bild des
Einsetzungshomomorphismus ¢, : K[t] — End (V), also

A:={f(o)| f € K[t]} C End (V).
(i) Uberlege: A ist eine kommutative K-Algebra.
(ii) Zeige: m, ist irreduzibel < A ist ein Korper.

(iii) Bestimme dimg (A).

Blatt 3
Aufgabe 1

1 8 0
Sei K ein Korper, € K\{0} und A:={ B8 1 -3

0 g 1

(i) Bestimme das Minimalpolynom m 4.
(i) Zeige, daB K3 ein A-zyklischer Vektorraum ist und finde einen erzeugenden Vektor.

(iii) Finde reguldre Matrizen C, D mit

00 1 1 10
cl 10 -3 ]|]c'=4=D| 0 1 1 |D!
01 3 0 0 1

Aufgabe 2

Seien V, W K-Vektorrdume und ¢ € Hom (V, W). Sei dimg (W) =k + ! mit k, I € IN, und seien
v1,...,0; €V linear unabhéngig iiber Kern (), wi,...,w; € W linear unabhéngig tiber Bild (p).
Zeige: ¢ (v1),...,% (vg),w1,...,w; ist eine Basis von W.
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Aufgabe 3
Sei
-2 1 -3 -1
-1 0 -2 -1
A= 2 0 3 2
2 0 3 1

Bestimme jeweils iiber @ und iiber IR:
(i) Das Minimalpolynom von A und seine Zerlegung in Primpolynome.

(ii) Eine 1. Normalform von A.

Aufgabe 4
Sei

c ]R4><4

|

—_

I

—_
S W o
W o O

(i) Zeige: ma = p* mit einem Primpolynom p € IR[t]. Bestimme p und k.

(ii) Finde jeweils ein v; € Kern (p?(A)), v; linear unabhingig iiber Kern (p’~1(4)) fiir j =

1,... k.
(iii) Ergénze vy, ..., v, durch geeignete Vektoren vgy1,...,vs zu einer Basis von R*, so daB der
VON Vk41, ..., 04 erzeugte Unterraum A-invariant ist.
Aufgabe 5

Sei K ein Korper und n € IN, n > 2. Fiir 0 < k <n — 1 sei N die n X n-Matrix

n—k
Nk = ZEj7k+j und Nk :Ofuran
j=1

0 010

C e . . 0 0 01

Zum Beispiel fiir n = 4 und k = 2 die Matrix Ny := 000 0
0 0 0O

(i) Berechne Ny, - N; fiir k, s € IN.
(ii) Bestimme das Minimalpolynom von Nj.

(iii) Sei 0 < k < n. Finde Ny-zyklischen Unterraum von K™ mit K™ = Kern (N) + U (direkte
Summe) und gib einen erzeugenden Vektor fir U an.

Bemerkung zur Notation insbesondere in den Aufgabe 1, 4 und 5.

Ist A eine n x n-Matrix A = (a;;)i=1,...» mit Eintrégen im Kérper K, so wird stillschweigend

angenommen: I

A definert einen Endomorphismus, etwa o € End (K™), so dafl A die a zugeordnete Matrix bzgl. der
0

kanonischen Basis eq,...,e,, €; := 1 |—i, von K™ ist. Also
0

n
a(ej) = Z Q5 €.
i=1
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Blatt 4

Aufgabe 1

Sei 0 # v € IR® und ¢ € End (IR*) eine Drehung um den Winkel a. Bestimme die 2. Normalform
von ¢ iiber IR und iiber C.

Aufgabe 2
n—1 )
Sei f =1t" +Zait’ € K[t] und
i=0
0 . 0 —
1 N 0 —Qq
0 1 0 0 —as
A =
0 ... 0 1 0 —oap_2
0 oo oo 0 1 —any

(i) Gib das charakteristische Polynom und das Minimalpolynom von Ay an.

(ii) Sei p € K[t] normiert und irreduzibel vom Grad k. Fiir ein [ € IN sei f = p!. Bestimme die
2. Normalform von Ay.

Aufgabe 3

Sei V ein K-Vektroraum mit dimg (V) < oo und o € End (V). Beweise die Aquivalenz der beiden
Aussagen:

(i) Es gibt eine Basis von V, so dafl die zugehérige Matrix A, eine obere Dreiecksmatrix ist.
(ii) Das Minimalpolynom von o zerfallt tiber K in Linearfaktoren.

Sei id # o € End (V) mit o* = id. Untersuche in den Fillen K = Q, C, Z/27, % /37, 7 /57
und K = 7Z/77L ob o trigonalisierbar ist.

Aufgabe 4
Sei K =Q, C, Z/57 oder K = 7Z/77 und

|
—_ == O

1 1
0 -1
0 0
0 0

w N O

(i) Fiir welche K ist ma = p' mit einem Primpolynom p € K[t]?

Berechne in diesen Fallen p, [ und die 2. Normalform von A.

(ii) Berechne in den anderen Fillen die Jordansche Normalform von A.

Aufgabe 5

Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und ¢ € End (V) mit Minimalpolynom m, = p'.
Dabei sei p € K|[t] ein Primpolynom vom Grad k. Beweise, daf§ fiir die Funktion () aus dem
Satz iiber die 2. Normalform gilt:

1
k Z r(s) = dimg Kern (p(0)") — dimg Kern (p(c)* 1)

s=p
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Blatt 5
Aufgabe 1
Sei € € und
w—1 0 1
A= -2 p+1 -2 e ¢33,

-1 1 w—1
(i) Berechne die Jordansche Normalform J4 von A.

(i) Finde eine regulire 3 x 3-Matrix D, mit D™'AD = J,.

Aufgabe 2
Bestimme die Jordansche Normalform von
3 3 1 3 1
s l§ -8 -8 8
0 10 0 0
_ 1 1 1 101 5x5
_1 3 _1 11
8 8 8 8 8
1 1 1 11
i 23 1 i og

Aufgabe 3

Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und o € End (V). Beziiglich einer geeigneten Basis
von V sei die zugehorige Matrix J, in Jordanscher Normalform. Bezeichne mit D, den diagonalen
Anteil von J,. Zeige, daf} fiir A € K\{0} gilt:

Ine =X Do+ (Jo — D)
ist Jordansche Normalform von A - ¢ € End (V).

Aufgabe 4

Sei K ein Kérper, n € IN und V der Vektorraum der Polynome f € K[t] mit grad (f) < n.
Betrachte die Endomorphismen D, T' € End (V) mit

D: fr—f

also

n n—1

f= Zaktk — Z(k-i— 1) aps1 t* = D(f)

k=0 k=0

und
T: f— f(t+1)

also

f:Zaktk%»Zak (t+1)* = T(f).
k=0 k=0

Bestimme das charakteristische Polynom, das Minimalpolynom und die Jordansche Normalform
von D und T. Setze zur Vereinfachung char (K) = 0 voraus.

Aufgabe 5

Sei V ein endlich dimensionaler C-Vektorraum und o € End (V). Beweise:

V ist o-zyklisch <= f, = m,.
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Blatt 6
Aufgabe 1

Sei K ein Korper. Betrachte die Aquivalenzrelation auf K>
A~ B (A shnlich B) <= esgibt T € Gl,(K) mit T"'AT = B.

Seien A, € K und k, [ € NU{0} mit k+ 1 = 5. Bestimme die Anzahl der Aquivalenzklassen von
Matrizen A € K°*® mit vorgegebenen charakteristischem Polynom fa = (t — \)¥ - (t — pu)! € K[t].

Aufgabe 2

T
)

a=(50) (3 =)

(if) Sei A € IR?>*? mit charakteristischem Polynom f4 = t2 + 2pt + ¢ und p? — ¢ < 0.

(i) Seien z, y € Rund A := (
und tber C. Zeige

_i > Bestimme m 4 und die Normalform von A iiber IR

mit geeigneten d, o € R.

(a) Bestimme die Normalform von A iiber IR und {iber C.
(b) Zeige: Es gibt eindeutig durch A bestimmte x, y € R und ein 7' € Glp(IR) mit det (T') >

0 und
TYAT = ( Ty )
y oo
Aufgabe 3

Sei K ein Korper, n, m € [IN und V := K"*™ W := K"™*" Zeige:
B:VxW-—K mit Spur(AB)
ist eine Bilinearform des Raumpaares (V, W). Mit B wird (V, W) zum dualen Raumpaar.

Aufgabe 4

Sei K ein Korper, B € K™*" und V := K.
4l

Ist z := T; € K™ ein Spaltenvektor, so bezeichne z' den Zeilenvektor

T
% = (x1,...,%;,...7,). Betrachte die Bilinearform

b: VxV—K mit bz,y):=z"By.
Zeige, daf} die folgenden Aussagen dquivalent sind.
(i) b(z,y)=0firallexz e V = y=0.
(ii) det (B) # 0.

Blatt 7

Aufgabe 1

Sei K ein Korper und F' := {(b;)ien, | b; € K} der K-Vektorraum der Folgen in K. Definiere
® : F — Homg (K[t], K) vermoge

O ((bi)iew,) (f) == Y a; b fiir jedes f = a;t/ € K[t].

Jj=0 Jj=0

Zeige, dal @ ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen ist.
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Aufgabe 2

Sei K ein Kérper und V := K"*! = K™ und W := K'*". Definiere eine Bilinearform b : WxV —
K durch

Y1
: n
bl (T1,-- s Tiyeosxn), | v ::inyi.
: i=1
Yn

(i) Zeige: ¢ : W — Hompg(V, K) mit (pw)v := b(w,v) fir w € W und v € V ist ein
Isomorphismus.

(ii) Sei n =4 und K = IR und vy, ve, v3, v4 die folgende Basis von V:

1 1 1 0
|1 | o |1 10
Ul - 0 b 'U2 - 1 ’ U3 - O I U4 L 1
0 0 1 1
Bestimme die beziiglich b duale Basis in W.
Aufgabe 3
Sei
0 1 1 1 1
L 1 0 2 1 =2 4x5
A= 11 10 3| CcR
-1 2 01 4

und a € Hom (IR®, R*) der zugeordnete Homomorphismus beziiglich der kanonischen Basen von
R® und R, Sei a* die duale Abbildung. Finde jeweils eine Basis von

Kern (@*), (Kern(a*))t, Bild(a)

und
Bild (o*), (Bild(a*))*, Kern(a).

Aufgabe 4

Betrachte V = IR" mit dem eudlidischen ”Standart-" Skalarprodukt. Sei A € IR™*™ symmetrisch,
A ein Eigenwert von A mit zugehérigem Eigenraum W)y und b € V. Zeige:

Es gibt ein v € V mit Av =b+ v <= be Wi.

Blatt 8

Aufgabe 1
Sei

c R4X4

i e

wWw o W

o oo O N
|

N CO W

1

Verwende das Cholesky Verfahren und
(i) zeige A ist positiv definit;
(ii) zerlege A in A = R™ R mit einer oberen Dreiecksmatrix R;

(iii) finde alle z € Z* mit 2" Az < 3. Gib deren genau Anzahl an.
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Aufgabe 2
Sei K ein Korper und A = (a; ;) i=1.2.3 € K3*3 symmetrisch mit a; 1 # 0 und det ( Zl’l 21’2 ) #
§=12,3 2,1 (22
0.
(i) Zeige: Es gibt eine Diagonalmatrix D € K3*3 und eine obere Dreicksmatrix P € K3*3 mit
1 00
Diag(P)=1I3=1] 0 1 0 ],sodaB A= P"DP ist.

0 0 1

(ii) Sei K =R und A wie oben. Zeige, dafl A genau dann positiv definit sit, wenn a; 1,

det ( a1 a2 > und det (A) positiv sind.

az1 Q22
Aufgabe 3
Sei
1 2 -1 3
- 2 3 -3 7 4x4
A=1_1 3 o9 o | €l
3 7 2 16

Finde eine Diagonalmatrix D € Q*** und eine obere Dreiecksmatrix P € Q*** mit Diagonale
Diag (P) = I4, so dal A= P"DP ist.

Aufgabe 4

Seien Vi, Vo, V3, U, W K-Vektorrdume, b : Vi x Vo — U und b: U x V3 — W bilinear. Zeige:
m : Vi x Vo x V3 — W, definiert durch m(vy, va, v3) := b(b(v1, v2), vs) fiir alle v; € V;, i = 1,2, 3,
ist multilinear.

Bemerkung zur Bezeichnung in den Aufgabe 2 und 3.
Ist A= (aj;)i=1..n. € K™*", soist die Diagonale von A definiert durch

1,...,m

. . 0 fiir i # 5
Dlag (A) = (biyj) i'ii ..... n mit bi’j = { i fiir 4 :j .

Blatt 9

Aufgabe 1

Fiir z € C sei v;(2) := {ZE ﬁzizi(l) Ist ne Nund o : {1,...,n} — {0, 1} eine Abbildung, so
definiere
p: Cx...xC—C
—_———

n
¢ (Zla R Z’n) = H fYa(J)(ZJ)
j=1

Fasse C =: V als IR-Vektorraum auf und zeige: ¢ : V x ... x V — V ist multilinear.
—_——

n

Aufgabe 2
Seien U, V, W K-Vektorraume und sei

R={v@w|veVund we W} CV g W.
Zeige: Ist f : R — U eine Abbildung mit

(1) f((r1+v2)®(w1+ws)) = fv1@w1)+ fv2@w1)+ f(v1 @wa)+ f(v2 @wo) fiir alle vy, v3 € V
und wy, wy € W,

(i) f((Av) @ (pw))=Apfv@w) firalle \, u€ K, veV und w € W,

so gibt es genau eine lineare Abbildung f : Veog W — U mit f|R = f.
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Aufgabe 3

Beweise den Hilfssatz (10.8) aus der Vorlesung.

Aufgabe 4

Sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Finde einen Isomorphismus zwischen V ®x K und
V.

Aufgabe 5

Sei K = Z/27 oder K = /37, V := K? und W := K3. Bestimme dimg(V ®x W) und die
Anzahl der Elemente von V @ W.

Aufgabe 6
Sei eq,...,e, die kanonische Basis von IR",
) ! :
vy = ( 0 ) eR? wvy:=1| 0 eR® und wvy:= 3 e R™.
3 0

Schreibe v, ® v; fiir £ <[ als Linearkombination von Tensoren der Form e; ® e;. Verfahre ebenso
mit 11 ® V2 ® v3.

Blatt 10
Aufgabe 1
Sei K ein Kérper, V := K2 und «, 8 € End (V).

(i) Finde eine Matrixdarstellung von T'(«, ) € End (V ®x V) etwa speziell fiir K = IR und

(1 =2 A 102
(2 3) (1)

(ii) Berechne allgemein Spur (T'(a, 3)).
Aufgabe 2
Sei K ein Korper mit char (K) # 2, V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und

YV: Vg V-—>VegV mit @y =yez firale z,yeV

die Vertauschungsabbildung aus Hilfssatz 10.8. Definiere
S:={2eVeg V|yY() ==z}

und
A={zcVeg VI|Y(z)=—z}

(i) Zeige: V @x V =8+ A (direkte Summe).

(ii) Sei eq,...,e, eine Basis von V. Gib jeweils eine Basis von S und von A an. Bestimme
dimg A und dimg S.

(iii) Zeige: Ist W ein K-Vektorraum und ¢ : V x V — W bilinear mit ¢ (z, y) = ¢ (y, =) fiir alle
x,y € V, so gibt es genau eine lineare Abbildung

e Homp(V@g ViW) mit ¢(z@y+yRa)=2¢(x,y) firale z,yecV.
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Aufgabe 3

Seien V, \7, w, W Vektorriume beliebiger Dimension iiber dem Koérper K und a € HomK(V; V),
B € Homg (W; W). Zeige:

(i) o und § surjektiv = T(a, 3) € Hom x(V ®x W;V ek W) ist surjektiv.

(ii) ¥ : Homg(V ®x W; K) — Homg (V, W; K) mit (¥ h) (v, w) := h(v ® w) fir alle v €
V, w € W ist ein Isomorphismus.

(iii) a injektiv = (T(a, id))* : Homg(V @k W; K) — Homg(V @k W; K) ist surjektiv.
(iv) « und 3 injektiv & T(a, ) € Homg (V @ W;V ek W) ist injektiv.
Aufgabe 4

Seien V, W Vektorraume beliebiger Dimension iiber dem Korper K.

(i) Verwende Korollar (10.12) und Aufgabe 3 (iv), um zu zeigen:

Sind vy, ..., v, linear unabhéngig in V und wy, ..., w,, linear unabhéngig in W, so ist {v; ®
w;|1<i<mn,1<j<m} linear unabhéingig in V @x W.

(ii) Sei J eine Indexmenge und (w;);cs eine Basis von W.

Zeige: Jedes Element x € V ® g W besitzt eine eindeutige Darstellung der Form

T = Z v; ®w; mit v; € V und nur endlich viele v; # 0.
jeJ

Blatt 11

Aufgabe 1

Seien V := IR"™ und W := IR™ mit der kanonischen Basis eq,...,e, bezichungsweise eq, ..., e,
versehen. Seie : V x W — V @r W die bilineare Abbildung ¢ (z, y) = z @ y fiir alle x € V und
yeW.

(1) Zeige: Sind n, m > 2, so ist e; ® ez + e2 ® e1 ¢ Bild (¢).
(ii) Zeige: f surjektiv < n =1 oder m = 1.
Aufgabe 2
Sei V := R" und B € R™" schiefsymmetrisch, das heifit BY = —B.

(i) Zeige,daBb : V xV — IR mit b(z, y) := 2" By fir z, y € V eine alternierende Bilinearform
ist.

(i) Zeige: Ist W < V mit b(z, y) = 0 fiir alle z, y € W, so ist W < W+.
Folgere induktiv: Es gibt einen Unterraum W von V mit W = W=,

(iii) Sei det B # 0, W <V mit W = W=. Beweise oder widerlege: dimp W = %.

Aufgabe 3

Sei K ein Korper mit char (K) # 2, V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und A der Unter-
raum von V ®p V aus Aufgabe 10.2. Finde einen "natiirlichen” Isomorphismus A = Ay(V).
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Aufgabe 4
Seien V, W Vektorraume iiber dem Koérper K und « € Homg (V; W).

(i) Uberlege: Vermoge Ag(vin ... avp) i= (@v1)a ... »(awvy) fiir vy,...,vp € V wird eine K-
lineare Abbildung A; € Hompg (Ax(V); Ax(W)) definiert. (A; héngt natiirlich von « ab.
Schreibweise: A = Ag(«).)

(i) SeiV =R* W =R>*und k € {1, 2, 3, 4}. Bestimme die zu A\ () gehorige Matrix beziiglich
der kanonischen Basen von Ai(IR"), n = 3, 4 fiir

N

-1 0 1 -2
2 -1 0 2

(07

(iii) Zeige: Ist V=W, dim (V) =n und o € End (V), so ist A, (a) = (det ) -idja, (v

Aufgabe 5

Sei V := R" und 0 # f € Homp(A,(V); K). Zeige, daB fiir zwei Basen By = (vy,...,v,) und
By = (wy,...,wy,) von V dquivalent sind:

(i) By und Bs sind gleich orientiert.

(ii) Es gibt ein 6 € R, § > 0, mit f(v1n ... avp) =3 flwra ... cwy).
Aufgabe 6
Sei o € End (IR?). Zeige, da fiir alle v, w € IR? gilt:

(i) o(v) X o (w) =det 00 (v x w), falls 0 € O3(IR).

(i) o (v xw) =0 (v) xw+v X o (w), falls o = —0.
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B.1 Klausur

Aufgabe 1 (10P)

Sei
1420 0 1—i
A= i—-1 i 24i | e®*3.
2 0 —i

(a) (5P) Berechnen Sie die Jordansche Normalform J4 von A.

(b) (5P) Finden Sie eine reguliire 3 x 3-Matrix D mit D"1AD = J4.

Aufgabe 2 (8P)
Sei

c Q5X5~

h

|
cocococo
cocoococo
coo o~
coor~o
cor oo

(a) (3P) Berechnen Sie das charakteristische Polynom und das Minimalpolynom von A.

(b) (5P) Bestimmen Sie die Jordansche Normalform von A, und geben Sie eine Jordanbasis an.

Aufgabe 3 (16P)
Sei K =Q, K =C oder K = 7 /117 und

2 2 -2 -4

. -1 -2 2 2 Axd
A= _9 4 9 9 e K**°.

2 2 -1 =2

(a) (3P) Berechnen Sie das Minimalpolynom m4 von A.

(b) (6P) Sei K = Q. Berechnen Sie die 2. Normalform N4 von A und eine reguliare Matrix
T e QY mit T7YAT = Nj4.

(¢) (5P) Sei K = C. Berechnen Sie die Jordansche Normalform J4 von A und eine regulire
Matrix S € C*** mit S7TAS = J,.

(d) (2P) Sei K = 7Z/117L. Berechnen Sie die Jordansche Normalform J4 von A.

Aufgabe 4 (8P)

Bestimmen Sie die 2. oder, falls méglich, die Jordansche Normalform von Matrizen A € K™*"
mit vorgegebenem charakteristischem Polynom und vorgegebenem Minimalpolynom. Und zwar in
folgenden Fallen:

(a) (3P) K=TRoder K=Cund my = fa = (t2+1)(t? - 2),

(b) (5P) K =Q, K = C oder K = Z)7%Z, fa = (t>?+3)(t —1)(#* =3t +2) und m4 =
(t2 +3) (2 — 3t + 2).
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Aufgabe 5 (10P)
Sei n € IN und V der Vektorraum der reellen Polynome f € R[¢] mit grad (f) < n,

Vi={f e R[t]| grad f <n}.
Betrachte den Endomorphismus o € End (V') mit

n n—1 n
o <Zaktk> = Z(k—I—l) ayp tFH! (fﬁrZaktk € V> )
k=0

k=0 k=0

(a) (5P) Bestimmen Sie o (t*) fiir k = 0,...,n, das charakteristische Polynom und das Mini-
malpolynom von o.

(b) (5P) Finden Sie die Jordansche Normalform von ¢ und eine Jordanbasis.

Aufgabe 6 (7P)

Sein €N, V:=R"und || || : R" — IR die Euklidische Norm. Sei 4 € R"*" mit A" A = AA".
Beweisen Sie:

(a) (3P) Fir alle v e V gilt |Av|| = || A% v,
(b) (2P) Kern (A) = Kern (4A™).
(c) (2P) Bild (A) = Bild (A™).

Aufgabe 7 (11P)

Sei
4 —4 8 —12

I R ST T s
A= 8§ 11 21 -32 | €RT

—12 18 =32 o1

(a) (6P) Zerlegen Sie A in A = R R mit einer oberen Dreiecksmatrix R.
(b) (5P) Finden Sie alle z € Z* mit 2" Az < 2.

Aufgabe 8 (10P)

Seien V und W endlich dimensionale Vektorrdume iiber dem Korper K. Sei a € End (V) und
B € End (W).

(a) (4P) Zeigen Sie: Ist A € K Eigenwert von a und p € K Eigenwert von 3, so ist A+ p € K
Eigenwert von T(«, 8) € End (V @ W).

(b) (3P) Zeigen Sie: Sind « und g diagonalisierbar, so ist T'(«, ) diagonalisierbar.

() (3P) Sei K = €, V = W = €% und a € End(C?). Bestimmen Sie die Jordansche
Normalform von v := T'(a, «) in Abhéngigkeit von J,,.

Aufgabe 9 (10P)

Sei B = (eq, eg, e3) die Standardbasis von IR?, || || : IR® — IR die Euklidische Norm und x das
iibliche Kreuzprodukt. Zeigen Sie, da8 fiir alle v, w € IR? gilt:

(a) (6P) vawa(vxw)=|vxw|? e resnesin Ag(IR?).

(b) (4P) Sind v und w linear unabhéngig, so ist B’ := (v, w, (v X w)) eine positiv orientierte
Basis von IR.
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Aufgabe 10 (10P)
Sei @ die Quadrik in IR"™, die durch folgende Gleichung gegeben ist:

1
. n—1
_ 2 2 _
r=| =z €EQR <= x; —z, =0.
. i=1
Tn

Zeigen Sie, daf jede Gerade in IR", die ganz in @ verlauft, durch den Ursprung geht.
(Tip: x, y € R" linear abhingig < (z, y)? = ||z - ||ly||?, Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
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B.2 Nachklausur

Aufgabe 1 (8P)
Sei

c Q5><5-

N

|
o= O O O
o O o oo
_ o O OO
SO OO
SO R OO

(a) (5P) Bestimmen Sie die Jordansche Normalform von A, und geben Sie eine Jordanbasis an.

(a) (3P) Berechnen Sie das Minimalpolynom und das charakteristische Polynom von A.

Aufgabe 2 (10P)

Sei
2% 1 -3
A= 2 —i =2 e ¢33,
i1 —2i

(a) (5P) Berechnen Sie die Jordansche Normalform J4 und das Minimalpolynom m 4 von A.

(b) (5P) Finden Sie eine regulire 3 x 3-Matrix D mit D"1AD = Jy.

Aufgabe 3 (16P)
Sei K=Q, K=C, K=7/77Z oder K = 72/137 und
1 2 -1 4
-1 -1 2 -3
-2 2 2 4
1 4 =2 6

A= e K44,

(a) (3P) Zeigen Sie, dafl 3 ein Eigenwert von A ist, und berechnen Sie das Minimalpolynom
my und das charakteristische Polynom von A.

(b) (6P) Sei K = Q. Berechnen Sie die 2. Normalform N4 von A und eine reguldre Matrix
TeQP mit T-'AT = Ny4.

(¢) (5P) Sei K = C. Berechnen Sie die Jordansche Normalform J4 von A und eine regulire
Matrix S € C*** mit S7TAS = J,.

(d) (2P) Sei K = 7ZL/77L oder K = 74/137L. Berechnen Sie die 2. Normalform oder, falls
moglich, die Jordansche Normalform von A.

Aufgabe 4 (10P)

Sei n € IN und V der Vektorraum der reellen Polynome vom Grad kleiner oder gleich n.
V= {f € R[] | deg(f) < n}.
Betrachte den Endomorphismus ¢ € End (V') mit

o (Z ag tk> = Z(kak + ap_1)t* (fﬁrZak th e V) .
k=0

k=1 k=0

(a) (4P) Geben Sie o (t*) fiir k = 0,...,n an. Bestimmen Sie das charakteristische Polynom
von o (zerlegt in Linearfaktoren).

(b) (2P) Bestimmen Sie das Minimalpolynom und eine Jordansche Normalform von o.

(¢) (4P) Finden Sie eine zugehorige Jordanbasis.
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Aufgabe 5 (7P)

Seine N, V:=R"und || || : R" — IR die Euklidische Norm. Sei A € IR"*" mit A" A = AA",
Beweisen Sie:

(a) (1P) Fiir alle v € V gilt ||Av|| = || A% v].
(b) (3P) Bild (A) = Bild (A™).
(c) (3P) V ist die direkte Summe V = Kern (A) + Bild (A).

Aufgabe 6 (12P)

Sei
3 3 -6 9
3 5 -4 5
-6 —4 15 -21
9 5 =21 36

(a) (6P) Zerlegen Sie A in A = R"™ R mit einer oberen Dreiecksmatrix R.
(b) (1P) Zeigen Sie: A ist nicht positiv definit.
(c) (5P) Finden Sie alle z € Z* mit 2" Az = 3.

Aufgabe 7 (10P)

Seien V' und W endlich dimensionale Vektorrdume iiber dem Korper K. Sei o € End (V) und
B € End (W).

(a) (3P) Zeigen Sie: Ist « nilpotent, so ist auch T'(a, 8) € End (V ® x W) nilpotent.
(b) (2P) Zeigen Sie: T'(«r, B) nilpotent = « nilpotent oder ( nilpotent.
(c) (5P) Zeigen Sie, daf fiir den Grad des Minimalpolynoms von T'(«, 3) gilt:

deg (mr(qa,p)) > min {deg (my), deg (mg)}.

Aufgabe 8 (10P)
Sei V' ein Vektorraum iiber dem Koérper K und vy, v, vz eine Basis von V.
(a) (4P) Seien a, 8, v € K. Schreibe
x = (aw1 — v3) A (Bv1 + yv2) € Ag(V)
als eine Linearkombination der kanonischen Basisvektoren von Ag (V).

(b) (6P) Zeige: Ist € Ao(V') beliebig, dann gibt es Vektoren v, w € V mit = v A w.

Aufgabe 9 (7P)
Sei Q die Quadrik in R?

X
Q= {( y ) eR? y2+2xy—2(x+y)+z=1}.
z

Berechnen Sie die Hauptachsenform (Normalform) von Q.
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Aufgabe 10 (10P)
Sei n > 3 und @ die Quadrik in IR", die durch folgende Gleichung gegeben ist:

1
. n—1
_ 2 _ 2
r=| =z €EQR <= x;=14z,.
. i=1
Tn

(a) (2P) Finden Sie eine Gerade, die ganz in @ verlduft.
(b) (2P) Seixz € @, y € IR™ und G die Gerade

G:={r+ty|teR}.

n—1

Zeigen Sie: G CQ = Yy =yp.

i=1

(c) (6P) Sei U ein affiner Unterraum von IR™ mit dimU > 1, der ganz in @ enthalten ist.
Zeigen Sie, dafl U eine Gerade ist.
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Symbolverzeichnis

nicht a, Gegenteil von a

a oder b

a und b

a und b sind gleichwertig bzw. aquivalent.
Aus a folgt b.

a ist definiert durch b.

a ist genau gleich b.

V' ist isomorph zu K.

binédre Verkniipfung, skalare Multiplikation oder Komposition
fiir alle

Es exisiert.

Es exisiert eindeutig (auch: 3!).

a teilt b, d.h. ¢ : b=ac.

a ist dquivalent zu b. ~ heifit Aquivalenzrelation.
Relation zwischen a und b (auch: aRb)

zu a konjungiert komplexe Zahl

Realteil der komplexe Zahl z

Imaginarteil der komplexe Zahl z

Absolutbetrag von a

a modulo b

Fakultat von a, d.h.al=1-...-a

grofiter gemeinsame Teiler von a und b ist c.
kleinstes gemeinsame Vielfache von a und b ist c.
1 Lfiri=j

Kronecker-Symbol, §;; = { 0 fiir i # j

Produkt iiber alle a;’s, d.h. Hai =ai-...-ap
i=1

n
Summe iiber alle a;’s, d.h. Z a;=ay+...+ay,
i=1

Menge der natiirlichen Zahlen

Menge der ganzen Zahlen

Korper der rationalen Zahlen

Korper der reellen Zahlen

Korper der komplexen Zahlen

Korper der reellen oder komplexen Zahlen

Menge aller Primzahlen, d.h. IP = {x € Z~"| 2 nur durch 1 und sich selbst
teilbar}

Restklassenring, fir m € IP Korper (Z/mZ = TF,,)
Ring mit {IF,,, = m Elementen, fiir m € IP Korper (IF,, & Z/m7)

leere Menge
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reA
xé¢ A
tA

ACB
ACB
A\B
P(A)
ANB
A
iel

AUB
AUB
U

iel

x ist in A, d.h.  gehort zur Menge A.

z nicht in A, d.h.  gehdrt nicht zur Menge A

Anzahl der Elemente von A

A ist echte Teilmenge von B, d.h. AC B und A # B

A ist Teilmenge von B, d.h.x € A = x € B.

Differenz von Mengen, d.h. A\B := {z € A|x ¢ B}

Potenzmenge von A

Durchschnitt von Mengen, dh. ANB:={zx|x€ ANz € B}

Durchschnitt aller A;’s mit i € I, dh. () A; = {z|z € A;, Vi € I}

iel

Vereinigung von Mengen, d.h. AUB :={z|z € AV z € B}

disjunkte Vereinigung, d.h. AN B =

Vereinigung aller A;’s mit ¢ € I, d.h. U Ai={z|Fiel:xzecA}
iel

bezeichnet die Einheitsmatrix im K™*"
Matrix A mit Komponenten o
transponierte Matrix zu A

inverse Matrix zu A

konjungierte Matrix zu A

Abbildung ¢* zugeordnete Matrix mit A* = A"

Rang der Matrix A

Spur der Matrix A

Determinante der Matrix A

bezeichnet die Diagonalelemente einer Matrix

Jordan Normalform von A

bezeichnet die i-te Spalte der Matrix A

bezeichnet die i-te Zeile der Matrix A

vertaucht entweder zwei Zeilen oder zwei Spalten
addiert das a-fache einer Zeile/Spalte auf eine Zeile/Spalte
verdndert das Vorzeichen einer Zeile oder Spalte

In der Spalte j und Zeile ¢ steht eine 1, sonst Nullen.
Gruppe der orthogonalen n x n-Matrizen

Gruppe der eigentlich orthogonalen n x n-Matrizen
Gruppe der unitdren n x n-Matrizen

Gruppe der invertierbaren (reguléren) n x n-Matrizen

Nullvektor

Vektor

Einheitsvektoren (positiv orientiert), kanonische Basis des IK"
Norm von x

Bilinearform z und Y

Abstand von z und y

z ist orthogonal zu y.

Dimension der Vektorraums V'

Lineare Hiille

direkte Summe zweier Untervekorraume U; und Us

direkte Summe zweier Untervektorraume U; und Us
Quotientenvektorraum von V' nach U bzw. V faktorisiert nach U
orthogonales Kompliment von U

dual Raum zu V
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v=][v
vew
T(p)

A (V)

V1A Uy

An
sign ()

p: VoW

ker ¢

rg

det ()
Hom (V, W)
End (V)
Aut (V)

Klt]
deg(f)
I(f)
fe

ox

(A, Va,T)
[M]
TV(p,q,7)
rllq

MN

C1(IR)
Coo(IR)

V ist direktes (kartesisches) Produkt der V;’s, d.h. V = H Vi=Vix...xV,.
i=1

Tensorprodukt von V und W

tensorielles Produkt, d.h. T(¢) = T'(¢1, ..., ¢r)

r-te auflere Potenz von V'

duBleres Produkt von v; und v,

Symmetrische Gruppe mit {S,, = n!
Alternierende Gruppe mit .4, = %‘
Signum (Vorzeichen) von x

identische Abbildung, leeres Produkt

Nullabbildung

Projektion

Einbettung

normiertes Minimalpolynom

 ist eine Abbildung von V nach W.

 eingeschankt auf M C V.

Umkehrabbildung der bijektiven Abbildung ¢

zu ¢ duale Abbildung

Komposition (Hintereinanderausfithrung) der Abbildungen v und ¢
Bild der Abbildung ¢

Kern der Abbildung ¢

Rang der Abbildung ¢

Determinante des Endomorphismus ¢

Homomorphismen (lineare Abbildungen) von V' nach W
Endomorphismen von V', d.h. End (V) = Hom (V, V) (Ring)
Automorphismen von V'

Polynomring in der Unbestimmen (Variable) ¢ iiber K
Grad des Polynoms f

Leitkoeffizient des Polynoms f

charakteristisches Polynom der Abbildung ¢

Ableitung von f nach x

affiner Raum

affine Hiille von M
Teilungsverhéltnis von p, g, r

p parallel zu ¢

Stecke von M nach N

Quadrik (Hyperfliche 2. Ordnung)

Vektorraum der differenzierbaren Funktionen

Vektorraum der beliebig oft differenzierbaren Funktionen
Funktionen, die eine Menge M in einen Korper K abbilden.
KM={f.: M— K}



Stichwortverzeichnis

1. Normalform, 11
2. Normalform, 21

Abbildung
affin, 80
dual, 38
Linearform, 51
multilinear, 51
r-fach linear, 51
Tensorprodukt, 64

dhnlich, 89
aulere Potenz, 65
affin

Abbildung, 80
abhangig, 83
Euklidisch —, 74
Gruppe, 86
Hiille, 74
Linearkombination, 81
Raum, 72
unabhéangig, 83
unitar —, 74
Unterraum, 72
Affinitét, 86
Kongruenz, 89
algebraisch abgeschlossen, 23
Algorithmus
Cholesky-Verfahren, 46
euklidischer, 1
Jordansche Normalform, 23
Konstruktion von m.(t), 9, 14
alternierend, 65
Anfangspunkt, 77

Basis

duale, 34
Begleitmatrix, 13
Bilinearform, 32

Cholesky-Verfahren, 45

Dilatation, 87

Dimension, 72

direkte Summe, 7, 48

direktes Produkt
Charakteristisierung, 48
Vektorraum, 47

Division mit Rest, 1

duale Basis, 34

dualer Satz, 33

duales Abbildungpaar, 38

duales Raumpaar, 32
Dualraum, 33

Ebene, 74, 90
Hyper—, 74
einbetten, 47
Einstein
Summationskonvention, 62
Ellipse, 96
erzeugender Vektor, 18
Euklidisch-affin, 74
euklidischer Algorithmus, 1
Eulerische Gerade, 93

Feuerbachkreis, 93

Geometrischer Klassifikationssatz, 100

Gerade, 74
Eulerische, 93
geT, 1
gleich orientiert, 69
Grad, 1
grofiter gemeinsamer Teiler, 1
Gruppe
affin, 86

Hamilton Cayley, 16
Hamilton-Cayley, 23
Hiille

affin, 74
Hyper

—ebene, 74

—flache

2. Ordung, 97

Hyperbel, 96

invariant, 6
Invarianten, 44
irreduzibel, 2
Isomorphismus, 80

Jordansche Normalform, 23

kartesisches Koordinatensystem, 78
Kegel
—mantel, 96
—schnitt, 96
Ellipse, 96
Hyperbel, 96
Parabel, 96
KgV, 3
Klassifikationssatz



138 Stichwortverzeichnis

Geometrischer —, 100 Parabel, 96
kleinste gemeinsame Vielfache, 3 parallel, 76
Korper Polynom
algebraisch abgeschlossen, 23 -ring, 1
Erweiterung, 61 charakteristisches, 23
Ober—, 61 Grad, 1
kollinear, 79 irreduzibel, 2
Kongruenz, 89 Leitkoeffizient, 1
Kontraktion, 63 Minimal-, 6, 23
kontravariante Tensoren, 61 normiert, 1
konvexe Menge, 42 Nullstelle, 1
Koordinaten Vielfachheit, 2
—system, 77 Prim-, 3
kartesisches, 78 Primpolynomzerlegung, 3
—transformation, 78 positiv
—vektor, 88 definit, 43
Kosinus, 74 orientiert, 69
kovarianter Tensor, 61 Potenz
Kreis auBere, 65, 68
Feuerbach—, 93 Primpolynom, 3
Kroneckerprodukt, 65 Primpolynomzerlegung, 3
Produkt
Leitkoeffizient, 1 direktes — Vektorraum, 47
linear tensorielles, 56
abhéngig Vektor-, 69, 70
tiber U —, 12 Projekton, 47
r-fach, 51 Punkt, 72
unabhéngig Anfangs—, 77
iber U —, 12
Linearform, 51 Quadrik, 97
Linearkombination geometrisch dquvalent, 98
affine, 81
Raum
Matrix affiner —, 72
Begleit—, 13 affiner Unter—, 72
Invarianten, 44 Dual-, 33
Normalform, 21 Verbindungs—, 74
positiv definit, 43 Raumpaar, 32
Signatur, 44 duales, 32
Menge isomorph, 38
konvex, 42 Ring
Minimalpolynom, 6 —homomorphismus, 4
multilineare Abbildung, 51 Polynom—, 1
Normalform Signatur, 44
1., 11 skalares Produkt, 32
2,21 Spezialisierung, 1
Jordansche, 23 Summationskonvention, 62
Algorithmus, 23 Sylvestersches Trégheitsgesetz, 44
Was ist eine — 7, 31
normiert, 1 Teilverhaltnis, 79
Nullstelle, 1 Tensor
Vielfachheit, 2 — der Stufe (p, ), 61
Kontraktion, 63
Oberkorper, 61 kontravariante, 61
orientiert kovariante, 61
gleich, 69 Multiplikation, 62
positiv, 69 Produkt, 62
orthogonal, 35 Abbildung, 64

Kompliment, 35 Rechenregeln, 63
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Produktformel, 63

tensorielles Produkt, 56

Verjiingung, 63
Translation, 86, 88

—Vektor, 86

unitar-affin, 74

Unterraum
invarianter, 6
zyklisch, 18

Ursprung, 72, 77

Vektor
erzeugender, 18
Koordinaten—, 88
—produkt, 69, 70
—raum
direkte Summe, 7
direktes Produkt, 47
einbetten, 47
Projektion, 47
Translations—, 86
Verbindungsraum, 74
Verjiingung, 63

Winkelhalbierende, 92

zyklisch, 18






