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CHAPTER 6

Kurven

6.1. Einfilhrende Beispiele

Der Einheitskreis im IR? hat die rationale Parametrisierung:

2t -1
‘R — R?: ¢ — .
4 H<1t2+1’1t2+1>

Sie liefert 2 4+ y* = 1 ohne (0, 1).

Die Neilsche Parabel: 2° — 42 =0, ¢ : R — R? : t ~ (t2,%) hat
Singularitat in (0, 0).

t

Newtonscher Knoten y? = z%(z + 1) hat die Parametrisierung ¢ :
R — R*: t (2 —1,t—1%).
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AT,

»331

Cartesisches Blatt : 2® + y3 — 3zy = 0

Blatt.png
Affin - algebraische Kurven

Es sei K ein Korper, i.a. algebraisch abgeschlossen, etwa K = C.
6.2. Definition

Eine Teilmenge C' C K? heifit affin-algebraische Kurve, wenn es
f € K[zy,xo] gibt mit deg f > 1 und C = V(f) = {(x1,12) € K* |
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f(z1,29) =0}.  (V(f) heifit auch Varitat von f.)

Beispiel

(i)K =R, f=zi+23-1 C ist Kreis,
2?2 + 22 C ist Punkt,
B+i+1 C=0.
(i) K=C f=az%+22+1 hat

Bemerkung f | g = V(f) C V(g).

6.3. Lemma (Study)

Es seien f,g € Kz, 5], K algebraisch abgeschlossen. Ist f irre-
duzibel vom Grad > 1 und V(f) C V(g), so ist f ein Teiler von g.

Bemerkung Fiir K = IR ist die Aussage falsch: f = 23422, g = ;.

Beweis Es seien f = aor]' + a2y ' ... +am, g = boxh +bioy '+
oo+ b, € K[zq] [12] mit agby # 0. Vertauschen von x; und z,, falls
notig, garantiert m > 1.

Wir schneiden die Mengen V' (f) C V(g) mit senkrechten Geraden
r1, = & V& € K. Es muss dann auch n > 0 gelten. Ansonsten
wihlt man & mit by(&1)ao(§1) # 0. Hiernach existiert & € K mit
FE,62) = 0 # g6, &), also V(f) € V(g).

Wir bilden nun die Resultante Res(f,g) € Kl[z1]. Falls diese ver-
schwindet, haben f und g einen gemeinsamen Teiler in K [x1] [z2], also
folgt (f irreduzibel!) f | g.

In jedem Fall ist Res(f,g) ein Polynom in K[z;]. Also geniigt der
Nachweis, dass die Resultante fiir unendlich viele &; € K verschwindet.
Es ist ag(&) # 0 fiir fast alle & € K. Setzen wir nun z; = & in f
und g ein. so erhalten wir Polynome f¢ (23), ge, (22). In Klzo] gilt:
feo(x2) = (za—c1) ... (x2 — ). Dann sind gemal V(f) C V(g)
auch ¢y, ..., ¢, Nullstellen von gg,. Hiernach ist (zo —¢1) ... (w3 —cy)
ein gemeinsamer nicht konstanter Faktor von f; und g;. Es wird

Res(f, g)(fl) = Res(fflagfl) =0.0

6.4. Korollar
Ist f € K|[z1, 5] eine Nichteinheit, so ist V(f) # 0.

Bemerkung Ist K algebraisch abgeschlossen, so enthélt eine alge-
braische Kurve C' C K2 unendlich viele Punkte. Fiir f = [ f* mit
i=1
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irreduziblen nicht assoziierten f; gilt

Vi) = UV,

=1

6.5. Definition

Eine algebraische Kurve C' C K? heifit reduzibel, wenn es algebrais-
che Kurven C # C5 mit C' = C; U () gibt. C' ist irreduzibel, falls aus
einer Zerlegung C' = C U C} stets C = Oy folgt.

6.6. Lemma

Eine algebraische Kurve C' = V(f) C K? ist genau dann irreduzi-
bel, wenn es ein irreduzibles g € K|[x1, 2] und k € IN mit f = ¢~ gibt.

Beweis Ist C'irreduzibel und f = f; fo mit teilerfremden f; positiven

Grades. Ist h irreduzibler Faktor von f, so folgt mit Study aus V(h) C
V(f1) = V(f2), dass h auch f, teilt.
Ist C' dagegen reduzibel, also V(f) = V(f1) UV (fy) mit V(f1) #
V(f2), so existieren nicht assoziierte irreduzible Faktoren h; von f;.
Aus V(h;) C V(f) folgt mit Study, dass f mindestens zwei verschiedene
Primfaktoren hat. U

6.7. Satz

Jede algebraische Kurve C' C K? gestattet eine bis auf Reihenfolge
eindeutige Darstellung
C = (C1U...UC, mit irreduziblen algebraischen Kurven C1, ..., C,.
(Die C; heiflen irreduzible Komponenten von C.)

Beweis Gemaf vorangehendem Lemma und der Primfaktorzerlegung
von f € K[z, xe] mit C' = V(f). Zur Eindeutigkeit: Fir ¢’ C C ir-
reduzibel ist C' = V(f’) mit f’ irreduzibel. Nach Study gilt f' | f.
O

6.8. Korollar

Es sei C = V(f) mit f= ff*-.... f&. Ist auch C' = V(g), so folgt
g=M . fmit \e K%, I; € N. Esist folglich f = f;-...- f,
Minimalpolynom zur Kurve C'.

I(C) == {h € K[z1,22] | h |c= 0} ist Ideal in K[z1,2,], das so-
genannte Verschwindungsideal von C. (I(C') ist Hauptideal, das vom
Minimalpolynom erzeugt wird.)

Eine formale Summe Xr: k;C; mit irreduziblen C; und k; € Z heif3t
i=1
Divisor. Sind alle k; > 0, heifit der Divisor effektiv.
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6.9. Definition

Ist C' = V(f) eine algebraische Kurve mit Minimalpolynom f, so
heifit deg C' := deg f Grad der Kurve C'.

Es sei L Gerade mit Parmetrisierung durch ¢ : K — K2 : t
(p1(%), p2(t)) mit linearen Polynomen ¢;(t) = \it+p;. Zu C = V(f) sei
g(t) = f(pi(t), pa(t)). Die Nullstellen von g entsprechen Schnittpunk-
ten von C' mit L. Esist g=0<«<= L C C.

Dann liefert deg g < deg f:

Bemerkung degC' = n, L C C Gerade = §(C N L) < n. (Fir
f=fo+fi+...+ fomit i =degf; ist f, # 0, f, kann also hochstens
fiir n verschiedene Steigungen A; /Ay von L verschwinden. Hindernisse:
Ausnahmesteigung von L, mehrfache Nullstellen von g.)

6.10. Definition

Es sei C' = V/(f) eine algebraische Kurve mit Minimalpolynom f.
P e C heifit glatt, falls

(grad f) (P) = (Z£(P), 2L(P)) # (0,0) ist. Ist C'in P nicht glatt,

oz ) Oz

heifit P singularer Punkt.

Man mache sich die Bedeutung des Minimalpolynoms klar!

Projektive algebraische Kurven

Es sei IPy(K) die projektive Ebene {iber K. Sie besteht aus allen
Geraden Kz = K (&y,&1,&) C K3 durch den Ursprung.
Man schreibt Kz = (& : & : &) (“homogene Koordinaten”).

Beachte: (& : & &) = (o :m M) < IN € KX : (&,&1,&) =
)\(77077717772)'

Einbettung ¢ : K? = Py(K) : (&1,&) — (1: & : &). “Unendliche
ferne Punkte”:

Py (K)\(K?) = {(&o: &1 1 &2) € P2(K) | & =0}

Dies ist eine projektive Gerade IPy(K). (Es ist dim. IP(V) =
dimV —1.)

Wir betrachten die Fortsetzung einer affin-algebraischen Kurve C' C
K? zu einer projektiven Kurve C' C Py(K). Ist F € K[zg, z1, 72| ein
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homogenes Polynom, so heifit
V(F) = {(&: & : &) € Po(K) | F(&o, &1, &) =0}

Varietdt von F; zu f € Klzy,xs] konstruiert man F € K|xg, 1, x5
homogen (Homogenisierung von f) mittels:

n:degf7 ni:degfi7 f:f0+f1++fn7F:§:Ox6Lilfl
Esist F =a(f (m—l 5—3) sowie f = F(1, 1, xs).

xg’

6.11. Definition

C' C IPy(K) heifit projektiv-algebraische Kurve, falls es ein homo-
genes F € K|[xg, 21, o) mit deg F > 1 gibt, so dass C' = V(F) ist.
Ist C = V(f) € K? eine affin-algebraische Kurve und F die Ho-
mogenisierung von f, so heift C' = V(F) C IPy(K) der projektive Abschluss
von C.

Beispiel
f =23 — 22 hat F = a3 — xg22.

6.12. Lemma

Es sei f € K[z, 2] mit Homogenisierung F' € K|z, z1, z2]. Denn
gilt: f irreduzibel <= F' irreduzibel.

Beweis

(1) Sei f reduzibel, etwa f = g - h. Wir haben dann

m—+n

f = 3 fizf™ " mit f; homogen von Grad i oder f; = 0,
i=0
g = X gjxgl_j mit g; homogen von Grad j oder g¢; =0,
5=0
h = 3 heay " mit by, homogen von Grad k oder hy, = 0,
k=0
m+n i —j n—(i—j min m+n—i
gh = 5 (X g0 higay ) = X fraft
i= Jj= i=
(2) Es sei F reduzibel, etwa F' = G- H. Dann sind G, H homogen.
G = Gun+Gn+Gh1+...+Gomit G; =0 oder degG; = 1,
H = H,+H, 1+ ...+ Hy analog,
F = Fm+n
GH = G,,H,+ ...

Wire oBdA G nicht homogen, so existiert m > iy minimal mit G;, # 0.
Ferner sei n > jy, minimal mit Hj, # 0. Hierfiir gilt deg(G;,Hj,) = o+
Jo < deg(G,H,) fir o > iy,v > jo oder p =iy, v > jo. Demnach muss
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Gi,-Hj, = 0 gelten, also speziell Gy = 0 im Widerspruch zur Annahme.
Nunmehr erhalten wir f = F(1, 21, 22) = G(1, 21, 22)H(1, 21, 22) = g-h
mit deg g = deg G, degh = deg H, so dass f reduzibel ist. [J

Der Grad von C wird als Grad eines zugeh. Minimalpolynoms

F erklart. Dieses ist homogen und erzeugt ein Ideal I(C') = {G €
Klzo, x1, 2] | G(&0,&1,82) =0 V(& : & : &) € C

Wir merken an, dass wir mittels PGL(2, K) = GL(3,K)/ ~, wobei
A~ A= 3\ e K*: A= M ist, Koordinatentransformationen
vornehmen konnen.

Aussagen uber den Durchschnitt
von Kurven

Es sei zunéchst C' = V(F) C IPy(K) mit deg C' > 1. Wir wihlen die
Koordinaten so, dass eine schneidende Gerade durch x5 = 0 beschrieben
wird. C N L besteht folglich aus den Nullstellen von G(to,t1) =
F(to,t1,0). Wir schreiben (fiir das Minimalpolynom F' von C')

F(l’o,.ﬁl?l,mg) = Fo.’ll'g + legfl + ...+ Fn

mit homogenen F; € K|[zo,z1] vom Grad ¢ (fur F; # 0). Es ist folglich
G =F,. Ist F;,, =0, so wird F von x, geteilt, dass heifit es gilt L C C.
Andernfalls ist degG = n (nur im Projektiven!) und wir erhalten
(K algebraisch abgeschlossen!)
G = (bitg — a1t1)™ - ... - (bt — Gpt1)™ mit eind. best., paarweise
verschiedenen Punkten (a, : b,) € IP1(K), p=1,...,m, k, € IN.
(Die k, sind dabei nur von C' und L, nicht aber von der Wahl der
Koordinaten abhéngig.)
Man erklart folglich mult,(C' N L) := k als Schnittmultiplizitat von C
und L, wobei k =k, fiir P = (a, :b,:0) (1 <p <m)sowie k=0
fir die iibrigen P € Po(K) gilt. Wegen ky + ... + k,,, = n folgt:

Bemerkung Ist C' C IPy(K) eine Kurve vom Grad n > 1 und L eine
nicht in C enthaltene Gerade, so ist die Gesamtzahl der Schnittpunkte
von C' und L, entsprechend den Multiplizitaten gezahlt, gerade n. Fiir
fast alle Geraden L sind die Schnittpunkte C'N L einfach, dass heifit es
gibt genau n Schnittpunkte. Man vergleiche dazu nachfolgende Propo-
sition.
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6.13. Proposition

Es sei C' ebene Kurve der Ordnung n, P Punkt, P ¢ C. Dann gibt
es unter der Geraden durch P héchstens n(n — 1) Geraden L;, so dass
jede Gerade L # L; die Kurve C in genau n verschiedenen Punkten
schneidet.

Beweis Wihle homogene Koordinaten (zg : x; : 23) mit P = (0 :
0:1). Essei F(xy, 2y, 23) das Minimalpolynom zu C. Es gibt eine Bi-
jektion zwischen der Familie £ aller Geraden durch P und einer festen
projektiven Geraden G mit der Gleichung x5 = 0, indem wir L €L den
Schnittpunkt A = (Ao : Ay : 0) mit G zuordnen. Die Gerade durch A
und P sei Ly. Esist Ly = aP + bQ, also (a,b € K),

LO\{PY={(Mo: M i) € Po(K) | t € K}

Die Schnittpunkte von Ly mit C' werden durch F'(A\g, A1, t) = 0 gegeben.
F (Ao, A1, t) verschwindet nicht identisch, weil kein L, Komponente von
C' ist. Wegen P ¢ C hat es den Grad n. (Die F;(i > 1) sind homogene
Polynome in z, 25 vom Grad i, verschwinden also in (0 : 0 : 1).) Es
besitzt mehrfache Nullstellen, genau dann, wenn seine Diskriminante
verschwindet. Letztere ist Res(Ag, A1) = Res(F(Xo, A1, 1), 25 (Xo, A1, t)),
also ein homogenes Polynom in A, A\; vom Grad

n(n — 1); die Resultante besitzt also n(n — 1) Nullstellen A®). In
L besitzen also hochstens die Geraden L; = L& mit der Kurve C
Schnittpunkte hoherer Multiplizitat. [

Beispiel Es seien C = V(zgz2 — 23), L : (to : t1) — (to : Moty :
Mt1) = x(t). L geht durch P = (1 : 0 : 0); (Ao : N) €
IP(K) bestimmt die “Steigung” im Affinen. Es ist F'(z(t)) = G(t) =
t2 (Mto — A3t1). t3 beschreibt den Schnittpunkt P, der 2. Faktor
einen Schnittpunkt

Q= (A3 : X)) )\}).  (Mittels Einsetzen von t; = A3, o = A3 in L.)
Ist die Gerade waagerecht, so wird (Ao : A;) = (1 : 0), P = @,
multp(C'N L) = 3.

Anzahl der Schnittpunkte zweier Kurven C und C’

Wir nehmen an, dass C' und C” keine gemeinsame Komponente haben.
AuBerdem sei deg C' = m, deg C" = n.
Dann wollen wir 1C' N C" < oo zeigen.
Dazu wéhlt man einen Punkt ¢ ¢ C'U C’ und eine Gerade L, die nicht
durch ¢ geht, und projiziert IPo(K)\{gq} von ¢ auf L. Bei dieser Pro-
jektion 7 wird die Gerade L. durch ¢ und durch ¢ € L auf ¢ abgebildet.
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Auf jeder solchen Geraden L. liegen nach obiger Bemerkung nur endlich
viele Punkte von C'N C’. Es geniigt also der Nachweis, dass nur fiir
endlich viele ¢; € L Schnittpunkte von C'N C" auf L., liegen.

Zur Bestimmung der L., verfahrt man folgendermafien. Wir wahlen
homogene Koordinaten (zg : z1 : x3) € IPy(K), so dass z9 = 0 die
Gleichung von L ist und ¢ = (0 : 0 : 1) gilt. Danach sind (z¢ : x1)
homogene Koordinaten von L und 7 : IPo(K)\{q} — L : (z¢ : 21 :
x9) — (xg : x1). Beziiglich dieser Koordinaten seien F(xq,x1,z3) = 0
und F'(zg, x1,x2) homogene Minimalpolynome fiir C,C” mit Graden
m bzw. n. Wir schreiben sie als

F=Apxl + Ay 4 ...+ A, baw. F' = Boal + Bizy ' + ...+ Bn.

Dabei sind die A;, B; € K|xo, z1] homogene Polynome vom Grad i
bzw. j (falls sie nicht identisch verschwinden). Wegen ¢ ¢ C'U C” und
¢=(0:0:1)muss AgBy # 0 sein (vgl. Beweis zu voriger Proposition).
C,C" haben nach Voraussetzung keine gemeinsame Komponente, F'
und F” also keinen gemeinsamen Faktor, d. h. 0 # Res,, (F, ") ist ein
homogenes Polynom vom Grad mn. Es sei nun p = (dy : d; : dy) ein
Schnittpunkt von C und C".

Dann gilt F(dy,d1,ds) = F'(do,d1,ds) = 0, es ist also dy eine
gemeinsame Losung von
AA()(d()7 dl)l’gn + Al(do, dl)l'gl_l + ...+ Am(do, dl) =0= Bg(dg, dl)Ig +
Bl(do, dl)JIgjil + ...+ Bn(dg, d1>
Demnach ist Res,, (F, F')(dy,d1) = 0, und diese Bedingung ist fiir die
Existenz einer Losung
auch hinreichend.

Die Nullstellen von Res,, (F, F”) sind also genau die d € L, fiir die auf
der Geraden Ly
ein Schnittpunkt von C' und C” liegt.

6.14. Proposition

Es gilt 4C N C" < m - n unter den gemachten Voraussetzungen.

Beweis Annahme, es existieren m-n+1 Schnittpunkte Py, ..., Pypi1-
Wir wahlen nun ¢, L wie zuvor und ¢ zudem so, dass es auf keiner
Verbindungsgeraden von P; nach P; liegt (¢ # j). Dann haben P; und
P; fiir i # j unter 7 verschiedene Bilder ¢; # ¢; auf L. Dies liefert auf
L mindestens mn+1 verschiedene Punkte ¢y, . . ., ¢;upe1, die Nullstellen
der Resultante Res,,(F, F’) sind. Letztere war jedoch homogen vom
Grad mn, so dass wir einen Widerspruch zu unserer Annahme erhal-
ten. [J
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6.15. Definition

Es seien C, C" Kurven in IP5(K) ohne gemeinsame Komponente und
P; deren gemeinsame Schnitt-
punkte. Die Koordinaten (zg : x1 : x3) seien so gewéhlt, dass (0:0: 1)
auf keiner Verbindungsgeraden zweier Schnittpunkte liegt. Es seien
F(xg,z1,x2), F'(x0, %1, x2) die Minimalpolynome zu C,C". Es sei P; =
(Coi : €15 1 c2;) sowie ¢; == (cg; : ¢1;). Dann wird die Schnittmultiplizitét
vp,(C,C") als Multiplizitat der Nullstelle ¢; von Res,, (F, F”) definiert.

6.16. Satz von Bezout

Fir die Summe der Schnittmultiplizitaten von C' und C” mit Graden
m,ngilt: > vp(C,C")=m-n.
pecnc’
Bemerkung Dies gilt auch, falls F, F’ nicht die Minimalpolynome
sind, wenn die Vielfachheiten entsprechend gezahlt werden.

Beispiele

(1) C =V (zd—xox?), C" = V(23+x023). Resy,(To, 71) = —8x3S;
Schnittpunkte sind demnach ¢ = (0 : 1 : 0) mit Multiplizitat
3 sowie p = (1:0:0) mit Multiplizitét 6.
Dazu beachten wir die Resultantengesetze:
Res(ag, B) = ai®®), und fir A = QB+ R (A, B normiert,
Division mit Rest) gilt Res(A4, B) = (—1)dee Bldee A—dee RIReg( R B).

(2) C' = V(zox3 — x3) Neilsche Parabel,
C'" = V(xox3 — 23(z; — 70)) Newton’s Knoten;
es ist A = 1- B + zixg, also Res(A, B) = —Res(2?z¢, B) =
—28z} analog zu (i).

(3) Newtons Knoten (siehe ii)) mit Kriitmmungskreis und Ellipse:

.2 .32
F = aox; — 27 — 2720.

Fiir den Kriimmungskreis F’ = 2% + x5 + xox; erhalten wir:
F = 20F'+ R = xo2? + xov3+ 2371 + (—2w073 — 2371 — 23), also

Res(F, F') = (2xo2? + 237 + 23)?
= x3(xd + 2zo1y + 22)?
= 2¥(zg+ 21)*
und damit die Schnittpunkte (1 : 0 : 0) mit Multiplizitat 2
sowie (1: —1:0) mit Multiplizitat 4.
Fir die Ellipse F' = 22 + 223 + 23 + 327, bekommt man
F = 2oF'+ R = a3 + 2202% + 223 + 3231 — 23 — 392} — 3237, — 2% =
o’ — (1o + x1)3, also
Res(F, F') = (zo+x1)%und damit den Schnittpunkt (1: —1 : 0) der Multiplizitit 6.
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X,

Tangenten und Singularitaten

Ist eine Kurve C glatt im Punkt P € C, das heifit gradp(f) = (%(P), g—x’;(P)) +
(0,0) fiir das Minimalpolynom f von C| so heifit die Gerade

T,(C) = {(z1,22) € K? gai(P)xl + ;{Q(P)m =c}

Tangente an C' im Punkt P; dabei ist ¢ € K so zu wahlen, dass
P S TP(C) ist.

Bemerkung Jeder Schnittpunkt von (verschiedenen) Komponen-
ten ist singuldr. Dies zeigt man mit dem Satz iiber implizite Funk-
tionen. Die Menge Sing(C) := {P € C | C singular in P} heifit
Singularitatenmenge von C'.

Bemerkung Fiir eine algebraische Kurve C' C K? ist Sing(C) endlich.

Beweis Fiir C' = V(f) setzen wir C; :=V ({%) (1=1,2). Esist
Sing(C') = CNC1NCy! Da eine Gerade in jedem Punkt glatt ist, konnen
wir o0BdA degC' = deg f > 2 annehmen. Damit existiert ¢ € {1,2}
mit deg (%) > 1. OBdA sei i = 1. Dann ist (] eine algebraische

Kurve, und es ist Sing(C) € C' N ;. Also geniigt der Nachweis, dass
C' N (Y endlich ist. Dazu benutzen wir den Satz von Bezout, allerdings
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fiir Divisoren, da L nicht notwendig das Minimalpolynom von C} ist
(etwa: f = xy23 —|— 1) Es geniigt demnach zu zeigen, dass C' und C}
keine gemeinsame Komponente besitzen. Wir nehmen daher an, dass
f und aaTi einen gemeinsamen Primfaktor g besitzen. Es gilt sodann

f = gh und gh; = af = 2 4 ggh Hiernach teilt g auch hz% 8 . Ist

ox1 oz
aml # 0, so muss g auch h teilen, damit ¢* | f im Wlderspruch dazu
dass f als Minimalpolynom gewahlt war. Ist dagegen = 0, so folgt
(X(K) =0!) g = x3 — a. Dies kénnen wir aber ausschheﬁen, indem
wir die Koordinaten bereits anfangs so wahlen, dass C' keine achsen-

parallele Gerade enthalt. [

Bemerkung Ist also deg C' = n, so hat C héchstens n(n — 1) sin-
gulare Punkte.

Untersuchung der Art von Singularitaten

Es sei f € K[zy,73) und P = (p1,p2) € K? ein fester Punkt. Die
Substitutionen x; = p; + (x; — p;) fithren zu einer Taglorentwicklung
von f im Punkt P:

1 8u+uf
! Ot oy (P).

f $1,$2 ka mit fj, = Z GW(Il—Pl)“(%—pQ)V mit a,, =

putv=k

Damit lésst sich die Ordnung von f in P definieren als ordp(f) :=
min{k € Z=° | fi # 0}. Ist f Minimalpolynom von C' C K2, so ist
ordp(C') := ordp(f) die Ordnung von P auf C. Es gilt offenbar:

(1) 0 < ordp(C) < degC,

(2) P e C < ordp(C) > O,

(3) C glatt in P € C' <= ordp(C) =1,
(4) C singuldr in P € C <= ordp(C) > 1.

Der Extremfall ordp(C) = degC =: n tritt genau dann auf, wenn
f = [fn gilt. Demnach muss dann C' aus n verschiedenen Geraden
durch P bestehen. Folglich sind bei einer irreduziblen Kubik alle sin-
gularen Punkte von der Ordnung 2.

Beispiel Bei der Quartik V(23 + 23)? 4+ 32z — 23) (dreibléttriges
Kleeblatt) hat der Ursprung die Ordnung 3, bei der Sextik V((x% +
13)3 — 42223) (vierblittriges Kleeblatt) die Ordnung 4.
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X, X

X, X

6.17. Lemma

Eine Kurve C' C Py(K) ohne Gerade als Komponente und mit
einem Punkt P der Ordnung ordp(C) = degC' — 1 gestattet eine ra-
tionale Parametrisierung; das heifit es existiert ¢ : IP1(K) — C C
IPo(K) -t = (to : t1) — (wo(t) : @1(t) : @a(t)) surjektiv, wobei
¢; € K[Tpy, T1] homogen vom Grad deg C' sind.

Beweis Es sei ¢ = V(F) und n = degF. Wir nehmen P =
(0,0) € K? an. Danach ist f(xy,22) = F(1,21,23) = fo1 + fn. Zu
(to : t1) betrachten wir die Gerade durch P mit dieser Steigung: z; =
)\to, To = )\tl mit A € K. Schneiden mit C liefert: 0 = fnfl()\to, )\t1> +
fn()\to, )\751) == )\n_lfnfl(to,t1>+)\nfn(t0,t1) = )\n_l(fnfl(to,tl)—l-)\fn(to,tl)).
Da C' nach Voraussetzung keine Gerade enthalt, gibt es nach Bezout
neben dem Schnittpunkt P der Vielfachheit n — 1 (zu A = 0) einen
weiteren zu A = — f,,_1(to, t1)/ fn(to,t1). Speziell haben f, 1 und f,
keine gemeinsame Nullstelle. Die gesuchte Parametrisierung ist dem-

nach (to : t1) — (fulto, t1) : —tofu—1(to,t1) : —tifu-1(to,t1)). O

Beispiel Dreiblattriges Kleeblatt.

Abhangigkeit der Schnittmultiplizitaten zweier
Kurven von der Ordnung

Es sei C = V(f) mit f € K[zy,25], f = Z fr, 7 = ordo(f), n =

deg f. (Entwicklung in P = (0,0)). Wir schnelden mit der Geraden L
parametrisiert mittels

P(T) = (T NT), also g(T) = f(p(T)) = £ filh.d)T* Hi

erfiir ist die Schnittmultiplizitat erklart durch mult p(CNL)=ordp(g)
(vgl. vorigen Abschnitt). Es ist nun ordp(g) > r genau im Fall
fr(A1, A2) = 0. Damit ist gezeigt:

Bemerkung Ist C' C K? eine algebraische Kurve und L eine Gerade
durch P € C, so gilt
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ordp(C) < multp(C' N L). Dies ist fiir hochstens ordp(C) Stiick Ger-
aden durch P eine echte Ungleichung.

Wir setzen noch multp(LNC) :=o0im Fall Pe L C C.

6.18. Definition

Unter den obigen Voraussetzungen heifit L Tangente an C in P,
wenn ordp(C) < multp(C'N L) gilt.

Bemerkung Falls C' in P glatt ist, so stimmt diese Definition mit
der frither gegebenen iiberein; es gibt genau eine Tangente. Im Fall
r = ordp(C) heifit P gewdhnlicher r-facher Punkt, wenn es r ver-
schiedene Tangenten in P gibt, dass heiit wenn f, (bei Entwicklung
von f aus C'= V(f) in P) r verschiedene Nullstellen (A\; : A2) in IP;(K)
hat. Diese geben dann die Steigungen der Tangenten an.

Beispiele:
(1) Neilsche Parabel 3 — 23 = 0 in P = (0,0) : Wir haben
f= fot+f3s mitfo=—22 f3 =12} und parametrisieren

mit o(T) = (M7, A\T). Wir erhalten ¢g(T') = f(p(T)) =
f2(/\1,/\2)T2 + f3()\17)\2)T3 und damit OI'dp(O) = 2. Fur
A1 # 0, Ay = 0 folgt ordp(g) = 3.

(2) 23 — 23 — 1 ist glatt in 0. Wir haben f = f; + fo + f3 mit
fi = —z1. Damit wird ¢(T) = —\T + MN3T? — X373, also
ordp(C) = 1. Fiir Ay = 0 erhalten wir eine Tangente.

Aus der Taylorentwicklung folgt:

6.19. Lemma

Essei C = V(f) C K? glatt in P = (0,0) mit Tangente T' = V (z3).
Ist dann
k:=multp(CNT) < oo, soist f(z1,22) = 2¥g(x1) + xoh(z1,v9) mit
9(0) # 0, h(0,0) £ 0.

6.20. Definition

Die Tangente T' in einem glatten Punkt P € C' heifit einfach <=
multp(C'NT) = 2, Wendetangente :<= multp(CNT) > 3. Im letzten
Fall heifit P Wendepunkt (unter Ausschluss von multp(C'N7T) = c0).
Ein Wendepunkt heifit einfach im Fall multp(C' N'T) = 3. T heifit
Doppeltangente, falls sie Tangente in mindestens 2 verschiedenen glat-
ten Punkten von C' ist.
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6.21. Satz

Es seien C, C" C K? algebraische Kurven ohne gemeinsame Kompo-
nente sowie P € C'NC’. Dann gilt: multp(C'NC") > ordp(C)ordp(C")
mit Gleichheit genau dann, wenn C' und C’ in P keine gemeinsame
Tangente haben.

Beweis Wir setzen r = vp(C) und s = vp(C”). Dann wihlen wir
das Koordinatensystem, so dass P = (1 : 0 : 0) gilt und ¢ = (0 :
0 : 1) weder auf C' U C" noch auf einer Verbindungsgeraden zweier
Schnittpunkte von C' und C’, noch auf einer Tangente an C' oder C” in
P liegt. Es seien f(z1,x9) = F(1,21,22), f'(x1,22) = F'(1, 21, 25) die
zugehorigen Polynome mit Resultante R := Res,,(f, g). Die Ordnung
der Nullstelle z; = 0 von R ist gleich der Ordnung der Nullstelle (1 : 0)
von Res,, (F, G), also gleich v,(C, C").

Wir untersuchen folglich R genauer. Aus vp(C) = rund vp(C') = s
sowie P = (1:0:0) folgt

f(xlu 132) = foxgn—i_flxglil—i_' : '+fmfrxg+fmfr+1xgilxl+- . +fm37711x(2]7

g(x1,22) = gory + glx’;’l + .t gnosxh + gnfsﬂxla;g*l 4+ ...+ gnxi’xg

mit Koeffizienten f;,g; € Klx;1]. Die Gleichungen der Tangenten in
P=(1:0:0)an C bzw. €’ sind nun

Ty = fmfr(o)xg + fmfrJrl(O)l‘lxgil tot fm(())m?{ =0;
Ty = gues (023 + e 015 + ..+ ga (0)af = 0.

Die Tangenten von C' sind paarweise verschieden von denen von
', falls keine gemeinsamen nicht trivialen Losungen existieren, das
heifit Ry := Res,, (T1(1,22), T5(1,22)) # 0 gilt. Die weitere Voraus-
setzung, dass auf der Verbindungsgeraden x; = 0 von P und ¢ kein
weiterer Schnittpunkt liegt, hat die Konsequenz, dass f(0,z2) = 0
und ¢(0,z2) = 0 nur 25 = 0 als gemeinsame Losung haben; es haben
nimlich f(0,25) = fo(0)25 " + f1(0)z5 " " + ... 4+ fn_r(0) = 0 und
9(0,29) = go(0)25 ™ + g1 (0)25 "' + ... + gns(0) = 0 keine gemein-
same Losung wegen f,, .(0) # 0 # ¢, 5(0), denn z; = 0 ist keine
gemeinsame Tangente an C' und C’ in P. Dies bedingt nun Ry :=
Resz, (f(0,22),9(0,22)) # 0.

Nunmehr betrachten wir R selbst.
Wir multiplizieren Zeile (n — s +4) mit 2} (1 <1i < s).
Wir multiplizieren Zeile (n 4+ m —r 4 j) mit 25 (1 < j <7).
Damit wird R zu R = Ra{"™/26HD2 - qie zugehorige Matrix sei
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M. Jetzt teilen wir Spalte (m+n ©) von Mg durch 217 (0<j <
r+s—1). Damit wird R zu R = Ra; """ 1) sowie R = 27"°R
bzw.

(1) R =21}k,

wobei die Eintrage in R Polynome in z; sind. Durch Entwicklung nach
den ersten n +m — r — s Spalten sieht man dann ein:

(2) R(0) = Ry - R.

Die erste Behauptung folgt dann aus (6.1). Die Aussage iiber Gleich-
heit ist eine Konsequenz von

e (6.1) und (6.2),

o 1?5 # 0 gemafl unserer Wahl des Koordinatensystems,

e Ry # 0, falls die Tangenten in P von C und C’ paarweise
verschieden sind. [

Beispiele:

(1) Fiir C = V(z1), C, = V(a}+ay 'z1), P =(1:0:0)
ist multp(Cy N C,) =n.  (Vgl. Resultanteneigenschaften in
Beispiel (i) auf Seite 152.)

(2) Fir C = V(23 + zox?) mit Spitzentangente V(z;) in P, C,
wie in (a) gilt
multp(C' NC,) =

(Beweis zu (b) Es ist Res,,(F, F,) - bis auf Vorzeichen - gleich

dem Produkt R := ﬁ F(y;), wobei yi,...,y, die Nullstellen von F,
i=1

sind. Offenbar ist y; = £ (—zf "z;)"/™ mit einer primitiven n-ten Ein-
heitswurzel £ in einem geeigneten Erweiterungskorper von K (xg, 7).
Damit gilt:

Klzo,m] 5 B = T1((8 &' (=g~ 1)) + woad)
; (n=1)

3 331 + x19(1’07 T1). D)
6.22. Formel von Euler

Es sei F' € K|xg, z1, x2] homogen vom Grad n, dann gilt:

OF | OF OF .
xoal’g o 8%1 x28x2 -

Beweis Durch Nachrechnen!
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6.23. Lemma

Es sei C = V(F) C IPy(K) eine algebraische Kurve mit Mini-
malpolynom F'. Fir P € C gilt:

(1) C glattin P <= gradpF = (52(P), 8£(P), 2£(P)) # (0,0,0).
(2) Ist C glatt in P, so lautet die Gleichung fiir die projektive
Tangente

Tp(C) 110%(P) +$1%(P) +$2§712(P) = 0.

Beweis
(1) Es sei P = (po : p1 : p2) mit oBdA py # 0. Ein affiner Teil
von C' mit P € C wird dann durch f(xy,22) = F(1,2,22)
beschrieben. Hierfir gilt:
g—i(xl,xg) = g—i(l,xl,xg) firi=1,2.
Ist daher grad,(f) # 0, so ist es auch gradp(F'). Ist anderer-

seits grad,,(f) = 0, so ergibt sich aus der Formel von Euler:

oF

=nF(P) = pg—
0=nF(P) po@xo

(P)7

also auch Gradp(F') = 0.
(2) Die angegebene Gleichung besitzt die korrekte Steigung, gemafl
Euler enthalt sie den Punkt P. [J

6.24. Korollar
Eine algebraische Kurve C' C IPy(K) besitzt nur endlich viele Sin-

gularitaten.

Beispiel Die sogenannte Fermat-Kurve V(zy — 2} — %) C IPy(K)
ist fiir n > 1 irreduzibel (nach Eisenstein) und glatt. (x(K') darf allerd-
ings n nicht teilen!)

X, Xz X3

\ X, —\ X, j X,

Xg Xn X2

M
(g

n= n

ANy
N

Anzahlaussagen iiber Singularitaten
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Es sei Vi, € Klxo,...,xx] der Vektoraum der homogenen Polynome
vom Grad n in k + 1 Variablen. Hierfiir gilt: dim Vj,,, = (”Jrk )

Beweis k = 0: Es gibt - bis auf skalare Vielfache - ein Polynom vom
Grad n in der Variablen xg.
k — k+1: Die Monome vom Grad n sind von der Gestalt (Monom in

. n .
xg, ..., Tp—1 vom Grad i) *z}*, die Gesamtzahl ist folglich Zo (”’z*)
1=
; (":k ) Letztere Gleichung zeigen wir nunmehr mittels Induktion

nach n. Fur n = 0 ist offenbar (kgl) = (’8) Induktionsschritt n —
n+1:

Es ist
n+1 ,. _ n n
EO ( HE 1) = ( :k) + (nff) (nach Ind. vor.)
1 ntk 1 ntk+1
= H ]‘f‘m H J
j=k+1 =k
BRG]
= n
@O\,
n+1+k
( n+1 ) O

Zwei Polynome aus V}, ,, heiflen aquivalent, falls sie sich nur um einen
Faktor aus K™ unterscheiden. Die Menge dieser Aquivalenzklassen
bildet dann einen projektiven Raum Py (K) mit N = (”Ik ) -1

Wir betrachten nunmehr F = 3 a, 2% € Klxg,x1, 5] sowie
vo+vit+re=n

P = (po:p1:p2) € IPy(K). P € V(F) liefert dann eine lineare
Bedingung fiir die N + 1 Koeffizienten a,,,,, von F. P € V(F) legt
demnach eine Hyperebene in IPy(K) fest, und der Durchschnitt von
N Hyperebenenen enthélt mindestens einen Punkt in IP,(K).

Sprechweise: Punkte Pi, ..., Py € IPy(K) befinden sich beziiglich
Kurven vom Grad n in allgemeiner Lage, wenn sich die zugehorigen
Hyperebenen in IPy(K) in genau einem Punkt schneiden.

n 1-2 -2
wir bewlesen:

Da (n+2) 1= )t >(n*+3n) = 3n(n+3) gilt, haben

6.25. Lemma

Durch 3n(n+3) Punkte in IP5(K’) geht mindestens eine Kurve vom
Grad < n.
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6.26. Satz

Eine irreduzible algebraische Kurve C' C IPy(K) vom Grad n hat
hochstens
v(n) := 3(n — 1)(n — 2) Singularitéten.

Beispiel v(1) = v(2) = 0, v(3) = 1 (Spitze, Doppelpunkt), v(4) =
3.

Beweis OBdA sei n > 3. Wir nehmen an, dass v(n) + 1 Singu-
laritaten auf C' existieren. Wir nehmen zu diesen noch n — 3 weit-
ere Punkte auf C' hinzu, haben dann $(n — 1)(n —2) +14+n —3 =

1(n—2)(n+ 1) Punkte. Gemé dem Lemma (6.21) gibt es eine Kurve
C" vom Grad m < n — 2, die durch alle diese Punkte geht. Fiir jeden
singuldren Punkt P von C gilt multp(C'NC’) > 2 (Satz 6.18), fiir jeden

der weiteren n — 3 Punkte multp(C' N C’) > 1, insgesamt also

> multp(CNC’) >2(y(n) + 1)+ (n—3) =n*—2n+1.
PecnC

C' ist nach Voraussetzung irreduzibel, kann also wegen deg C" < n keine
Komponente von C’ sein. Damit liefert der Satz von Bezout:

> multp(CNC) =n-m<n(n—2)=n”—2n.
PecnC!
Widerspruch! [

6.27. Korollar

Eine beliebige algebraische Kurve vom Grad n in IPy(K') hat hochstens

In(n — 1) Singularititen.

2

Beweis Der Beweis erfolgt per Induktion tiber die Anzahl der Kom-
ponenten. Fiir n = 1 ist C irreduzibel. Die Behauptung sei fiir Kurven
vom Grad < n bereits bewiesen. Hat dann eine Kurve C' vom Grad
n Komponenten vom Grad m < n und n — m, so folgt: £SingC <
tm(m—1)+i(n—m)(n—m—1) = tn(n—1)+m(m—n) < jn(n—1).

O

6.28. Definition

Eine glatte irreduzible Kurve C' C IPy(K) vom Grad n hat das
Geschlecht

g=13n—1)(n-2).
Elliptische Kurven

Diese Kurven besitzen eine Gleichung in allgemeiner Weierstrafl Form

y2 + a1xy + azy = zd + a2x2 + aqx + ag,
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wobei die Koeffizienten a; einem vorgegebenen Korper K angehoren.
Ist die Charakteristik von K von zwei und drei verschieden, so sieht
man leicht, dass sich jene Gleichung in die einfachere Form

v =23 +ax+b

tiberfithren lasst. Die zugehorige homogene Gleichung ist dann

3

vz —a® —axz? — b2 =0 .

Wir zeigen, dass eine elliptische Kurve in dieser Form glatt in oo = (0 :
1 : 0) ist. Dazu bilden wir die partiellen Ableitungen und berechnen
die Werte in oo:

2 =323+ a2? 0
8% D 2yz 0

2y —2azz—3b2? 1

Singularitdten in endlichen Punkten P = (z¢,yo) liegen vor, falls
beide partiellen Ableitungen von f(z,y) := y*—x3—ax—b verchwinden.

Wegen
g]yf =2y gi =32 +a

erhalten wir die Bedingungen 0 = 2y, = 322 + a und weiter — wegen
f(zo,y0) = 0 — dann noch 0 = z} + axg + b. Also muss zy doppelte
Nullstelle von f(z,0) sein, was gleichbedeutend damit ist, dass die
Diskriminante D := 4(—a)*—27b% von f(x,0) verschwindet. Die Kurve
f(z,y) = 0 ist also genau dann nicht singulér, wenn die Diskriminante
D nicht verschwindet.

Wir gehen jetzt wieder von der allgemeinen Weierstrass Form aus.
Eine Gerade durch zwei verschiedene Punkte P, = (z1,y1) # P, =
(22, y2) der Kurve beziehungsweise die Tangente an die Kurve im Punkte
Py schneidet die Kurve eine weiteres Mal, etwa im Punkt Py = (z3,y3),
was zur Erklarung der Punktaddition auf einer elliptischen Kurve fiihrt.
Bezeichnen wir die Gerade G mit y = max + b, so erhalten wir fiir deren
Steigung m:

P2 G durch P, # P,

T2—T1

395% +as+2a2x1—a1y1
2y1+a1x1+as3

Wegen P, € G lasst sich damit b leicht berechnen:

G Tangente in Pyx;

b — (ylxz - y2$1) / ($2 - iU1)
(—xi’ + asx1 + 2a¢ — G3y1) / (2?/1 +a11 + a3).

Ersetzen wir nun in der allgemeinen Weierstrass Gleichung y durch
mx + b, so erhalten wir eine kubische Gleichung in z, die x1, 22, 23 als
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Wurzeln besitzt. Folglich gilt in dieser Gleichung fiir den Koeffizien-
ten von x?, dass er gleich —(z; + 2o + x3) ist (elementarsymmetrische
Funktionen!). Wir bekommen so die z-Koordinate von Pj als

Ty =m> — 1 — g +am —ay .

Die Punktaddition auf der elliptischen Kurve wird nun folgender-
mafen erklart. Als neutrales Element O wéhlt man den unendlich fer-
nen Punkt. Dann besitzt der Punkt —P dieselbe x-Koordinate wie
P = (z,y) und gemaf der allgemeinen Weierstrassgleichung die y-
Koordinate —y — a1x — a3. Entsprechend wird die y-Koordinate y3
von P, + P, beziehungsweise von 2P, festgesetzt zu:

ys = —mx3 —b—ajr3 —as .

Offenbar gilt das Kommutativgesetz: P, + P, = P, + P;. Dagegen

erweist sich der Nachweis des Assoziativgesetzes als aufwendig. Ein rein

algebraische Nachrechnen ist aber mit Hilfe eines Computer Algebra

Systems problemlos moglich.
Bespiel Wir betrachten die elliptische Kurve y* +y = 2® — x mit

Parametern a1 = as = ag = 0, a3 = 1 = —ay. Sie hat offensichtlich den

Punkt P = (0,0). Mit den obigen Formeln rechnetman leicht nach:

1 5 5 8

7 8) , 6P =(6,14), 7P = ( 9’ 27) , 81
Bemerkung Die z-Koordinate von 2P = (z,ys) aus der von P =

(x,y) leichter mit folgenden Formeln berechnen. Deren Herleitung wird

als Ubungsaufgabe empfohlen. Setzt man

2P = (1,0), 3P = (=1,—1), 4P = (2,—3), 5P = <

by = a%+4a2, by = 2a4+aqa3, bg = a§+4a6, bg = a%a6+4a2a6—a1a3a4+a2a§—ai ,
so gilt
x(2P) = (z* — bya® — 2bgx — bg)/(4a® + box® + 2byx + bg) .

6.29. Elliptische Kurven iiber endlichen Korpern

Es sei p eine Primzahl # 2, 3 sowie y? = 23+ ax +b mit 4a3 +270* #
0 mod p. Es bezeichne £E, die Anzahl der (z,y) € {oo} U (Z/,7)?,
die auf der modulo p reduzierten Kurve liegen.

Offenbar gilt: £, <2p+ 1.

6.30. Satz (Hasse)

lp+1—tE, |< 2,/p.
Zum Beweis betrachtet man die Kurve
X3 +aX +0b .

(3) y* = muber (Z/,2Z) () -
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Auf ihr liegen offenbar die Punkte (X,Y) = (z,1) sowie (X,Y) =
(2P, —(z° 4 az + b)P~Y/2). Wir spezifizieren oo als Null. Dann bilden
die projektiven Losungen von (3) eine Gruppe. Wir setzen

(4) Zy = (2P, —(2® + ax +0)P V) fn(z,1) (ne€Z) .

In Abhéangigkeit von Z,, bezeichnet d,, das Maximum der Grade von
Zahler und Nenner der z-Koordinate X,, von Z,,; auflerdem setzen wir
d, = 0 fur Z,, = oo.

Bemerkung Es gilt stets d,, + d,,+1 > 0.

6.31. Lemma
Es gllt d_1 —do —1= ﬁEp—p— 1.

Beweis Aus (4) erhalten wir unmittelbar dy = p. Wir setzen N, =
tE, — 1 und miissen dann

(5) d,l = Np +1

zeigen.
Wir erhalten

1+ (23 +az+b) P~ 1/2)2 (23 fax+b
X*l — _.:C J— xp + ( ( ()x_xp)2) ( )

— 3P 2P 4P t2 g3 4 (234 ax4-b)P+2(2P +ax+b) P/ 24 (23 4 ax+b)
(—a)?

2P+ L R(x)
=av )

Dabei ist R(x) ein Polynom vom Grad kleiner als 2p 4+ 1, und bei der
letzten Gleichung wurde benutzt, dass die Charakteristik des Konstan-
tenkorpers p ist. Der Grad des Zahlers ist also um 1 grofler als der des
Nenners. Nach Kiirzen ist letzterer also d_; — 1. Fiir den Nenner gilt
— wiederum aufgrund der Charakteristik:

(e — ) = f[l@—j)?.

Beziiglich der Nullstellen des Zahlers bemerken wir:

j3+aj+b>

0= 14+(5*+aj+b)P V2 = —1 = < = (j%+aj+b)PV/2

Diese Nullstellen des Zéihlers sind jeweils doppelte Nullstellen. Die
restlichen Nullstellen sind einfach:

0=j"4+aj+b<= (v —j)| (2> +ax+0).
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Es verbleiben also im Nenner als Faktoren:
(x —j)* fiir (M%er) = 1 sowie

(w—j) fiir (FFE) =0,

Diese entsprechen aber genau den affinen Losungen E,, die ersteren
mit 2 y-Werten, letztere mit y = 0. Also haben wir d_; —1 = N, und
damit (5) gezeigt. O

6.32. Lemma

Firn € Z gilt: d,,_1 + d,.q = 2d,, + 2.

Bevor wir Lemma 6.30 beweisen, zeigen wir, wie dann der Beweis
des Satzes von Hasse erfolgt.

(1) Per Induktion folgt zunéchst d,, = n? — (d_y — dy — 1)n + dp.

Als Induktionsanfang haben wir die Werte: dy = dy und
d,1 = 1+d,1 —do—l—FdOId,l.

Der Induktionsschritt n — n £ 1 verlauft wie folgt. Nach
Lemma 6.30 gilt:

dn:l:l — 2dn + 2 - dn:Fl
= 2(712 — (d_l — do — 1)n+d0) +2— ((n + 1)2 — (n F 1)(d_1 — do — ].) + dg)
= 2n2—2n(d_1—d0—1)—|—2d0+2— (n:F1)2+(n:F1)(d_1—do—].)—do

= n?+2n+1 —(nEt1)(dy—do—1)+dp.
(2) Fiir a, := p+1—14E, besagt Lemma 6.29 (d_; —dy—1 = —ay).
Damit folgt aus (i): d,, = n* 4+ a,n + p. Hierbei gilt d,, > 0, ja
sogar d, + d,+1 > 0.

(3) Wegen a, € Z folgt 2>+ a,z+p > 0 fiir alle z € IR. Also muss

az — 4p < 0 gelten, woraus der Satz von Hasse unmittelbar

folgt.
(Falls f(z) = 2z® + apz + p zwei reelle Nullstellen hat, besitzen

sie einen Abstand < 1, also gilt /a2 —4p < 1, was nur fiir
a2 = 4p moglich ist.)

Beweis von Lemma 6.30

Wir nehmen zunéchst an, dass (genau!) einer der drei Punkte
Lin-1, L, Lni gleich oo ist.
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Fir Z, =0 ist d, =0, Z,41 = (2,1), Z,-1 = —(x,1) = (2,1). Es ist
also d,,;1 = d,_1 = 1, Lemma 6.30 daher erfillt.

Fir Z, 1 = oo ist d,_1 = 0, Z, = (z,1). Wir erhalten dann mit der
Formel fiir X (2P):

(22 — a)* — 8bx
Lpi1 = Y, .
i ( 423 +ax +0) "

Hiernach ist d,, = 1, d,,»1 = 4 und Lemma 6.30 ebenfalls erfillt.
Fir Z,41 = oo gilt Z,, = —(x,1), Z,_1 = —2(x,1), und die Behaup-
tung folgt analog.

Im folgenden konnen wir also annehmen, dass Z,, 1, Z,, Z,.1 alle
von oo verschieden sind. Wir schreiben dann die entsprechenden X-
Koordinaten in gekiirzter Form als

A P C
CX, = X, ==
Bt Q" T D

Mittels der Additionsformeln erhalten wir dann:

Xpo1=

(Qz + P)(Qx — P)* + (1 4+ Y,)*(2® + ax + b)Q?

Ant = Q(Qr — PY? ’

—(Qu+ P)(Qz = P)* + (1 —ya)*(2” + az + D)@

(0) s = Q@r— Py

Addition dieser 2 Gleichungen ergibt unter Ausnutzung von (77):
%("En—l + Tpy1)

—(Qz + P)(Qx — P)* + (2° + ax + b)Q* + ((P/Q)* 4+ a(P/Q) + b) Q°

1
i(Xn—l + Xn—i—l) = Q(Qx . P)g

P2+ PPr+ ax@® + 2bQ° + aPQ
- (Qz — P)? '

Ebenso erhalt man durch Multiplikation nebst einiger Umformungen:

(Px — aQ)? — 4bQ(Qz + P) | AC
(Qz — P)? — BD "’

Wir behaupten BD = (Qz — P)? (bis auf einen Faktor aus (Z/pZ)*).
Es bezeichne S den grofiten gemeinsamen Teiler von AC' und BD.

(8) Xn—an+1 =
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Dann ergibt (8):
AC = S ((Pr—aQ)* - 4Q(Qx + P)) , BD = S(Qu— P).
Andererseits liefert der Zéhler von (7):
AD + BC = 2S(PQx* + P’z + axQ?® 4 2bQ* + aPQ) .

Es sei nun F' ein Primteiler von S.

Es folgt F'| (BD), und ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen
wir F' | B annehmen. Wegen gcd(A, B) = 1 folgt F© | A. Wegen
F | (AC) muss daher F' | C gelten. Hiernach folgt F' | (AD), also
F | D. Dies steht im Widerspruch zu ged(C, D) = 1, folglich muss S
konstant sein.

Wir rufen in Erinnerung;:
d,—1 = max{deg A,deg B}, d,+1 = max{degC,deg D}, d, = max{deg P,degQ} .
Der Beweis der Formel aus Lemma 6.30 wird jetzt in 4 Falle un-
terteilt:
(1) dpo1 = deg ANd,11 = deg C;

(2) dp—1 =deg BAd,y1 = degD;
(3) dp—1 = deg A A d,11 = deg D, aber nicht (i) V (i7);

(4) d,—1 = deg B A d,41 = deg C, aber nicht (i) V (i1).

Ad(i):
Nach (8) (nebst Folgerungen) gilt

dp 1+ dpy1 = deg(AC) = deg((Pr —aQ)? —4bQ(Qx + P)) =: ).

Im Fall deg P > deg Q gilt A = deg(P?*2?) = 2d,, + 2. Im Fall deg P <
deg @ erhalten wir aus (8): deg(BD) = 2deg@ + 2. Es folgt dann
deg(AC) < max{2deg P + 2,2deg@ + 1} = 2deg@ + 1 < deg(BD),
im Widerspruch zu unserer Annahme im Fall (i). Also ist Lemma 6.30
im Fall (i) bewiesen.

Ad(i):

Analog zu (i) erhalten wir jetzt
dp1+dyy1 = deg(BD) = deg((Qw — P)?) =: ).

Fir deg @ > deg P folgt A = 2d,, + 2, also die Aussage von Lemma
6.30. Waire hingegen deg(@) < deg P, so wiirde (vgl. (i)) gelten:
deg(AC) = deg(P?z?) > deg(P?) > deg(BD); dies steht im Wider-
spruch zur Annahme im Fall (ii).
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Ad(iii):
Nach Annahme gilt deg A > deg B und deg D > deg C. Wir erhalten
folglich:

9) deg(AD) > max{deg(AC), deg(BD), deg(BC)} ,
und somit
deg(AD) = deg(AD+BC) = deg(PQz*+P*r+axQ*+2bQ*+aPQ) =: A .

Fiir deg P > deg @ wird A\ < deg(P?z?) = deg(AC), im Widerspruch
zu (9). Fiir deg P < deg @ wird A < deg(Q%*z?) = deg(BD), ebenfalls
ein Widerspruch zu (9). Fall (iii) ist also gar nicht méglich.

Ad(iv):

Dieser Fall ist symmetrisch zu (iii), er ist ebenfalls unmdglich.

Dies beendet den Beweis von Lemma 6.30 und damit auch den
Beweis des Satzes von Hasse.

Moderne Beweise des Satzes von Hasse (und seiner Verallgemeinerung
von Weil auf beliebige endliche Kérper) erfordern wesentlich mehr tech-
nische Vorbereitungen, so dass wir sie im Rahmen dieser Vorlesung nur
knapp skizzieren konnen.

6.33. Definition

Es sei A eine abelsche Gruppe. Eine Funktion d : A — IR heifit
quadratische Form, falls gilt:

(1) d(a) = d(—a) Ya € A,

(2) L(ey, B) :==d(a+ ) —d(a) — d(0) ist (symmetrische) Bilinear-
form.
d heiBt positiv definit, falls d(A) € IR=° und (d(a) = 0 <= a = 0)
erfillt sind.

6.34. Lemma

Fiir eine positiv definite quadratische Form d : A — 7 gilt: |
d(a — B) — d(e) — d(B) |< 2(d(a)d(B))"/>.

Beweis L(a, 3) := d(a — ) — d(«) — d(f) ist nach Voraussetzung
(symmetrische) Bilinearform! Fiir m,n € Z erhalten wir:



6.36. DEFINITION 27

(1)

0 <d(ma—np) = L(ma,mp)+dma)+dng).
(Wegen — L(a,a) = L(a,—a) =d(0) —d(a) — d(a)
folgt L(c, @) = 2d(«) und damit fiir n € IN
d((n+1)a) = L(no, a) +d(na) + d(o)

= nL(a,a)+n?d(a) +d(a) = (n+1)%d(a) .

Bei der vorletzten Gleichung geht dabei die Induktionsvoraus-
setzung ein. Wir erhalten insgesamt d(ka) = k*d(a) wegen
Definition 6.31 (i). Damit wird aus Lemma 6.32 (i):

(2) 0 < m2d(a) + n2d(3) + mnL(c, 3). Wir setzen speziell m =

—L(a, 3),n = 2d(a) und erhalten

(3)
0 < Lo B)d(e) +4d(0)*d(B) — 2d(er) L(a, B)?
= d(a)(4d(e)d(B) — L(a, 8)?) .
Dies liefert die Behauptung fiir o # 0, fiir a = 0 ist sie ohnehin
trivial. [J

6.35. Satz

Essei K = IF,(¢ = p™) und E eine elliptische Kurve mit Koeffizien-
ten in K. Dann gilt fiir die Anzahl ihrer Punkte §Ey : | {Ex —q—1 |<

2./.

Beweisskizze Ein Punkt P = (x,y) € K liegt in K dann und nur
dann, wenn er vom Frobenius-Isomorphismus ¢ : (z,y) — (x%,y?) auf
sich abgebildet wird. Demnach gilt Ex = ker(id — ¢), also {Fx =
tker(id — ¢) = deg(id — ¢). Die Gradabbildung ist dabei eine positiv
definite quadratische Form mit deg ¢ = ¢q. Die Behauptung folgt dann
direkt aus dem vorangehenden Lemma.

Es sei wiederum K = IF, sowie K, eine Erweiterung von K vom

Grad n.

Es sei V/K eine projektive Varietit, das heifit Nullstellenmenge von

einer vorangegebenen endlichen Menge von Polynomen f(zg, ..., zx),...

Klzg,...,zn]. Mit V(K,) bezeichnen wir entsprechend die Nullstel-
lenmenge mit Koordinaten aus K.

6.36. Definition

Die Potenzreihe

2T = e (S V) )

n=1

7fm(x0> s

7xN) €
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heiBt Zetafunktion von V/K.

(Ist F(T) eine Potenzreihe mit F(0) = 0, so ist exp(F (7)) :=

F(T) /i)

Bemerkung Ist die Zetafunktion einer Varietit bekannt, so lassen
sich die Anzahlen §V'(K,) einfach berechnen mittels

1 dr
(n—1)! | dT"

tV(Kn) = log Z(V/K;T)

T=0

Beispiel Es sei V = IPY. Ein Punkt V(K,) wird durch homogene
Koordinaten (zg: 21 :...: zy) € IPy(K,,) gegeben. Koordinatentupel
bestimmen genau dann denselben Punkt, wenn sie sich um einen Fak-
tor aus K, unterscheiden. Also gilt:

SN 1 X
ﬁV(Kn) = " Z
und damit
o) " N )
log Z(V/K;T) Z(Z )n:Z—log(l—q’T)
n=1 =0 =0

Es folgt unmittelbar:

1
(1-=T)1—q¢T)---(=¢"T)

Die Zetafunktion liegt also in Q(T').

Z(PYN/K;T) =

6.37. Weil - Vermutungen

Es sei K =IF, und V/K eine glatte projektive Varietét der Dimen-
sion n. Dann gelten:

(1) Z(V/K;T) € Q(T);

(2) Esexistiert ¢ € Z (Euler-Charakteristik) mit Z(V/K;q¢"T~!) =
+q" 2T Z(V/K\T);

(3) Es besteht eine Faktorisierung Z(V/K;T) = 5 (T() 132 (%" IJQ(HT()T)
mit P;(T) € Z[T], ferner gilt By =1 —-T, P, (T) =1 — ¢"T

sowie P;(T) = [1(1 — a;;T) in C[T] mit | a; |=¢"/* (1<i<
2n —1). ’
(I(V)) Primideal, K[V] = {48, K(V) = Q(K[V]), dimV = Tran-
szendenzgrad von K (V) iber K.)
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6.38. Satz

Es sei K = IF, und E/K eine elliptische Kurve. Dann existiert
a € Z mit Z(E/K;T) = %. Ferner gilt Z(E/K;q T ) =
Z(E/K;T) sowie 1 —aT+qT? = (1—aT)(1—8T) mit | a |=| 8 |= ¢'/%.

Beweisidee Ausgehend von ${Fy, = deg(id — gb”)il —a"=p0"+q"
mit a, # € C, | a |=| B |= /g, erhalten wir:

012

log Z(E/K;T) = X (1Ek,)%

1

n

l
18

(1—a"=p"+q")T"/n

Il
—

n

= —log(1—T)+log(l —aT)+log(l—pT)—log(l—qT),
woraus man die Behauptung fiir Z(E/K;T) sofort abliest. Die Funk-
tionalgleichung ergibt sich leicht durch Nachrechnen.

6.39. Zusammenhang zur Riemannschen Vermutung

Dazu setzen wir T = ¢—° und bekommen

. 1 — (IC]_S + q1—2s
CEK(S) : Z(E/Ka q ) (1 _ q_s)(l _ ql_s) :
Dann wird die Funktionalgleichung zu (g, (1 — s) = (g (s). (T —
1/(qT) entspricht s — 1 —s.) Die Nullstellen der Zetafunktion sind
a, f vom Betrag | ¢° |= /g, was Res = 1/2 entspricht.
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