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CHAPTER 1

Vorbemerkungen

Gegenstand der Vorlesung sind die Grundstrukturen:
Gruppen, Ringe, Kérper.

Herkunft:

aljahr (arabisch) bedeutet Erganzung, Ausgleich.
= Losung von Gleichungen

Grundproblem: Gegeben Korper K oder Ring R (kommutativ mit
Eins) und Polynom f(t) € R]t].

Frage: Existiert z € R mit f(z) = 0 (Berechnung!) bzw. Problem der
Konstruktion eines Erweiterungskorpers bzw. Oberrings, in dem f eine
Nullstelle besitzt.

Beispiel:
(i) R="7, f(t) =t+ 2 hat Nullstelle t = —2.
(ii) R =7, f(t) = 3t + 2 hat in R keine Nullstelle, wohl aber in
Q.
(iii) f(t) = t>*+1 hat erst in € eine Nullstelle (jedoch auch in ZZ[:]).
(iv) f(t) = t* — 4% + 1 hat Koeffizienten aus Z.

Gesucht: Ring R D 7Z und € R mit f(z) = 0.
Es wird geeignete Erweiterung gesucht, in der die Gle-
ichung Nullstellen besitzt. Nullstellen durch Wurzeln ausdriicken:

x=v2+¢§

Problem:

Darstellung der Nullstellen durch Wurzelausdriicke. Dies geht fiir Poly-
nome vom Grad < 4, bei Polynomen héheren Grades dagegen i.a. nicht
mehr. (S, ist fiir n > 5 nicht auflosbar!)

Galoistheorie:

Gewisse Erweiterungskorper lassen sich gruppentheoretisch beschreiben.

Hauptsatz der Algebra:
Jedes Polynom mit reellen Koeffizienten besitzt eine Wurzel in C.

Anwendungen: Konstruktion mit Zirkel und Lineal.

1



2 1. VORBEMERKUNGEN

Es seien M, N nicht leere Mengen und
f:MxM-—M ¢g: NxM-—-M

Abbildungen. f heifit (bindre) innere, g duflere Verkniipfung, N der
Operatorbreich von g. Eine Menge mit einer oder mehereren Verkniipfungen
heifit algebraische Struktur.

Statt f(mq, mg) schreibt man kurz: mymsy, mioma, my-mg bzw. m;0ms.

Eine innere Verkniipfung heifit kommutativ, falls
mpomge =mgomy Vmy, mo € M,

assoziativ, falls

(my omgy) omg =my o (mgoms) VYmy, moms € M
gilt.
Bemerkung:
Ohne Assoziativitat sind (m; o mg) o mg und my o (mg o m3) i.a. ver-
schieden. Fiir die Verkniipfung von 4 Elementen ergeben sich bereits 5
Moglichkeiten fiir das Resultat.

Definition Eine nicht leere Menge M mit einer (binéren) assoziativen
inneren Verkniipfung heifit Halbgruppe.

Beispiele:
(i) (Z,+), (Z,-), (Z/mZ,~+), (Z/mZ,-), nxn-Matrizen bzgl. Ad-
dition und Multiplikation.
(i) Nicht assoziativ ist die Verkniipfung ”:” auf Q™ = Q\{0}:

Tz
r:(y:z)=—
Y
ist i.a. nicht gleich
x

Gegenbeispiel: x =y =1, z = 2.

Ein Element e € M heifit Linkseins (Rechtseins), falls eox = z (zoe =
x) fiir alle z € M gilt. Ist e sowohl Linkseins als auch Rechtseins, so
heifit e Einselement von M.

Bemerkung:
(i) Ein Einselement ist stets eindeutig bestimmt. Sind etwa e, é
Einselemente, so gilt

e = eé (€ als Rechtseins)

e
é (e als Linkseins).

(ii) Linkseinsen hdngen natiirlich (bei fester Menge) von der Verkniipfung
ab:
In (7, +) ist 0 Einselement, in (%, ) ist dies 1.
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(iii) In einer Halbgruppe besitzt ein Produkt von n € Z=? Fak-
toren bei jeder Beklammerung denselben Wert (Beweis mit-
tels Induktion tiber n), Klammern kénnen folglich weggelassen
werden.

Potenzen lassen sich wie folgt definieren:
a' = a,

att o= a-a.

Besitzt M ein Einselement e, so setzt man fest: a° = e.
Hierfiir gelten die Rechenregeln

mm—i—n — l‘mOfL’n,

(™™ = 2™ (m,n € %Z=°),
die ebenfalls mittels Induktion (etwa nach n) bewiesen werden. Dage-
gen gilt
(ry)" = 2"y
i.a. nur, falls M kommutativ ist, d.h. die Verkniipfung auf M kommu-

tativ ist.
Definition Eine Halbgruppe M mit Einselement e heif3t Monoid.

Beispiel: (27, +) ist Monoid, (27, -) nicht.
Strukturgleichheit von algebraischen Strukturen:

Es seien (X, 0) und (Y,0) zwei algebraische Strukturen. Dann heifit
eine Abbildung

[ X =Y mit f(zyome) = f(z1) O f(z9)

Monomorphismus injektiv
Homomorphismus. f heifit { Epimorphismus ,falls f < surjektiv
[somorphismus bijektiv

ist.

Im Fall X =Y, o =0 heifit ein Homomorphismus (Isomorphismus) f
auch Endomorphismus (Automorphismus).

Beschreibung durch ein Diagramm:

XxX =X
fxfl /1] lf
Y XY ==Y
///: Diagramm ist kommutativ, d.h. fo =0 (f x f).

Bemerkung:
Die Hintereinanderausfiihrung (Produkt) von Homomorphismen ist ein

Homomorphismus. Das Produkt zweier Mono-, Epi-, Isomorphismen
ist wieder ein Mono-, Epi-, Isomorphismus. Das Inverse eines Isomor-
phismus ist Isomorphismus.
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Zwei algebraische Strukturen heiflen isomorph (strukturgleich), falls es
zwischen ihnen einen Isomorphismus gibt.

Beispiel:
Es sei M ein Monoid. Dann gibt es zu a € M genau einen Homomor-
phismus f = f, mit

f:IN—>M : n—a"

Definition Es sei M ein Monoid, in dem zu a € M stets b € M mit
boa = e existiert. Dann heifit M eine Gruppe. b heifit Linksinverses
zu a, analog: Rechtsinverses.
Satz Es sei G eine Halbgruppe mit den Eigenschaften

(i) e GVaeG: eca=aq

(ii) Va e G Fbe G : boa=ce.

Dann ist G eine Gruppe.

Beweis:

a € G beliebig mit Linksinversem b.

Wir zeigen zunachst:

b ist auch Rechtsinvereses. Zunéchst existiert ¢ € M mit cob = e.
Hierfiir ist dann

aob = eo(aob)

= (cob)o(aob)=co(boa)ob
= (coe)ob=co(eod)

= cob
= e
Damit gilt dann auch
aoe = ao(boa)
= eoa
—_= a7

d.h. e ist Rechtseins. Also ist e Einselement, G Monoid und nach (1.3)
eine Gruppe.

O

Eigenschaften von Gruppen

(vergleiche Lineare Algebra I)

Das Inverse eines Elements a ist eindeutig bestimmt (Schreibweise:
a™1). Zu a, b € G existieren eindeutig z, y € G mit

yoa=b und aox =b.
(y=boa™) (x=a"'ob)
Zuac€Gist (a) ' =a,zua, beGist (ab)t =b"tat
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Es gelten die Kiirzungsregeln:
aoc=boc = a=b,
doa=dob = a=hb.
Eine Gruppe G heifit kommutativ oder abelsch, falls
aob=0boa Va, b e G

gilt. In diesem Fall schreibt man o zumeist als Addition. Ansonsten o
als Produkt:

aob=:ab.
Lemma Eine Halbgruppe G ist genau dann eine Gruppe, fallszu a, b €
G stets x, y € G mit aox = b und y o a = b existieren.

Beweis:

= klar,

< Fiir a € G existiert stets e mit eoa = a.

Zu zeigen: eob = b fiir alle b € G (= e Linkseins).
Zunéchst existiert x € G mit a o x = b, und damit wird

ecob=co(aozr)=(eoca)ox=aox =0

Damit ist (i) von (1.4) erfiillt. Zum Nachweis von (ii) wende man die
Voraussetzung fiir y auf das Paar (a, e) an, also gilt die Behauptung
nach (1.4).

0

Definition Es sei M eine (nicht leere) Menge.
Eine Teilmenge R von M x M heifit Relation.
R # 0 heift Aquivalenzrelation (auf M ), falls gilt:

(i) a € M = (a,a) € R (Reflexivitat),

(i) (a,b) € R = (b,a) € R (Symmetrie),

(ili) (a,b)(b,c) € R = (a,c) € R (Transitivitit).
Fiir (a,a) € R heift K, := {b € M\ (a,b) € R} Aquivalenzklasse zu
a. Statt (a,b) € R schreibt man auch a ~ b.

Satz Es sei M eine nicht leere Menge.
(i) Ist R Aquivalenzrelation auf M, so gilt : M = | K, und

aeM
K.,N K, =0 fir (a,b) € R.
(ii) Ist M = U M; mit nicht leeren Teilmengen M;, so wird mittels
i€l
A~b:s J €1 :abe M; auf M eine Aquivalenzrelation
erklart.






CHAPTER 2

Gruppen

2.1. Definition

Es sei G eine nicht leere Menge mit einer Abbildung o : G — G mit
den Eigenschaften:
(i) Va,b,c € G: (aob)oc=ao(boc),
(ii) Jee GVae G:eoca=aoe=a,
(i) Vae G Jbe G:aob=boa=ce.
Dann heifit (G, o), (bzw. G) eine Gruppe, e Einselement von G,
b inverses Element zu a (Schreibweise: a™').

Bemerkungen:

(i) Man beachte die Reihenfolge der Eigenschaften (ii) und (iii)!
(ii) G heifit abelsch (kommutativ), falls aob =boaVa,b € G gilt.

Wichtige Beispiele von Gruppen sind die sogenannten ” Permutations-
gruppen”. Spéater werden wir sehen, dass sich jede Gruppe als Permu-
tationsgruppe auffassen lasst.

Beispiel: Die bijektiven Abbildungen einer Menge von n Elementen
(etwa IN,, := {1,2,...,n} fir n € IN bilden bzgl. Hintereinander-
ausfithrung eine Gruppe .S,,, die sogenannte symmetrische Gruppe. Die
Elemente von S,, heissen Permutationen.

Schreibweise: 7 : IN,, — IN,, ldsst sich durch die Angabe der Bilder

. 1 2 ... n
darstellen, mittels < (1) 7(2) ... w(n) ) '

Beisnicle: 1 2 3 1 2 3 1 2 1
M 3 2 1 9 3 1 2 9 2 1 ) 1 *

. ) ) e 1 2 ... n
Das Einzelelement von S, ist die Identitat id = ( 1 9 n ) .

Beim Rechnen mit Permutationen ist die Reihenfolge der Abbildungen
ab n > 2 wichtig:

1 2 3 1 2 3 B 1 2 3
21 3 3 2 1 N 3 1 2
(zunéchst wird 1 auf 3, 3 im zweiten Schritt auf 3 abgebildet, 2 wird

zuerst auf 2 und diese dann auf 1 abgebildet, 3 auf 1 auf 2), jedoch ist
7
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1 2 3 123\ (123
3 21 2 13) 231

verschieden vom ersten ”Produkt”.

Bemerkung: #5,, = n! (Der Beweis - etwa mittels vollstdndiger Induk-
tion - wird dem Leser iiberlassen.) S3 wird zur Symmetriegruppe des
gleichseitigen Dreiecks, wenn man die Ecken mit 1,2, 3 nummeriert.

2.2. Definition

m €S, mit 7(i) = j # i und 7(j) =i sowie 7(k) =k V k € N, \ {7, 7}
heifit Transposition (Schreibweise: 7;;).

Man beachte, dass Tl-;l = 7;, gilt, d.h. Transpositionen sind zu sich
selbst invers.

2.3. Satz

Jede Permutation m € S, lasst sich als Produkt von hochstens n Trans-
positionen schreiben.

Beweis: Fiir m = id ist 7 leeres Produkt von Transpositionen. Sei also
Sn, O m # id. Dann existiert ¢; € IN,, minimal mit 7 (i;) = j; > ;.
Tij, ™ ist dann eine Permutation mit (k) = k fiir k = 1,..., 4. Iterierte
Anwendung liefert 7;,;, - 7, _ C Ty T = 1d bzw. T = T Tigg,
cee Tigge — T

iJk—1
O

2.4. Definition

T € &, heifit r-Zyklus, falls es eine Teilmenge {iy,...,i.} von r Ele-
menten von {1,...,n} mit

7T(i,,) =i, (1<v< T)> W(ir) =iy, T(j) =7 Vj §é {ilv-'-7ir}
gibt.

Schreibweise:

. . 1 ... n
ﬂ:(zl,...,zr)statt<7r(1) 7r(n)>
Vereinbarung: id = (1).

Bemerkungen:

(i) Transpositionen sind 2-Zyklen (i, j);
(i) (iy...4p) = (i1, 7(i1), ..., 7 (i), 77(i,) =i, (1 <v <7);

Rechenregeln fiir Zyklen:
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2.5. Hilfssatz

(1) (G1ye-vytr) = (Guy ey, G1yeyipr) (1 <v <7).
(i) (i1,.orin) = (ityennsin) (inseeriy) (2 < v < 7 —1), mit
Anwendung
(ir, . in) = (i1,19) (i, i) - .+ (ipr,ir) -
(iii) (i1,-- 0y 00) "t = (ipy Gpo1, - -0, 01),
(iv) 7 (iy,. .. i)t = (7 (ir),...,7 (i) V7 € &,.
(v) r € IN ist minimal mit (i1, ...,4,)" = id.

Beweis:
Bis auf (iv) sind die Aussagen unmittelbar klar. Es geniigt, (iv) fiir
Transpositionen zu zeigen, da geméaf (ii)

r—1
(i, de) = TG, i) 7
j=1

ist. Ist nun v € {1,...,n} mit 7' (v) & {i;, ij41}, dann bleibt v
invariant. Schliefllich ist

T (V) =i S v =7 (i541) sowie 17 (n) =4 & p=7(i;),

also gilt insgesamt:

7 (i, i) 7t = (7 (iy), 7 (i)

2.6. Hilfssatz

G, = <(@,n)|l1<i<n> (firn>2).
= <(L|ll<i<n>

Bekanntlich ist jede Permutation Produkt von (hochstens n) Transpo-
sitionen der Form (i, j) (1 <i < j <n). Ferner gilt:

(4, 5) = (1,4) (1, j) (L, 7)
nach (2.5)(iv) fir ¢ > 1. Analog gilt

(i, j) = (4, n) (i, n) (5, n)
fir 1 <i<j<n.
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2.7. Definition
Zwei Zyklen (iy,...,4.),(j1,--.,Js) heiBen elementfremd, falls

{ily'-'uiT}m{jlv"'LjS}:(Z)

ist.

2.8. Hilfssatz
Elementfremde Zyklen kommutieren.

Beweis:
Es seien I = {iy,...,40.}, J ={j1,...,jsp K = (IN\D\J, INJ = 0.
Dann gilt

v firve K

Jia1 fﬁrV:jl (1§l<5>
(11, i) (J1y -0y Js) (V) = j1 firv =g

iy firv=14 1<1<r)

1 fur v = 1,

= (J1,.-y7s) (i1, ..y ir) (v).
O
Bemerkung:

Es sei m € S,. Durch i ~ j & 3k € Z : 7*(i) = j wird auf IN,, eine
Aquivalenzrelation erklart.

Beweis:

Die Reflexivitit ist klar mittels k = 0. Fiir 7%(i) = j ist i = 7 %(§),
also gilt auch die Symmetrie. Ist schlieflich 7% (i;) = iy und 7'(iy) = i3,
so wird 78! (i;) = i3, es folgt die Transitivitit. Man beachte, dass
die Aquivalenzklasse K; von i aus den Elementen 7,7 (i), ..., 7% 1(4)
besteht, falls k; € Z=° minimal mit 7% (i) = i gewdhlt wird. Es
besteht folglich eine Bijektion zwischen den Aquivalenzklassen K; und
den Zyklen (i, 7(i),..., 7% 1(3)).

U

2.9. Satz

Jede Permutation © € S, last sich eindeutig als Produkt element-
fremder Zyklen darstellen.

Beweis: Fir m = id handelt es sich um das leere Produkt. Sei also
7w # id. Dann existiert iy € IN,, minimal mit 7(i;) = j; > 4;. Bilde
M, = {Wk(il) | k € ZZO} 3 4;. GeméB der vorangehenden Bemerkung
existiert ein minimaler Exponent /; € IN mit 7% (i;) = i;. Also bildet
(i1, 7(i1), ..., ™" 1(i1)) einen Zyklus.
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Nunmehr wéhlt man i, € IN,, \ (IN;, _1 U M7) minimal mit 7 (iy) = jo >
15 und bildet My := {Wk(ig) | ke ZZO} > 19. Wir erhalten so etwa r
mehrelementige Zyklen (i, 7(i.), ..., 7 1(i,)) (1<K <7).

Zusammen mit den einelementigen Zyklen bilden sie die behauptete
Produktdarstellung. Zur Eindeutigkeit beachte man, dass die gefun-

denen Zyklen als Aquivalenzklassen (vgl. vorangehende Bemerkung)
disjunkt sind.

O
Beispiel:
Fur
(1 234 5 6 7 89 10 11 12 13 14 15
T™\24681 12 14 13 5 7 9 11 13 15
ist
m=(1,2,4,8)(3,6,12,9) (5, 10) (7, 14, 13, 11).

Permutationen lassen sich also als Produkte von Transpositionen (nicht
eindeutig) oder als Produkte elementfremder Zyklen (eindeutig) darstellen.
Hierfiir besteht folgender Zusammenhang;:

2.10. Hilfssatz

Ist 7 € S, einerseits Produkt von r Transpositionen, andererseits
Produkt von ¢ elementfremden Zyklen (einelementige mitgezahlt), so
besteht der Zusammenhang r = n — ¢ mod 2.

Beweis: Mittels Induktion nach r. Fiir r = 0 gilt © = id, welches Pro-
dukt von n einelementigen Zyklen ist. Sei nun r > 0 und die Behaup-

tung fiir 1,...,r — 1 bereits bewiesen. Zur Produktdarstellung durch
Transpositionen 7 = 77 -... 7, bilden wir 7 = 7 -...-7._1. 7 habe die
Zyklendarstellung ™= (ijl, R ,ij2_1)(ij2, e ,ij3_1) R (/L.jm717 e 7ijm—l)~

Nach Induktionsvoraussetzung gilt hierfiir r — 1 = n — m mod 2. Da
die Zyklen elementfremd sind, lassen sie sich beliebig umordnen, auch
innerhalb eines festen Zyklus kann man jedes Element als Anfangse-
lement einsetzen (vgl. 2.5). Wir konnen also 7, = (i;,,%,) erreichen,

wobei entweder i, = i;, oder i, € {Wk(ijl) | ke ZZO} gilt.

1. Fall. u = 7.
Die Zyklen beginnend mit 7j,,...,4;, , bleiben ungedndert. Dagegen
"verschmelzen” die beiden ersten Zyklen zu einem einzigen:

(Zju Uiy Ujot1s - -+ Ujg—15 Loy Ljr 415 - - - 7Zj2—1) :

Es geht folglich » — 1 auf r sowie m auf m — 1, so dass die behauptete
Kongruenz erfiillt ist.
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2. Fall. p=g314+v <jo—1.
Die Zyklen beginnend mit 4j,,...,4;, , bleiben ungedndert. Der erste
Zyklus dagegen spaltet in zwei neue elementfremde auf:

(Zj17Zj1+l/+1> ce ,’ljzfl) (Zj1+1> Zj1+27 ce ,’le,,/) .

Es gehen r — 1 auf r sowie m auf m — 1, die behauptete Kongruenz ist
richtig.

O

Der Hilfssatz besagt, dass die Anzahl der Transpositionen bei der Darstel-
lung einer Permutation zwar nicht eindeutig ist, sie ist jedoch stets
gerade oder ungerade.

Bemerkung:
sig: S, = (-l):m=m-...- 7 — (—1)
Fiir n > 2 ist sig surjektiv.

" ist ein Homomorphismus.

2.11. Definition

Eine Teilmenge U einer Gruppe G heifit Untergruppe, falls U mit der
Verkniipfung von G fiir sich bereits eine Gruppe bildet.
(Speziell folgt e € U!)

2.12. Kriterium

Es sei G eine Gruppe und () # U C G. Dann sind dquivalent:

I U Untergruppe
II (i) Va,beU : abeU
(Schreibweise: UU C U)
(ii) Vae U Fbe U : ba=ce.
Il VYa,be U : ab™! € U.
(Schreibweise: UU~! C U)

Beweis:
I = II: per Definition (1.6);

IT = III:

Vb e U Jb~! € U wegen (ii) und der Eindeutigkeit des Inversen in G,
dann folgt die Behauptung mittels (i);

I = I:

Fira=0€U (#£0) istaa ' =e €U. Fire, b e Uisteb! =
b=! €U. Fiira,be Uist a,b~t € U und damit a (b™')"' =ab € U.
Das Assoziativgesetz gilt in U wegen U C G.

O
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Bemerkung:
Der Durchschnitt von Untergruppen einer Gruppe G ist wieder eine

Untergruppe von G. Zu () € M C G existiert folglich eine kleinste
Untergruppe U von G mit M C G, namlich der Durchschnitt von
allen Untergruppen von G, die M enthalten. Diese heifit das Erzeugnis
< M >von M in G. Speziell heifit G endlich erzeugt, falls eine endliche
Teilmenge M von G mit G =< M > existiert.
Offenbar gilt:
(i) M C< M >, < M > ist Teilmenge jeder Untergruppe, die M
enthalt.
(ii) Definiere < () >=<e >.
(ili) < M >= M < M Untergruppe.

Beispiel:
G=(Z,+)=<1>;
(Q[t], +) ist dagegen nicht endlich erzeugt.

2.13. Lemma

Es sei G eine Gruppe und ) # M C G. Dann besteht < M > aus allen
endlichen Produkten von Elementen aus MUM ' (M~ ':={a"'|a €

Beweis:
Als Untergruppe enthilt < M > alle Elemente aus M UM ~! und damit
auch alle endlichen Produkten von solchen Elementen, da < M >
bzgl. der Produktbildung abgeschlossen ist. Es bleibt zu zeigen, dafl
die Menge aller solchen Produkte bereits eine Untergruppe bildet.
Die Assoziativitat iibertragt sich von G.
Die Abgeschlossenheit ist klar, e = aa~! fira € M, und zu a4, ...,a, €
MuUM~!ist

(ar-...-ap) t=a,t ... -a’
mit a;’,...,a;t € MUM™L

O

Problem:
Bestimme kleinstes Erzeugendensystem fiir eine Gruppe. Ein solches
existiert i.a. nicht, falls es existiert, ist es nicht eindeutig.

Beispiel:
(Z)3%,+) = <1+43%Z>
= <24 3% >,

(Z,+) = <1>
= <—-1>.
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Im folgenden sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe von GG. Dann
wird mittels

a~b & abtelU

auf G eine Aquvalenzrelation erklirt. Es gilt ndamlich:
(i) a ~ a wegen aa™' = e € U gilt fir alle a € G.
(i)

ab™telU

(b teU

ba~teU

b~a Ya, b e G.

a~b

r i i

(ii)
a~vbANb~e & ableUANbe! €U
= (ab ') (bc ') =act €U
S an~c Ya, b, c € G.
Zu a € G ist die zugehorige Aquivalenzklasse Ua := {ualu € U}, denn
es gilt
ua € Ua = a(ua)' =a(a'u)=u €U.

Ua heifit Rechtsnebenklasse von a bzgl. U.
(Entsprechend:

a~ b e JuelU : atb=woderb=au

fithrt zu Linksnebenklassen aU..)

Die Méchtigkeit (Anzahl der Elemente) einer Nebenklasse ist gleich der
Méchtigkeit (Elementzahl, Ordnung) von U. Bezeichnung: |U| = (U :

1).

Denn fiir a € G ist
Yot U—=Ua : ur— ua

(analog: ¢, : U —aU : ur au)
bijektiv. Die Surjektivitat ist klar, die Injektivitat folgt aus den Kiirzungsregeln
fir G:

ua = ua = u,

Il
N

U
au=au = U

(Folgerung: Ua =U < a€U.)

Bemerkung:
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Die Mengen der Linksnebenklassen und die der Rechtsnebenklassen
von U in G sind gleichmachtig. Dazu sei V' C G ein Vertretersystem
fiir die Linksnebenklassen von U in G:

G = UaU.

aeV

Wir werden zeigen, dass dann auch

G = U Ua™*
acV
gilt. Zunachst ist die Vereinigung der Mengen auf der rechten Seite
disjunkt wegen

aU=bU & b l'aU=U
s blacU
s U=Ubla
s Ua'=Ub"'.

Zudem ist die rechte Seite naturgeméafl in der linken Seite enthalten.
Ist ferner ¢ € G beliebig, so liegt ¢! in einer Linksnebenklasse all
fir ein passendes a € V. Es folgt g~! = au fiir ein u € U, also
g=utat € Uat

Die Machtigkeit (Elementzahl) der Menge der verschiedenen Recht-
snebenklassen (Linksnebenklassen) von U in G heifit Index von U in
G.

Bezeichnung: (G : U).

Da die Gruppe G disjunkte Vereinigung der Aquivalenzklassen Ua ist,
haben wir den folgenden Satz bewiesen:

2.14. Satz (Lagrange)

(G:1) = (G:U)U:1)

[
e

I
|G

2.15. Satz
Es sei G eine Gruppe mit Untergruppen U C V. Dann gilt:
(G:U)=(G:V)(V:U).

Beweis:
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Fiir |G| < oo ist dies direkte Folge aus (1.9):

_ (G (G:V)(V 1)
(@:0) = U:1) (U :1)

(GEV)(Veu)ua1) _ .
— T =(G:V)(V:U).

Sonst seien

G=UaV, V=JbsU

ael pedJ
(disjunkte Zerlegungen in Linksnebenklassen). Es folgt dann, dafl
G = U Ay bﬁ U
acl
peJ

Zerlegung von G in Linksnebenklassen nach U ist. Es bleibt zu zeigen,
daf} diese Zerlegung disjunkt ist.

Fr
adZﬂBU = ao bg U
{asbzulue U} {anbgu|ue U}
ist
ag BU:aabﬂU = A = Qg
~— ~
v CV
und weiter
Also gilt:
(G V)=, (G:U)=|I|J], (V:U)=]J]
O

Die in gewisser Hinsicht einfachsten Gruppen sind die, die von einem
einzigen Element erzeugt werden:

G={d"|keZ}
2.16. Definition
Eine Gruppe G heiflt zyklisch, falls sie von einem Element erzeugt wird.

2.17. Satz

Es sei G =< a > eine zyklische Gruppe. Fiir |G| = (G : 1) = oo ist
dann G = 7Z, fir |G| = (G: 1) =m < 0 ist G = (Z/mZ,+).
(Triviale Bemerkung: G zyklisch = G abelsch)

Beweis:
Im Fall |G| =1 besteht G nur aus dem Einselement e. Die Abbildung

G— (L)%, +) e~



2.18. DEFINITION 17

ist offensichtlich ein Gruppenisomorphismus (vgl. Lineare Algebra I).
Im folgenden setzen wir |G| > 1 voraus. Wir betrachten den surjektiven
Homomorphismus

¢ (Z,+) — G : ks a".

Ist ¢ nicht injektiv, so existieren m, n € Z, 0.B.d.A. m > n, mit
a™ = a" bzw. a™ " = e. Also existiert eine kleinste Zahl f € IN (1) mit
a’ = e. Wir zeigen: G = {e, a, ..., a’~'}. Ist m € Z beliebig, so liefert
Division mit Rest m = Q(m, f)f + R(m, f) mit 0 < R(m, f) < f.
Es folgt

@ = QU DIFRID) (o F)Qn D) RGm, )
D e fa, a, ..., 1Y
Die Elemente e, a, ..., a/~! sind aber wegen der Minimalitit von f

paarweise verschieden!

Ist ¢ dagegen injektiv, so sind alle Potenzen a™ (m € Z) verschieden,
es ist also |G| = 0.

Die behaupteten Isomorphien folgen nun aus dem Isomorphiesatz fiir
abelsche Gruppen (vgl. Lineare Algebra I), wenn man kerp = f7 fiir
© nicht injektiv bzw. kerp = {0} fiir ¢ injektiv beachtet.

U

Bemerkungen:

(i) Jede Untergruppe U einer zyklischen Gruppe G ist zyklisch.
Dazu betrachte man fiir
G =< a > und U #< e > die kleinste Potenz a* (k € IN), die
in U enthalten ist.
Fiir U =< e > setze k = 0. Offenbar ist U =< a* >.

(i) (Z,+) = (2%, +).

We list some consequences of Lagrange’s Theorem for exponents and
orders of elements which will be used later.

2.18. Definition

Let G be an arbitrary group and g an element of G. A natural number
m is called exponent of g if ¢ equals the unit element e of G.
Examples If GG is the Klein Four Group then 2 is an exponent of every
g € G. If G is finite then |G| is an exponent for every g € G. For G =
(Z,+) the non-zero elements of G have no exponents whereas 0 € GG
has every natural number as exponent. For G = Q™ := (@ \ {0}, x)
the element -1 has exponent 2 and the elements g with absolute value
greater than 1 (similarly less than 1) have no exponents.

If an element g € G has an exponent m then it is quite natural to ask
for the minimal exponent of g. As we saw in the previous examples the
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elements ¢ of the Klein Four Group have minimal exponents either 1
(g = e) or 2, whereas the elements g of the cyclic group of order 4 can
have minimal exponents 1,2,4. We note that the set of exponents of an
element ¢ is a subset of IN and therefore contains a (unique) minimal
element if it is not empty.

2.19. Definition

Let GG be an arbitrary group and g an element of GG. If g has exponents
m € IN then there exists a smallest exponent, the so-called order
ord(g) of g. In that case we say that g is of finite order (otherwise
infinite).

Remarks As a consequence of Lagrange’s Theorem the order of an
element g of a group G divides the group order |G| in case G is finite.
We observe that ord(e) = 1.

It will turn out useful to establish a few properties of the order function
for group elements, especially when discussing finite abelian groups.

2.20. Lemma

Let g be an element of a group G of finite order m = ord(g). Then we
have

ord(¢g*) = ord(g)/ged(k,m)
for every k € ZL.
Proof We set ¢ := ged(k, m) and need to show that d :== m/c is the
smallest exponent for m*. Clearly, d is an exponent for m* because of
(g")? = ghl = gmh/e = (g™)k/e = eF/¢ = e. On the other hand, let f
be any exponent for g¥. Because of e = (¢*)’ = ¢g*/ the element kf
must be a multiple of m, say kf = Im for an appropriate [ € Z. This
induces % [ =17 and %, “ being coprime we obtain indeed that
divides f.
OJ
We note that we did not impose any conditions on the group G in the
previous lemma. If we want to establish a relation between the orders
of two group elements and the order of their product then we need
to assume that these elements commute. The latter will become clear
from the proof and the remarks thereafter.

2.21. Lemma

Let g,h be commuting elements of a group G with coprime orders
m = ord(g) and n = ord(h). Then the element gh = hg has order mn.
Proof Because of (gh)™" = ¢g™"h™" = (g™)"(h™)™ = e the product
mn is an exponent of gh. On the other hand, if f is any exponent
of gh we put ¢ = ged(f,m), d := ged(f,n) and get e = ((gh)?)™/¢ =
grnIlaptmie — pImie respectively, e = ((gh)/)"e = g/m/epriflo =
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g’™/¢. From the first equation we conclude that n divides f(m/c) and
since n and m were coprime this yields n | f. The second equation
yields m | f analogously and again, n and m being coprime we obtain
that mn divides f. Hence, mn is indeed a minimal exponent for gh.
O

If the elements g, h do not commute then the order of their product
cannot be obtained so easily. We observe that in the symmetric group
Ss the product of two elements of order 2 has order 3 again (see first
page of this chapter). It can even happen that the product of two
elements of finite order has an infinite order. To see this we consider IR
as affine line and let G be the group of bijective affine mappings from
IR onto itself. It contains the 2 reflections ¢g(z) = 2 —x and h(x) = —x
of order 2 each. Then gh # hg, hg(z) = z + 2 and gh(z) = z — 2 are
both translations, hence their order is infinite.

Even the case in which g, h commute but their orders are not coprime
is not immediately deducible from the preceding lemmata. We note
that the likely assumption ord(gh) = lem(ord(g), ord(h)) is terribly
false as the example h = g~ demonstrates.

2.22. Lemma

Let g, h be commuting elements of a group G with orders m = ord(g)
and n = ord(h). The order of the element gh = hg divides d :=
lem(m,n). There exist exponents u,v such that the element g“h" has
order d.

Proof As in the proof of the previous lemma one immediately sees
that d is an exponent of gh. To show the last statement we consider
the prime number decompositions of m, n, respectively. We recall that
every natural number can be written as a formal infinite product over
all prime numbers in which only finitely many exponents are non-zero.
So we assume that

m=[[p™.n=]]p"

pEP peP

and set

u = Hpmp,v:: Hp””.

peP pEP
mp<np np<mp

Then the orders
ord(g") = H pe

peEP
mp>np

and
ord(r”) == [ p™

pPEP
mp<np
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are mutually prime and the previous lemma yields

ord(g"n") == ] »™ ][] p™ = lem(m,n) .

pEP pEP
mp>np mp<np

OJ

Example Let g, h be commuting elements of a group G with m :=
ord(g) = 540, n := ord(h) = 1008, respectively. We easily calculate
m = 22335, n = 24327, u = 22, v = 3%, hence we get

ord(g*) = 135, ord(h?) = 112, ord(g*h?) = 15120 .

Folgerungen:
Es sei G =< a > eine zyklische Gruppe der Ordnung &.

(i) Es ist G =< a™ > dann und nur dann, wenn ggT (k, m) =1
1st.

(ii) G besitzt genau ¢ (k) erzeugenden Elemente. Hierbei bezeich-
net ¢ die Eulersche Funktion, die fiir £ € IN die Anzahl der
zu k teilerfremden Zahlen innerhalb {1,2,... k} angibt. Man
beachte:

ko|[1]2]3]4]5]6
ek)[[1]1]2]2]4]2"
sowie ¢ (p) = p — 1 fiir Primzahlen p.

2.23. Satz (Kennzeichnungssatz fiir zyklische Gruppen)
Es sei G eine endliche Gruppe der Ordnung n. Dann gilt:
G zyklisch < Vd|n3U <G :|U|=d.

Beweis:

Es sei G = (g) mit ord(g) = n. Fiir d | n setze h = g™/ (mit ord(h) =
d) und U = (h). Um nach der Existenz auch die Eindeutigkeit zu
zeigen, nehmen wir an, dass V' eine weitere Untergruppe von G von
der Ordnung d ist. Fiir beliebiges © € V ist dann e := ord(x) ein
Teiler von d. Folglich ist 2 von der Form (h%¢)* mit ged(k,e) = 1, also
x € U. Damit gilt V C U und wegen

d=(G:V)=(G:U)(U:V)=dU:V)
demnach (U : V) =1, alsoU =V.

7 <« 7 Der Beweis erfolgt mittels Induktion nach n. Fir n = 1,2,3
wurde die Aussage bereits verifiziert. Wir schliefen von 1,...,n — 1
auf n (fiir n > 4). Dabei unterscheiden wir 2 Fille.

() Esist (G:1)=wu-v mit u,v € Z=* und ged(u,v) = 1.
Hierzu existieren (eindeutige!) Untergruppen U,V von G mit |U| = u
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und |V| = wv. Diese sind wegen der Eindeutigkeit unter allen in-
neren Automorphismen invariant, also Normalteiler. Wir wollen zeigen,
dass U (bzw. V) zu jedem Teiler d von u (bzw. d von v) genau
eine Untergruppe W der Ordnung d besitzt. Nach Voraussetzung ex-
istiert genau eine solche Untergruppe W von G. Wir haben W < U
(bzw. W < V) zu zeigen. Wir fithren den Nachweis lediglich fiir
U. Da U< (G ist, ist WU Untergruppe von G, die U als Normal-
teiler enthélt. Nach dem 1. Isomorphiesatz folgt WU/U = W/UNW.
Dabei ist (W : U N W) ein Teiler e von d, der folglich u teilt. Wegen
v=(G:U)=(G:WU)WU :U) = (G: WU)e und ged(u,v) =1
muss notwendig e = 1 und damit WU = U, also W C U gelten.
Demnach sind die Voraussetzungen fiir G auch fiir U,V erfiillt. Nach
Induktionsvoraussetzung sind U = (z), V' = (y) zyklisch. Wir bilden
den ”Kommutator” 1y lzy. Wegen V<G liegt er in V, wegen U< G
auch in U. Da die Ordnungen v von U und v von V teilerfremd sind,
gilt UNV = {e}, also auch 7'y "ty = e bzw. xy = yr. Daher kom-
mutieren z,y, es folgt ord(zy) = ord(z)ord(y) = uv = n. Hiernach ist
G = (zy) zyklisch.

(8) Esist (G :1) = p/ mit p e Pund f € IN. In G wihlen wir g mit
ord(g) = p* und k maximal. Ist nun h € G beliebig mit ord(h) = p'
(0 <1< k), so erzeugt h eine zyklische Gruppe der Ordnung p'. Diese
stimmt nach Voraussetzung mit (¢?* ') {iberein. Also ist i € (g) und
somit G = (g).

0

Bemerkung:
Ist G = (g) eine zyklische Gruppe der Ordnung d, so existieren in G

gerade ¢(d) Erzeuger, namlich ¢* mit 1 <7 < d und ged(4,d) = 1. Der
vorangehende Satz liefert somit fiir n € IN die Formel:

nsz(d).

dln

Bemerkung:
Es sei G =< a > unendlich. Dann gilt

<d">=<d > (k,1€Z)

genau dann, wenn k = =£[ ist. Speziell besitzt G genau die beiden

Erzeuger a, a™'.

Es existieren p, v € 7 mit

d.h.
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Beispiel:
Eine wichtige Gruppe mit 2 Erzeugern ist die Diedergruppe:

G=<abla*=e, "=¢,aba=b"> (ncNN, 1G = 2n).
Es sei IR? die reelle Ebene, n € IN.
d: R — R

bezeichne die Drehung um den Ursprung um den Winkel 2;”, s die
Spiegelung an der y-Achse. Setze D, :=<d, s >.
Matrixschreibweise:

cos & —gin 2T -1 0
d=1{ . o w ) 5= o 1]
S b COS n

Relationen zwischen den Erzeugern:
d"=e=1id, s> =e, dsd = s bzw. sds = d~*.

Also 148t sich jedes Element von D,, (beachte (1.8)) in der Form s'd’
mit 0 <7 <1, 0 < j < n darstellen,

D, ={e,d,d ....d"" s sd,... sd"'}.

Diese Elemente sind alle verschieden (d* = sd' impliziert d*~! = s, was
unmoglich ist), also gilt (D,, : 1) = 2n.
Es sei x € G fest gewdhlt. Man betrachte die Abbildung

0 1 G— G : ar zax".
Diese ist ein Homomorphismus:

(rax™) (xbx™') = zabs ™.

Injektivitat von ¢, :

var ' =zbr! = a=0b.

Surjektivitat von o,: (Einziges) Urbild von b € G ist z~'bx.

Also ist ¢, ein Automorphismus von GG, sogenannter innerer Automorphismus,
mit Umkehrabbildung

(SO:E)_I = Paz-1.

Die Automorphismen von G bilden (bzgl. Hintereinanderausfiihrung)
eine Gruppe Aut (G). Die inneren Automorphismen bilden hiervon
eine Untergruppe [ (G) geméas:

¥z, py innere Automorphismen, dann auch

Pz (Spy)il = Pry—1-
I (G) ist trivial, falls G abelsch ist.
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Fiir Untergruppen U von G gilt i.a. nicht zUx~! = U fiir alle z € G
(Gegenbeispiel: 2-elementige Untergruppen von &3). Untergruppen,
die unter allen inneren Automorphismen invariant sind, spielen eine
ausgezeichnete Rolle.

2.24. Definition

Eine Untergruppe U von G heifit Normalteiler von G falls xUx™! = U
fiir alle x € G ist.

Bemerkungen:

(i) Es geniigt in (1.15), zUz~! C U zu fordern.
(i) 2Ux'=U & 2U=Uz.

(iii) Es sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist
ker p:={x € G| (x) =ey}

Normalteiler in G. Ist namlich a € G beliebig, so gilt

p(a(ker p)a™t) =

also aker pa=! C ker ¢.
(iv) Ist U Untergruppe von G mit (G : U) = 2, so ist U Normal-
teiler. Es ist

G=UUzU=UUUxfirz e G\U,

also gilt xU = Ux fur alle z € G.
(v) < e>, G sind stets Normalteiler von G. G heifit einfach, falls
es die einzigen sind.
(vi) Es seien U C V' C W Untergruppen von G; ist dann U Nor-
malteiler in V| so ist U i.a. nicht Normalteiler in W.
(vii) In abelschen Gruppen ist jede Untergruppe Normalteiler.

Schreibweise: U < G fiir “Untergruppe”, U <1 G fiir “Normalteiler”.

Gruppentypen (bis auf Isomorphie)
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1G | G

1 | {e}

2 |<z> mita?=ce

3 |<ax> mita®=e

4 | < x> mita? = esowie D,.

In D5 haben alle Elemente die Ordnung 2 .

D, ist die sog. Kleinsche Vierergruppe {e, a, b, c}mit
a?=b=c2=e, ab=c, ac=b, bc = a,

Dy = 7)27 & 727

5 |<ax> mitad®=e

6 | < x> mit 2% = e sowie

Dy ={a"b"|ve{0,1},ne{0, 1,2}, a®> =b>=c¢, aba ="'},
Ds ist die kleinste nicht kommutative Gruppe

Beispiel: Gruppe mit 6 Elementen ist auch

G3:
(1
= {1

(1
=1 9

mit a? = e = b3.

3
)
3 , (123
1) ba—<132>’

— DN DN DO
wW W
~_—
S
I
VR
N —

N W N
— o
~__—
S
™o
|
/N
L =
— DN

Anzahl der Elemente vorgegebener Ordnung

ord 1 2 3
Elementeanzahl |1 3 2
Anzahl der

Untergruppen |1 3 1 (ist Normalteiler).

Offenbar ist &3 zu D3 isomorph.

Beispiel:

G Gruppe, Aut (G) ist Gruppe mit Untergruppe I(G).
Wir zeigen: Vi € Aut (G) : oI (G)p™ ! CI(G) bzw.
Voo, € I(G) : ppap™t € 1(G).

Sei y € G beliebig:

pere () = el (Y)
= pze 'y
o (@) (e (y) ez
() o (

= @) (y), also ist pp,¢ " innerer Automorphismus.

)"
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2.25. Hilfssatz

(i) Der Durchschnitt von Normalteilern von G ist Normalteiler
von G,
(11) Ny QG, Ny <G = NNy, < G,
Ny, Ny Normalteiler von G = NNy, <G,

(iii) ¢ : G — H Homomorphismus,

V<H = oYV)<aG,

VaH = ¢ YV)<G,
(iv) ¢ : G — H Epimorphismus,

U<G = ¢(U)<H,

UG = ¢U)<H.

Beweis:

(1) {N:}ier sei eine Familie von Normalteilern von G = N :=
ﬂ N; ist Untergruppe, ferner ist fiir x € G und y € N

i€l
vyrreN; (iel) = ayr'eN,
also tNxz~ ! C N.
(ii) Normalteilereigenschaft:

N1 Noz ™t = Ny ' a Ny ™ = N{ N, Vo € G,
NNy # () wegen e - e € N1 Ny, ferner ist

(N1 N) (NlNg)_l = (N{Ny) N2_1N1_1 - N1N2_1N1

= NIN;'Ny, € N\ N, (beachte: N;' = Ny, Ny' = Ny und Ny < G)
= NN, Untergruppe.
(iii) ¢~ (V) ist Untergruppe:
Trivialerweise ist eq € ¢~ (V). Seien a, b € ¢~ (V) =
p(a), p(b) eV = w(a)(p®) eV
|
p(a)p (") =p(ab™).
Seiz e G:
et (V)a ) =p@) V()" =V,

also ist

v (V)a™ S ' (V).

(iv) ¢ (U) ist Untergruppe:
¢ (eq) =en. (eg =egec = plea) = ¢ (eq) ¢ (eq))-
Seien ¢ (a), ¢ (b) € p(U) =

p(a)p )t =p@ed™")=pa™) ep().
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Zuy € H existiert x € G mit ¢ (z) = y. Damit wird

) U)e ()™ =p@@Uz") = ().
0

2.26. Satz
Es sei GG eine Gruppe mit Normalteiler N. Dann lafit sich
G/N :={gN|g e G}
mittels der Verkniipfung
(gN) (hN) = ghN
zu einer Gruppe machen, der sogenannten Faktorgruppe. Ihre Ordnung
ist (G/N:1)=(G: N).
Bezeichnung: G = G/N mit Elementen g = gN.

Beweis:
N Normalteiler =
(GN)(UN) = g(NB)N
= g(hN)N
— gh(NN)
= ghN,
also ist die Verkniipfung wohldefiniert; das Assoziativgesetz iibertragt

sich von G; Einselement ist N = eN; Inverses zu gN ist ¢ !N. Die
Elemente von G/N sind gerade die Linksnebenklassen von N in G.

O
Bemerkung:
(i) Unter den Voraussetzungen von (1.17) ist
D G—>G/N : gr— gN

ein Gruppenepimorphismus mit ker (p) = N, der sogenan-
nte kanonische Epimorphismus.

Beweis:
p ist Homomorphismus gemafl Definition der Verkniipfung,
p surjektiv ist klar,

schlieBlich ist ker (p) ={g € G| gN =N } = N.

geN
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(i) @ # U C G ist dann und nur dann Normalteiler von G, falls
U Kern eines Gruppenhomomorphismus G — H ist.

(
UG = U=ker(p) firp : G— G/N;

U = ker (p) fiir Homomorphismus ¢ : G — H ist stets
Normalteiler in G.)

(iii) Gruppenhomomorphismen von einfachen Gruppen sind trivial
oder injektiv. (ker (¢) < G; ker (¢) = G (= ¢ trivial) oder
ker (¢) = e (= ¢ injektiv).)

(iv) Es besteht die exakte Sequenz:

e—>N—-G—G/N—1.

Beispiel:
In der Topologie und Homologie spielen exakte Sequenzen eine wichtige
Rolle. Eine Folge (Sequenz) von Gruppenhomomorphismen

G 25 Gy 25 G 2. G,

heifit exakt, falls Im p; = ker ;47 (1 < i < n —2) ist. Ist Speziell
N < @G, so ist

{e} — N -G 2 G/N — {e}

exakt, falls

t: N—=G : x—2x

(t = idg | ) die Insertion (Einbettung) von N in G ist. Eine Folge
von Gruppenhomomorphismen

BéGlﬂGQ&Ggﬂe
ist genau dann exakt, falls ¢ injektiv, ¢1(G) = ker (¢3) und ¢y sur-
jektiv ist.

2.27. Homomorphiesatz (fiir Gruppen)
Es sei ¢ : G — H ein (Gruppen)homomorphismus. Dann gilt:
G/ ker (¢) = ¢ (G).
(Analoge Aussagen gelten fiir Ringe, Moduln, Vektorraume).

Beweis:
Definiere

Y G/ker (p) — ¢ (G) : gker(p) — ¢ (g).

Die Surjektivitat von ¢ ist unmittelbar klar.
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Zur Injektivitat und Wohldefiniertheit von :

gker (¢) = hker (¢) < h™'g € ker(y)
& phTlg)=e
& wh) = ¢(9)
& Y(hker(p)) = P(gker (p)) .

(Von links nach rechts bzw. oben nach unten erhilt man die Wohldefiniertheit,
in umgekehrter Richtung die Injektivitét.)
1 ist Homomorphismus:

Y(gker (p) hker (p)) = 1 (ghker(p))
= ¢(gh)
= ¢(9)p(h)
= 1 (gker (p)) ¢ (hker (p)).
O
2.28. Satz

Esseien ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus und /N ein Normal-
teiler von G mit N C ker ¢. Dann existiert ein eindeutig bestimmter
Homomorphismus ¢ : G/N — H mit

NGV

L

H

G

Hierfiir ist ¢ = ¥ p, ¥ (G/N) = ¢ (G), ker ¢ = ker ¢/N.

Beweis:
Definiere

Y : G/IN—H : gN— p(g).
1 ist wohldefinert, da N C ker ¢ ist;

1 ist Homomorphismus:

Y (gNhN) =

Die Eindeutigkeit von v ist klar wegen ¢ = 1) o p.
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¥ (G/N) = ¢ (G) gilt nach Konstruktion.

ker v = {gN|p(g9) =en}
= {gN|g € kerp}
= ker ¢/N.

2.29. Satz (1. Isomorphiesatz)
Es seien U < G, N < G. Dann ist
UN/N=U/UNN
(speziell ist also U N N Normalteiler in U).

Beweis:
N Normalteiler = UN Untergruppe von G, die U, N umfafit. N ist
Normalteiler in UN < G.
Betrachte
¢ : U—UN/N : ur—uN
UN/N = {unN|ueU ne N}
= {uN|ueU}
@ ist surjektiver Homomorphismus mit
ker p = {zeU|aN=N}
= {zeUl|xe N}
= UNN.
Wende nunmehr(2.27) an!

2.30. Satz (2. Isomorphiesatz)
Es seien U, V' Normalteiler von G mit U C V. Dann ist V/U Normal-
teiler in G/U, und es gilt
(G/U) [ (V/U) =GV

Beweis:
Betrachte
v G/U— GV . gUw— gV.
Wegen U C V ist ¢ wohldefiniert. 1 ist offenbar Homomorphismus
und surjektiv.
SchlieBlich ist ker v = {gU|ge GAgV =V}

= {gU|geV}
= V/U.
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Wende nunmehr (2.27) an!

Beispiel:
Es seien m, n € IN mit n|m. Dann ist

(Z/mZL) | (nZL/mZL) = Z/nZL.

Konstruktion von Gruppen aus Gruppen bzw. Zerlegung von Grup-
pen in Untergruppen fiihrt zum Konzept des direkten Produkts von
Gruppen.

2.31. Definition
Es seien Gy, ..., G, Gruppen. Dann heift

G::Glx...xGn:XGi (oder HGZ)
=1

i=1
das auflere direkte Produkt von G, ...,G,. G wird mittels

(917"'7gn)o(§17"'7§n) = (91§17"'7gn§n)
<~ =~
6(;1 < G%

zu einer Gruppe.
Bei additiver Schreibweise:

die sogenannte auflere direkte Summe.

2.31.1. Bemerkungen und Eigenschaften von direkten Pro-
dukten von Gruppen.

(i) XG =ﬁlrcz-|.

n
(i) Zn = X Zg, fir die Gruppenzentren
G, =1
=1

Za:={9€ G| gr=uxg Vr G}

(i) G = X G; abelsch & G4,...,G, abelsch.
i=1

) ()”(1 Gi>><< X Gj> gXGi WEEEls (91, - s Gn)s (Gusts- - s gon))

j=n+1

(91, - Gm)-

(IV) m™E 6, = X Gz = X Gﬂ'(l) mittels (917 B 7971) = (gﬂ'(l)a s )gﬂ(n))
=1 =1
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(vi)

Homomorphismus
Isomorphismus
Epimorphismus
Monomorphismus

v + G; — H;

('OZZHSOZ': ><G1_>><[{Z : (917"'7gn)H(901(g1)7-~~790n<gn>>
=1 =1 =1

(vii)

j=1
(91, 9n) €i(Gi) (91, -, gn) ™" = (pewgi' ., 0:Gig
:(617--'7€i—17Gi:€i+17---76n) :5i(Gi)~ G
(viil) m; : X Gi — Gj : (91,--.,9,) — g; ist eine "Projektion”
i=1

(ix)

Homomorphismus
. . Isomorphismus
ist wieder FROTPAL
Epimorphismus
Monomorphismus
n
g Gy — XGi D gi— (€1, €i-1, i, €41, - - -, €) st eine
i=1

Einbettung ZMonomorphismus). Es gilt
gi(Gy) < X G wegen

(Gruppenepimorphismus auf eine Untergruppe) (1 < j < n).
Fir G; := X G;ist v; 0 X G — G (g1 gn) —
i=1 j=1

i
(91,--+,Gi-1,9i+1, - - - » Gn) €in Epimorphismus (Projektion) mit
Kern ¢; (G;). Also ist

GiXGi = XG]
=1

1%

éh

Eine Verallgemeinerung auf unendliche Produkte ist moglich,
wenn man die n-Tupel als Abbildung der Menge {1,2,...,n}
auf die Vereinigung der G; interpretiert. Man erhélt dann fiir
beliebige Indexmengen I und Gruppen G, mit o € [ fiir das
direkte Produkt der GG, die Definition:
[IGo ={f: 1= Ga| flo) € GuVar eI}

ael acl

Dieses direkte Produkt enthélt eine normale Untergruppe (Be-
weis als Ubung empfohlen), die aus allen solchen Funktionen
besteht, fiir die zusétzlich f(a) = e, fiir fast alle o € [
gefordert wird. Diese Untergruppe heifit direkte Summe der
G,. Ist die Indexmenge I endlich, stimmen inneres Produkt

 Gn€ndn)
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und innere Summe offensichtlich tiberein. Der Fall unendlicher
Indexmengen wird allerdings erst spater bei Polynomringen ge-
braucht werden und dort wiederum nur fiir den Nachweis der
Existenz eines algebraischen Abschlusses zu einem gegebenen
Korper K.

Das Gegenstiick zum aufleren Produkt ist:

2.32. Definition

Es sei G eine Gruppe mit Normalteilern Ny, ..., N,. G heifit
direktes inneres Produkt von Ny,..., N,
(G =11, Ni), wenn
(i) G=Ny-...- N, und )
gilt.

n

(Additive Schreibweise: Ny+...+ N, = j_'Ll N;, direkte innere Summe.)

Zur Auseinanderhaltung beider Begriffe bemerken wir folgendes:
/27 = {0, 1} hat die Verkniipfungstabelle

G Go

—— —
Esist G = 7 /27 & 7./ 27Z eine additive Gruppe mit Verkniipfungstabelle
(Gruppentabelle):
tin o ¢ d n=(0,0)= 060
A . b=(1,0)=1®0
b|b n d c¢ fir die Elemente =2 e
cle d n b c=(0,)=0®1
dld ¢ b n d=(1,1) =191

~—

Also ist G vom Typ B4 (Kleinsche Vierergruppe). Die einzigen Unter-

gruppen von G sind
{n}, G, {n, b}, {n, ¢}, {n,d} mit N, =G, (i=1,2).
N Y =
Ny Ny N3
Offensichtlich ist G = N1 + N3 = N1 —|— N2 = N2 —I— Ng.

Dagegen ist N1 @ N3 zwar zu GG isomorph, ist jedoch eine Konstruktion,
die nicht mit G verwechselt werden sollte.

Es folgt eine Charakterisierung innerer Produkte:
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2.33. Satz
Es sei G eine Gruppe mit Untergruppen Ni,...,N,. Hierfiir sind
aquivalent:

(i) 9.9; = 9j9; Y9; € Ni, g; € N; (1 < i < j < n), und jedes
g € G laBt sich eindeutig in der Form g = ¢; - ... - g, mit
gi € N; schreiben.

(ii) V; <G (1 <i<mn),und G ist direktes inneres Produkt von
Ny, ..., N,, d.h.

Beweis:
(i) = (i):
Die Normalteilereigenschaft von INV;, N; liefert:
9959, € Nj, ;9,97 € Ni;
fiir i # j ist demnach
9:9;9; 97" € N;N; N N;N; = {e},
also
9i95 = 9;9i-
Jedes g € G besitzt eine Produktdarstellung g = g1 -...-g, mit g; € N;.

Zu zeigen bleibt die Eindeutigkeit. Dazu seien g¢;, h; € N; (1 <i < n)
mit

glgn:hlhn
bzw.
githy = gooogn-ho Rt o byt
= gghgl'...-gnhgl EUl

= hl_lgl =e bzw. g = h;.
Analog folgt g; = h; (2 < i <n).
(i) = (ii):
Es ist hg;h~! = higihfl € N, fir h € G, g; € N;, da man alle Faktoren
h; (j # i) an g; und hy(k # j) vorbeiziehen kann.
Es folgt hN;h~! C N;, demnach ist N; Normalteiler in G. G = Ny-.. .-
N, gilt nach Voraussetzung. Ist schliellich z € N; N N;, so folgt

r=gi=01---9i-19it1°---"Gn = € :9{1'91%--‘gi71'gi+1‘-~-'9n
mit g; € N; (1 < j < n); wegen der Eindeutigkeit der Darstellung
folgt g1 =... =g, =e=x.

0]
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Bemerkung:
Wie im obigen Beispiel gilt fiir das innere direkte Produkt

auch
n

G = X N

i=1
Der entsprechende Isomorphismus wird gegeben durch

e [[Ni—= XNt gieeoio g (g1, 9n).
=1 =1

¢ ist Homomorphismus wegen der Vorbeizieheigenschaft, ¢ surjektiv
ist klar, ¢ injektiv gilt wegen der eindeutigen Darstellung von e € G
alse-...-e.

2.34. Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen

Theorem Every finite abelian group G is a direct product of cyclic
subgroups:

¢ =T]¢: .
=1

Additionally, we can postulate that the orders n; :=| G; | have the
divisibility properties n;11 | n; (1 <7 < 1). (The vector (nq,...,n;) is
an invariant of the group G; the n; are said to be elementary divisors
of G.)

Proof. The proof is by induction on the order n of G. Forn =1,2,3
the group G itself is cyclic. Therefore we immediately proceed to the
induction step n — n + 1.

For G = {(ay, ..., a;) the order of each element g € G is a divisor of
lem(ord(ay), ...,ord(ag)) =: ny.

Because of our previous results the group G contains an element A;
with Ord(Al) =ni.

We set Gy := (A1) and G := G/G;. The order of G is smaller than the
order of G. .

Because of our induction assumption the group G is a direct product
of cyclic subgroups, say

l

G = H<b¢G1> (bi €G) |

i=2
and the orders n; =| (b;G) | satisfy

niﬂlni (2§Z<l)
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(From this it is clear that Ay, be, ..., b; generate G, but the product of the
corresponding cyclic subgroups is in general not direct. We therefore
need to change the b; adequately.)

Because of n; =| (b;G1) | the exponent n; is minimal with the property
bl € Gy, and therefore n; divides every exponent u satisfying b’ € Gj.
As a consequence we have n; | ord(b;). We recall that also ord(b;) | ny,
say n; = ord(b;)\; with a suitable integer \;.

Let us assume that

We want to show that n; divides m;.

We have
nq . ord(bi ) )\z

ged(ny,m;)  ged(ng,my)

ord(A7") =

Analogogously, we obtain

ord(b) = ord(b;) _ ord(b;)
ged(ord(b;), n;) n;
The last equations yield
n; | niNi = ged(ny,my) | m; .

We put A; = bl-Al_m"/ni and obtain b;G; = A;G; as well as ord(4;) =

n;.

We still need to show

G = [

i=1
Because of G = (Aj, by, ..., b)) we immediately get (A, Ay, ..., A)) = G.
We have already shown that the product is also direct if the presen-
tations of elements of x € G as power products of Ay,..., A; in the

form
!

i=1
are unique.
For this we assume that = € GG has presentations

I I
z = [TAY = JTAY (0<p,v <n;) .
i=1

i=1
This yields
!
AP = HA;’PM
i=2
and therefore also
G = (Hﬁ:z Az-”“’”) Gy = [Ty (A,Gy )i
= [Iy(bLiGr) .
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According to our induction assumption we get
vi—u; =0 (2<i<lI) .

Then we also must have u; — 1y =0, hence p; = v; for 1 < i <.

By our construction, the divisibility conditions for the n; are satisfied,
too.

O

Example Let G = 7Z/A7L x 7L /67L x 72 /157 of order 360. The least
common multiple of the orders of the 3 cyclic subgroups is 60. An
element A; of GG of order 60 is easily found, for example, we can choose
Ay = (1 +472,2 + 672,3 + 157Z). Then the order of G/(A;) is 6, that
factor group is therefore cyclic, a generator is (47, 1+67, 1+157L)(Ay).
We set by = (47,1 + 6%, 1 + 15Z) and obtain b5 = A}%. This results
in AQ = b2A1_2 and G = <A1> X <A2>

2.35. Group Theory II

In this section we consider groups operating on sets. This is not par-
ticularly new. For example, the permutation group .S, acts on the
subset IN,, = {1,2,...,n} of IN. Also the group D, acts on the vertices
of a regular n-gon. We see immediately that both actions satisfy the
conditions of the subsequent definition. These conditions are essential
for establishing a suitable equivalence relation on S with respect to the
action of G. The latter is then used for showing the existence of certain
subgroups of a given group. The concept is also applied in other areas
of mathematics.

DEFINITION 2.1. Let G be a group and S be a non-empty set. We say
that G acts on S if there is a map

GxS—S:(g,s) r—gos

satisfying the following conditions:

(i) (gh)os = go(hos) Vg,h € G, Vs €S,
(i1) eos = s Vs €S, e the unit element of G.

Examples
(i) Let U be a subgroup of a group G, S < G and

UxS—S : (g,h)— ghg™' .
The 2 conditions of the definition are easily checked:
gro(gaoh) = gio(ghg")
= qig2hgy gy
= 9192h(g192)7"
= (q192)0h
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for all g1,90 € U, h € S as well as
eoh = h

for the unit element e of U.

(ii) Let G be a group and m a natural number satisfying m < |G]|.
Let S be a subset of the power set of G consisting of all subsets
of G with exactly m elements. The action of G on S is given
by GxS — S : (9,T) — gT = {gt|t € T}. We leave it to
the reader to verify the conditions of the definition.

If a group G acts on a set S then S decomposes into equivalence classes
with respect to the following relation on S. Two elements s,t of S are
said to be equivalent (with respect to G), iff there exists g € G with
gos = t. We show that this is indeed an equivalence relation. The
relation is clearly reflexive because of the second condition in Definition
2.1 (ii). It is symmetric because g o s = ¢ implies g~! ot = s. For this
we need both conditions. Eventually, gos =t and hot =u (g,h €
G, s,t,u € S) yield (hg)os = ho(gos) = hot = u, hence the
transitivity of that relation. The equivalence classes are also called
orbits . The orbit containing s € S is denoted by O(s).

We will see that the length of an orbit can be interpreted as a group
index of . For this we introduce the notion of an inertia group.

DEFINITION 2.2. An action of the group G on the set S is said to be
transitive if there is exactly one orbit in S, namely S itself. Fors € S
the subset of G fizing s, i.e. Stab(s) := {g € G| gos = s}, is called
stabilizer (or inertia group, fir group) of the element s.

It is easy to see that Stab(s) is actually a subgroup of G for each
s € S. Clearly, the unit element e of G belongs to Stab(s). If g, h are
in Stab(s), then also h™! and gh™! are in Stab(s).

In order to establish a connection between the length of an orbit O(s)
and the number of elements of G', Stab(s) we need to consider how the
fix groups of elements of an orbit are related.

Let s,t € S belong to the same orbit, say O(s). Hence, there exists
g € G with g os =t. We obtain the following chain of equivalences:

Stab(t) = {heG|hot=1t}
{heG|h(gos)=gos}
= {heG|(g'hg)os = s}
= {he€ G| g 'hg € Stab(s)}
= {he G| hegStab(s)g™'}
= gStab(s)g~".

Hence, the fix groups of any two elements of an orbit are conjugate
subgroups of G.
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LEMMA 1. The length |O(s)| of the orbit O(s) equals the group index
(G : Stab(s)). If G is finite then the length of every orbit is a divisor
of the group order.

Proof We consider the map
¢ O(s) — {gStab(s)| g € G} : gos— gStab(s) .
@ is clearly surjective. It is also well defined and injective because of
the following chain of equivalences:
gStab(s) = hStab(s) <  h™'g € Stab(s)
& hlgos=s
& gos=hos .
Hence, we have established a bijection between the elements g o s of

the orbit O(s) and the left cosets g Stab(s) of Stab(s) in G.
U

If G acts on the set S then S decomposes into orbits. Hence, there is
a set R C S of representatives such that

(1) S = Jow) .
reR
Since that union is disjoint the number of elements in .S is obtained as
a sum of group indices:
(2) S| = > (G : Stab(r)) .
reR

Those elements s € S whose orbits O(s) consist of just one element,
O(s) = {s}, are called fix points under the action of G. They play
a distinguished role. If we denote the set of them by F'(S) then the
decomposition of S into orbits yields the following relation between the
lengths of those orbits.

(3) S| = |F(S)| + Y. (G:Stab(r)) .

rER\F(S)
The last equation becomes even more important if we consider the
action of a group G on subsets of G by conjugation. Let T be a fixed
non-empty subset of G. We put S := {¢gTg™'| g € G} and define the
action of G on S via

GxS—S8 : (h gTg?")— hgT(hg)™" .

Obviously, G' operates transitively on S, there exists only one orbit,
the set S itself. In this special situation we have

Stab(T) = {g€ G| gTg ' =T} = Nr ,

that is the fix group of T equals the normalizer N of T in G. If T is
even a subgroup of G then 7T has exactly (G : Nr) conjugate subgroups.
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In a slightly different situation let G act on the set of its own elements
by conjugation. In that case, the set of fixed points F'(G) coincides with
the center Z(G) of G. The orbits of the elements are called classes of
conjugate elements. The stabilizer of an element coincides with its
normalizer. The class equation (?7) becomes

(4) Gl = 1Z(@G)] + > (G:N,)
rE€R\Z(G)
if R again denotes a full set of representatives of the orbits.
These results will now be used to exhibit the existence of subgroups of
prime power order in any finite group G.

DEFINITION 2.3. Let G be a finite group of order (G : 1) = p™q with
p € P and m,q € IN, p not dividing q.
(i) A subgroup of G of order p*, i.e. 1 < a < m, is called p-
subgroup.
(i1) A p-subgroup H of maximal p-power, i.e. (H : 1) = p™, is
called a p-Sylow-subgroup.
(iii) In case m =1 the group G is called a p-group.

Remark The center of a p-group is non-trivial, i.e. it contains more
than one element. This is an immediate consequence of (??) where the
left-hand side and also all terms of the second summand of the right-
hand side are divisible by p with the consequence that also | Z(G) |
must be divisible by p.

Example Let G =V} be the Klein Four Group. G is its own p-Sylow-
subgroup for the only prime number p = 2 dividing the order of GG, and
G has 3 p-subgroups of order 2.

We want to show the existence of p-subgroups for all finite groups G
whose order is divisible by p. For this we start in a slightly more
general context. We assume that the order of the given finite group G
is n = p™q for a prime number p not dividing ¢ € IN. From Lagrange’s
theorem we know that the order of a subgroup of G divides (G : 1).
Hence, we assume that k is a positive integer subject to £ > 1 and
E|(G : 1). If there is a subgroup of G of order k then it has to be one
of the (Z’) subsets of G of k elements.

As in the second example in this section let S be the set of all subsets

of G of k elements. The group G acts on S by multiplication. For

T e S, say T ={ty,...,tx }, we have
GxS—S8:goTw—{gt1,..., gt} .

What can we say about the stabilizer of 77 1If ¢7" = T for some

g € G then gt; = t; for some j € {1,...,k}, and the group element g

is uniquely determined by that index j: g = tjtl_l. Hence, the order of
the stabilizer of T" is bounded by k.
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On the other hand, if U € S is indeed a subgroup of G then the
stabilizer of U equals U because of goU =U <« ¢ € U. From this
we conclude that an element U € S is a subgroup of G if and only if
U equals its stabilizer. In that case the length of the orbit O(U) of U
is |G|/k.

Now let us assume that the length of the orbit O(T) of T € S is
|G|/k. We want to prove that O(T') contains exactly one subgroup
U of G. The stabilizer Stab(T") of T satisfies Stab(T")x C T for any
x € T and therefore Stab(7T") x = T because of |Stab(7T")| = k. Hence,
r7!'Stab(T)xz = z7'T is a subgroup in the orbit of T. Also, O(T)
can contain at most one subgroup of G. To show this, we assume that
U = ¢gT and V = hT are both subgroups of G in O(T). We obtain
U = (gh™!)V implying gh~! € U, hence also hg~! € U and therefore
U=hg'U=hg ' (gh ")V =V.

For detecting subgroups of order k we therefore just need to check
whether S contains an orbit of length |G|/k. However, this can require
lengthy computations as the following example demonstrates.

Exercise We recommend that the reader generates the subsets of k €
{3,4, 6} elements of the alternating group A, to check computationally
that A4 has subgroups of orders 3,4, respectively, but has no subgroup
of order 6.

The results of that exercise show that we cannot expect the existence
of subgroups of arbitrary order dividing the group order n. It is the
merit of the group theoretician L. Sylow (1832-1918) from Norway to
have recognized and proved the existence of subgroups of prime power
order p* (1 < a < m) for prime numbers p with p™ || |G|. The special
case a = 1 is due to Cauchy and readers not familiar with the subject
are advised to assume a = 1 at first reading of the following, though
the arguments are the same for a > 1.

We recall that all we need to prove is the existence of an orbit O(T)
of S of length equal to p™~“q, a stabilizer belonging to that orbit be-
ing a subgroup we are looking for. (If we additionally require e € T
we already have Stab(7T") = Stab(T)e = T.) We already know that
|O(T)| > p™ “q. Since the length of any orbit divides |G| it therefore
suffices to exhibit the existence of an orbit whose orbit length is not
divisible by p™ =21, The latter is an easy consequence of the following
lemma from elementary number theory and the class equation of the
action of G on S.

LEMMA 2. Let n = p™q for a prime number p not dividing ¢ € IN.

Then for 1 < a < m the binomial coefficient (;) 1s divistble by p™ ¢

m=atl " The quotient (;) / (p™ %) is congruent

but not divisible by p
to 1 modulo p.
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Proof
pt—1 ; =1 m ;
n n—1 _ p"g —1 _
( a> = Il = =r"" 1l 7 =" e
p i=0 P~ 1 i=1 P
with =z = (p’f;ﬁ). In the product for z we write every index ¢ €

{1,...,p* — 1} in the form i = p'iz; with 0 < l; < a and x; not divisible
by p. Dividing the numerator and the denominator of the i-th factor
of that product by p we obtain
for the numerator:
p*—1 p?—1
[I(rta—az)=up+y (weZ™, y=T](=x), pty),
i=1 =1
and for the denominator:
p*—1
I (" —w)=vp+y ez
i=1
and therefore
z(op+y)=up+y .
Because of p t y this yields the result

r=1modp .
O

The following theorem contains the most important results on the ex-
istence of p-subgroups.

THEOREM 3 (Sylow). Let G be a group of order n = p™q with p { m
and let 1 <a<m (a €IN).

(i) The number of subgroups of G of order p® is congruent to 1
modulo p, i.e. these subgroups do always exist.
(ii) Let H be a p-Sylow-subgroup of G and U an arbitrary p-subgroup
of G. Then one of the conjugates of U is contained in H.
(111) All p-Sylow-subgroups of G are conjugate. The number of p-
Sylow-subgroups of G divides q.

Proof

(i) We have seen that subgroups of order p® are in 1 — 1-correspon-
dence to the orbits of length p™~%q of the set S of subsets of
G with p* elements under the action of G. Because of the
preceding Lemma |S| is not divisible by p™ 1. Hence, the
class equation (?7) tells us that there are orbits of length p™~%¢
and it follows that their number is congruent to 1 modulo p.

(ii) Let H be a fixed p-Sylow-subgroup of G. We consider the
action of G on the set Sy := {gHg '|g € G} by conjugation.
Obviously, G acts transitively on Sy. The length |Sy| equals
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the group index (G : Np) for the normalizer Ny of H. Since
Ny contains H that group index is not divisible by p.

Next let U be an arbitrary p-subgroup of GG, say of order
p®. We let U act on Sy by conjugation. Sy decomposes into
orbits whose lengths are divisors of p®. Because of p t |Sy|
there must exist orbits of length 1.

Hence, there exists a p-Sylow-subgroup K which is conju-
gate to H and for which U is contained in the normalizer Nk.
Then U and K are both contained in the normalizer Ng of K
in G. Also, K is always a normal subgroup of Ng. Hence, we
can apply the first isomorphism theorem for groups and get

UK/K~U/UNK .

Therefore UK is a supergroup of K for which the index (U K :
K) equals (U : UNK), a p-power. Then also the order of UK
is a p-power divisible by |K|. K being a p-Sylow-subgroup of
G we must necessarily have UK = K and therefore U C K.
Since K = gHg ™! for a suitable element g of G we obtain

g’lUg C g’lKg = H .

If we choose U to be a p-Sylow-subgroup, too, then the same
considerations as in the previous part of the proof yield that
any two p-Sylow-subgroups of G are conjugate, i.e. the orbit
Sy already coincides with the set of all p-Sylow-subgroups of
G.

We already noted that the orbit length |Sg| = (G : Ng)
is not divisible by p. Being a divisor of |G| it must therefore
divide q.

Remark A p-Sylow-subgroup H of G is a normal subgroup of G if and
only if |Sg| = 1.

KOROLLAR 4 (Cauchy). If the order of the finite group G is divisible
by the prime number p then G contains a subgroup and therefore an
element of order p.

Proof According to Sylow’s theorem G contains a subgroup U with
(U : 1) = p. U is necessarily cyclic, and all its elements except the unit
element have order p.

O

KOROLLAR 5. A finite group G is a p-group if and only if the order of
each of its elements is a p-power.
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Beispiele:

(1)

(iii)

Es sei G eine Gruppe der Ordnung 15 = pg mit p =3, ¢ = 5.
Dann gilt fiir die Anzahlen n der p-Sylowuntergruppen von G:

n3 =1 mod 3 und n3 | 5.

Notwendigerweise ist n3 = 1. Analog erhélt man n; = 1. Also
sind die p-Sylowuntergruppe U und die ¢-Sylowuntergruppe V'
von G jeweils Normalteiler. Fir U = (x) mit ord(xz) = 3 und
V = (y) mit ord(y) = 5 erhalt man zyz~ 'yl €e UNV =
{e}. Folglich kommutieren x und y. Damit ist ord(zy) =
ord(z)ord(y) = 15, also G = (xy) zyklisch.

Es sei G = eine Gruppe der Ordnung 21 =pgmit p =3, ¢ =T7.
Wie zuvor ist n; = 1, ng € {1,7}. Fiir ng = 1 folgt wiederum,
dass G zyklisch ist. Kann auch n3 = 7 auftreten? (G ist
dann nicht kommutativ!). Es sei V' = (y) (Normalteiler!)
mit ord(y) = 7 und U = (z) eine p-Sylowuntergruppe von
G mit ord(z) = 3. Wir betrachten G = V U 2V U 22V =
V U Va? U Va, wobei jedes Element in 2V, 22V, Va2, Vz

notwendig die Ordnung 3 haben muss. Wir setzen an: xyx =t =

zya? =y mit g € {0,1,2,...,6}. (Offenbar ist 4 = 0 nicht
moglich.) Wegen 22 = e folgt zy = y*x und damit (zy)(zy) =
yraty = ytra? e = (ay)* =yt a?(zy) = y' e Wegen
ord(y) = 7 muss 1 + g + pu? = 0 mod 7 gelten. Dies ist richtig
fir p € {2,4}. (Da wir als Erzeuger von U sowohl z als auch
2? wihlen konnen und im Fall p = 2 auch 2%yx = 2%y2? =
r(rya?) = vy*e? = (ry2?)? = y* erfiillt ist, diirfen wir oBdA
p = 2 annehmen.) Wir haben damit als nicht kommutative
Gruppe der Ordnung 21: G = (z,y |23 = e =y", zyz? = ¢?)
(Der Nachweis von ord(z'y’) = 3 firi = 1,2, 1 < j <6, wird
als Ubung empfohlen.)

Es sei p € IP und G eine Gruppe der Ordnung p?. Ist G
abelsch, so ist G isomorph zu (Z/p*Z, +) (zyklisch) bzw. zu
(Z/pZ,+) x (Z/pZL, +).

Wir zeigen, dass G abelsch ist.

Dazu betrachten wir das Zentrum U = Z(G) von G. Da das
Zentrum einer p-Gruppe - wie gezeigt - nicht nur aus dem
Einselement besteht, gilt Z(G) = G (folglich G abelsch) oder
#7(G) = p. Im letzteren Fall sei U = (y) sowie G/U = (zU)
mit ord(y) = ord(zU) = p.

Jedes g € G hat folglich eine Darstellung ¢ = 2%y’ mit 0 <
i <p 0<j<p Firh= 2" € G erhalten wir (wegen
y € Z(G))

gh = ziyizkyl = gitkyit
= aMyla’y’ = hyg,
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also ist G notwendig abelsch.

Example We want to determine all non-abelian groups of order 8. G
cannot contain an element of order 8 (in that case G would be cyclic)
nor can all group elements of G have 2 as exponent (in which case G
would be abelian). Hence, G must contain at least one element, say b,
of order 4. Then U = (b) has index 2 in G and is therefore a normal
subgroup. G decomposes into 2 equivalence classes with respect to
U, say G = U U Ua with Ua = aU. Since a is not contained in
U the element a? is not contained in Ua, therefore it must belong to
U. Because of ord(a) | 4 we obtain a> = e or a*> = b>. We shall
see that both options yield a group of order 8 which is unique up to
isomorphism.
Since we are looking for non-abelian groups we need to know what
aba™! is. Because of aU = Ua we must have aba™! € U. The option
aba™t = b is to be excluded since G would be abelian in that case. The
choice aba™! = e is impossible since it yields b = e. Finally, a choice
aba™! = 1? implies ab’a™! = (aba™')? = b' = e, hence b*> = e which
is in contradiction with ord(b) = 4. The only remaining possibility is
therefore aba=! = b~! yielding ab™ = b~™a for all m € IN.
We now distinguish the two cases a® = e and a® = b
(i) a® = e yields G = Dy.

The generators a, b of G satisfy the relations defining Dy: a? =

e = b* and aba™! = b~!. For example, these are fulfilled by

the matrices

b ( cos(2m/4) —sin(2m/4) ) Y ( -1 0 )

“ \ sin(27/4)  cos(2m/4) ) T 01
(i) a* = b? yields G = Qs.
The relations b* = e, a? = b*, aba™' = b~! are easily seen to
be satisfied by the matrices

v () (00

from C?*?, where i> = —1 denotes the imaginary unit. Hence,
those 2 matrices generate a group of 8 elements which is iso-
morphic to the quaternion group.

We note that the special representation of the group elements by matri-
ces in both cases makes it superfluous to test whether the composition
(here: matrix multiplication) is associative.

JFrom Sylow’s theorem we can easily conclude that p-groups do not
only contain subgroups for every p-power dividing the group order but
also normal subgroups.

PROPOSITION 6. Let G be a p-group of order p™ and leta € {1,2,...,m}.
Then G contains a normal subgroup of order p®, moreover, the number
of these normal subgroups of G' is congruent to 1 modulo p.
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Proof We denote by S the (non-empty) set of subgroups U of G of
order p*. According to the Sylow theorem the number of elements in
S is congruent to 1 modulo p. We let G act on S by conjugation. If
R denotes a full set of representatives of the corresponding orbits then
the class equation reads

UcR

Denoting the set of fix points by F(S) we get
S| = |F(S) modp

and in 7?7 we proved |S| = 1 mod p. For any V' € F(95) its normalizer
Ny coincides with GG. As a consequence, V' is a normal subgroup of G.
O

Finally, we apply Sylow’s theorem to finite abelian groups.

THEOREM 7. Let G be a finite abelian group. Then G is the direct sum
of its p-Sylow-subgroups.

Proof Let the prime factor decomposition of the order n of G be
n=[[pn" .
i=1

Since G is commutative it has precisely one p;-Sylow-subgroup U; for
each p; (1 <i <r). Writing the composition in G additively we obtain
that U := U; + ... + U, is a subgroup of G. We show that this sum of
subgroups is direct. Then its order equals the order of G and it must
therefore coincide with G.

For this we put

[jz' = Z U j
j=1
i
and demonstrate U; N U; = {0} for 1 <i <r. Every element x of that
intersection has an order dividing p;"* as well as | G | /p;**. Hence, we

must have x = 0.
O

2.36. Eigenschaften der alternierenden Gruppe A,
2.37. Satz

Fiir n > 3 wird die alternierende Gruppe von 3-Zykeln erzeugt.
Speziell gilt:
A, =< (1,2,9)|3<i<n>.

Beweis:
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2, besteht aus geraden Permutationen, ihre Elemente sind also Pro-
dukte jeweils einer geraden Anzahl von Transpositionen. Also gilt:

A, =< (ig) (kD) |1<i<j<n, 1<k<l<n>.
Die erzeugenden Elemente hierin sind nun Produkte von 3-Zyklen:

(i) #{7,7,k,l} =2 = (eventuelles Umnumerieren) k = ¢, [ = j,
also

(i, ) (i, j) = id = (1, 2, 3)%;
(i) 84,5, k, 1} =3 = j=k, i #A1 :
(&, 3) (G, 1) = (& 4, 1),
(iii) #{i,j, k, 1} = 4:
(i, 7) (k, 1) = (@2, 3) (4, k) ((J, k) (K, 1))
o )

(27 j? k) (j7 k? l
SchlieBllich:
(iv j7 k) = (27 k? Z) (2a ?, ])

und

(2,4,7) = (1,7,2)(1,2,4)

- (17 27 ])2 (]" 27 Z)
O

Beispiel:

AS = {(17 27 3)k| k= 07 ]-a 2}7 AZ = {ld}

2.38. Hilfssatz
Fiir n > 5 sind alle 3-Zyklen von 2,, konjugiert.

Beweis:
Wir zeigen: Zu (i, j, k) und (1,2, 3) existiert 7 € 2, mit

m(1,2,3)7 " = (i, j, k).

Wegen n > 5 existieren [, m € IN,, mit #{7,j,k,l,m} = 5. Eine der
Permutationen

1234 5 ... n
TZ(Z. Pkl om o ) oder (I, m)T

liegt dann in 25. Nun gilt:
7(1,2,3)r" = (7(1),7(2), 7(3))
= (4,7, k)
= (I,m)7(1,2,3) 77, m).
O
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2.39. Satz

Fur n > 5 ist ,, einfach.

Bemerkung:
Dies hat weitreichende Konsequenzen. Speziell gilt fiir
n!
— >5
Pl (n295)

stets, dafl mehrere p-Sylow-Untergruppen von £, existieren.

Beweis:
Es sei N #< id > Normalteiler von 2, und n > 5.
Infolge der Vorarbeiten geniigt es zu zeigen, dass N einen 3-Zyklus
enthélt, da dann bereits N = ,, folgt.
Dazu sei m € N, 7w # id, in eindeutiger Darstellung als Produkt ele-
mentfremder Zykeln gegeben.
1. Fall:
Es tritt ein r-Zyklus (4,7, k,[,...) mit r > 4 auf. Fir 7 = (i, j, k) liegt
dann 7 (7 7~ '77!) ebenfalls in N.
N> n(rair7h)

=, 5kl ..0)0C.., 7)), 7 (k), 7)), 7(4))

=, 5 k1. u)(u,..., 1,4, k, j)

= (iv L j)
7 (71771 hat keinen Effekt auBlerhalb des r-Zykels (i, j, k, 1, .. .).

2. Fall:
In der Faktorisierung von 7 tritt mindestens ein 3-Zyklus auf. Bei
mehreren Faktoren gilt also

m={(i 7, k)(l,m, ?)....

Setze T = (i, 7,1) und bilde
7 (rair=1)
= (4, ], EY(l,m,?) ... ... 7(k, j,1) (2, m, )77}
= (i, j, k)(I, m, 7)(k, 1, 5)(?7F, m, i)
= (1, l k, m, ]) €N,

dann weiter mit Fall 1.

3. Fall:

7 Produkt elementfremder Transpositionen,
m=(i,7) (k,0)..., Im € N, \{4, 4, k,(}.
Setze 7 = (i, k,m) und bilde

(T 7T_17'_1)

= (mra Hr !

= (G, L, w(m)) (m, k, 0,

dann weiter mit Fall 2 .
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2.40. Definition
Eine endliche Gruppe G heifit auflosbar, falls eine Kette von Unter-

gruppen
G=GyD>G DGyD...0G,={e}

existiert, so dafl G;11 < G; gilt und G; /G, abelsch ist (1 <i < n).

Bemerkung:
(i) Existiert eine Kette von Untergruppen

G:G()QGlQGQQQGn:{e}

mit G;41 < G; und G; /G411 abelsch (0 < i < n), dann ist
G auflosbar.
(ii) Eine solche Untergruppenkette heifit Normalreihe.

Beispiel:

63:G03G1:Ql33{€}:G2;
Dn:GoDG1:<b>D{€}:G2;

G abelsch G = Gy D G = {e};
64:G0DG1:QL4DG2:%4D{6}:G3.

2.41. Hilfssatz

(i) Jede endliche abelsche Gruppe ist auflosbar mit zyklischen
Faktorgruppen.

(ii) Eine endliche Gruppe ist genau dann auflosbar, falls eine Un-
tergruppenkette

G:GODGl DDGn:{e}mltGl+1<]Gl
und G;/G;4 zyklisch existiert.

Beweis:

(i) Induktion iiber m = (G : 1). m = 1 ist trivial. Sei also
m > 1. Ist G selbst zyklisch, so ist nichts zu zeigen. An-
dernfalls sei H =< x > zyklische Untergruppe von G mit x #
{e}. Nach Induktionsvoraussetzung ist dann G/H auflésbar

mit zyklischen Faktorgruppen, d.h. es existierten Untergruppe
Gi/H (0<i<r), Go=G, G, = H mit

Gi/H Gi1/H = Gi/Gip
zyklisch. Dann leistet
G=GyD>G D...0G_1DG, =HD{e}

das gewiinschte. (Anderer Beweis direkt mittels (1.25).)
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(ii) < klar nach Definition.
= geméf (i).
G,;/G,11 ist abelsch, falls nicht zyklisch.
Gio = Gi/Gi—H D éil D...D ézk = Gi—‘rl

mit zyklischer Faktorgruppe

éz‘u = Giu/Gi—H;

verfeinere alte Normalreihe mittels

Gi :Gio DGil ... DG“% :G/L'Jrl,

Giu/Giu+1 = éiu/GivH
zyklisch.

2.42. Hilfssatz

Es sei G eine endliche Gruppe mit Untergruppe H.

(i) Ist G auflosbar, so auch H und im Fall H <G und H auflésbar
ist auch G/H auflésbar.

(ii) Ist H Normalteiler und sind H sowie G/H auflésbar, dann ist
auch G auflosbar.

(i) Es sei
G=GyDG DGyD...0G,=A{e}
(Normalreihe von G) mit G;11 < Gy, G;/G;11 abelsch.
Bilde

Hi+1 < Hz Fir z € Hz gllt
rHi o' CaeGir ' n cHa ' = Gii1NH=H,.

(1.20)
Hi/Hiyn = Hi/H,NGiy1 = HGiy1/Giyr < GifGiga.

Gilt auBlerdem H <1, so bilde mittels CN}’, =G:H<G (0<
i < n) Kette

(Untergruppenkette von GG/H). Betrachte Abbildung
¥ - G — Gi/Git1 ¢ guh— giGip
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surjektiv. ¢ ist Homomorphismus:

¢ (g:H) ¢ (gih) =

(9:Git1) Gi Gigr)
9i9i Gita
@ (g:gih")

= (ghgih)

Gi+1_<1Gi

da k € H beliebig, ¢ surjektivitat ist klar,
ker ¢ = {g;h € G, | gi€ Giy1} =G H = Gis1.
Also gilt: éi+1 < @2 und
G/ Gipr = Gi /Gy,
also abelsch. Wende nun (1.21) an:
(Gi/H) [ (Gisa/H) = Gif Gy
(ii) H auflosbar:
H=Hy>H D>...0H, ={e}
mit H;/H,, abelsch. G/H auflosbar:

G:GoDGlD...DGS:H

von G mit

G/ H) [ (G H) 2

abelsch. Also ist

)
Gi/Gi1

G=GyD>G D...0G,=H=HyDH D...0H, ={e},
d.h. G auflosbar.

Bemerkung: Fiir n > 5 ist &,, nicht auflosbar, da A,, fiir n > 5 nach
(1.53) nicht auflgsbar ist.
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B

Tetraedergruppe: (2 2y)
Drehungen um Achse durch Eckpunkt und Mittelpunkt der gegeniiberliegenden

Flache eines Tetraeders
um A: (BCD), (BDC

)
um B: (ACD), (ADC)
um C : (ABD), (ABD)
um D: (ABC), (ACB)

Und deren Kombinationen: Drehungen um Achsen die durch die Mit-
D

telpunkte von gegeniiberligenden Seiten gehen:

A~ C, B~ D (AC)(BD)
A<D, B~ C (AD)(BC)
A<~ B, C—D (AB)(CD)
sowie die Identitat.
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2.43. Hilfssatz

Fiir n € IN ist &, disjunkte Zerlegung von n+1 (Links-)Nebenklassen
nach &,,.

(b; &n — Gnp1 (W(ll) W?z) N W?n)>H<7r%1) . 7T7(1n) ™ (n+1)

Beweis:
Setze 1 (n+1) =idund 7 (v) = (v, n + 1) (1 <v <n). Wir zeigen:
n+1
Gn—H = U T Gy
v=1

Sei dazu 7 € G,y mit 7(n+ 1) =7. Fir j =n+ 1 gilt 7 € m,41 6,.
Andernfalls bildet (j, n 4+ 1) 7 das Element n + 1 auf sich ab, also ist
Gyn+ D)7 €M1 6, und 7€ (J, n+ 1) Tpy1 6, = (j, n + 1) &,

Wir zeigen noch, dafl die Zerlegung disjunkt ist, obwohl dies bereits
aus den Elementanzahlen folgt.

T, 6y =7,6, < 7,m6, =06,
= mmn+1l)=n+1
= m(n+1)=m,(n+1)
& V=M.
O
Bemerkung: Dies ist ein weiterer Beweis fiir &, = n!

n+1

)
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(i) Das direkte Produkt zyklischer Gruppen mit teilerfremden
Ordnungen ist zyklisch.
(ii) Ist G zyklisch mit (G : 1) = mn und ggT (m, n) = 1, so gilt
G=ZZ/mZ x /L.
(iii) Jede endliche abelsche Gruppe ist direktes Produkt zyklischer
Gruppen.

Beweis:

(i) Es sel G = Zy X Zy mit Z) =< a >, Zy =< b >, |Z| =
m, |Zs| =n und ggT (m, n) = 1.

Offenbar gilt

G={@,Vv)|o<v<m,0<pu<n}mita, =e, b" =e,.

Zeige: ord((a, b)) = mn.
mn ist Exponent von (a, b) wegen
(. By = (@™, b
= (@) 6)") = (er.en)
Fiir jeden Exponent k von (a, b) mufl auch a* = e, b* = ¢
gelten, d.h. m|k und nlk, folglich mn|k.

(ii) Fir Gy = Z/mZL, Gy = 7ZL/n7L ist Gy x G zyklisch von der
Ordnung mn. Also sind sowohl G als auch G; x G5 isomorph
zu Z/mnZ und damit untereinander isomorph.

Beispiele:
267
ALY/s

Z/QZ X Uy
87

12

2271 x 7)37L;
<e> xXU/AL;
2)27 x 7L )27 x ) 27L;
)22 x A
Z/QZ X Yy,
denn nur Z /87 enthélt ein Element der Ordnung 8, die
letzte Gruppe keins der Ordnung 4.
(iii) Esseiay,...,a, ein Erzeugendensystem fiir die endliche abelsche

Gruppe G, d.h. G =< aq,...,a, >. Der Beweis wird mittels
Induktion tiber r gefiihrt.

I

W R

r = 1: G ist selbst zyklisch, und es ist nichts zu beweisen.
r > 2
Man bilde

m={me (Z=")"|a™ .. .-a" =eund0<m; < (G:1), 1<i<r}.

T

Fiir m = {0} ist G das direkte Produkt von den < a; >
(1 < i < r), denn die Schnittbedingung N; N N; = {e} ist
erfullt!
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Sei also M # {o0}. Waihle n € <M, welches die kleinste
positive Koordinate aller m € ot enthélt. O.B.d.A. (evtl. um-
nummerieren) sei diese ny. Fir n; = 1 ist

,
a=]]a;" €e<a,...,a >,
i=2

d.h. G =< as,...,a, >, und wir kénnen die Induktionsvo-

raussetzung anwenden.

Sei also ny > 1. Fiir jedes weitere m € M, m # o, folgt
ﬁazmi—Q(mi,m)”l —e,
i=1

und wegen der Minimalitdt von n, damit R (m4, ny) = 0,

d.h. wir konnen 97 ersetzen durch die Teilmenge 9 bestehend
aus o, n und allen m € 9 mit erster Koordinate 0.
Nunmehr setzen wir

T
n;,m
T = aq Ha?( m1)

=2

und erhalten
(a) G =<uwy,a9,...,a, >,
o) o Lol = e

=2

Hierin gilt 0 < R (n;, n1) < ny (2 <i <r). Wir wieder-
holen folglich diesen Prozel mit x1,as,...,a, an Stelle von
ai,...,a,. Nach hochstens r-maliger Anwendung fithrt dies
(im ungiinstigsten Fall) auf ein Erzeugendensystem z, ..., 2,
mit

2 Hzf(ki’kl) =e und R(kj, k1) =0 (1<i<r).

=2
Hierfiir ist dann G =< 2y > X < z9,...,2, >, und wir
konnen wieder die Induktionsvorraussetzung anwenden.

O

2.44. Definition

Es sei G eine Gruppe und S eine nicht leere Menge. Man sagt, dafl
G auf S operiert (S eine G-Menge ist), falls eine duflere Verkniipfung

GxS—S:(g,s)—gos
besteht mit
(i) (gh)os=go(hos) Vg, he G, Vs €S,

(ii) eos =5 Vs € S, e Einselement von G.

Beispiele:
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(i) (a) G Gruppe, S<1Gund G x S — S : (g, h) — ghg™".

1

Hierfr ist (g1g2, h) — (g192) h (g192) " sowie

g1-(g2-h) = g1~ (gghggl)
= G192 h92—191—1 und e - h = h.

(b) S =M < G und
GxM— M : (g, m)— gm.
(i) (a) S=R", G=(R,+), ueR" fest und
RxR"—R": (s,2)— z+su.
(b) S=1R", G <GL ,(IR) mit
(A, v) — A(v)
(iii) S =R? G =Z x Z mit

GxR*—>R?: (m,n,<x>>r—><x+m>.
Y y+n

2.45. Satz

Jede endliche Gruppe G ist isomorph zu einer Permutationsgruppe.
Insbesondere: Ist |G| = n, dann ist G isomorph zu einer Untergruppe
von G,,.

Beweis:

S(G) bezeichne die Gruppe der bijektiven Abbildungen von G (als
Menge) bzgl. Hintereinanderausfithrung (sog. symmetrische Gruppe,
Permutationsgruppe von G). (Fir |G| = n € IN schreibt man kurz
Gn-)

Bilde ab:

v : G—6(G) : g— & = go,
denn
6: G—G:r—gx
ist bijektive Abbildung von G. ¢ ist Homomorphismus:
gh — gho = g o ho,
@ ist injektiv
p(g)=id = gr=czfirallered = g=e,
also gilt mit (1.18):
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Bemerkung:
S G-Menge < es existiert ein Homomorphismus ¢ : G — &(95).

Beweis:
=7
Definiere
0 : G—6(S) : gr—go.
Es ist zu zeigen:
go: S— S : x grist Bijektion von S.

go ist surjektiv: Urbild von x € S ist g~ 'z (wegen ez = x).
go ist injektiv: gr=gy = ex=ey = x=y.
¢ ist Homomorphismus wegen 1.26(i).
“<:’7 :
Es sei ein Homomorphismus
p: G—6(5) 1 gty
gegeben. Definiere duflere Verkiipfung
GxS—=8:(g,s) —y(s) =1gos.
Nachweis von (i) und (ii) aus (1.26):
¢ Homomorphismus =
pleg)=ids = eos=1idg(s)=s Vse S.

1) Homomorphismus =

Yo = ¢ (gh)
= »(g)¢(h)
¢g¢h7

also

(gh)os = tgn(s)

2.46. Hilfssatz
Es sei S eine G-Menge. Dann ist
r~y % dgelG:gos=y
eine Aquivalenzrelation auf S.

Beweis:
~ reflexiv:

eoxr=x VreSl, setze g=c¢;
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~ symmetrisch:
gor=y = w=cox=g 'o(gox)=g oy
= Yy~
~ transitiv:
gorx=yundhoy=z = z=ho(gox)=(hg)ox.
O

Bemerkung: )
x € S so ist die durch x bestimmte Aquvalenzklasse

G-x={g-z|geG}

2.47. Definition

57

Die Aquvialenzklassen in (1.28) heiBen Bahnen (Orbits) von S. G heift
transitiv (iber ), falls es genau eine Bahn in S gibt. Fiir s € S heifit

Stab(s) = Gs:={g € G| gos=s}

Stabilisator von s.
Beispiel:
G=(R,4+), X=R", g-xeXfirxe X, ged.
Stabilisator von x € X : G, ={g € G| gz = z}.
Bemerkungen:

(i) Bahn von s € S'ist Gos:={gos| g€ G} = Orb(s).

G transitiv tiber S & Vz,ye S dge G : y=goux.
(ii) G5 ist Untergruppe von G, und es gilt |G o s| = (G : Gj).

Ist also G endlich, so teilt jede Bahnléange die Gruppenord-

nung.

Beweis:

e € G, also Gy # 0. Sind g, h € Gy, soist h~! € G wegen

s=hos & hlos=h'hos=cos=s
und folglich
(ghHos=go(htos)=gos=s,

also auch gh™! € Gy, ¢G, = hG,. Demnach ist G, Unter-

gruppe von G.
Betrachte Abbildung

¢ : Gos—{gGs|geG} : gosr gGs.

@ ist offensichtlich surjektiv. Zur Wohldefiniertheit und

Injektivitat von (:

gGy=hG, < hlgeG, < hlgos=s < gos=hos.

g



58 2. GRUPPEN

(iii) s, § Elemente derselben Bahn, dann gehen ihre Stabilisatoren
durch einen inneren Automorphismus auseinander hervor. (Solche
Untergruppen heilen konjugiert.)

Beweis:
Sei g € G mit s = g os. Dann ist
Gs = {heG|hos=35}
= {heG|lhgos=gos}
= {heG| (g7 hg)os = s}
= {ghg™ € G| hos=s}
= g{heG|hos=s}g"

= gng_1~

Zur Zerlegung von S in Bahnen:
Wiéhle Teilmenge V' von S mit

S = U G o,
veV
sog. Vertretersystem fiir die Bahnen. Ein Vertretersystem ist also durch
folgende beiden Eigenschaften gekennzeichnet:

i) VeeS eV : Gov=Gou,
(i) Vu,veV : u#v = GounNGov=1{.
(Beachte: G ou N G ow ist entweder leer oder ganz G o
u entsprechend der Eigenschaft von Aquivalenzklassen. Ein
Element s € S heifit Fixpunkt, falls G o s = {s} ist. Dies
ist gleichbedeutend damit, dafl s in jedem Vertretersystem V'
vorkommt bzw. mit G5 = G.)
Die Menge aller Fixpunkte von S schreiben wir F'(S) und
erhalten

IS|=1F(S)+ > (G:G).
(G:SGGS‘;>1

Hierin ist die Summe eventuell leer.
Ist speziell |G| Potenz einer Primzahl, etwa p™ (m € IN),
so gilt:
S| = |F(S)| mod p
sowie

S| =hp+ R(|S|, p) mit 0 < R(|S], p) <p—1.

(Fir |S] # 0 mod p besitzt S mindestents R (|S], p) Fix-
punkte.)



2.49. DEFINITION — p-GRUPPE 59

Im folgenden sei G eine Gruppe und 0#£TCAG.
Wir setzen S := {T = gTg~'| g € G} und definieren als Operation
von G auf S:

GxS—S : (hT)— hTh™

Offenbar operiert G transitiv auf S, es gibt nur eine Bahn, namlich S
selber.

1. Behauptung: G = Nr

Beweis:
Nr={ge€G|gTg=T}=Gr.

Also ist |S| = (G : Nr). Insbesondere fiir 7' = U < G gibt es genau
(G : Ny) verschiedene konjugierte von U.

2. Behauptung: Fir U < G ist
{9Ug™ ' | g € G} = (G : Ny).

Man kann G auch direkt auf den Elementen von G operieren lassen
mittels sog. Konjugation:

GxG—G : (h,g) hgh™'.

Die diesbeziiglichen Bahnen heiflen Klassen konjugierter Elemente. Hier
ist offensichtlich G, = N, Vx € GG. Uberdies gilt:

F(G)={r € G| grg" =z fiir alle g € G} = Z(G).

Damit erhalt man die wichtige Klassengleichung:

2.48. Klassengleichung

Gl =12+ > (G:Ny)
z€V
(G:Ng)>1

fiir ein Vertretersystem V' der Konjugationsklassen.
Ein weiterer Trick:

Operiert G auf X, so auch auf der Potenzmenge P(X) von X. Ist
Y CX sosetze g- Y ={g-y|lyeY}.

2.49. Definition

Eine endliche Gruppe G heifit p-Gruppe, falls (G : 1) = p” mit einer
Primzahl p und r € IN gilt.
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2.50. Satz

(i) Das Zentrum einer p-Gruppe ist nicht trivial.
(i) Ist G eine p-Gruppe mit |G| = p? , so ist G zyklisch oder das
direkte Produkt zweier zyklischen Gruppen der Ordnung p.

G 2|2
G
Beweis:

2/ x I pZL
(i) GemiB (1.30) und dem Satz von Lagrange ist |Z(G)| = p* fiir
ein kmit 1 <k <r.

1211

Gl =p" =1Z(G)|+>_p" mit 1 <

i=1
= p||Z(G)|, denn wegen e € Z(G) = |Z(G)| > 1.)
(ii) Vorbemerkung: Ist Z(G) C G, so ist G/Z(G) nicht zyklisch.

Indirekt!
Es sei

G/Z(G) :Uuez (aZ(G))" :Uuez a” Z(Q).

Dann existieren fiir g1, go € G Elemente v; € Z, b; € Z(G)
mit g; =a” b; (i =1, 2). Also gilt
G192 = a”'bya”by
— al/1+l/2b1b2
= a”2a”1 bgbl
= a”bya” by

= 0201,

d.h. G ist abelsch im Widerspruch zu Z(G) # G.

Nach (i) ist demnach G mit |G| = p? abelsch, denn die
einzige Moglichkeit | Z(G)| = p liefert |G/Z(G)| = p, d.h. G/Z(G)
ist zyklisch. Wende (1.25)(iii) an!

O

Beispiel: Es gibt als Gruppen der Ordnung 4 die zyklische Gruppe und
die V.

Im folgenden wird die Existenz von gewissen Untergruppen bei endlichen
Gruppen mit Hilfe der Sylowschen Satze bewiesen.
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2.51. Definition

Es sei G eine endliche Gruppe. Eine Untergruppe H von G heifit p-
Untergruppe von G, falls H eine p-Gruppe ist. H heif3t p-Sylow-Untergruppe
von G, falls (H : 1) =p' (I € N, p € IP) mit p| |G| mit p"™' t |G| gilt.
(Schreibweise: p'|| |G| )

Beispiel: G sei Gruppe der Ordnung p'm mit p { m.

(i) p=2,1=3, m=1 : G selbst ist p-Sylow-Untergruppe.
(i) p=2,1=2, m=1 : G selbst ist p-Sylow-Untergruppe.
Die Anzahl der Untergruppen der Ordnung 2 ist 3 oder 1.

Zum Nachweis der Existenz von Untergruppen im Fall p|(G : 1) bendtigen
wir eine Hilfsaussage aus der elementaren Zahlentheotrie:

2.52. Hilfssatz

Es seien p eine Primzahl, [, n € IN mit p'||n. Fiir n = p'm ist dann

( n )—plamx (0 € Z7°, a <1, x € N) mit = 1 mod p.

pOé
<Z>— nn—1)-...-(n—(p*—=1)) e
p pr(p*—=1) ... (p*— (p*—1))
mit
pe—=1 1 .
_ pm—1 n—1
x_i:rll p—i _<Pa—1>'

Jeder Index 7 1a83t sich dabei schreiben als
t=p™Mx; mit0<m; <a, r; €N, ptua,.

Wir erhalten daher nach Kiirzen von p™: fiir jeden Faktor
flir den Zéahler:
pe—1

H (pl_mim—xi) =Ap+a (N a€ZZ, pta),

i=1
fur den Nenner:

p*—1

[[@%W—xazup+a(uezx

i=1
Ap+a
wp+a

ar=amodp = z=1modp.

oder

also z =
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2.53. 1. Sylowscher Satz

Es sei G eine Gruppe der Ordnung n = p'm mit pfm und 0 < a <
[, a € Z. Dann besitzt G eine Untergruppe U der Ordnung p®.

Beweis:
Falls solches U existiert, so ist es sicherlich Element der Menge

mi= {T CG|[T| = p.
o enthélt (pZ) Elemente. M wird G-Menge mittels
Gxm—m: (g,7)— gT.

Dabei zerfillt 9 in Bahnen. Wiire jede Bahnlinge durch p!~%*! teilbar,
so auch #9m im Widerspruch zu (1.34). Also existiert Bahn

GoTymit |GoTi|=(G:Gp) <pm.
Wegen
mp = (G:1)=(G:Gp)(Gp, : 1) < P %m (G, : 1)

folgt (G, : 1) > p*. Andererseits gilt fir a € T} : Gpra C Ty und
wegen |G| = |Gra| auch |G| < |Ti| = p*. Also ist G, die gesuchte
Untergruppe.

O

Bemerkungen:
O(T') bezeichnet im folgenden die Bahn (“orbit”) von T
Nicht alle Bahnlingen sind durch p!=@*! teilbar!
(i) Pt O] = (Gr: 1) =p°
Denn (G : Gr) <p'=* = (Gr:1) > p“.
Andererseits ist fir z € T dann Grx C T

(Gr : 1) = |Gr| = |Grz| < |T'| = p°,

also Gleichheit.
(i) pott 4 JO(T)] & T = U, mit U C G, |U] = p* und

passendes g € G.

="

G7rT =T, d.h. fiir beliebiges x € T ist Grx C T bzw. Grx =
T (wegen Elementanzahl) (|Gr| = p® nach (i)).

R

Gegeben U < G mit tU = p*, g € G, setze T' = Ug € M.

O(U,) = {hU, | h € G} = {hg'U, | € G} = O(T)

U
’{ﬁg*1U9| ?l c G}l = (G : Gﬁ) — (G . U) :plfam.
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2.54. Korollar (Cauchy)

Ist G eine Gruppe der Ordnung n und wird n von der Primzahl p
geteilt, so besitzt G ein Element der Ordnung p.

Beweis:

GeméB (1.35) besitzt G eine Untergruppe U mit (U : 1) = p. U ist
dann notwendig zyklisch, und p — 1 erzeugende Elemente von U leisten
das Gewtinschte.

O

2.55. Korollar

Eine endliche Gruppe G ist genau dann eine p-Gruppe, wenn fiir jedes
a € G die Ordnung ord(a) eine p-Potenz ist.

2.56. Lemma

Es sei G eine endliche Gruppe der Ordnung n = p'm mit einer Primzahl
p, die m nicht teilt. Dann ist die Anzahl N(«) aller Untergruppen U
der Ordung p® von G (0 < a < k fest) kongruent 1 modulo p.

Beweis:
Ny(o) = N(a) = {U < G| |U| = p*}| = 1 mod p.
Dazu betrachte T C G mit |T] = p® und p'=@*! 4 |O(T)|. Sei etwa
Ty =Uig1, Ty = Usgo, Th =157
Ty =T, bewirkt: g1 € Usgo, d.h. g1 = usge mit uy € Us, also Ujusgy =
Uggg, also U1 = U2U2_1 = UQ.
Anzahl der Elemente in 9, deren Bahnen durch p teilbar sind:
(pﬁ) — H(a) p'=®m, da alle Bahnen durch p'~®**! teilbar sind, auch dir
Elementzahl selbst.
pl =t teilt p'=m (z — N(a)) = plm (z — N(a))

= p| (z — N(@))

= N(a)=1mod p.

l—a+1

2.57. 2. Sylowscher Satz

Es sei G eine endliche Gruppe der Ordnung n = p'm mit einer Primzahl
p, die m nicht teilt. Dann gilt:

(i) Jede p-Untergruppe von G ist in einer passenden p-Sylow-
Untergruppe enthalten.
(ii) Je zwei p-Sylow-Untergruppen von G sind konjugiert.
(iii) Die Anzahl der p-Sylow-Untergruppen von G teilt m.
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Bemerkung:
Fir p-Sylow-Untergruppen P von G gilt:

Beweis:

PG & N()=1.

(i) Jede p-Untergruppe ist in passender p-Sylow-Untergruppe en-

thalten.

Betrachte m = {U < G| |U| = p'}, lasse G auf % operieren.

Durch ”Konjugation”: g x t — N : (g, U) — g Uy

Festes P € ,m hat dabei Bahnlinge (G : G,) # 0 mod p
(Normalisator G, 2 P).

Sei nun H < G mit §H = p*.

H operiert auf den Elementen der Bahn von P unter Kon-
jugation.

(o(p) ={g ' Pglig € G} 2 {h"'Ph| h € H})

pt|O(P)|=> (H:H,) (p-Potenzen)
veV

= existiert einelementige Bahn, d.h. h"'Ph = P h e
H, P cO(P), dh. H < N(P).

P < HP (Ubungsaufgabe)

2'Isom(§§iuesatz ﬁp/p = H/hN P = |HP| ist p-Potenz

= HHP(>tP)=7p' also HP=P = H C P.

(ii) #H = p' = es gibt nur eine Bahn von p-Sylow-Untergruppe,

d.h. alle p-Sylow-Untergruppe sind untereinander konjugiert.

(iii) Np(l) = H(L)|m

N(L) =|0(P)] = (G : Gp) [ (G : 1),
sowie p 1 N(I).
O

Beispiel:

Bestimmung aller nicht abelschen Gruppen der Ordnung 8. Zunéchst
gilt allgemein fiir |G| =8 =23 1:

N(1) € {1, 3, 5, 7}, N(2) ungerade geméaf (1.38). Ist G nicht abelsch
(also erst recht nicht zyklisch), so enthélt G kein Element der Ordnung
8, aber notwendig eins — etwa b — der Ordnung 4. Also ist U =< b >
Normalteiler und G = U U Ua. Ferner ist a®> ¢ Ua und damit a® = e
oder a? = b*.

Wegen aU = Ua ist jedenfalls aba™' € U. aba™! = b scheidet aus,
da G nicht abelsch sein soll. aba™! = e ist wegen der Kiirzungsregel
unmoglich.

aba™' =b* = ab’a”' = (aba"'9(aba') = e
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ebenfalls im Widerspruch zur Kiirzungsregel. Also mufl notwendig
aba=t' = b~! gelten.

1. Fall: a®> = e: G = D,.

2. Fall: a® = b*: G = Qs.

(Etwa fiir b = 4, a = j; dann wird k = ba, —1 = b mit den {iblichen
Relationen.)

n=23a
Typ ‘ ZQ X Zg X Zg Z4 X ZQ Zg D4 Qg
N(D) 7 3 1 5 1
N(2) 7 3 1 3 3
Za 7Z3:

Es existieren 7 Elemente der Ordnung 2 und ebensoviele Untergruppen
der Ordnung 2. Also exitiert (;) : % Untergruppen der Ordnung 4.

Zu Z4 X ZQZ

Untergruppen der Ordnung 2: < b* >, < a >, < b%a > fiir G =<
b,a > mit b* = a® = 1.

Untergruppen der Ordnung 4: < b >, < ba >, < b?, a >.

Zu Zgl

Untergruppen der Ordnung 2: < b* >,

Untergruppen der Ordnung 4: < b > fir G = {b"| 0 <v < T}

Zu Dy:

Untergruppen der Ordnung 2: < b? >, < a >, < ab >, < ab® >, <
ab’ >.

Untergruppen der Ordnung 4: < b >, < b?, a >, < b, ab >.

Zu Qgi

Untergruppen der Ordnung 2: < b% >,

Untergruppen der Ordnung 4: <b >, <a >, < ab >.

2.58. Hilfssatz

Es sei G eine p-Gruppe der Ordnung p' (I € IN) und es sei a € Z, 0 <
a < [. Dann ist die Anzahl der Normalteiler von G von der Ordnung
p® kongruent 1 modulo p. (Es gibt also stets welche!)

Beweis:
Es sei

m:={U]|u<G, tU =p°}.
Wegen (1.38) gilt |9t| = 1 mod p. Lasse G auf 9 mittels Konjugation
operieren. Es folgt

fm=3"(G: Gp) = 30",

und mindestens ein ¢; muf hierin verschwinden. Fiir dieses ¢ gilt Gp, =
Np, = G, d.h. P, ist Normalteiler in G.
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2.59. Satz

G sei eine endliche abelsche Gruppe.

(1)
(i)

Beweis:

(1)

(i)

G ist direktes Produkt seiner p-Sylow-Untergruppen.
G ist direktes Produkt von zyklischen Gruppen Uy, ..., U, mit

|U1WU2|‘ . “Ur\ ”Elementarteilernormalform”.

Es sei
|G|:n:plf1~...-pffT

die Primfaktorzerlegung der Gruppenordnung. Es beze-
ichne Gy, ..., G, die p-Sylow-Untergruppen von G (vergleiche
(1.38)(i)) mit

(Gizl):pfi (1<i<r).

Wir zeigen: G + ...+ G, ist innere direkte Summe! Dazu
setze

G; = ﬂ_—lGj (1<i<nr).
i
Geméf (1.23) bleibt G; N Gi = {e} zu zeigen.
Jedes Element aus G;NG; = {e} hat jedoch eine Ordnung,
die sowohl pl als auch

L
[1ry
j=1
i

teilt. Also gilt notwendig G; N G; = {e}. Damit ist G| +

...+ G, direkte Summe, also G + ... + G, Untergruppe von
G mit

Gi+ ...+ G =T]py =16l
j=1

also G = Gy + ... + G,. (Vergleiche (1.25)(iii))
Beschrankung auf U =< = >, ord(z) = m, V =< y >
,ord(y) =nund G = U4V = U+V mit |U|‘|‘~/|, ggT (m,n) =
c, kgV (m,n) = ™.

Erzeuger: (z, y)

m 0
0 n

Beispiele: /3% @© /AN = )27 ® 7L)67L, 7L/37 &

227 = 7 )6 L.

Relationsmatrix:
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In 7 existieren u, v mit ¢ = um + vn.

(L)
S— (ant o 1)

(V)

(v, — uy) (;8)

=< "x+ Zvy > von der Ordnung c,
v =<z —uy > von der Ordnung "*.

O

Niitzliches Beispiel: Permutationsgruppen (vergleiche (1.27)).

Aus der Linearen Algebra setzen wir als bekannt voraus:

&, ist Gruppe der Ordnung n!, Definition einer Transposition, jede Per-
mutation ist Produkt von hochstens n Transpositionen, signum einer
Permutation 7 als Anzahl der Fehlsténde ¢ < j mit 7 (i) > 7 (j),

67



68 2. GRUPPEN

signum ist mutiplikativ,
sign : &, — Zs

ist Gruppenhomomorphismus, der fir n > 2 surjektiv ist; 2, ist Un-
tergruppe der geraden Permutationen,

|
ﬁﬂz%fﬁrnk?,

2, ist Normalteiler in &,,, sog. alternierende Gruppe.




CHAPTER 3
Ringe

3.1. Definition

Eine nicht leere Menge R mit zwei inneren Verkniipfungen + (Addi-
tion), - (Multiplikation) heifit Ring (R, +, -), falls folgende drei Bedin-
gungen erfiillt sind.
(i) (R,+) ist abelsche Gruppe;
(ii) (R,-) ist eine Halbgruppe;
(iii) es gelten die Distributivgesetze:

ro(y+2) = (-9 +(y-2)
(z+y)-z = (v-2)+(@y-2) Va,y,z€R.

Uberdies heifit R kommutativ, falls z-y = y-2 Vz, y € R gilt. R heifit
Ring mit Fins, falls (R, -) Monoid ist.

Bemerkung:
Statt (R, z,-) schreibt man oft kiirzer R, statt x -y einfach zy. Vere-

inbarungsgemaf geht ” Punkt-

rechnung vor Strichrechnung”. Das neutrale Element bzgl. + wird als
0 geschrieben. Ein Einselement ist, falls es existiert, stets eindeutig
bestimmt.

Beispiel:
(1) (Zv +, ')7 <Q> +, ')7 (]Ra +, ')7 (®> +, ) sind kommutative Ringe
mit Eins, jedoch auch R = {0} (pathologischer Ring).

(i) (Z/nZZ) ist kommutativer Ring mit Eins (n € IN).

(iii) Die Endomorphismen eines Vektorraums V' bilden einen Ring
mit Einselement id. Dieser ist fur dim V > 2 nicht kommuta-
tiv.

(iv) R™"™ ist Matrizenring tiber R.

3.1.1. Rechenregeln fiir Ringe. Fiir x, y € R gilt (vergleiche
Lineare Algebra I):
(i) 0z =20=0,
(i) (~2)y = —(ry) == (~y),
(iii) (=) (=y) ==y,
(iv) (Z, R) = R : (m,x)—»mzx=x+...+z,
—_———
m-mal
Z operiert auf jedem Ring mittels (n, z) — nz.
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Statt x + (—y) schreibt man x — y.
Allgemein gilt fiir z;, y; € R (1 <i<n, 1<j<m, n,melN):

n n
1+ T, =T T1c . = [
=1 i—1

leere Summe := 0; leeres Produkt := 1, falls 1 € R;

<é$z> (jilyj) = iiffi%‘a

i=1j5=1
n
" = H:E,
=1
n+m _ xn.xm7
(xn)m: nm7
n n )
(x+y)" = Y. )2" "y
i=0 \*

in kommutativen Ringen mit 1.

3.2. Definition

Eine Teilmenge S von (R, +,-) heifit Teilring (Unterring) von R, falls
(S, +,-) selbst Ring ist. In diesem Fall heifit R Oberring (Erweiterungsring)
von S.

3.3. Hilfssatz

R sei Ring und () # S C R. Dann sind aquivalent:
(i) S Teilring von R,
(ii)) SSC Sund S+ (—-95) C S.
Beweis:
(i) = (ii): Klar. Beachte
SS = {zylxesS, ye S},
S+(=S) = {z—y|z,ye S}

CS = (S,4) Gruppe,
SSCS = (S,-) Halbgruppe,

denn die Rechenregeln iibertragen sich von R.

Beispiele:
(i) Fiir n € IN ist nZ Unterring von ZZ.
(ii) Die Diagonalmatrizen bilden einen Unterring von R™ ™.
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Bemerkung: Der Durchschnitt von Teilringen ist Teilring!

Wichtiger als Teilringe sind jedoch Ideale, die in gewisser Weise den
Normalteilern in der Gruppentheorie entsprechen!

3.4. Definition

Es sei R ein Ring. a C R heifit Linksideal (bzw. Rechtsideal) von R,
falls gilt:
(i) a ist Untergruppe von (R, +), d.h. a # 0 und a + (—a) C a.
(ii) Va € a Ve € R : za € a (bzw. ax € a), dh. Ra C a
(bzw. a D a R).

a C R heifit Ideal, falls a sowohl Links- als auch Rechtsideal ist.

Bemerkung:
(i) {0}, R sind stets Ideale von R; Ideale sind Teilringe (Umkehrung
i.a. falsch: Z C @); fir R 3 1 und 1 € a fiir ein Links- oder
Rechtsideal a von R folgt sofort a« = R.
(ii) Der Durchschnitt von (Links- bzw. Rechts-) Idealen ist wieder
eins. Zu A C R existiert folglich ein kleinstes Ideal, welches A
umfafit, das sogenannte von A erzeugte Ideal (A).

Beispiel:

Es sei a ein Ideal von Z. Wegen a # () und (—a) C a gilt entweder
a = {0}, oder a enthélt eine kleinste natiirliche Zahl m. Geméf Division
mit Rest gilt, dafl m alle Zahlen von a teilt. Also ist a = Zm = mZL.

3.5. Hilfssatz
Es sei ) # A C R, R Ring. Dann besteht (A) aus allen endlichen

Summen von Elementen der Form

na, xa, ay, ray mit a € A, v,y € R, n € Z.

Beweis:
(i) Jedes Ideal a mit A C a enthélt alle in (2.5) angegebenen
Elemente.
(ii) Die Menge der in (2.5) angegebenen Elemente ist ein Ideal.

[
3.6. Korollar
Es sei R ein Ring und ) # A C R. Dann gilt:
(i) (A) = {Z Ti- Qi Y

endl.

l’i,inR, aleA}fUIRBL
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endl. endl.
fiir R kommutativ;

i) (4) = {T v

endl.

x; € R, ijZ, (Ii,bjGA}

i € R, a; € A} fir R kommutativ mit

Eins.

Beweis: Unmittelbar klar nach (2.5)!

3.7. Definition

Ein Ideal a eines Ringes R heifit Hauptideal, falls a = (a) fir a € R
gilt. a heifit endlich erzeugbar, falls a = (A) mit fA < oo gilt.

Beispiel:
Alle Ideale in Z sind Hauptideale.

Bemerkungen:

(i) R kommutativ = (a) = Ra + Za;
(ii) R kommutativ mit Eins = (a) = Raq;
(ili) R kommutativ ohne Eins: In R = 27 ist (2) = 4ZZ+ %2 = 27
von 2R = 47 verschieden;
(iv) R31 = (1) =R.

Arithmetik von Idealen:

3.8. Definition

Die Summe zweier (Links- bzw. Rechts-) Ideale a1, ag ist definiert durch:

a1+a2:{a1—l—a2|a1€a1, CLQECLQ}.

Bemerkung:
Die Summe endlich vieler (Links- bzw. Rechts-) Ideale ist wieder eins.

Der Durchschnitt von Idealen ist wieder ein Ideal. Es gelten:

o Cau+...4+a,(1<i<n), a+a=qa, (A)+(A)=(AUA).

Beispiel:

R=%:

Ra+ Rb={xa+yb| z,y € Z} = ¢Z mit ¢ = ggT (a, b),
Ra N Rb = dZ mit d =kgV (a, b).
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3.9. Definition
Das Produkt zweier (Links- bzw. Rechts-) Ideale aj, ag ist definiert

durch:
ap -ag = {Z ay; Qg | ay; € ai, ag € ﬂ2}.
endl.
Bemerkung:

Das Produkt endlich vieler (Links- bzw. Rechts-) Ideale ist wieder eins.
Es gelten die Rechenregeln:

(agag) (alag) as, a (Clg + Cl3) — ajasg + ajas.
Ist R kommutativ, so gilt ajas = aga;. Sind a1, ag Linksideale, so gilt
ajag C ag; sind a1, ay Rechtsideale, so gilt ajas C a1, (A1) (42) =
(A1 A,) fiir R kommutativ.
Ist R kommutativer Ring mit Eins und sind a, b € R, so gilt
(i) (a) + (b) ={za+yb| x,y € R} = Ra+ Rb.
(i) (a) (b) = (ab), Ra Rb = R(Ra)b = Rab.
(iii) an(b4¢) 2 aNb+aNcmit Gleichheit fiir a D b6V a 2.
(iv) fir a4+ b= R ist aNb = ab.
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Beweis:

(i) klar.

(ii) klar.

(ili) z€anNb, y€aNe = z+yE€a,x+yEb+ec
Gilt o0BdA a D b, so ist fiir z € aN (b + ¢) zunédchst x = b+ ¢
mit b € b, c €«
Wegen a D b ist auch b € a und damit ¢ € a, also b € aNb, ¢ €
afec.

(iv) Es ist

(a+b)(anb) = a(anb)+b(anb) Cab
C anb,

also (a+b6)(aMb) C ab;
fiir a + b = R gilt offenbar Gleichheit.

U

Bemerkung:
Ein Beispiel fir anN (b +¢) D aNb+ aNc wird im Anschlufl an die

Einfiithrung von Polynomringen behandelt.
3.10. Satz
Es sei R ein Ring mit Ideal a. Dann 148t sich R/a mittels

(x4+a)+y+a)=(r+y) +a(x+a)(y+a):=2y+a Vr,yeR

zu einem Ring machen, dem Faktorring R/a oder Restklassenring R
modulo a.

Beweis:

Zunéchst ist (a, +) additive Untergruppe von (R, +), also R/a eine ad-
ditive Gruppe (vergleiche (1.17)). Wir zeigen: (R/a,-) ist Halbgruppe.
Zunachst ist - innnere Verkniipfung. Dazu ist die Wohldefiniertheit
nachzuweisen. Fir

r+a=T+a y+a=y+a folgt z—-2T,y—9yE€a

und somit
ry —iy=(x—2)y+I(y—7y) €q
da a zweiseitiges Ideal ist. Also folgt xy +a = Ty + a. Das Assozia-

tivgesetz bzgl. - iibertragt sich von R. Das gleiche gilt fiir die Distribu-
tivgesetze, da ja vertreterweise mit den Idealklassen gerechnet wird.

O

Bemerkung:
(i) Fir 1 € R ist 1 + a Einselement von R/a. R kommutativ =
R/a kommutativ.
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(ii) Fiir £ — y € a schreibt man x = ymodulo a ("kongruent”).
Hierfiir gelten die Regeln:

x = ymodulo a }
=

Tu=yL modul
u = vmodulo a & u_y.v ocuio a.

Fir R = 7 bedeutet die alte Schreibweise £ = y mod n
gerade x = y modulo nZ, denn samtliche Ideale von 7 waren
ja als Hauptideale nachgewiesen. Die spezielle Aquivalenzrela-
tion = heif3t Kongruenzrelation.

3.11. Definition

Es seien R, S zwei Ringe. Unter einem Ringhomorphismus von R nach
S versteht man eine Abbildung f : R — S mit

flx+y) = fx)+ f(y), flx-y)=flx)- fly) Vo,ye€R.

Bemerkung:
(i) Fir Ringhomomorphismen f : R — S ist Im f = f(R)
Unterring von S, ker f = f~1(0) Ideal in R.
(ii) Ist R ein Ring mit Ideal a, soist p : R — R/a : x+— x +a
ein Ringepimorphismus, der sog. kanonische Epimorphismus.
Es ist kerp = a.

3.12. Hilfssatz

Eine Teilmenge a eines Ringes R ist genau dann ein Ideal, wenn a Kern
eines Ringhomomorphismus ist.

3.13. Hilfssatz

Es seien R, S Ringe und f : R — S ein Ringhomomorphismus. Dann
gilt:
(i) Ist b ein Ideal in S, so ist f~'(b) Ideal in R, f~'(b) 2 ker f.
(i) Ist a Ideal in R und f surjektiv, so ist f(a) Ideal in S.

Beweis:
GeméB (1.16) gelten die Aussagen bzgl. +.

(i) Es sei s = f(r) € b und z € R. Dann ist

fxr) = f(x) f(r) €b,
also mit r auch xr € f~1(b).
(ii) Es sei y = f(x) mit x € aund z € S. Dann ist z = f(r) fiir
ein 7 € R und somit

2y = [(r) f(z) = f(rz) € f(a).
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3.14. Satz

Es seien R, S zwei Ringe.
(i) (Homomorphiesatz)
Ist ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus, dann gilt
R/ker v = ¢ (R).

(ii) (Erster Isomorphiesatz)
Ist U Unterring und a Ideal von R, so gilt
(U+a)/a=U/UNa.

(iii) (Zweiter Isomorphiesatz)
Fiir Ideale a, b von R mit a C b ist b/a Ideal von R/a, und

es gilt
(R/a)/(6/a) = R/b.

3.15. Hilfssatz

Es sei a ein Ideal des Ringes R. Die Mengen
I(a) := {b| b Ideal von R mit b D a}
und
J(a) :={b]| bIdeal von R\a}
werden dann mittels ¢ : I(a) — J(a) : b+ b/a bijektiv aufeinander
abgebildet.

Beweis:
Fiir den kanonischen Epimorphismus p : R — R/a liefert ¢ eine Abbil-
dung von I(a) in J(a). Fiir

w(bl) :w(bg) fOlgt bl = [11+a: bz"‘a: [12,
also ist ¢ injektiv. Ist schlieBlich b Ideal von J(a), soist p~'(b) ein Ideal
von R, welches a umfaBt, also in I(a) liegt. Hierfiir gilt ¢ (p~(b)) = b
nach Konstruktion.

O

3.16. Definition

Es sei Rein Ring. 0 # a € R heif}t linker (rechter) Nullteiler, fallsb € R
mit ab =0 (ba = 0) fiir ein 0 # b € R existiert. + € R heifit nilpotent,
falls m € IN mit 2™ = 0 existiert. Fir 1 € R heiit e € R Einheit
(invertierbar), falls e in R ein Linksinverses und ein Rechtsinverses
besitzt. U(R) = R* bezeichnet die Menge der Einheiten von R.
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Bemerkung:

(i) e Einheit = e™! existiert eindeutig.
Sei

ae=eb=1 = a=a-1=a(eb)=(ae)b=1-b=0.
Fiir ae = ea = 1 und be = eb = 1 folgt
a=a-1=a(eb)=(ae)b=1-b=0.

(Vergleiche Gruppentheorie)
(ii) Die Elemente von R, welche keine Nullteiler sind, bilden eine
Halbgruppe. Es seien a, b keine Nullteiler; ist dann z € R mit
abr = 0 so folgt

a(br)=0 = br=0 = x=0.

(iii) Einheiten sind keine Nullteiler und bilden folglich eine multi-
plikative Untergruppe von R.

ec R, reR:ex=0 = elex=0 = 1l-z=z=0.

Beispiele:
Bestimme Einheiten, Nullteiler und nilpotente Elemente in
L1227, 7, K™™ R ={0}.
(i) 0 # = € R nilpotent = z Nullteiler.
0=2"= (mm_l) r==x (:L‘m_l), wéhle m minimal!
(i) Z/127ZZ ={1| 0 <i <11}
i"L0 = jm=0mod12 (12=4-3) = j=0V6
Nilpotente Elemente: 0, 6
Nullteiler: 6, 2, 4, 8, 10, 3, 9
Einheiten: 1,5, 7,11 (I=5 =7 = 11°)
(i) R=%Z
Nilpotente Elemente: 0,
Nullteiler: keine,
Einheiten: +1.
<1V) Knxn
Nilpotente Elemente sind z.B. alle oberen A-Matrizen mit
0-Diagonale,
Nullteiler: alle singularen Matrizen,
Einheiten: GL (n, K).

—_

3.17. Definition

Ein Ring R mit 1 # 0 heiit Schiefkérper, falls R* = R\{0} ist. Ist R
kommutativ, so heifit R Korper.
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3.18. Hilfssatz

Ein Ring R ist genau dann ein Schiefkérper, wenn (R\{0},-) Gruppe
1st.

= per Definition

~:

R\{0} enthilt Eins e mit 0e = e0 = 0. Also ist R* = R\{0}.
O

Beispiele:

(i) Kérper: Q, R, (Z/nZ) mit n € P.
(ii) Schiefkérper: IR+IRi+IRj+IRE Quaternionen (als IR-Vektorraum)

Bemerkung:

(i) R Ring mit Eins, a Ideal von R mit aNR* # (). Dann ist a = R;
denn zu a € aN R* existiert ™' € R und a 'a € Ra = a, also
l€aund R=R1Ca.

(ii) Ein Schiefkérper R enthédlt nur die Ideale {0} und R.

(iii) Ist K ein Schiefkérper und ¢ : K — R ein Ringhomomor-
phismus, so ist ¢ = O oder ¢ injektiv.
(iv) Es gibt keine endlichen Schiefkérper! (ohne Beweis)

3.19. Hilfssatz
(i) Es sei R ein Ring. Ist a € R kein Nullteiler, so gilt:

ar=ay = r=vy; xra=ya = r=y Vr,y€E€R.

(ii) Ein endlicher nullteilerfreier Ring R # {0} ist ein Schiefkorper.

Beweis:
a(z—y)=0 = 2—y=0 = z=y; (r—yla=0 =
r—y=0= z=y.
(ii) Zeige: (R\{0},) ist Gruppe.

Fir z € R, z # 0, betrachte ¢, : R\{0} — R\{0}
a — xa. @, ist injektiv (nach (i)), also wegen R endlich auch
surjektiv. Dasselbe gilt fiir ¢, : a — azx. Zu a, b € R\{0}
existieren folglich eindeutig x, y € R\{0} mit b = ax = ya.
Gemaf (1.5) ist R* = R\{0} Gruppe.

O
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3.20. Definition

Es sei R ein Ring mit 1 # 0. Existiert dann eine kleinste natiirliche
Zahl n mit n1 = 0, so heifit n die Charakteristik y (R) von R. Existiert
kein solches n, setzt man die Charakteristik x (R) zu 0 fest.

Beispiele:
\(Z) =0, x (Z/n) = n.

3.21. Satz

Die Charakteristik eines nullteilerfreien unitdren (R > 1 # 0) Rings R
ist 0 oder eine Primzahl p. Im letzten Fall gilt pr = 0 Vo € R, sowie
kx = R (k, p) z.

Beweis:

Es sei R Ring mit x (R) # 0 und n € IN die kleinste natiirliche Zahl
mit nl = 0, also speziell n > 2. Ist n keine Primzahl, so gilt n = pg
mit p, ¢ € Z=', p < n, ¢ < n und somit

0=mnl=pql = (p1)(ql).
Da R nullteilerfrei ist, erhalt man pl = 0 oder g1 = 0 im Widerspruch
zur Minimalitat von n. Nunmehr ist 0 = nl, also auch
nr=n(lr)=(nl)z=0x=0 VzeR.
O

Bemerkung:
Der Durchschnitt von Schiefkorpern ist wieder einer. Also enthélt jeder

Schiefkorper einen kleinsten Teilkorper, den sogenannten Primkorper.

3.22. Satz

Der Primkorper eines Schiefkérper K ist isomorph zu @ (fiir x (K) = 0)
oder zu Z/LpZZ fir eine Primzahl p (fur x (K) = p).

Beweis:

In K gilt 1 # 0. Der Primkorper von K umfafit daher alle Elemente

der Form m1 (m € Z). Fiir x (K) = 0 sind diese alle ungleich 0 fiir

m # 0. Also existiert (m1)™! und damit (m1) (n1)~' im Primkorper.

Setze

P:={(ml)(n1)""|meZ, neZ, n#0}

Es gilt:

(m1) (n1)~' = (n1)~*(m1) wegen (n1) (m1) = (m1) (nl) = (mn)1,
(mn1)~t = (m1) "t (n1)~.

Also ist P Korper, der im Primkorper enthalten ist, folglich gleich dem

Primkorper.

v: Q— P : %H(ml)(nl)_l
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ist dann ein Ringisomorphismus.

Fir y (K) = p, p Primzahl, ist pl = 0. Firz = k1 (1 < k < p)
existiert (Euklidischer Algorithmus in 7ZZ) ein [ € Z mit k-l = 1 mod p,
also (k1) (I11) = 1in K. Setze

P:={k1|0<k<p, kel}.
Dies ist bereits der Primkorper von K.
o (Z/pZ) — P : k+ pZ— k1l

ist Ringisomorphismus! (¢ ist wohldefiniert wegen (k +pm)1 = k1 +
plml = k1.)
U

Wie bei Gruppen kann man fiir Ringe dulere Produkte (Summen) erklaren.

Sind Ry, ..., R, Ringe, so wird R; X ... X R,, =: H R; = R zu einem
i=1
Ring mittels

T1yeoyTp Y1y -3 Yn = T Loy Ty Yn),
( )+ ( ) (1 + + Yn)
(xlw"axn) : (y17"'7yn) = (xlylw"axnyn)-

(Vergleiche Eigenschaften bei Gruppen, speziell ist ;(R;) = (0,...,0, R;,0,...,0)
Ideal von R. Schreibweise: Ry @ ...® R,,.)

Ist andererseits R ein Ring mit Idealen ay, . . ., a,, so heifit R (innere) direkte Summe
von ay,...,a,, falls

R:al—l—...—l—an und Razﬂzn:aj:{()}
g
ist (vgl. (1.23)). (Schreibweise: R =a; + ...+ ay,)
Ein Element e € R mit e # 0 und e? = ¢ heifit Idempotente von R.
Zwei Idempotente e, f heiflen orthogonal, falls ef = fe = 0 ist.

Beispiel:

R=7/67. Es gilt: R =<3+ 6%Z > + < 4+ 6% >.

Hierin sind e; = 3 4+ 6Z und ey, = 4 + 67 Idempotente. Wir haben
hier eine Zerlegung der Eins in orthogonale Idempotente: 1 + 67 =
(3+6%Z)+ (4+67Z).

Bemerkung:
Ringe R mit 1 € R haben mit einer Idempotenten e # 1 stets eine

weitere: 1 —e. Es gilt
I = e+(1—e),
(1—e)? = 12—1l-e—1-e+é?
= l—-e—e+te

= 1—e.
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1 — e und e sind orthogonale Idempotente wegen
e(l—e)=e—e*=0=(1—-¢)e.
Somit gilt
R=R1=R(e+(1—¢€)& C&Ret+R(1—¢).& C &R
, also tiberall Gleichheit.
Beachte: Orthogonale Idempotente sind Nullteiler.

Es sei R ein kommutativer Ring mit 1 # 0. Zwei Ideale a, b von R
mit a + b = R heilen komaximal. Speziell existieren e € a, f € b
mit e + f = 1. (Allerdings wird nicht gefordert, da8 e, f orthogonale
Idempotente sind.)

Beispiel: R = Z, m,n € Z teilerfremd = mZ + nZ = 74 und
mu + nv = 1 fiir passende u, v € Z.

3.23. Hilfssatz
Es sei R ein kommutativer Ring mit 1 # 0. Dann gilt fiir Ideale

a,a1,...,0,,b1,...,6, mit a; +a; = R (a;, a; komaxial) (1 <i < j <
n), a+b; =R (1 <i<n):
(i) ad+by-... b, =R,
(i) ag-evorap=a1N...Nay,.
Beweis:
(1)
R = R"
= J[(a+0) (wegen 1 € R)
i=1
= a(@ '+ ) +br-... 0, (R kommutativ)
C a+by-... b,
C R,

also muf tiberall Gleichheit gelten.
(ii) Beweis per Induktion iiber n.
n = 1: Klar.
n = 2: Beweis bereits bei der Einfiihrung der
Idealmultiplikation gefiihrt.
n—n+1:

ap ... 0p41 = (al-...-an)an+1

—

*

= (al-...-an)ﬂanH

Ind n+1

nd. Vor.

- | | a;
i=1

~

(%): Per Induktionsvoraussetzung fiir n = 2 und (i).
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3.24. Chinesischer Restsatz

Es sei R ein kommutativer Ring mit 1. Dann gilt fiir paarweise komax-
imale Ideale a; (1 <i<n) (dh.a;+a;=R (1 <i<j<n)):

R/al-...-an%HR/ai
i=1

Losung simultaner Kongruenzen:
Suche alle z mit
= 2modb, a =>HZ
= 4modl1l, a=11%Z
7mod 12, a3 = 127

oder “ewiger Kalender”.

Beweis:
Betrachte Abbildung

o : R—>HR/ai cx— (T ta, .+ ay).
i=1

Offensichtlich ist ¢ ein Ringhomomorphismus mit ker ¢ = a;N...Na, =
ai-...-a,. Esbleibt “¢ surjektiv” zu zeigen, dann folgt die Behauptung
aus dem Homomorphiesatz fiir Ringe. Nach Voraussetzung existieren
€ij € a;, €5 € aj mit 1 = €ij + €ji (1 <1< j < TL) Setze

n
j=1

J#i

. 0 mod a;
Imoda; (j#1).

e =

Ist dann (z1 +ay,...,2, +a,) € H R/a; vorgelegt, so ist dies Bild von
i=1

T = Z:pié,-. Denn fiir é; gilt é; € a; (1 < j <n, j#1),
i=1
~ 1 mod a;
e = . N
Omoda; (j#1)
0

Rf(ar-...o0) = u (R/(ar+... 0,))& = R/ay@... @ R/ay.

Bemerkung:
Der Satz sagt aus, dafl sich simultane Kongruenzen nach komaximalen

Idealen stets losen lassen. Er beschreibt die Losungsmenge und gibt
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sogar ein (konstruktives) Verfahren zu ihrer Bestimmung an. (”Zer-
legung der Eins in orthogonale Idempotente”).

Newton-Verfahren

Eine explizite Berechnung des Urbildes von (21 + a1, -+, 2, + a,) ist
allerdings schneller moglich mit dem folgenden Verfahren, welches der
Newton-Interpolation ahnelt.

Setze

i—1
e; 1= Heﬁ (1<i<mn)
j=1

dhnlich zum Beweis sowie y; = x; und iterativ ypr1 = yr + (vp1 —
yp)errr (1 <k <n).

Dann leistet x = y,, das Gewtinschte.

(Dazu beachte man, dass

_ 0 moda; firj <k
Cht1 = 1 mod k1
gilt.)
Beispiel:
Lose x =2 mod 5, x =4 mod 11, x = 7 mod 12.
1. Losungmoglichkeit: Raten.
2. Losungmoglichkeit: per (2.38)!
ap = 5%, g = 11%, as = 12%, R=7.
a; + a; = R, eij + fij =1 mit eij € a; und fij c aj;.

1 1 2 2 3 3 -
9 3 1 3 1 9 €1 = f12f13 = —2064

€a = fafos = —120.

1
J
;| =10 25 11 —11 -24 12° 2~ -
fil 11 =24 —10 12 25 —11 s = Jafo = =75
Gesucht sind u, v mit u-5+0v-11=1 = 1= -2-5+ (+11) =
5:50—2-12=-11+12.
T = x1€1 + Taes + T3€3
= —2-2064—-4-120—-T7-275
= —528 —480 — 1925
—2933;

das Ergebnis ist modulo 5-11-12 = 660 eindeutig, also ist die kleinste
positive Losung 367, die betraglich kleinste Losung —293.
Gesamtlosung ist 367 + 6607Z.

Nach dem Newton Verfahren verlauft die Berechnung wie folgt:
€1 = 1,62 = —10, €3 = —275,
Y1 =240 =2+ (4—2)(—10) = —18,
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ys = —18 + (7 — (—18))(—275) = —6893 = —293 mod 660.

3.25. Definition

Es sei M eine nicht leere Menge. Eine Relation < auf M heifit Halbordnung,
falls die Bedingungen
i)z <z
(i) x<yANy<z = z=y
(i) r<yAy<z = <z
YV, y, z € M erfiillt sind.

Beispiele:
(i) (Z,>0), (IR, > 0), lexikographische Ordung im R";
(i) (C, | |) erfiillt (i), (iii) aber nicht (ii);
(iii) P (M) mit C:

M = {1, 2} hat (M) = {0, {1}, {2}, M}.
pC{1} C M, 0 C{2} € M. {1} ist in {2} nicht enthal-

ten.

3.26. Definition

Es sei M eine nicht leere Menge. Eine Halbordung < auf M heifit
Ordnung, falls fiir alle x, y € M stets x < y oder y < x gilt. In diesem
Fall heifit M Kette.

Beispiel:
(IR, >), nicht aber (C, | |).

3.27. Definition

Es sei M # 0 und < eine Halbordnung auf M. Fir A C M heifit
s(A) € M obere Schranke von A, falls < s(A) Va € A gilt. Fiir
A C M heiBt m(A) € A maximales Element von A, falls aus a € A
und m(A) < a stets a = m(A) folgt. Eine Teilmenge X von M heifit
induktiv geordnet, falls jede Kette in X eine obere Schranke in X (!)
besitzt.

Beispiel:

A= {{1}, {2}, 0} S ({1, 2});

Es ist s(A) = {1, 2}; sowohl {1} als auch {2} sind maximale Elemente
von A.

3.28. Zornsches Lemma

Jede nicht leere induktiv geordnete Menge besitzt ein maximales Ele-
ment.
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3.29. Definition

Es sei R Ring mit Ideal a. a heiffit maximal, falls es kein Ideal b mit
a C b C R gibt.

3.30. Satz

Es sei V' ein Vektorraum iiber dem Korper K und M C V linear
unabhangig. Dann existiert eine Basis B von V mit M C B.

Beweis:

Es bestehe Q € P(V) aus allen linear unabhéngigen Teilmengen von
V', die M enthalten. Wegen M € @ folgt Q # ). Ist K eine Kette in

Q, so gilt
m(K):= [J N €Q.

NeK
Denn sind zy,...,x, € m(K), d.h. z; € N; (1 <i < n), so existiert
ein maximaler Index j, mit z; € N; (1 <i < n), also sind z1,...,z,

linear unabhéangig.

Nach dem Zornschen Lemma existiert in () ein maximales Element B.
Nach Voraussetzung ist B linear unabhéngig. Es bleibt [B] = V zu
zeigen.

Ist z € V\[B], so gilt speziell z # 0, und B := B U {z} ist linear
abhéangig. Also existieren z,...,x, € Bund A{,...,\,, A € K, nicht
alle 0, mit

i=1
Fiir A # 0 folgt € [B]. Fiir A = 0 folgt B linear abhéngig. Wider-
spruch!
O

Bemerkung:
Also folgt die Behauptung. Fir M = () liefert dies die Existenz einer

Basis von V.

3.31. Satz

Es sei R ein Ring mit 1 # 0 und a # R ein Ideal von R. Dann ist a in
einem maximalen Ideal m von R enthalten.

Bemerkung:
Fiir a = {0} liefert dies die Existenz maximaler Ideale (in Ringen R

mit Eins).

Beweis:
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Es sei M die Menge aller Ideale b von R mit R D b D a, dann ist 9 # ()
induktiv geordnet bzgl. C. (Die Vereinigungsmenge einer aufsteigen-
den Kette von Idealen ist wieder ein Ideal, welches in unserem Fall 1
nicht enthilt.)

Nach dem Zornschen Lemma existiert ein maximales Element m aus
M. Wegen 1 ¢ m ist m maximales Ideal.

0

Bemerkung:
(i) In 7 sind pZZ, p Primzahl, genau die maximalen Ideale.
(ii) Ist R Korper, so ist {0} einziges maximales Ideal.

3.32. Satz

Es sei R ein Ring mit Ideal m. Dann gilt:

(i) m # R ist maximal < R/m enthilt nur die Ideale m und R/m.
(ii) Ist R kommutativ mit 1 # 0, so ist m genau dann maximal,
falls R/m Korper ist.

Beweis:
(i) Gemé$ (2.15).
(ii)

R/mKorper < Vre R\m, INER: (x+m)(A+m)=14m

& VreR\m, INER : Ar=1modm

& VeeR\m, dmem INER: de+m=1
& Rr+m=R VreR\m

< m maximal.

3.33. Definition

Ein kommutativer Ring R mit Eins heifit lokaler Ring, falls R genau
ein maximales Ideal besitzt.

3.34. Hilfssatz
R kommutativ mit 1. R lokaler Ring <& R\R* ist Ideal in R.

Beweis:

2 <:’7:

Jedes Ideal a in R mit a # R beteht aus Nichteinheiten.

2 i?? :

Firz € R, x ¢ U(R), folgt Rx = (z) C m fiir ein passendes maximales
Ideal m von R.

O
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Beispiel:
Y /A
Z\pZ = {Z eQlrel, pfs} ist lokaler Ring mit m = Zp\pZ'

Quotientenbildung bei kommutativen Ringen R. Es sei R
ein kommutativer Ring und S C R eine multiplikative Halbgruppe.
Als ”Briiche” (mit Nennern in S) definiert man die Menge R x S der
geordneten Paare (r, s). Wie bei der Konstruktion der rationalen aus
den ganzen Zahlen bildet man auf R xS eine Aquivalenzrelation, deren
Klassen dann die gewtinschten Briiche bilden. Wegen der modglichen
Existenz von Nullteilern mufl man allgemeiner

(r,s)~(7,8) &= JteS: t(rs—rs)=0definieren.

Dies ist tatsachlich eine Aquivalenzrelation, denn Reflexivitat und Sym-
metrie sind klar und bzgl. der Transitivitat bemerken wir:
(Tla 81) ~ (T2a 82) A\ <T27 52) ~ (T37 83)
= Htl, ty € S t1 (T182 — 7’281) =0= i (7“283 — 7'382)
= Ehfl, tg esS: 0 = t1t283 (T182 — ?"251) + t1t281 (7"283 — 7”382)
= t1t252 (537“1 — 817”3)
= t(Sng — 817’3) fur ¢t = t1t252
= Ht € S . t(Sng —817”3) :O
< (11, s1) ~ (73, S3).
Die Aquivalenzklassen bilden Briiche:
r
K, ={(f,5) e RxS|(r,s)~ (7,5} =:-.
S
Setze

KT1,81+KT2,82 = KT182+7"281,81827
Krl,sl'KT2,52 - KT15177‘252'

(Fiir die Aquivalenzklassen o, 2 von (11, s1), (12, s2) € RxS definieren
wir eine Addition und eine Multiplikation tiber die Vertreter:
E+Q.7T182+T281 LTz Tl

S1 59 5152 7 S1 82 8182‘

Zur Multiplikation: Sind auch (71, §1) € L, (2, 52) € 2, so ist
(Tl’l“g, 8182) ~ (7:17:2, 5152) wegen

(11, 81) ~ (T1, 51) A (r2, 82) ~ (T2, 52)

= Eltl, ty € S 11 (7”1§1 — 7:181) =0=ts (7’2§2 — 827:2)

= Eltl, tg - S : 0 = tth (T17’2§1§2—f17“281§2)+t1t2 (7:1T281§2—f17z28182)
= Eltltg eSS : 0= t1to (T1T2.§1§2 — 7:17;28182)

= (7"1’/’2, 8182) ~ (fl’lzg, 5152);

fiir die Addition folgert man aus

Ehfl, t2 c S 0= tl (Tlgl — 7:181> = tg (7'252 — 82712)

= Eltl, t2 € S: 0= tltz (’1"1§182§2 — f181$2§2 —+ T2§251§1 — 82?:28151)
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= Htl, t2 € S: 0= tltz ((7"182 + T281> §1§2 — (77152 + f2§1) 8182)
= (7"152 + 951, 8182) ~ <f1§2 + 7:251, 5152).

Die Rechengesetze von R iibertragen sich iiber die Vertreter auf

r r
RS::{’TER,SES} fir —=K,,.
S S
Hierfiir sind die Assoziativitat von Addition und Multiplikation nachzurech-
nen. Neues Nullelement ist K ,, inverses Element zu K, 5 ist K_, ;.

Folglich bildet Rg einen kommutativen Ring mit Einselement 2 :

r S r r
s S S S

R 148t sich homomorph in Rg abbilden mittels

t: R—-Rg:rm— s
s
fiir ein beliebiges s € S.
Im Fall, dafl S # 0 keine Nullteiler enthalt, ist ¢ sogar Monomorphis-
mus, also Einbettung, d.h. Rg 1ait sich als Ringerweiterung von R
auffassen.

Spezialfalle:
(i) S0 = Rg ist trivial.
(i) @ # S besteht aus allen Nicht-Nullteilern # 0 von R. In diesem
Fall heiit Rg der (vollstédndige) Quotientenring 9 (R) von R.
Sind speziell alle Elemente # 0 keine Nullteiler, so ist 9 (R)

ein Korper.
Beispiel:
(i) R=%Z, S=7%Z\{0} = Rs=Q.
(i) R=%, S={2"|v e Z} = Rs={%&|veZ™"}.
(ili) R="7Z, S=%U\pZ (pe€P) = Rg= 7 (“p-Lokalisierung
von 77

3.35. Definition
Es sei R ein kommutativer Ring. Ein Ideal R 2 p von R heifit Primideal,
falls fiir a, b € R mit ab € p stets a € p oder b € p folgt.

Beispiele:

(i) R = 7, alle Primideale sind von der Form pZZ mit p Primzahl.
(ii) {0} ist Primideal, falls R keine Nullteiler # 0 besitzt.
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3.36. Satz (Charakterisierung von Primidealen)

Es sei R ein kommutativer Ring und a & R ein Ideal in R. Dann sind
aquivalent:

(i) a Primideal,

(ii) Va,be Rmita¢ aund b¢ a = ab ¢ a,

(iii) Fir Ideale b, ¢ von R mit be C a folgt b C a oder ¢ C a.

(iv) R\a ist multiplikative Halbgruppe,

(v) R/a ist nullteilerfrei.

Beweis:
(i) = (ii): nach Definition;
(i) = (iii): Ware die Aussage falsch, existierten Elemente b € b\ a, ¢ €
¢\ a mit b- ¢ € a im Widerspruch zur Voraussetzung.
(iii) = (iv): Sind a,b € R\ a, so folgt (a) = Ra + Za, (b) = Rb+
Zb, (a)(b) = Rab+ Zab = (ab). Wegen (a) € a und (b) Z a muss
(ab) Z a gelten, also ab & a.
(iv) = (v): fiir @ + a, b+ a, beide ungleich a, folgt a, b € R\a, damit
ab € R\a und

(a+a)(b+a) =ab+ a # a;
(v) = (i): es seien a, b € R mit ab € a, also

a=ab+a=(a+a)(b+a)

und folglich (a+a=a < a€a)oder (b+a=a & b€ a).
U

Bemerkung:

(i) In einem kommutativen Ring mit 1 ist jedes maximale Ideal ein
Primideal, also ist jedes Ideal ¢« C R von R in einem Primideal
enthalten.

(ii) In einem kommutativen Ring R mit Primideal p bildet R\p
eine multiplikative Halbgruppe S. Dann heifit

RS = RR\p = R}%\p = Rp

Lokalisierung von R bei p. R, ist ein lokaler Ring (siche
Ubungsblatt 7).

(Fals R>1 : R — R%p : 7+ 7 ist Ringmonomorphis-
mus. )

Speziell: R=7, p =pZ firp e P :

Ry = {Z‘mé%,né%mitpfn}.

(iii) 0 Primideal = R nullteilerfrei.



90 3. RINGE
(iv) R 3 1, p Primideal, R/p nullteilerfrei:

R/p endlich = R/p Kérper
22 p maximales Ideal.

Beispiele:
. a
(i) p=2%Z = Rp:{b
(i) R=2%,a =47 :
2 -2 € a, also ist a kein Primideal. a ist maximal, denn

xr € R\a hat die Gestalt 2 (2m + 1),
(a,2) D2 —4m = 2.

a0, be, 2+b}.

3.37. Definition
Ein Ring R, in dem jedes Ideal endlich erzeugt ist, heifit noetherscher Ring.

Beispiel: R = 7, dort ist jedes Ideal Hauptideal.

3.38. Satz (Charakterisierung noetherscher Ringe)

Fiir Ringe R sind folgende Aussagen aquivalent:

(i) R ist noethersch;

(ii) Jede aufsteigende Kette von Idealen aj Cay C ... Cap C ...
wird stationér (bricht ab), d.h. es existiert n € IN mit a,4; =
ap, Vi € IN;

(iii) In jeder nicht leeren Menge von Idealen gibt es ein (bzgl. C)
maximales Element.

Beweis:
(i) = (ii):
Fiir eine vorgelegte Kette von Idealen ist deren Vereinigung a wieder ein
Ideal(!), welches etwa durch ay, ..., a,, erzeugt wird. Fiir a; € aj, (1 <
i < m) gilt dann also a;, D (a1,...,an) 2 ajy, @; € aj, (1 <7 <m) mit
Jo := max {Ji,...,Jm}, und wir erhalten etwa n = jo, d.h. die Kette
wird ab aj, stationar.
(i) = (iii):
Es sei M # () eine Menge von Idealen. Wahle a; € 9. Ist a; maximal, so
sind wir fertig. Ist a; nicht maximal, so exitiert ay € M, apy D a;. Man
erhélt so eine aufsteigende Kette, die nach Voraussetzung stationar
werden mufl. Das diesbeziigliche a, ist dann in 9 maximal.
(iii) = (i):
Es sei a ein Ideal von R. Bilde

M := {b| b endlich erzeugtes Ideal in R mit b C a}.

Wegen {0} € o ist M # (. Sei m maximales Element von 9, etwa
m =< ay,...,a, >. Fir beliebiges a € a ist m := (ay,...,ax,a) in M,
also gleich m, also folgt a = m.
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O

Bemerkung:
Es sei R ein noetherscher Ringund f : R — S ein Ringepimorphismus.

Dann ist .S noethersch.
(Speziell: Ist a ein Ideal von R, so ist R/a noethersch.)

Beweis:
Es sei a ein Ideal von S, dann ist etwa f~1(a) =< ay,...,a; >, und es

folgt a = (f(a1),..., f(ax)).
[

Teilbarkeit in Ringen

Sinnvollerweise sind Nullteiler auszuschlieflen!
Ferner: R > 1 # 0 und R sollte kommutativ sein.

3.39. Definition

Ein nullteilerfreier, kommutativer Ring R # {0} heiit Integritatsring.

Bemerkung:
In Integritédtsringen gilt die Kiirzungsregel (2.19)(i), endliche Integritatsringe

sind Korper (2.19)(ii). R kommuativer Ring, « C R Ideal: a Primideal
< R/a Integritétsring nach (2.33).

Beispiel: Alle Ideale # {0} in Z und Kérper sind Integritétsringe.

3.40. Definition

Es seien R ein Integritatsring mit 1 und a, b € R.

a heifit Teiler von b (a teilt b, b ist Vielfaches von a, alb), falls ¢ € R
mit b = ac existiert.

a heifit assoziiert zu b (a ~ b), falls a|b und bla gilt.

¢ € R heiBt groBter gemeinsamer Teiler (ggT) von a, b, falls c|la und
c|b und fiir alle d € R mit d|a, d|b auch d|c gilt.

a, b heiflen teilerfremd, falls ggT (a, b) € U(R) ist.

¢ € R heifit kleinstes gemeinsames Vielfaches (kgV) von a, b, falls
ale, blc und fiir alle d € R mit a|d, bld auch c|d gilt.

Ein Element p € R\U(R), p # 0, heit Primelement von R, wenn fiir
alle a, b € R mit plab stets p|a oder p|b folgt.

Ein Element a € R\U(R), ¢ # 0 heiit irreduzibel (unzerlegbar), wenn
fur alle a, b € R mit ab = ¢ stets a € U(R) oder b € U(R) folgt.

Beispiele:
(i) Ubliche Definitionen in Z; die zu a € Z assoziierten Elemente
sind +a (U(R) = {£1}), die Primzahlen sind die Primele-
mente und stimmen mit den irreduziblen Elemente tiberein.
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(ii) BEs sei R = Z[v2] = {a +bV/2| a, b € Z}. Es gibt unendlich
viele assoziierte Elemente a (—1)" (14 +v/2)* (b € {0, 1}, k €
7).
C1+V2)1-v2) -1 (1-v2)' =
V2= 1-v2 T1ovV2 O (4VDT = —(1-VD)
((1++/2)* (k € Z) sind alle verschieden!)

/2 ist irreduzibel (und sogar Primelement!).
(Denn fiir S := Z[/m] (m € Z, Aa € Z=* : a?|m) ist

N : Z|ym) = Z : a+bymw— a* —mb?

eine multiplikativer Homomorphismus. Wéire nun /2 =
zy in Z[/2], so folgte N(v/2) = —2 = N(x) N(y) in Z, also
N(z) = +1 oder N(y) = £1. Ist 0.B.d.A. N(x) = +£1, so gilt
fiir o = u+vy2 : £1 = (u+vV2) (u—vv2), dh. z € U(R).)
Der Primelementnachweis verlauft ahnlich.
(iii) Es sei R = Z[v/—=5]. Hierin ist U(R) = {£1} (= U(%)),

wegen
N(a+b/=5)=a*+50*=1 < b=0, a==+l.

Ferner ist 21 = 3-7 = (4 4+ v/-5)(4 — V/-5) = (1 +
2v/=5) (1 — 2¢/-5).

Hierin sind die beteiligten Elemente offenbar (!) keine
Primelemente, jedoch irreduzibel.

Beweis:

Esist N(3) =9, fiir 3 = 2y mit x, y ¢ {+1} folgt N(z) =
N(y) = 3, jedoch ist N(u + vy/=5) = u* + 50% = 3 unlosbar
in Z. Also ist 3 irreduzibel. Der Nachweis fiir die anderen
Elemente geht analog.

Bemerkung:
Jede Einheit teilt alle Elemente aus R; z|r und z|0 fiir alle z €

R; a € R mit a|]l = a ist Einheit (a« € U(R)); a, b, z € R und
alp = azlbr; a,r;,x; € R (1 <i<n)undalr; (1 <i<n) =

a’ani; a, b, c € Rund alb, blc = alc; a,b € R : alb & b€

Ra & RbC Ra; a,b€R:

a~b & 3JecU(R) : b=ae < Ra= Rb.

Jedes Primelement ist irreduzibel; dies ist eine Konsequenz des folgen-
den Hilfssatzes.

3.41. Hilfssatz

Es sei R ein Integritatsring mit 1 und a € R\U(R), a # 0. Dann gilt:
(i) a Primelement < Ra Primideal;
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(i) a irreduzibel < Ra maximales Hauptideal von R.
(a reduzibel < Ra nicht maximal in der Menge der Haup-
tideale von R.)

Beweis:
(1)
a Primelement < (Vz,y € R : alzy = a|z Valy)
< (Vr,y€e R: zy€ Ra = x € RaVy€E Ra)
< Ra Primideal.
(ii)
a irreduzibel < (Vz,y€ R :a=2y = x€U(R)VyecU(R))
& (VreR: RaCRr = ze€U(R)Vr~a)
& (Vr€R: RaC Rx = z€U(R))
< Ra maximales Hauptideal von R.
]

3.42. Definition

Ein Integritatring mit 1, in dem jedes Ideal Hauptideal ist, heifit Hauptidealring.

Bemerkung:
(i) Hauptidealringe sind noethersch.
(ii) Z ist Hauptidealring, ebenso sind alle Kérper Hauptidealringe.
(iii) Fir Elemente a # 0 in Hauptidealringen gilt:
(2.41)(ii)
1 7=

a Primelement = « irreduzibe Ra maximales

Hauptideal = Ra Primideal (2'4:1>)(i) a Primelement.

Merke: In Hauptidealringen stimmen irreduzible und Primele-
mente iiberein. Speziell ist also Z[v/—5| kein Hauptidealring.

(iv) Es seien d,aq,...,a, aus einem Hauptidealring R. Dann gilt:

d=ggT (ay,...,a,) < (ai,...,a,) = Rd.

Dies bedeutet, dafl ein grofiter gemeinsamer Teiler von
ai,...,ap sich als d = Z ria; (r; € R) darstellen 1afit.

i=1
Beweis: B
Fiir jeden gemeinsamen Teiler d von ay, ..., a, gilt:

a;=b;d & (a1,...,a,) C Rd.
Ferner ist (aq, ..., a,) ein Hauptideal Rd, fir das dann J|d

und damit d = ggT (a4, ..., a,) gelten mufl.
]
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3.43. Satz

In einem Hauptidealring R 148t sich jedes x € R\U(R), a # 0, als
Produkt von Primelementen darstellen.

Beweis:

Gemés der vorrangehenden Bemerkung (iii) geniigt es, eine Darstellung
von x als Produkt irreduzibler Elemente nachzuweisen.

Ist 2 irreduzibel, sind wir fertig. Ansonsten existieren xq, x5 € R\U(R)
mit © = 129, und es ist (z) G (z;) (1 <14 < 2). Analog versuchen wir
x1, To zu faktorisieren und erhalten so nach n Schritten = als Produkt
von yi,...,Yy, € R\U(R). Dabei werden die Faktoren so angeord-
net, dafl im Falle nicht irreduzibler Faktoren diese die hochsten Indizes
bekommen. Wegen

(x>g(y2yﬂ)%%(ynflymg(yn)

muB dieser Prozefl abbrechen (R ist als Hauptidealring noethersch),
d.h. nach endlich vielen Schritten wird x ein Produkt irreduzibler Ele-
mente.

O

3.44. Definition

Ein Integritétsring mit 1 heift ZPE-Ring (Ring mit eindeutiger Primelementzerlegung,
faktorieller Ring), falls sich jedes x € R\U(R), z # 0, bis auf Einheiten

eindeutig als Produkt irreduzibler Elemente darstellen 1af3t.
(Ausz=cecqi-...-¢=Eq-...- s mit ¢, £ € U(R), ¢, q; irreduzibel

folgt 7 = s und nach eventueller Umnumerierung ¢; ~ ¢; (1 <i <r).)

3.45. Satz

Fiir Integritatsringe R mit 1 sind aquivalent:
(i) R ist ZPE-Ring;
(ii) jedes x € R\U(R), = # 0, ist Produkt irreduzibler Elemente,
und jedes irreduzible Element von R ist Primelement;
(iii) jedes x € R\U(R), x # 0, ist Produkt von Primelementen.

Beweis:

(i) = (ii):

Es bleibt zu zeigen, daf} jedes irreduzible Element von R ein Primele-
ment ist. Es seien dazu a, b € R und 7 € R irreduzibel mit 7| ab. Da
a, b sich eindeutig als Produkte irreduzibler Elemente schreiben lassen,
ergibt sich die Zerlegung von ab in irreduzible Elemente aus der von a
bzw. b. Nach Voraussetzung muf3 also ein zu 7 assoziiertes Element in
der Faktorisierung von a oder b auftreten, es folgt w|a oder xl|b.

(i) = (iii): Trivial.

(iil) = (ii):
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Ist 7 irreduzibel, so besitzt 7 eine Darstellung als Produkt von Primele-
menten. Diese besteht dann notwendig aus nur einem Faktor.

(i) = (i):
Es seien

T=€q1 .. QG =Eq1"---"(s

mit €, ¢ € U(R) und ¢;, §; irreduzibel (1 <i <r, 1 <j <s). Dag
Primelement ist, mufl ¢, eins der g; teilen, also zu ihm assoziiert sein.
Wir ordnen nun gegebenenfalls um, so dafl ¢.|gs gilt. Daraus folgt

Eqr 1 =EqQ - s

mit ¢ € U(R). Nach r-maliger Anwendung folgt so r = s und bei
passender Numerierung ¢; ~ ¢; (1 <1i <r).

O

Bemerkung:

(i) Als direkte Konseqenz von (2.43) folgt, dal jeder Hauptideal-
ring auch ZPE-Ring ist.

(ii) Wahlt man aus jeder Klasse assoziierter Primelemente einen
Vertreter aus und bezeichnet die Menge dieser Vertreter mit
P so lafit sich in ZPE-Ringen jedes © € R, x # 0, eindeutig
als

v=c[[p"™, y=n]]p""
peEP peEP
(vy(x) € Z=°, e, n € U(R), nur endlich viele v,(z) ungle-
ich Null, v,(z) ist der genaue Exponent, mit dem p gerade x
teilt) schreiben. Fiir x, y € R\{0} folgt dann insbesondere:

vy = en[[ @),
peEP
ggT (z,y) = [ pmintv@ W),
peEP
keV (z,y) = JJpm=e@ o)
peP

r|ly < v(r) <y(y) VpeP.

Ohne Euklidischen Algorithmus ist es i.a. ein schwieriges Problem, wie
man in Hauptidealringen ein erzeugendes Element eines Ideals, etwa
von (ai,...,a,), findet, d.h. einen ggT berechnet. Eine Faktorisierung
in Primelemente ist meist zu aufwendig, etwa schon bei groflen Zahlen
in 7.
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3.46. Definition

Ein Integritatsring R heifit euklidischer Ring, wenn es eine Abbildung
v : R\{0} — Z=° gibt, derart da8 fiir beliebige a, b € R, b # 0, zwei
Elemente Q(a, b), R(a, b) € R mit

a=Q(a,b)b+ R(a,b) und R(a,b)=0 oder v(R(a,b)) < v(b)

gibt.

Bemerkung:

(i) Euklidische Ringe sind Ringe mit Einselement.
Die Menge {v(x)| x € R\{0}} enthélt ein minimales Ele-
ment v(zg). Hierfiir ist notwendig R(a, o) = 0 Va € R, also
teilt zq alle a € R. Ferner ist 0 # Q(xg, xo) Linkseins:

Q(ﬂﬁo, $0)?J = Q(xm $o) Q(% %)xo = Q(% xo) Q(xm $0)$0 = Q(% xo)xo =y, VyeR.

Da R kommutativ ist, ist Q(zg, zo) Einselement von R.
(il) Z mit v = | | (Betragsfunktion) und K[t] mit v = deg ( ) sind
euklidische Ringe, es existiert der euklidische Algorithmus, der
zur Berechnung eines gg'T' zweier Ringelemente dient. Jeder
Korper ist ein euklidischer Ring.

Beispiel: (Ubung)
R = Z[—1] (Gauflsche ganze Zahlen) mit v : a + by/—1 +— a® + V?.

3.47. Satz
Jeder euklidische Ring R ist Hauptidealring.

Beweis:

Esseia # {0} ein Ideal von R. Ferner seia € amit v(a) = min {v(x) | z €
a, x # 0}. Fir z € a gilt dann = = Q(z, a) a, da notwendig R(z, a)
verschwinden muf. Also gilt Ra C a C Ra.

O

In this chapter we continue to study the structure of rings. We es-
pecially consider special types of rings, group rings, polynomial rings,
Artinian and Noetherian rings. All these types of rings are important
because of their widespread applicability, especially in the context of
calculations with algebraic objects. Polynomials are used to generate
algebraic extensions of fields, for defining curves and surfaces. They
belong to the most important tools in algebra. Noetherian rings will
frequently be used in calculations since their ideals have a finite number
of generators, hence arithmetic can be done explicitly with those.
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3.48. Group Rings and Polynomial Rings

The study of group rings is a relatively new topic of classical algebra. It
was initiated by the idea that rings possess more structural properties
than groups, hence, if one associates a suitable ring to a group then the
structure of that so-called group ring should reveal structural aspects
of the underlying group. We cannot cover this topic in full generality.
Hence, we recommend that the reader concentrates on the applications
to polynomial rings later in this section.

3.49. Definition

Let S be a semigroup and R be a ring. Then we define a semigroup
ring R[S] via

RIS ={f : S— R | f(s) =0 for almost all s € S}

with operations
addition : f4+g: S—R : s— f(s)+g(s) ,
multiplication : fg: S—R : s— > f(t1)g(ts)

t1tg=s
t1,tg €S

for all f, g € R[S].

Whereas the definition of addition is straighforward the notion of mul-
tiplication seems to be kind of artificial at first glance. However, if we
look at polynomials in one variable ¢ with coefficients in R (for simplic-
ity’s sake let us assume that R = IR as in highschool) then S is just the
semigroup (Z=,4) and a map f designs the coefficient f(m) to the
power ¢™, i.e. the map f stands for the polynomial 3,5 f(i)t’, where
the formally infinite sum is actually finite because of the condition im-
posed on f. On the other hand, when we multiply two polynomials
given in their usual representation, say Yi_a;t’ and Y7o b;t?, it is
quite cumbersome to write down their product:

n+m k
> O abea)t*
k=0 1=0

where we must additionally require a; =0 (I >n), by =0 (k—1>
m). This shows why the notion of semigroup rings is advantageous.
The advantages will become even more clear when we consider polyno-
mials in several variables. Using the notion of semigroup rings we just
choose S = ((Z=°)",+) to obtain a polynomial ring over R in n vari-
ables. The usual problems, like showing that the order of variables does
not matter, are no longer present, this becomes an easy consequence of
the analogous property for the direct product of (semi) groups (shown
in chapter 2.6).

We leave the verification of the ring axioms for R[S] as an exercise to
the reader. As a precedent we establish the law of associativity for
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multiplication:
For arbitrary s € S we have

(flgm)(s) = > f(t)(gh)(ta)

t1ta=s

= > f(t) D g(t2)h(ts)

t1ta=s totz=tq

= > f(t1)g(t2) h(ts)

ti1tets=s

= Y (Z f(fl)g(tz)) h(ts)

tstz=s \tita=ts

= > (f9)(ts)h(ts)

— ((Fo)h) (9)

Next we consider the necessary premises for embedding R, S into R[S].

(i) Let S be a monoid with unit element e. We put

tr+ R— R[S] + v f, with fr(s):{r for s =e }

0 otherwise

Then ¢ is a ringmonomorphism because of

- r+7 fors=e
Frar(s) = { 0 otherwise }
B r fors=ce n 7 fors=c¢e
- 0 otherwise 0 otherwise
= fT(S)+fF(S) ’
ri fors=ce
Fri(s) = { 0 otherwise }

- ¥ r o fort;=e 7 forty=e

N trtoms 0 otherwise 0 otherwise
= (fr ff')(s) s

and ker(tg) = {0}.

(ii) Let R be a unital ring. We put

ts

ts S — R[S] : s+— F, with Fs(t)—{l for t = s }—

0 otherwise

where ;s denotes the Kronecker symbol whose value is 1 if
both indices coincide and otherwise 0.
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Ls is a homomorphism because of

Fsé(t> = 67&,55
_ 1 forss=t
B 0 otherwise

- Z 6t18 51‘,25

tito=t

_ Z 1 fort; =s 1 forty=s
N Nl 0 otherwise 0 otherwise

Obviously, tg is injective and therefore a monomorphism.
If additionally S is a monoid then R[S] has a unit element
with respect to multiplication, namely F:

(Fe)(t) = > Fe(t) f(t2)

t1to=t

- Z 56151 f(t2)

= }(2;; for all f e R[S] .

(ili) In case R 3 1 we obtain

RIS] — {z 0 F,

seSs

as € R, a, = 0 for almost all s € S}

If we identify s € S with its image Fy = tg(s) this becomes

RIS] — {Zass

sES

as € R, a; = 0 for almost all s € S}

Then all calculations in R[S] are easy:

a(Zass> S (aay)s Vae R,

seSs seS
Zass+sts = Z(as—i—bs)s,
seS seS seS
(Zass> (Zbﬂf) = Zasbtst = Z(Z asbt> u.
seS tesS s,tes u€S \st=u
Examples

(i) S={t"|ve Z="} =2 %", R a unital commutative ring.

RIS| = {fj ot

v=0

a, € R, a, # 0 for only finitely many V} =: RJ[t]
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is the polynomial ring in the variable ¢ over R. The elements
of R[t] are written as

) =Y a,t”
1=0

with a, € R, almost all a, = 0. Polynomials in one varable
are usually called univariate polynomials.

(i)

S =1[{t/ € Z=°} = (Z~°)", R a unital commutative ring .
i=1
The elements of S can be written in the form t% :=¢{*-...-t&"
with v € (Z=°)". Then

R[S] = { > at?

a, € R,a, # 0 for only finitely many I/} =: R[t]

ve(Z=0)"
is the polynomial ring in n variables t¢,..., ¢, over R with
elements
f(t) = Z a,t* (a, € R, almost all a, =0) .
ve(Z=")"

Polynomials in several variables (n > 2) are usually called
multivariate polynomials.

(iii) S a group, R a unital ring. R[S] is called group ring. Knowl-
edge about the group ring yields information about the group
itself. We cite without proof a result of Higman: If G, H are
finite abelian groups with Z[G] = Z[H] then G and H are
isomorphic.

As we already mentioned important results on polynomial rings im-
mediately follow from the properties of the semigroup used for their
construction.

For example, we get

R[tb "'atnatn-i-l] = R[tla 7tn} [tn—l—l]?
R[tl,...,tn] = R[tﬂ(l),...,tﬂ(n)] Vr e 6,

as an immediate consequence of the corresponding statements for direct
products of (semi) groups.

For the elements of the monoid (Z=")" we can introduce an ordering
via
te>th & v>p.

There are various possibilities. We just mention the two most popular
ones:
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(i) lexicographic ordering

We put v > p if and only if there exists an index ¢ € {1,...,n} with
v; =p; (j <i)and v; > p,;. This means that for the smallest index ¢
for which the coordinates of v and p differ the i-th coordinate of v is
larger than that of p.

(ii) graded lexicographic ordering

We put v > p if either Y1, 2 > - | u? or, in case both sums are
equal, v is lexicographically greater than u (including the case v = p).
Here we first compare the Euclidean lengths of v and p and only if they
are equal we make use of lexicographic ordering.

For a thorough study of (multivariate) polynomials we need to intro-
duce a few definitions which will be mostly familiar from high school
arithmetic.

3.50. Definition
Let

f(t) = Z ayt™
ve(Z=0)n

be an element of the polynomial ring R[t]. The single summands a,t*
are called monomials. The degree of a non-zero monomial is defined
as the sum of its exponents: vy + ...+ v,. The degree deg(f) of a
non-zero polynomial f is the maximum of the degrees of its monomials.
The degree of 0 (as monomial or as polynomial) is formally defined to
be —oo. If we have a total ordering on the exponents - and therefore
on the monomials - the coefficient of the largest monomial is called
leading coefficient [(f), sometimes also headterm. In case I(f) =1
the polynomial f is called monic.

We shortly consider the behavior of the degree function with respect to
the addition and multiplication of polynomials. Comparing the degrees
of the occuring monomials we immediately see that

deg (f +9) < max{deg(f), deg(g)}
deg(fg) < deg(f)+deg(g) -

The last inequality becomes an equation, if I(f), {(g) are no zero divi-
SOrs.

Hence, the degree of the product of two polynomials equals the sum of
their degrees over entire rings R. The property to be entire is therefore
transfered from R to R[t]:

R[t] entire ring < R entire ring .

Because of the behavior of the degree function mentioned above we
also obtain the result that the units of R and of R[t] coincide:

feU(R[t]) & feU(R) .
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We will consider further properties of rings with respect to whether
they transfer from R to R[t].

Theorem (Hilbert’s Basis Theorem) Let R be a unital commuta-
tive ring. If R is noetherian then also R[t] is noetherian.

Proof Let A be an ideal of R[t]. Then we consider the polynomials
of A of degree i € Z=° and put

a;:={r € R|z=Ic(f) for an f € A with deg(f) =i} U{0} .
The a; are ideals in R because of
(i) for f, g € A with deg(f) = deg(g) = ¢ we either have lc(f +
g) =lc(f) +1c(g) # 0 or deg(f + ¢g) < i and the coefficient of
ti of f 4 g is zero,
(ii) for a = le(f) € a;, 7 € R we have ra = 0 or rf € A with
deg(rf) =i and le(rf) =ra € a; .
Since we can multiply elements of A by t we obtain
aogalg...garg...

Since R is noetherian this chain becomes stationary. Let r € Z=° be
minimal with a, = a,; Vk € IN. Since R is noetherian each ideal a;
has finitely many generators a;i,. .., @, (n; € IN) for 0 < < r. We
fix elements f;; € A with deg(f;;) = i and le(f;;) = a;; for 0 < i <
r, 1 <j <mn;. We will show that A = B for

B = (fi |0<i<r, 1<j<n;) .

Clearly, B is contained in A. On the other hand, let f € A with
deg(f) = d. The proof of f € B is carried out by induction on d. For
d = 0 there is nothing to show since f is contained in ag C B. We let
therefore be d > 0 and assume that all elements of A of degree less
than d belong to B. We need to consider two cases.

(i) For d > r we have

ag= (It " 1), ..., 1c(t™ " frn,))
there exist v1,...,7,, € R such that

g = =2 7t"" fu
i=1

is a polynomial of A with deg(g) < d.
(ii) For d < r we analogously obtain a polynomial

ng
g = f=> Aifa
=1

of degree less than d in A.
According to our induction assumption in both cases the difference
polynomial g belongs to the ideal B, hence the polynomial f itself.
This finishes the proof of A = B, the ideal A is finitely generated and
therefore R[t] noetherian.
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O
Applying the preceding theorem n times we obtain that for noetherian
rings R the polynomial ring in n variables R[t] is noetherian, too.

A similar discussion whether the properties of a ring R to be a principal
ideal ring or a factorial ring transfer to R[t] (and therefore to R[t]) is
postponed to the next section.

3.51. Univariate Polynomials

Univariate polynomials play a predominant role among all polynomials.
This is mainly due to the fact that polynomial rings in one variable over
a field have nicer properties than those with several variables. Also,
polynomial rings in n > 1 variables could be considered as polyno-
mial rings in one variable over a polynomial ring in n — 1 variables as
base ring. This is usually not the appropriate approach, however, and
therefore we shall consider univariate and multivariate polynomials in
separate sections.

We begin with basic properties which will be of importance later on.

3.52. Definition

Let A be a unital overring of R, i.e. 15 = 1g, then for every x € A the
mapping

®, : R[t] = A : f(t)— f(x)
is a ring homomorphism with ®,|r = Idg. Hence, it leaves every el-
ement of R invariant and is therefore called an R-homomorphism.
Since ®, maps a polynomial to a ring element it is also called a spe-
cialization of the polynomial f(t) to its value f(z).

That ®, is indeed a ring homomorphism can be easily verified and is
left as an exercise to the reader.

3.53. Definition

Let A, R be as in the previous definition. An element = € A is called
zero of f(t) € R[t], if f is in the kernel of ®,. This is clearly tanta-
mount to the more familiar version that f(¢) specializes to 0 at .

PROPOSITION 8. Let R be a unital entire ring. An R-homomorphism
¢ R[t] — R[t] is an isomorphism exactly for ¢ (t) = at + b with
a€U(R), b€ R.

Before we actually proof this we emphasize that every R-homomorphism
¢ : R[t] — A is uniquely determined by the image ¢ (t). This is be-
cause of

@(émt’) = Zg@(aiti) = > pla;) p(t) = Zn:aigp(t)i .

n
1=0 =0 i=0
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Proof For ¢ (t) = at + b with a € U(R), b € R the inverse mapping is
given by ¢ *(t) = a~'(t — b) satisfying ¢ o ¢~! = Idgp. On the other
hand, if ¢ is an R[t]-isomorphism then ¢ maps t onto some polynomial
of R[t], say ¢(t) = g(t) := X1y a;t" € R[t] and ¢ being surjective there
exists f(t) = 272, bt/ € R[t] with t = o(f(t)). This yields

f= () = w(i bth) = iobmt)f - i big(ty = F(g(t))

and comparing degrees we obtain

1 =deg(t) = deg(f(g(t)) = deg(g) deg(f) .

The latter is possible only for deg(f) = deg(g) = 1, hence g(t) =
at+b, f(t)=ct+d (a,b, c,d€ R). From

t = flg@®))
= c(at+b)+d
= cat+bc+d

we deduce 1 = ac, 0 = bc + d and therefore a € U(R).
U

3.54. Definition

Let A be a unital overring of the ring R. An element x € A is called
algebraic over R, if the mapping ¢, : R[t] — A is not injective, i.e.
there exists a polynomial f(t) € R[t] with f(z) = 0, z is a zero of a
suitable non-constant polynomial of R[t]. If x is not algebraic over R
it is called transcendental over R.

Examples /2 € IR is algebraic over Z since it is a zero of f(t) =
t* — 2 € Z[t]. e, m € R are transcendental over Z (respectively Q).
For a proof of the last statement the reader is refered to [?].

Because of the definition of algebraic elements it is important to charac-
terize zeros of polynomials by purely polynomial ring properties. This
is achieved upon showing that we can have division with remainder in
polynomial rings and will surely have it in case R is a field.

PROPOSITION 9. Let us assume that f(t), g(t) are polynomials in R]t]
with the leading coefficient of g being a unit in R. Then there exist
polynomials q(t) := q(f, 9)(t), r(t) := r(f, g)(t) € RI[t] satisfying f(t) =
q(t)g(t)+r(t) and deg(r) < deg(g). (This includes r = 0 with deg(r) =
—o0 since our assumption on l(g) yields g #0.)

Proof Since the polynomials ¢, r are given explicitly via calculations
in R we give an algorithmic proof.

Algorithm (division with remainder for polynomials)

Input Polynomials f(t), g(t) € R[t] with I(g) € U(R).
Initilization  Set m := deg(g), 7o := f, ¢ := 0,7 := 0, deg(r;) =:
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m;.
Step While k; :=m; —m > 0 set
A= 1) /1(g)

Tiv1 = Ty — )\Zg(t)tkZ

Gis1 = Gi— Ait"
and increase ¢ by 1.
Output  Polynomials ¢(t) := ¢;(t), r(t) := ri(t) € R[t] with f(t) =
q(t)g(t) + r(t) and deg(r) < deg(g).
In each step from the remaining polynomial r; (initially f(¢)) the poly-
nomial (I(r;)/1(g)g(t)tde:)=4°¢) is subtracted. This decreases the de-
gree of the remainder. It can be carried out until the degree of the
remainder becomes smaller than deg(g). The divison of the leading
coefficients is always possible in R since we assumed [(g) € U(R).
O
Remark We note that division with remainder is always possible in
case ¢(t) is monic.

PROPOSITION 10. Let R be a unital commutative ring, f(t) € R[t] with
deg(f) > 1 and A be a unital overring of R. x € A is a zero of f(t), if
and only if (t — ) divides f(t) in Aft].

Proof Division with remainder can be carried out in A[t] since I(t —
x) = 11is a unit in A. It follows

f) =Q(f, t —x) (t —x) + R(f, t — )
with deg(R(f, t —x)) < deg(t — z) = 1, hence R(f, t — x) is constant.
Now we specialize t — x:
zrzero < 0= f(z)
< R(f,t—z)(z)=0
< R(f,t—x)=0.
0

For division with remainder in polynomial rings (pseudodivision) see
the detailed exercise 1. Here we just present an illustrative example.
Example For R = Z the polynomial f(t) = ¢3 — 2 is not divisible
by ¢g(t) = 2t — 1 in R[t]. However, if we multiply the first polynomial
with [(g)%9(f)=de9(9)+1 we obtain

2517 —2) = (4> + 2t + 1) (2t — 1) — 15 in Z[t] .

(The reader is advised to carry out this example with the algorithm
given above.)

If the underlying ring is a field F’ then division with remainder is al-
ways possible in case ¢(t) is non—zero. Hence, the polynomial ring
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F[t] becomes a Euclidean ring with the degree function as Euclidean
function.
Theorem A polynomial ring F'[t] over a field F' is a Euclidean ring.
We note that repeated divison with remainder yields the greatest com-
mon divisor of two polynomials exactly as it did for two rational inte-
gers. Since F'[t] is Euclidean and therefore a principal ideal ring we even
obtain a representation of the greatest common divisor in terms of f, g
because the principal ideal ged(f, g) equals the ideal f(¢)F[t]+g(t)F[t]
(see exercise ...). This is of importance for finite extensions of fields,
for example.
We model repeated division with remainder for two polynomials f, g
as follows. A sequence of polynomials (f;);cz>0 is calculated via fy :=
f, f1 =g and — for fi—‘rl 7é 0 - fz = Qi—i—lfi—l-l + fi+2 by division with
remainder.
Let f(t), g(t) € F[t] be given. If both polynomials are 0 then their
greatest common divisor is also 0 by definition. It is represented as
0=0-f+0-g. If 0= f # g then the greatest common divisor is
1

mg(t). It is represented via ged(f,g) =0- f + @g. Analogously, for

0 =g # f we obtain ged(f,g) = ﬁf + 0 - g. For the more interesting
case fg # 0 we present the following algorithm. We note that we will
have f; = A\ fo + pif1 at each step.

Algorithm (polynomial ged with presentation)

Input Non-zero polynomials f(t), g(t) € FJt].

Initialization Set fy := f, f1i == 9, Ao =1 == 1, Ay := o :=0
and 7 := 0.

Step While fi11 # 0 set

fize = fi— qifix1 (division with remainder)
Aivz = AL — Gidiq1
Hive = i = Gilbit1

then increase ¢ by 1.

Output ged(f,g9) = ﬁfi, A\ o= ﬁAi’ o= ﬁ,uz € FIt] with
ged(f, 9) = Af + pg.

The algorithm is valid as the output polynomial f;(¢) divides f;_1(¢)
(because of f;y1(t) = 0); hence it also divides f;_o(t), ..., fi(t), fo(t).
On the other hand, any common divisor of fy(t) and fi(¢) divides
fa(t); hence it also divides f3(t), ..., fi(t). Both properties yield f;(t) =
ng(f07 fl)

After this excursion into computational aspects we proceed with a few
consequences of the last theorem. F[t] is a principal ideal ring and a
unique factorization ring. For an irreducible polynomial f(t) € F'[t] the
factorring F[t]/f(t)F[t] is again a field. In F[t] the number of zeros of
a polynomial — counted with respect of their multiplicities — is bounded
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by the polynomial degree. (This is also true over entire rings, but not
in general, as the example t* — 1 € (Z/8ZL)[t] shows, see exercise ...)

PROPOSITION 11. For unital commutative rings R the following equiv-
alence holds:

R[t] principal ideal ring < R field .

Proof We already showed that a polynomial ring over a field is a
principal entire ring. To show the opposite direction we consider the
ring epimorphism
wo o R[t] = R : f(t)— f(0) .

If R[t] is a principal ideal ring then it is a priori an entire ring and
therefore R itself must be an entire ring. The homomorphism theorem
for rings tells us that R = R[t]/ ker (yg), hence ker (g) is a prime ideal
and therefore maximal in the principal entire ring R[t]. Therefore the
factorring R[t]/ ker () is a field. It is isomorphic to R because of the
surjectivity of .

OJ

Remark An important consequence of this proposition is that poly-
nomial rings in more than one variable are not any more principal ideal
rings.

Contrary to this the property of being a factorial ring is transfered from
R to RJt]. This will be shown below.
Theorem (Gauf}) If R is a factorial ring than so is R[t].

The proof of Gauf’ theorem is a bit complicated and will be based on
preparatory lemmata.

PROPOSITION 12. Let R be a unital commutative ring. If a is an ideal
(a prime ideal) of R, then a[t] := {f(t) = X' qa;it' € R[t] | a; €a (0 <
i <n)} is an ideal (a prime ideal) of R[t].

Proof It is obvious that for an ideal a of R also a[t] is an ideal of
R[t].

Now let us assume that a is a prime ideal of R. For

f)=>_ ait', g(t) =>_ bt € R[t] \aft] ,
i=0 j=0

the polynomials f, g have coefficients a;, b; ¢ a for suitable indices 1, j;
we choose i, j minimal with this property. Then the coefficient of ¢/
of the product of f and g satisfies

i+j

Citj = Z ag bi+jfk = aibj mod a s
k=0

and therefore also ¢;4; is not in the ideal a. This implies fg ¢ at].
O]
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3.55. Definition

Let R be a factorial ring and f(t) = S0, a;t" € R[t] with deg(f) > 0.
Then I(f) := ged{ag,aq,...,a,} is called content of f(¢). In case
I(f) =1 the polynomial f(t) is said to be primitive.

Remark If R is factorial then any polynomial f(t) € RI[t] with
deg(f) > 0 can be written as a product of I(f) and a polynomial
f»(t) € R[t] which is primitive. The polynomial f,(¢) is also called the
primitive part of f(t).

ProproOsSITION 13. If R is factorial then the product of two primitive
polynomials of R[t] is primitive.

Proof Let f(t), g(t) € R[t] be primitive and h := fg. If I(h) is
not contained in U(R) then there exists a prime element m € R which
divides all coefficients of h. Because of ?? the principal ideal Rw is
a prime ideal, hence Rr[t] is a prime ideal of R[t] according to the
previous proposition. (From fg¢ € Rn[t] we conclude that either f(t)
or ¢(t) is contained in Rx([t], i.e. all coefficients of f or of g are divisible

by 7 contrary to our assumption I(f) = I(g) = 1.
0J

Remark For arbitrary polynomials f, g over a factorial ring R the
content of their product I(fg) equals the product of their contents I( f)
and I(g). This is a direct consequence of the last proposition and the
remark preceding it.

The next lemma is known as Gaufl’ lemma in the literature.

LEMMA 14. Let R be a factorial ring with quotient field K = Q(R).
If h(t) € R[t] has a positive degree and a factorisation h = fify in
K|t], then there is also a factorisation h = cg1gs in R[t] with primitive
polynomials g1, g2 and ¢ € R. There ezist o; € K with o;f; = g; (i =
1,2).

Proof Let )\; be the least common multiples of the denominators
of the coefficients of f; (i = 1,2). We put p; := I(\;f;). Then the
primitive parts of g; := (\; f;), satisfy

MA2h = pip2 192 -

;From this we conclude A\jAy I(h) = pype. It follows that pius =
(AMA2) e (¢ € R), hence, h = cgy go. The last statement is true with
ai:% fori=1,2.

O

Remarks

(i) If f(t) € R[t] \ R is irreducible then f remains irreducible in
Q(R)[t]. For example, if n € Z is not a square then t? — n is
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irreducible in Z[t]. This implies \/n ¢ Q. Putting it negative:
If f(t) € RJt] is reducible in K[t], then it is also reducible in
R][t].

(ii) Let f,¢g € R[t] and ¢ primitive with g | f in KJt]. Then g
divides f already in R[t].

(iii) Two primitive polynomials f, g € R[t] are associated in K[t] if
and only if they are associated in R[t].

After this the proof of Gauf3’ theorem is straightforward.

Proof of 1.54

We recall that the irreducible elements of R[t] belong to two separate
classes:

(i) irreducible elements of R,

(ii) irreducible polynomials f(t) € R[t] of positive degree.
RJt] is a unital entire ring since R has this property. Let f(t) € R]t]
be fixed. Without loss of generality we assume that deg(f) > 0. In
the factorial ring Kt], K denoting the quotient field of R, f has a
factorisation into irreducible elements: f = ¢, -...- ¢ with ¢; € K|[t].
By Gaufy’ lemma 7 we obtain from this a factorisation

f=cq-...-q
with
¢ = i € R[t] (a; € K, 1<i<r)
primitive and irreducible, ¢ € R. Since R was assumed to be factorial

also ¢ has a factorisation into irreducible elements in R.
If f admits two such factorisations in R|[t], say

f=dq-...-¢=cpr-...ps (deg(g) >0, deg(p;) >0),
then the ¢;, p; are irreducible in Kt], too, hence we obtain r = s and
after a potential reordering ¢; = a;p; (o € K, 1 <i <r). The ¢; and
p; are therefore associated in R[t]. It follows that d is also associated
to c. Since R is a factorial ring the theorem follows.
OJ
Since every polynomial of a factorial ring R[t] is a product of irreducible
ones the irreducible polynomials are of special interest. We note that
polynomials of degree one are necessarily irreducible. There is an easy
test whether a first degree polynomial at + b is a potential divisor of
an arbitrary polynomial:

(at + ) | (z:jo a; t”_i>

obviouslyly implies a | ag, b | a,.

Example Let us discuss for which a € 7 the polynomial f(t) =
5+ at + 1 is irreducible in Q[¢]. Since f is primitive, irreducibility in
Z[t] and in Q[t] is tantamount. We therefore need to look for potential
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divisors of f in ZZ[t] only. If f is not irreducible, it must have a factor
of degree either one or two. Having a linear factor means having a
zero. We find that f(1) = a + 2, f(—1) = a, hence f is reducible for
a € {-2, 0}.

Next we are looking for quadratic factors:

Ltat+1=E+at+0) (3 +yt>+0t+¢e) .

Calculating the right-hand side and comparing coefficients we get the
following system of equations:

a+v=0,0+av+06=0,e+ad+0y=0, ac+d=a, fec=1.
We eliminate variables by setting
y=—a, d=a’>—f3, e=a(28—a?

and obtain from the two remaining equations either

= ¢ =1 in which case the only solutionis 1l =a=a=—-v, 6 =0 ,
or
(8 = ¢ = —1 in which case there is no solution since the second relation

for € becomes 1 = a(2 + a?).
Hence, the given polynomial is reducible if and only if a is 0,1 or -2.

In general there are very few powerful methods which allow to decide
irreducibility of a given polynomial. Here we discuss just two. (For R
being a finite field or for R = @ there are better methods which will
be introduced later.)

Theorem (Eisenstein criterion) Let R be a factorial ring and f(t) =
S sa;tt € R[t] be a polynomial of positive degree. If R contains a
prime element 7 such that 7 | a; (0 <i<mn), - ag and 7 - a,,, then
f(t) is irreducible in Q(R)[t].

Proof We assume that f(¢) has a factorisation in Q(R)[t] into two
polynomials of positive degree. According to 7 we also get such a

factorisation in R[t] . We therefore assume that we have a factorisation
in R[t], say f(t) = g(t) h(t) with deg(g) deg(h) > 0. We put

d m
gt) =>_bit', h(t)=> ct! .
i=0 j=0

For the coefficients of the product of g and h we obtain the necessary
conditions

a; = Z bpci—k (0<i<n) .
k=0

k<d
i—k<m

;From ag = bycy and 7 | ag, 7 - ag we conclude that 7 either divides
by or ¢g but not both. Without loss of generality (g, h are arbitrary so
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far) we assume that 7 | by and 7 - ¢g. Then we will show by induction
that also 7 | b; (1 < j < d). Obviously, we have for d > i > 0:

i i—1
a; = Z bpci_p = Z by ¢i—i + b; co = 0 mod 7
k=0 k=0

i—k<m i—k<m

because of our induction assumption. We conclude that m|b;co and
because of m - ¢q therefore 7 | b;. Eventually we obtain for ¢ = d that
7 | ba¢m = a,. This is certainly in contradiction to our premises.

O

Example

(1)

(i)

(iii)

fi(?)
ht) = 2621 (p=3,7),
falt) = 50 —12¢* 42483 4282 — 4t + 34 (p=2).

Let a be an integer. If there exists a prime number p with p | a
and p? - a then the polynomial t" — a is irreducible in Q[t] and
in 7Z[t]. Especially, it follows that {/a is not rational.

In Q[t] the following polynomials are irreducible according to
1.55:

3t° —15 (p=5),

We note that only the last two polynomials f5, f5 are also
irreducible in Z[t] since the content of f; is 3 and therefore
not a unit in 7.

For prime numbers p the p—th roots of unity are zeros of t¥ —1,
they form a cyclic group of order p. t? — 1 ist reducible since
(t—1) | (t* —1). The formula for the sum of the geometric
series tells us that

-1 1
— =) "= ,[t]
=0

The polynomial ®,(t) is called p-th cyclotomic polynomial. Its
zeros lead to the construction of a regular p—gon, they yield a
division of the unit circle into p equal parts. Because t — ¢+ 1
is an isomorphism of R[t] (see 1) we conclude that ®,(t) is
irreducible if and only if ®,(¢ + 1) is irreducible. This trick
of changing the variable allows an easy demonstration of the
irreducibility of ®,. (We remark that it can be employed also
to other polynomials to turn them into polynomials satisfying
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the Eisenstein criterion.) We calculate

Dyt +1) :%iﬁtf
Lo () -1
B t

p—1 P\ .
= tp*l + Z <> tl*l 7
i=1 \?
and in the resulting monic polynomial the coefficients

G>:p4p_n-“-@—¢+n Ql<i<p_1)

7 1-...-2

p
1
visible by p?. Hence, ®,(t + 1) is irreducible according to

Eisenstein’s criterion 1.55.

are all divisible by p and the lowest one, ( ) = p, is not di-

It should be noted that very few polynomials satisfy the premises of
Eisenstein’s criterion. In practice the following method is more power-
ful for proving irreducibility.

Theorem (Reduction) Let R, S be two unital entire rings and ¢ :
R — S be a ring homomorphism with ¢(1g) = 1g. Then ¢ can be
canonically extended to a ring homomorphism ® : R[t] — S[t] with
®|p = p via

Zaiti — ng(ai)ti )
i=0 i=0

Let f(t) € R[t] with deg(®(f)) = deg(f) > 0. If ®(f) is irreducible in
S[t] then f cannot be written as a product f = g h with deg(g) deg(h) >
0 in R[t].

Proof

(i) It is easily verified (see exercises) that
®: R[] — S[] 2 D ait' = p(a;)t’
i=0 i=0

is indeed a ring homomorphism. Tts kernel is ker(®) = ker(p)|[t]
because of ®|g = .

(ii) If f = gh is a proper factorisation, i.e. (deg(g) deg(h) > 0)
in R[t], then there is a proper factorisation ®(f) = ®(g) ®(h)
and deg (P (¢)) < deg(g), deg (P (h)) < deg(h). Because of
deg (® (f)) = deg(f) and S being an entire ring we obtain
upon comparing degrees that ® (¢) ® (h) is a proper factorisa-
tion of ® (f). This is a contradiction to our premises.
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The last theorem is frequently applied in irreducibility tests for poly-
nomials in Z[t]. In that case we choose R = Z, S = Z/pZL for a prime
number p with p - I(f).

Examples

(i) For f(t) = t3+39t* — 4t + 8 € Z[t] we choose p =3 : ®(f) =
t3 —t — 1 is irreducible in Z/3Z[t], since it does not have a
zero in 7 /37L.

(ii) For f(t) = ¢* 4+ (10170 4+ 1)t + (10°4%2! + 343) € Z[t] we choose
p=2: ®(f) =t*+t+1is irreducible in Z/27[t]. This is
of interest since the detection of a zero via the divisors of the
constant coefficient is practically impossible in this case.

Our next subject will be the study of calculating solutions of equa-
tions. Let R be a unital commutative ring and f(t) € R[t], say
fit) = X' ya;t"". We want to find an element z either in R or
in a unital overring A which satisfies f(z) = 0. If qo is not a zero
divisor the multiplication by a?~! yields:

(aox)" + ar(agr)”  + ... +anal =0 .

Hence, every solution y € R of y" + ay" ' + ... + ayay~' = 0 cor-
responds to a solution x = ay—o in Q(R) and vice versa. Therefore we
will assume that f is monic from now on. A unital overring A of R in
which f has a zero is called solution ring of the equation f(z) = 0.

1

LEMMA 15. Let R be a unital commutative ring and f(t) € R[t] monic
of positive degree. Then A := R[t]/f(t)R[t] is a solution ring of f. We
note that R can be embedded into A.

Proof The ring A has an R-basis ¥ + f(t)R[t] (0 < v < deg(f)),
since every polynomial ¢g(t) € R[t] can be decomposed in R[t] into

9(t) = Q(g, /)t) f(t) + R(g, f)(t) with deg(R(g, f)) < deg(f)

by division with remainder. Hence, every residue class modulo f () R][t]
contains a unique representative of degree less than deg(f) and that
representative can be written as a linear combination of the ¢+ f (¢) R[t]
(0 < v < deg(f)) with coefficients in R. Such a presentation is also
unique since the difference of two different polynomials of degree <
deg(f) each is again a polynomial of degree < deg(f). Since that
difference is non zero it does not represent the class f(t)R[t].

By construction of A we have f(t + f(t)R[t]) = f(t) + f(t)R[t] =
f(t)R]t], i.e. x:=t+ f(t)R][t] is a zero of f in A.

An embedding of R into A is given by

7T: R—=A:a—a+ f(O)R[t] .
0
Remark The ring A = R[t]/f(t)R[t] has the following 3 properties:



114 3. RINGE

(i) A is a unital overring of R.
(ii) A is generated over R by a zero x = t + f(¢t)R[t] € A of the
polynomial f and has an R-basis of deg(f) elements.
(iii) For every solution ring S in which f(¢) has a zero y there exists
a ring homomorphism

deg(f)—1 ) deg(f)—1 ‘
p: A=S: > at'+fOR[t— DY ay .
=0 i=0

A unital overring of R with these three properties is called equation
ring for f(x) = 0. We emphasize that in equation rings (and similarly
in solution rings) all calculations can be carried out easily. This will
be demonstrated now. Let us assume that

f@) ="+ > &t" " € Rft] .
i=1
Then any a € A has a unique presentation
n—1
a=>Y az' (a; €R) .
i=0

Two elements a and 3 = Z?;ol bjz? of A can be added by just adding
coefficients:

n—1
i=0
Multiplication is only slightly more difficult. The immediate result
2n—2 k
af = Z( albkz—l>£l?k (=0 (I>n), by =0 (k—=1>n))
k=0 \I=0

must however be reduced to powers z* with k < n. But this is exactly
what the purpose of a solution ring is. Namely, we recursively obtain
basis presentations for all powers of x via

n .
n n—i
=1

n n
l,n-i—l - _ Z&In—i—l—z _ gl (_ Z&xn—z>
i=2 =1

If we assume that we know the coefficients of the presentation

n—1 )
k= Zakixz
i=0

we get the coefficients agy1,; of the presentation for z**! immediately
from

n—1 n—1
k+1 __ ) 7
"= Y gt = D appoibait’
=1 =0
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hence

i1 = Qg1 — Gpn1&noi (0<i<n—1,a,_1:=0) .

Examples

(i) Let R = Z/8%Z and f(t) =t* —1 € R[t]. A = R[t]/f(t)R][t]
has an R-basis 1 + f(t)R[t], t + f(¢t)R[t] =: . On the other
hand, R itself is a solution ring and we therefore have ring
homomorphisms

¢ : A— Rviat+ f(t)R[t] — awith « € {1, 3, 5, T} .
This situation is enlightened by the following diagram:

a(l+ f(OR[E]) + bt + f(t)R[]) = at+ab
(a(1 + f(D)R[t]) +b(t+f(t)R[t]))”(C(1 + F(OR[E) +d(t+ f(OR[E]) — (a+ab)”(c+ad)
ac(l + f(t)R[t]) + (ad + be)(t + f(H)R[E]) + bd(1 + f(t)R[¢]) (ac+ a2bd) + o (ad + be)
I l
(ac+ bd)(1 + f(t)R[t]) + (ad + be)(t + f(t)R[t]) (ac + bd) + a (ad + bc) .

(ii) If f(t) = t* + pt> + ¢t + r € R[t] has a zero x in A then the
polynomial f(¢) decomposes in Aft], one factor being t — x.
Dividing f in A[t] by t — x we obtain

ft) = t—2) B+ @p+a)t+qg+az(z+p) .

Comparing coefficients we get the following relation for 7 in A:
r=—x(x(r+p)+q).

(iii) Let us assume that t* + m is irreducible over R (for exam-
ple, m =1, R =R orm = =2, R = Z/52Z). Then A :=
R[t]/f(t)R[t] has a basis 1, z := t + f(t)R][t]. Therefore we
have R[t]/f(t)R[t] = R x R. But what does the ring structure
on R x R look like? Addition is clearly done coordinatewise.
Multiplication needs to be transfered from A, however. Be-
cause of 12 = —m we obtain

(a+bz)- (c+dr) = ac—mbd+ (bc+ da)xr ,hence
(a, b)-(c,d) = (ac—mbd, bc+ da)
in R x R.

KOROLLAR 16. By a (deg(f) — 1)—fold application of the construction
in 8 we obtain a ring S(f, R) (splitting ring of f over R) with deg(f)!
basis elements over R.

PROPOSITION 17. Let F' be a field and f(t) € F[t] of positive degree.
Then there exists an extension field E of F' in which f has a zero.
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Proof In F[t] the polynomial f splits into a product of irreducible
polynomials. We assume that ¢ is such an irreducible factor. In case
deg(g) = 1 the polynomial g (and therefore f) has a zero in F. Now let
us assume that deg(g) > 1. Since F[t] is a principal ideal ring the ideal
g(t)F[t] is maximal. Hence, E := F[t]/g(t)F[t] is a field. According to
8 the polynomial ¢ (and therefore f) has a zero in E.

U

Theorem Let F' be a field and f(t) € FJt] of positive degree. Then
there exists an extension field £ of F' such that f splits in E[t] into a
product of linear factors:

fO=1f) Il t—z) (@€ E) .

i=1
Hence, all zeros of f are contained in F.

Proof We do this by induction over the degree n := deg(f) of f. For
n = 0 the polynomial f is constant and equals its leading coefficient.
In this case, the product over the monic linear factors is empty. By
induction hypothesis we assume that the theorem is true for all polyno-
mials of degree less than or equal to n. Let f(t) € F[t] be a polynomial
of degree n+ 1. By 10 there exists an extension field F; of F' in which
f has a zero, say z7. In F4[t] the polynomial f(¢) therefore splits into
two factors: f(t) = (t — z1) g(t), with a polynomial g of degree n and
with I(f) = I(g). According to our induction assumption there exists
an extension field £ of E; so that ¢ splits in E[t] into a product of
linear factors
n+1

o) = 1) I = ) (o € B) |
hence, :
£ =10 TL— ) -
]

Example Let f(t) € F[t| be monic. Then f splits in E[t] with zeros
x; € I in the following way:

f6) = IIt-=)

i=1
= tn—tn_lzl'i—f—tn_QZfL’il’j
1=1 1<j

S > Tiy . Ty

1<1<12<...<ip <n

+.oooF (D),
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This will be used in the next section when we discuss elementary sym-
metric functions.

3.56. Symmetric Polynomials and the Fundamental
Theorem of Algebra

3.57. Definition

Let R be a unital commutative ring. A polynomial f(t) € R[t] (t =
(t1,...,tn)) is called symmetric if it satisfies f(t) = f(trxq),-.-, trn))
for all m € &,,. Special symmetric polynomials are

Uo(é) =1

1< < <...<;<n
which are called elementary symmetric functions in ¢, ..., t,. Here

we shortly wrote o; instead of the more precise aj(-n).

Examples
(i) Among the elementary symmetric functions

0'1(13) = t1+...—|—tn >
Ug(t) == t1t2++t1tn—|—t2t3+—|—t2tn+—|—tn,1tn y

are used most frequently.

(ii) Let f(t,t) € R[t1, ..., tn, t] be monic of degree n with f(t,t;) =
0 (1 <i<n)and R be a factorial ring. Then we obtain

(t —t:)

—.

s
Il
—

ft,1) =

(~1)" 0 (8) ¢

I
NE

<.
Il
o

(—D)o(t)t" " .

I

s
Il
)

(iii) Specializing the variables t;y1, ..., t, to zero we obtain symmet-
ric polynomials

oMty ) = oplty, ... 4,0,...,0) 1<k<1) .

of the same degree. For k£ > [ such a specialization yields zero.

Remark The symmetric polynomials form a subring of R[ty, ..., 1,].
The specialization

O, : R[t,....tn) = Rlt1, ...t © fr— flo1,...,00)
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maps f onto a symmetric polynomial.

Theorem (Principal theorem for elementary symmetric functions) Let
R be a factorial ring. Then every symmetric polynomial f(t) € R[t]
can be written as g(oy,...,0,) for a uniquely determined polynomial

g(t) € RJt].
Proof We introduce a weight w for monomials. For
g(t) =ati™ .. ...t = at™

we set w(ty) = k, w(g) := >, im;. Accordingly the weight of a
polynomial is defined as the maximum of the weights of the occuring
monomials. For

flt) = Z a,t*

ve(Z=")n
we set
w(f) = max {w(t*) | a, # 0} .

Hence, the weight of a polynomial w(f(t)) is exactly the degree of the
polynomial f(oy,...,0,).

Proof of the existence of a polynomial g.

We show that for every symmetric polynomial f(t) € R[t] of degree
d there exists a polynomial g(t) € R[t] of weight w(g) < d such that
f(t) =g(o1,...,0,). The proof is by induction on n.

For n =1 we can put f = g because we have o, = t; in this case.
Hence, we assume that we have shown the theorem for polynomials in
n — 1 variables. To obtain the result also for polynomials in n variables
we apply induction on the degree d of f.

For d < 0 the polynomial f is constant and g = f does the job. We
now assume that d > 0 and that the statement is true for polynomials
of degree less than d. Let f be an arbitrary polynomial of degree d.
Specializing ¢, — 0 in f we obtain f™~Y(ty,...,t,_1) of degree at most
d. According to our induction hypothesis about the number of variables
there exists a polynomial ¢i(ty,...,t,—1) € R[t1,....,tn—1] C R[t1, ..., 1y]
of weight < d with

f<t17"'7tn7170> = gl(agn_1)7“'70-7(1,n—_11)>

Z(n—l) = Ui(tly ceey tn—h 0)) .

We put h(t) := f(t) — ¢1(01, ..., 0n-1). The polynomial h then is again
symmetric of degree < d. We have h(ty, ...,t,_1,0) = 0, the polynomial
h is therefore divisible by t,. h being symmetric it is then divisible by
all t;, (1 <i <n). Hence, R[t] being a factorial ring, h is divisible by
on. We therefore get h(t) = o,hy(t) with h; again being symmetric.
We either have h; = 0 or deg(hy) = deg(h) —n < d. According to
our induction assumption on d there exists go € Rlty, ..., t,]| of weight

(o
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< d—n with hy(ty,...,t,) = go(01, ..., 0,). Putting things together we
obtain f(t) = g(oy,...,0,) for

9(017"'agn) = 91(0—17"'7O_n) + O-ngQ(Ulw“aO—n) .

Proof of uniqueness of g.

To prove uniqueness we show that for f(t) € R[t] with f(oy,...,0,) =0
we must have f = 0. The proof is by induction on the number n of
variables. For n = 1 the statement is trivial because of o7 = ¢;. Now
we assume that uniqueness is guaranteed for polynomials of at most
n — 1 variables. We let 0 # f(t) € R[t] be a symmetric polynomial
in n variables and of minimal degree with f (01, ey o) = 0. We write
f as a polynomial in t,: f(t1,....,t,) = Ofl(tl,... n1)tt. The
coefficient fy(ty,...,t,_1) cannot be zero. Otherw1se the polynomlal f
would be divisible by ¢, and therefore — as we saw above — by o, in
contradiction to our degree assumption. Specializing ¢,, — 0 we obtain
that fy is symmetric in n — 1 variables with

0= f(J%n_l), ...,a(”_l),()) = fo(UYL_l), s O n_ll)) ,

n

again a contradiction to our induction assumption.

0
Example For f(tl, tQ, tg) (tl — t2)2 (tl — t3)2 (tg — t3)2 we have
flti,12,0) = (ty — t2)? (tats)?
= (o}’ ) d0y”) (057

and consequently h(t) = o3 hq(t) wit
Mt 12,0) = 1807 ’05 4 (o)
ho(t) = hi(t) — 180 ol + 400
— Tttty
= 2703 .
Putting things together we obtain
f(ti,to,t3) = 0105 — 405 + 03180109 — 405 —2703) .

Besides the elementary symmetric functions there is another set of
symmetric polynomials, the so—called power sums:

S —Sk Ztk kEZ>O) .
=0
Calculations with them are usually easier than with the o;. However,
a transfer from power sums to elementary symmetric functions is gen-
erally possible only in characteristic zero, as we will see below.
Theorem The power sums S; and the elementary symmetric functions
o; are connected via Newton’s relations:
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(—1)ioy(t) Spi(t) =0 (k>n) .

o

Proof The polynomial

n

ft, . tp,t) = Z:(_l)j o;(6) " =Tt —t))

j=1
in n + 1 variables ty, ..., t,, t satisfies

0= (-1 ot) 2 (1<i<n),

J=0

respectively,
0= (-1Yo(t)ti7 (1<i<n, k>n) .
Jj=0

Summing up these n equations yields
> (=1 a;(t) Sk—;(t) =0 ,
j=0
hence 2., respectively 1. in case k = n. The remaining part of 1. will
now be proved for fixed k via induction on the number of variables n.
For the initial value n = k we have already proved it. Therefore we
assume that n > k and that the theorem is true for n — 1 variables.
We put
k—1 ‘
F(ty, nty) =Y (=1) 0:(t) Sp—i(t) + (= 1) k oy (t) .
i=0
F'is certainly a symmetric function of degree < k and because of k < n
also less than n. By induction assumption we have F'(¢y, ..., t,_1,0) = 0.
Hence, F'(t) is divisible by t,, — and since it is symmetric — also by o, (t).
Because of deg(F) < n the polynomial F' must therefore be 0.
O

Example We list the first few of Newton’s relations:
Si(t) = ou(t),
Sa(t) = o1(t) Si(t) — 209(t)
= 0oi(t) — 20(t),
S3(t) = oi(t)
(t)

= 0

t Sg<t> — O'Q(t) Sl(t) -+ 20'3(t)

2(t) — 301(t) o2(t) + 303(t) .
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If the natural numbers are no zerodivisors in R then we can also express
the o), by the Sy over Q(R):

(t) = Sl

7at) = (507 - 5a(b))

7i(t) = 3 (5a(6) = Si(t) +35:(6) 5 (St - S,(0)))
_ é (255(t) + 51 (6)° — 3.5, (t) Salt))

3.58. Definition

The polynomial
d(f) =a™ Il (ti—1)"
1<i<j<n

of R[t] is called discriminant of the polynomial

n

f(t) = ao [[(t—t:;) € R[t][t] .

i=1
The exponent of ag is chosen minimal such that d(f) belongs to R[t].
This will be shown in the next proposition.

Example A monic quadratic polynomial t* + at + b € R[t] has the
a?—4b

zZeros T1p = —% & —*. Its discriminant is therefore (z1 — x5)* =
a® — 4b. We note that the sign of the discriminant decides whether
both zeros are real or complex. The discriminant vanishes if and only
if both zeros coincide.

PROPOSITION 18. The discriminant of the polynomial
f(t) = Z(litnii = Qo H(t — .Z'Z>
i=0 i=1

satisfies

aod(f) = (~1)(Fres(f, ) .

The discriminant d(f) is an element of R.

Proof The derivative of the given polynomial is

fit) = aoilﬁ[(t—%) :

=1 j=1
J#i

Hence, we obtain
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and can easily calculate the resultant of f and f’:

res(f, /) = ap ! [1// ()

= “1H(H ) T (= (s xz>>)
= o' ()2 T )’

= (-1)Baga(f) .

To prove the second statement we consider res(%, (’:—;) as determinant
of a (2n — 1) X (2n — 1) matrix. The first column of that matrix has
entries of {0,1,n}. The remaining 2n — 2 columns contain — besides
zeros — entries of the form

7

“<i<n o - (1<i<n) .

Qo Qo
Hence, upon multiplication with 2”2 that resultant belongs to the
ring R
OJ

For readers familiar with matrices and determinants we give the fol-
lowing proposition as an exercise.

PROPOSITION 19. In R[t] the discriminant satisfies
d(f) = ag"* det ((Sij-2(t)1<ij<n)

(Hint: The proof makes use of Vandermonde’s determinant.)

Theorem (Fundamental Theorem of Algebra)

Every polynomial f(t) € C[t] of positive degree n has a zero in C.
This is tantamount to the statement that f can be factored in C[t] into
linear factors:

n

Ht—xj (z; €C) .

We also say that C is algebralcally closed since all elements which
are algebraic over C already belong to C.
Proof

(i) In a first step the statement is reduced to polynomials with
real coefficients. For f(t) € C[t] we form the product of f(¢)
and its complex conjugate f(t) which is obtained from f by
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applying complex conjugation to every coefficient. Since that
product is invariant under complex conjugation it must be
contained in R[t]:

g(t) = F(O)f(t) R[] .
Assuming that the statement is true for polynomials in IR[t]

we get
2n

g(t) = AHP I —¢) -
j=1
Because of the preceding remark with ¢; also ¢; is a zero of
g(t). We order the ¢; such that ¢, ; =¢; (1 <j <n). This
yields

Ht—cj (1<j<n).

(ii)) We need to show that every polynomial of positive degree in
R[t], say f(t) = t" + ait" ' + ... +a, € R[t], has a zero
in C. It is remarkable that all known proofs for this are not
purely algebraic inasmuch as they require some elements from
analysis, usually a form of the intermediate value theorem.
The intermediate value theorem tells us that a polynomial of
IR[t] of odd degree — being interpreted as a continuous function
from IR to IR — has a zero in IR. Hence, we can assume that
deg(f) = 2%q with k € IN, ¢ € IN odd. The proof for the
latter is by induction on k. For the initial value £ = 0 we
already saw this. Hence, we assume that k£ > 0 and that the
statement is true for degrees of f divisible at most by 2F~1.
According to 1.55 there is an extension field K of IR over which
f(t) decomposes into a product of linear factors:

H t — ;)

Following an idea of Laplace we consider the polynomials
Lt)= [ ¢t-zp—z —rzm) € K[t] (reR) .
1<p<v<n

We note that the coefficients of L,(t) are symmetric functions
in the zeros x;. Hence, the coefficients of L, can be written

as polynomials in the elementary symmetric functions o;(x) =
(—1)’a; implying L,(t) € IR[t]. Then

n _ 1~
deg(L,) = 5 (n—1) =2""q(2"¢ — 1) =2""'q ,

G is odd, and L, has a zero z, in C for every r € IR according to
our induction assumption. For every r € IR there exist indices
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1, v with
2y =2, +x, +ra,x, €0 .

Since the number of pairs of indices u, v is finite, the number
of parameters r € IR is infinite there must exist r # 7 in
R, 1< pu<v<nwith

z, +x,+rx,m, x,+x,+72,0, €C .

This has the consequences z,x, € C, z,+z, € C, ie. z,, x,
are zeros of

t* —(z, + )t + 2,3, €C[H ,
and therefore also x,, x, belong to €. Here we use that square
roots of complex numbers again belong to C. Hence, f(t) has
at least 2 zeros in C.
O

KOROLLAR 20. Fvery polynomial f(t) € R[t] of positive degree can be
decomposed as

£ = 1) T = ) TL a0

with ¢; € R, ¢;(t) = t* + u;t + v; € R[] irreducible (1 < j <1)). This
presentation is unique up to the order of the factors.

Proof We let ¢y, ..., ¢, denote all real zeros of f(t). Then we obtain
k

f@&) =1 I =) g()
i=1
where the polynomial ¢g(¢) € IR[t| is uniquely determined. Then for
every zero x € C of ¢(t) also T is a zero. We therefore order the zeros
of g appropriately to obtain g(t) = Hé»:l(t — 2;)(t — %;). Then we put

g(t) =1 = (5 +7)t+ 27 €R[] (1<j<1) .

The uniqueness of that presentation — up to the order of the factors —

is a consequence of R[¢] being a factorial ring..
0J

KOROLLAR 21. The irreducible elements of C[t] are the polynomials
of degree one. The irreducible elements of R[t] are the polynomials
of degree one and those polynomials t> + ut + v of degree two with
u? —4v < 0.

The next theorem is an appendix for readers already familiar with
vector spaces. Theorem Let A be a unital entire commutative overring
of IR in which every element is algebraic over IR. Then A is isomorphic
either to IR or to C.
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Proof Let us assume that A # IR. For z € A\ IR we obtain a
2-dimensional IR-vectorspace V := IR1 + IRx. Also there exists f(t) €
IR[t] of positive degree with f(x) = 0. Because of the fundamental
theorem the minimal polynomial of x € A\ IR is necessarily of degree
2, say
git) =t +ut+v e R[] (v*—4v<0) .

This implies 22 = —uxz — v in A. Therefore we can introduce a multi-
plication in V' via

(a+bzx)(c+dx) = ac+ (ad+bc)x+ (—ux —v)bd
= (ac —vbd) + (ad + bc — ubd) x

Thus V' becomes a commutative unital entire overring of IR with a
2—-element basis. We show that V' is isomorphic to € via

b
a+bea—|—§(—u—|—iD) for D=+vV4v—u? .

That mapping is a priori surjective and injective and also additive. Its
multiplicativity follows from the diagram

(a+ bx) (¢ + dx) — (a + g (—u+ zD)) (ch % (—u+ zD))
Il
(ac — bdv) + x (be + ad — ubd) ac+ (%d + Z—C)(fu + zDﬁ + % (u? — 2uDi — D?)
!
ac—bdv+(bc+ad—ubd)%(—u—&—iD) ac — 5 (ad + bc — bdu) —bdv-l—%D(ad—i—bc—bdu)

We still need to prove that A = V. For this we let y € A\ IR arbitrary,
f(t) € R[t] with f(y) = 0. Making use of V' = C we conclude that f
decomposes into linear factors t — A (A € V), so we get y = A for a
suitable choice of .

O

Remark The last theorem shows that any IR—vectorspace V' of di-
mension r cannot be a field for r > 2.

3.59. Multivariate Polynomials and Grobner Bases

To make the presentation easier we assume in this paragraph that all
polynomials have coefficients in a base field F'. We emphasize, however,
that all concepts which we develop can be generalized to polynomials
with coefficients in a Noetherian ring R. In any case, every ideal in the
ring of polynomials is finitely generated. The goal of this section is to
develop an algorithm for the computation of special sets of generators
for arbitrary ideals, so-called Grobner bases. They have turned out to
be one of the strongest tools in computer algebra. For example, using
Grobner bases it is easy to decide whether a polynomial belongs to a
given ideal. Another application is to the solution of non linear systems
of algebraic equations.

We recall several notations about multivariate polynomials. Usually,
we will consider polynomials in n variables, i.e. from Fty, ..., t,] which
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we abbreviate by F[t]. Any polynomial f(t) is a finite sum of mono-
mials m(t) = a [, t!" =: amt™. The sum my + ... + m,, is called the
degree of the monomial m(t). If the coefficient a € F' of m(t) is one
the monomial is called monic. We note that the least common multi-
ple lem and the greatest common divisor ged of two monic monomials
m(t), k(t) are given by
lem(m, k) = [ ged(m, k) = Tk
i=1 i=1
Analogously to the case of univariate polynomials we would like to
put the monomials of a polynomial into a specific order. Of course,
we can do this with respect to their degrees, but in case n > 1 there
exist monic monomials of the same degree which do not coincide. For
example, we must decide whether ¢3¢y or #1135 should come first.
This means to introduce a total ordering on the set S of all monic mono-
mials. Clearly, once the variables have been fixed we can identify each
monic monomial with its vector m = (my, ..., m,) of exponents. This
establishes a monoid isomorphism between the multiplicative monoid
S and the additive monoid (Z=°)". The ordering to be chosen should
be compatible with the law of composition of the monoid, i.e. we re-
quire that for elements «, (3, 7 of the monoid the ordering a > (3 implies
ay > (7. Also the property that every non-zero subset of the monoid
contains a minimal element will be useful. This element is then unique
since we requested a total ordering.
In practice, the following orderings on S have turned out to be of special
interest.
(i) Lexicographical Ordering >,
For elements of (Z=°)" we say that m = (my, ..., m,,) is bigger
than k = (kq, ...k, ) if there is a smallest index, say 4, such that
m; = k; for 1 < j <iand m; > k;.
For example, we have (1,2,0) >, (0,3,4) and (3,2,4) >
(3,2,1).
(ii) Inverse Lexicographical Ordering >,
For elements of (Z=°)" we say that m = (my, ..., m,,) is bigger
than k = (kq,...k,) if there is a largest index, say 4, such that
mj = k; for i < j <n and m; > k;.
For example, we have (4,7,4) >;e. (4,2,3) and (5,1,3) >
(4,1,3).
(ili) Graded Lexicographical Ordering > .,
For elements of (Z=°)" we say that m = (my, ..., m,,) is bigger
than k = (ky,...k,) if either my + ... + m, > ky + ... + k,, or
mi+...+m, =k + ..+ k, and m >, k. For example, we
have (1,2,3) >gee (3,2,0) and (1,2,4) > g0 (1,1,5).
(iv) Graded Inverse Lexicographical Ordering > .,
For elements of (Z=°)" we say that m = (my, ..., m,,) is bigger
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than k = (kq,...k,) if either my + ... +m, > k; + ... + k, or
mi+..+m, =k +..+k, and m >;,., k.

For example, we have (4,7,1) >gie, (4,2,3) and (1,4, 3) > gitex
(4,1,3).

It is straightforward that all three orderings are total orderings of
(Z=")". Also the compatibility of these orderings with addition is
immediate. We leave it as an exercise to the reader to show that ev-
ery non-empty subset of (Z=)" has a minimal element. We note that
the inverse lexicographical ordering is used to look at the elements of
F[t] as polynomials in the variable t,, with coefficients in F[ty, ..., t, 1]
(recursive representation).

Since every polynomial f is a finite sum of monomials any (total) or-
dering of the monomials can be used to introduce a (partial) ordering
of the polynomials. Especially, we can define the leading monomial
(leading term) 1t(f) as the largest monomial ay,t™ occuring in the
presentation of f. We denote the corresponding monic part t™ by
mlt(f) (monic leading term) and the coefficient a,, by le(f) (lead-
ing coefficient) of f. The partial ordering on F'[t] is then obtained
via

f>g < mlt(f) >mlt(g) .

With these prerequisites at hand we turn our interest to computations
in a polynomial ideal I. We assume that it is given by a finite number
of generators, say fi, ..., fr. Then every element g of I can be written
as

g = Z:rif,- (r; € F[t]) .

We are interested in elements of small degree of I since they will play
a decisive role for Grobner bases. In case r; is not constant the degree
of r;f; is larger then the degree of f;. We can therefore expect g to
be of small degree only if the sum of the leading monomials of several
summands in the presentation of g is zero. If we just consider two poly-
nomials instead of k this phenomenon can be enforced in the following
way.

3.60. Definition

For two polynomials f, g € F[t] we define their S-polynomial S(f, g)
as

lem(mlt(f), mlt(g lem(mlt(f), mlt(g
$(7.g) - lemmIt().mlt(g))  lem(umlt(f). mlt(y)
1t(f) It(g)
Hence, the leading term of the S-polynomial S(f, ¢) is smaller than the
least common multiple of the leading terms of f and g. This property

will be of importance in a characterization of Grobner bases in 1.62.
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Examples
1. We calculate the S-polynomial of f = t3t2—t2t3+t; and g = 3t{ty+t3
in Q[t] with respect to >g,.

342 243 4 2 t4t2 t4t2
1
= hf — §t29

1
= B+ — gtg
This computation remains valid for >, .
2. For the polynomials f = t? —t, and g = t3 — t3 of Q[t] we compute
their S-polynomial for two different orderings.
(a) t1 >ty > t3 (lexicographic ordering)

S(f.g)=tif —g=—tita +13 .
(b) to > 13 > 1

S(f,g) =tsf —tag = —tat} + 13t .

The following lemma will also be used in characterizing Grobner bases
in 1.62.

LEMMA 22. Let f, fi,....,fs €

e Ft
0 = mlt(fy) = ... = mlt(fs) #
combination of the S(fi, fix1) (1

[t] and f =Y _icfi (¢ € F) with
mlt(f). Then f is also an F-linear
<i<s).

Proof Since the monic leading terms of all f; coincide the monic
leading term of ;7 _, ¢; f; either equals J or it is smaller. According to
our assumption 0 # mlt(f) we must therefore have Y7, ¢;1t(f;) = 0
We let It(f;) = a;0 (a; € F*) and set b; := a;¢;, p; == fi/le(f;) for
(1 <i < s) and obtain

4] B i ;
Y .
and eventually
Sefi = Yh(f/1e(h)
= b( p2) + (b1 +ba)(p2 —p3) + ... +
(b A beo1)(ps—1 — ps) + (b + .+ b)ps

1+ ..
- Zb fwfz—l—l

=1 j=1
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0
We note that we have mlt(S(f;, f;)) < ¢ in the preceding lemma.

If the leading term of a non-zero polynomial g divides the leading term
of a polynomial f (1t(g) | It(f)), i.e. there exists a monomial h with
1t(f) = h1t(g)) then we can subtract hg from f so that this divisibility
property is no longer satisfied for the polynomials f — hg and g. We
note that f — hg = S(f,g). This remains valid even without the
divisibility condition if we set h = 0 in case lt(g) does not divide 1t(f).
Repeatedly replacing f by S(f,g) in case 1t(g) divides lt(f) until this
divisibility condition does not hold anymore we say that the polynomial
f is reduced modulo g. This concept can be easily generalized to the
reduction of a polynomial modulo a non-empty finite set of non-zero
polynomials.

3.61. Definition

Let I be a non-zero ideal of F[ty, ..., t,| with ordered basis G = {gu, ..., gx }.
We say that an element f € Flty,...,t,] reduces to zero modulo G
if the sequence fy = f,

fi = reduction of f;_; modulo g; (1 <i<k)

satisfies fr = 0.

We remark that a polynomial which reduces to 0 modulo G necessarily
belongs to the ideal I. However, not every element of an ideal must
have this property.

Example Let f =t1t2—t; and G = {g1, g2} with g; = t1ta+1, go =
t% — 1. Then we obtain fl = f — tg(tltz + 1) = —tl — t2 = f2, and f
does not reduce to 0 modulo {g1,g2}. If we change the order of the
basis elements, however, we compute f; = f —t;(t5 — 1) = 0 and f
does reduce to 0 modulo that newly ordered basis. The reason for
this phenomenon is that the basis {g1, g2} is not a Grébner basis (see
definition and theorem below). It does not contain the S-polynomial

tyt2 tyt2
S(gl,gg) = tlTQ(tth —+ 1) — %(t% — 1) = tl +t2 .
102 2

If we add g3 := t; + t3 to the basis we get G = {g1, g2, g3} and, clearly,
f reduces to 0 modulo G. We note that the same holds for the S-

polynomials S(g1, g3), (g2, 93)-

3.62. Definition

Let I be a non-zero ideal of Flty,...,t,] with basis G. If every f € I
reduces to zero modulo G then G is called a Grobner basis of 1.

We remark that Grébner bases are by no means unique since every
superset of a Grobner basis also satisfies the condition of the definition.
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Theorem Let I be a non-zero ideal of F([ty,...,t,] with basis G =
{g1,-.-,9s}.- Then G is a Grobuner basis for I if and only if every S-
polynomial S(g;,g;) (1 <i<j <s) reduces to 0 modulo G.

Proof If G is a Grobner basis of I then every polynomial of I, hence
a priori every S(gi, gj), reduces to 0 modulo G.

Now let us assume that every S-polynomial S(g;, g;) reduces to 0 mod-
ulo G but that there exists f € I which does not. Obviously, f is not
zero. If 0 # f cannot be reduced modulo G anymore then in the basis
representation

(5) F =3 higs (hi € Flty, o ts])

i=1

the leading monomial of f is not divisible by any of the leading mono-
mials of the g;. We assume that (1) is a presentation of f in which the
monic part of the largest occuring monomial on the right-hand side is as
small as possible, say 0. We observe that mlt(f) # 0. Then we rewrite
(1) by separating those summands with monic leading monomial ¢
from the other terms. We put J; := {i | 1 <1i <'s, mlt(h;g;) = §} and
Jo:={1,...;s}\ Ji and obtain

(6) [ = Z hig; + Z higi

i€Jy i€Jo
(7) = > Ut(h)gi+ > (hi = 1t(h))gi + > higs
€1 eJq 1€ Jo

so that the leading monomials of the summands in the two last sums
are smaller than 6. Because of mlt(f) # ¢ the first sum satisfies the
prerequisites of the preceding lemma for the polynomial

[ = (Z(hz —1t(hi))gi + > higi)

i€y 1€Jo

if we put f; = mlt(h;)g; and ¢; = le(h;). For i,j € J; we set g;; :=
lem(mlt(g;), mlt(g;)) and observe that g;; > mlt(S(g;, g;)). Hence, the
first sum of (3) becomes an F-linear combination of S-polynomials of
the form

~ omlt(hy)g dmlt(h;)g;
S(mlt(h;)g;, mlt(h;)g;) = mlt(h;)1t(g;)  mlt(h;)1t(g;)
= mgi - mgj
J

= fs(gugj) :

)
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Since the S-polynomials S(g;, g;) reduce to zero modulo G they have
a basis presentation

S(gzagj) = Zh‘ugy
v=1

with mlt(h,g,) < mlt(S(gi,g;)). Because of mlt(ﬁS(gi,gj)) < 0 in-
serting those presentations into (3) yields a presentation of f by G
in which all occuring monomials are smaller than § contradicting our
assumption.

OJ

The following algorithm (Buchberger’s algorithm) constructs a Grébner

basis from an arbitrary ideal basis.

Buchberger Algorithm

Input A basis G = {g1, ..., 9s} of an ideal I.

Output A Grébner basis G = {¢1, ..., g;} of L.

Initialization Set ¢t := s, B :={(i,j) | 1 <i < j <t}

Step If B # () choose (i,7) from B and remove (i, j) from B; reduce
S(gi,9;) modulo G to f; if f # 0 add ¢giy1 :== f to G and {(i,t + 1) |
1 <i <t} to B and increase t by 1.

We still need to show that Buchberger’s algorithm terminates. For this
we consider the sequence of ideals Iy := (mlt(g;) | 1 < i < s). We
show that every enlargement of G (increase of s) yields a strictly larger
ideal I;. Since any ascending chain of ideals becomes stationary s is
bounded.

Let us therefore assume that f is an S-polynomial of two elements of
G which is already reduced modulo GG but is still non-zero. Hence, f
will be inserted into G thus increasing §G. We will show that mlt(f)
is not contained in I;. Namely, if mlt(f) belongs to I, there exists a
presentation

mlt(f) = 2‘9: hi mlt(g;)

i=1
with polynomials h; € F[t]. Comparing monomials on both sides we
get a non-empty subset J; of {1,2,...,s} and monomials a;t" which
are summands of h; such that

mlt(f) = > a;t™ mlt(g;) .

i€J1

But then mlt(f) is a multiple of mlt(g;) for ¢ € J; and f can be further
reduced modulo g; contradicting our assumption.

We remark that the previous considerations also show that every mono-
mial which is contained in an ideal with a basis of monomials is a linear
combination of monomials each summand being divisible by one of the
basis elements.
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3.63. Multivariate Polynomials — Resultants

Besides Grobner bases there is another important tool for eliminating
variables in a system of polynomial equations: resultants. We intro-
duce them in a generic way, i.e. we assume that their coefficients are
algebraically independent over Z. Let R = Zlay, ..., Gn, bo, ..., byy] be a
polynomial ring in n 4+ m + 2 variables. Then the polynomials

Alt) = apt" +ait" '+ ...+ an,_it +a, and
(8) B(t) = bot™ +bit"™ "+ .+ byt + by

of R[t] are said to be generic inasmuch as any two polynomials f, g
over a unital commutative ring A with deg(f) < n, deg(g) < m can be
obtained as homomorphic images of A, B by mapping

ly— 1, t—ta—aeNbj—F,e N (0<i<n, 0<j<m)

for suitable elements «;, 3; of A. If S denotes a common splitting ring
of A, B over R we obtain

) A(t) = ao f[lw ), B(t) = bo ﬁ(t )

in S[t]. From this we conclude

a; i ; .

a0 1<j1<..<ji<n
with the o; being symmetric functions in the zeros of A (so-called ele-
mentary symmetric functions ). Analogously, we get
(11) b = (=1) Yo Yy (1<i<m)

0 1<j1<...<ji<m

It follows that Z|ay, ..., an, bo, ..., bm] € Z[ag, 1, ..., Tpn, bo, Y1, -, Ym) and
therefore also ag, 1, ..., Ty, b, Y1, ..., ym are algebraically independent.
. From the theorem of Gaufl we know that R[t] is a unique factorization
domain. Hence, the greatest common divisor of A, B is well defined.
Any common zero of A, B is also a zero of ged(A, B) and vice versa.
Whereas the zeros of A, B usually do not belong to R, the greatest
common divisor ged(A, B) is calculated in R[t]. Hence, the existence
of common zeros can be decided without the need of constructing ring
extensions of R.

LEMMA 23. The greatest common divisor of A, B € R[t] given in (4) is
different from 1, if and only if there exist non-zero polynomials U,V €

RIt] satisfying deg(U) < m, deg(V) <n and UA =V B.

Proof If C':= ged(A, B) is different from 1 we write A = CA, B=
CB with deg(A) < n, deg(B) < m and obtain

CAB = BA = AB
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so that we can choose U = B, V = A.

If U,V with the properties of the lemma exist we consider the factor-
izations of UA and of V' B into prime polynomials. Clearly, not every
prime polynomial dividing A can divide V' because of deg(V') < deg(A).
Therefore at least one such prime polynomial must divide B and con-
sequently ged(A, B).

O

Setting
m—1 ) n—1 ]

(12) Ut)= > ut™ ", V()= vt" "7 € Rl
i=0 =0

the equation UA = VB yields a linear system of equations for the
coeficients u;, v;. For the coefficent of t* (0 < u < m+n —1) we
obtain

Uy = Z v,b
max{0,u—n}<v<min{pu,m—1} max{0,u—m}<v<minf{p,n—1}

w—v

These are (m + n) equations. Moving everything to the left-hand side
we get a homogenous linear system of equations

(13)
apg ... Qp
apg ... Qp
(uo,...,um_l,—vo,...,—vn_l) agp ai (47%% =0
bo b1 . . . bm
bo b1 . . . bnm

bp b1 ... bnm

We denote the formidable coefficient matrix by A. We recall that
A, B have a common zero if and only if that homogenous system has a
non-trivial solution. Of course, the latter holds exactly for det(A) = 0.

3.64. Definition

The determinant of the coefficient matrix A of (9) is called resultant
of A and B. It is denoted by res(A, B).

Next we show that res(A, B) is in the ideal of R[t] generated by A
and B. This is of importance when we use resultants for eliminating
variables from multivariate polynomials. Looking at the structure of
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A we immediately find the following identity:

tmflA thrmfl
tmeA tn+mf2
(14) V= Al = A t"
tn—llg tn—l
t'B ¢!
Denoting the columns of A by dy, ...,d,1,, this is tantamount to
n—+m
v =Y e,
k=1

Then Cramer’s rule tells us that
res(A, B) = det(A)t° = det(dy, ..., dpin_1,V) -

Calculating the last determinant we note that the variable t only occurs
in the last column v so that we indeed obtain polynomials ¢, 1 € R[t]
with deg(¢) < m, deg(y)) < n and

(15) ®A + YB = res(A,B) .

We note that in the first m rows of A we have entries zero or coefficients
of A and in the last n rows the entries are zero or coefficients of B.
According to Laplace’s theorem we have

(16) res(4,B) = > sign(m)A(L,7(1))...A(m + n,7(m +n))
TESm+n

if A(i,7) denotes the entry of A in row ¢ and column j. Therefore

any non-zero summand of the sum in (12) must consist of m factors

a, (from the first m rows) and n factors b, (from the last n rows). We

conclude that res(A, B) is a homogenous polynomial of degree m in the

a, and of degree n in the b,. We can write it in the form

G b by

res(A, B) = ajg bOF(ao a0 0 B
According to our remark on the elementary symmetric functions of the
zeros of A, respectively B, we know that F' can also be written as a
polynomial in the variables xy, ..., xpn, Y1, ..., Ym Which we again denote
by F. Since the resultant vanishes if zeros of A and B coincide and
since Zlag, T1, ..., Tn, bo, Y1, --., Ym] is a factorial ring the polynomial F'
must be divisible by the polynomials z; —y; (1 <i<n,1<j<m)
and therefore by the polynomial

P11

(z; — ?Jj) .
i=1j=1
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LEMMA 24. The resultant res(A, B) of the generic polynomials A, B of
(4) coincides with each of the three polynomials

(i) cﬂo”b”~
(ii) af Iy B(zs),
(iii) (— )mnbnnz Ay)).

Proof The equality of the polynomials in the lemma is immediate
from (5) :

anin _%H(bon ) mnbnn<a0}1 w)

We also know that aZ'b? F divides res(A, B). From 17(2.) we conclude
that a'bp F is homogenous of degree n in the b, and from (3.) that
it is homogenous of degree m in the a,. Since res(A, B) has the same
properties the quotient of res(A, B) and a*b? F must be constant. The
constant will be determined by comparing the coefficients of a{'0}. In
det(A) we obtain that monomial as the product of all diagonal elements
of A, it has coefficient 1. But looking at its coefficient in a'b2F we
find from 17(2.) that it is 1, too.

O

We list a few direct consequences of the last lemma which will be of
help in the actual computation of resultants:

(17) res(A,B) = (—1)""res(B,A),
res(rA,B) = r"res(A, B),
res(A,rB) = r"res(A,B) (r € R).

If one or even both polynomials involved are constant we get

res(ap, B) = ag',
(18) res(A, b)) = by,
I‘eS(CL(], bo) = 1.

Hence, we will try to evaluate res(A, B) by pseudo-division. In case
deg(B) > deg(A) we compute res(A, B) = (—1)™"res(B, A). Hence,
we may assume that deg(A) > deg(B). Applying pseudo-division we
get polynomials Q = Q(A, B), R = R(A, B) € RJt], deg(R) < deg(B)
satisfying

(19) A = QB + R .
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Then the last lemma yields

res(A,B) = (—1)m”b’3ﬁA(yj)

= (e T1Q B + R)(y)

Jj=1

_ (_1)mnbg—deg(R)—m(n—m+1) (bgeg(R) H R(y]))

j=1
_ (_ 1)m(n—deg(R))bg*deg(R)*m(n*m‘H)reS(R’ B)

(20) = (—1)mmpy BTt ey (B R)

We note that the exponent of by is likely to become negative so that
these calculations can only be carried out in the quotient field of R.
However, since the resultant itself is an element of R we are guaranteed
that the final result will not contain denominators.

In the actual calculation of the resultant of two polynomials we suc-
cessively replace the polynomial of larger degree via pseudodivision by
a polynomial whose degree is less than the original lower degree. In
this way we eventually obtain a constant remainder polynomial. If that
constant is zero, the original resultant is zero, too. Otherwise the last
resultant is evaluated by (14). This leads to the following algorithm.

Algorithm for computing resultants
Input A, B € R[t] with deg(A) > deg(B) > 0.
Output res(A, B) € R and polynomials ¢,v¢ € R[t] satisfying ¢pA +
B =res(A, B).
Step 1 (Initialization) Set res(A,B) «— 1, F «— A, G «— B, N «
deg(A), M « deg(B), ¢ « 1, 91 1, ¢1 < 0, g < 0.
Step 2 (Pseudo-division) Set by < lc(G) and calculate with (15) poly-
nomials Q = XN M ¢itV"M~' R € R[t]. We set s « N — deg(R) and
res(A, B) « res(A, B) (b M) =Mps(—1)MN and also ¢y «— b M py—
Qi1 gy — by MFyhy — Q. If R is constant go to 4., else to 3.
Step 3. (Interchange of F,G) Set F' «+— G, G «+— R, N «— M, M «—
deg(R) as well as ¢g < @1, @1 < Pa, Yo < 1, Y1 < 19 and go to 2..
Step 4. (Termination) For R = 0 set res(A, B) = 0 and ¢ « ¢y, ) «
thy; for R # 0 set T «+ res(A, B)RM~1 and res(A, B) «— TR, ¢ «—
@2 T, 1) «— 105T. Then terminate.

Remarks

(i) The polynomials ¢, v of 11 satisfy deg(¢) < deg(B)—1, deg(v)) <
deg(A) — 1. The example A = t*> + 1, B = t? + 4 shows that
equality need not hold:

9 =res(A, B) = —3(t* + 1)+ 3(t* +4) .
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(ii) Instead of operating in the quotient field of R we can keep
track of the multipliers by and their exponents in each step
separately and calculate their product only at the end knowing
that res(A, B) belongs to R.

Example We want to compute res(t3 + 1,2t — 2) in Z[t]. In the
steps of the algorithm the following data are produced:
LF=#41,N=3G=22-2 M=2.

2. 22(t3 4+ 1) = 2t(2t* — 2) + 4t + 4, hence Q = 2t, R = 4t + 4 yielding
s =2, res(A, B) = (2?)7222 = 272,

3. F=22—92 N=2 G=4t+4, M=1.

2. 42(2t* — 2) = (8t — 8)(4t +4) + 0, hence Q = 8 — 8, R = 0 yielding
s=2,res(A,B) =27%(4*)7 142 = 272,

4. res(A,B) =0, ¢ =32(—t+ 1), = 16(t* —t + 1).
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