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3. Übung Algebra II
(Körpertheorie)

1. Aufgabe

(a) Es seienK, L, M drei Körper mitK ⊆ L ⊆ M mit [M : K] < ∞. Zeigen Sie die in der
Vorlesung erẅahnteGradformel

[M : K] = [M : L] · [L : K].

(b) Es seia ∈ C\Q gegeben. Ferner seiQ(a) eine algebraische Erweiterung vonQ von ungeradem
Grad. Zeigen Sie, dassQ(a2) = Q(a) gilt.

(4 Punkte)

2. Aufgabe
Es seiK ein Körper,I ein Integriẗatsring mitI ⊇ K. Zeigen Sie, dassI ein Körper ist, fallsI ein
endlich dimensionalerK−Vektorraum ist.

(2 Punkte)

3. Aufgabe
Es seiK = k(x) eine einfache transzendente Erweiterung von einem Körperk. Ferner sei
s = g(x)

h(x) ∈ K ein nicht konstantes Element mitg, h ∈ k[t] und ggT(g, h) = 1. Zeigen Sie:

(a) s ist transzendenẗuberk.

(b) x ist algebraiscḧuberk(s) mit Minimalpolynomf(t) = g(t) − sh(t) ∈ k(s)[t] und es gilt
[k(x) : k(s)] = deg(s) := Max{deg(g), deg(h)}.

(c) Jeder Zwischenk̈orperM , k ⊂ M ⊆ K, ist einfach transzendentüberk.

(d) k(x) = k(s) ⇔ s = ax+b
cx+d

mit a, b, c, d ∈ k undad − bc 6= 0.

(e) Für jedenk−Automorphismusϕ : k(x) → k(x) gilt
ϕ(x) = ax+b

cx+d
mit a, b, c, d ∈ k, ad − bc 6= 0.

(10+2 Punkte)

4. Aufgabe

(a) Bestimmen Sie alle Unterringe des KörpersQ, die1 enthalten.

(b) Es seix ∈ C eine Nullstelle des Polynoms

h(t) = t5 − 2t4 + 6t + 10 ∈ Q[t].

Bestimmen Sie[Q(a) : Q] und zu jedeml ∈ Q das Minimalpolynom vonx + l überQ.

(4 Punkte)
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