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11.Übung Algebra II
(Moduln über Hauptidealringe)

1. Aufgabe

Es seiA :=









−1 0
0 0
1 1
1 2









∈ Z4×2.

• Bestimmen Sie die Hermite-Normalform vonA mit der TransformationsmatrixU .

• Bestimmen Sie die Smith-Normalform vonA mit den TransformationsmatritzenU undV .

(5 Punkte)

2. Aufgabe
Es seienR ein Hauptidealring undM = Rb1+̇ · · · + +̇Rbm ein freierR−Modul sowieA ∈ Rm×n.
Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) N := Rc1 + · · · + Rcn mit (c1, · · · , cn) = (b1, · · · , bm)A ist ein Teilmodul vonM .

(b) Für S(A) = (sij) = V AU (Smith-Normalform) sind

Ai = {ri ∈ R|rib
′
i ∈ N}

für (b′1, · · · , b′m) = (b1, · · · , bm)V −1 Ideale vonR.

(c) S(A) ist eindeutig bestimmt, d. h.sii ∈ R, wobeiR das Vertretersystem der in der Vorlesung
definiertenÄquivalenzklassen aufR ist.

(6 Punkte)

3. Aufgabe

Es seiN = Z · e1 +Z · e2 +Z · e3 +Z · e4 +Z · e5, wobeie1 =









1
0
0
0









, e2 =









0
1
0
0









, e3 =









0
0
1
0









,

e4 =









0
0
0
1









, e5 =









1/2
1/2
1/2
1/2









∈ Q4 sind. Bestimmen Sie, ob eine Basis vonN mit Basisvektoren

der Euklidischen L̈ange1 existiert.

(5 Punkte)
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4. Aufgabe

Es seiM :=









2 1 1 1
1 2 1 1
1 1 2 1
1 1 1 2









∈ Z4×4.

(a) Zeigen Sie, dass die MatrixM positiv definit ist.

(b) Finden Sie mit Hilfe des in der Vorlesung erwähnten Quadratischen Ergänzung Algorithmus
eine obere DreieckmatrixQ = (qij)1≤i,j≤4 ∈ R4×4, so dass f̈ur alle x ∈ R4 die folgende
Gleichung gilt:

xt · M · x =
4

∑

i=1

qii



xi +
4

∑

j=i+1

qijxj





2

.

(c) Bestimmen Sie mit Hilfe des in der Vorlesung erwähnten Ausz̈ahlalgorithmus alle0 6= y ∈ Z4

mit yt · M · y ≤ 2.

(4+4 Punkte)
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