Einfiihrung
in die
Algebra

Vorlesung im
Wintersemester 2006-2007
Technische Universitat Berlin

gehalten von
Prof. Dr. M. Pohst






Chapter 4. Galoistheorie

4.1.
4.2.
4.3.
4.4.
4.5.
4.6.
4.7.
4.8.
4.9

4.10.
4.11.
4.12.
4.13.
4.14.
4.15.
4.16.
4.17.
4.18.
4.19.
4.20.
4.21.
4.22.
4.23.
4.24.
4.25.
4.26.
4.27.

Satz
Hilfssatz
Satz
Definition
Satz
Satz
Korollar
Satz
Definition
Satz
Definition
Satz
Hilfssatz
Definition
Satz
Satz
Satz
Korollar
Satz
Korollar
Satz
Definition
Satz
Definition
Hilfssatz
Hilfssatz
Satz

Appendix. Bibliography

Contents

© 00 00 O T UL B R L

e e T e S G e
O© 000000 I JUU i =N~ OO O

[\]
w



CHAPTER 4

Galoistheorie

4.1. Satz

Es seien L, L zwei Koérper und o; : L — L (1 < i < n) ver-
schiedene Isomorphismen.
Dann sind o7, ..., 0, im folgenden Sinn linear unabhéngig:

> aioi(B) = 0 fiir feste ay,...,q, € L und alle 8 € L impliziert
i=1
o; =0 (1 <i<n).

Mittels Induktion tiber n!
n =1 : trivial (speziell ist o1(1) = 1!).

n—1=mn:Essel Y a;0;(8) =0 V3 € L vorgegeben.
i=1
Es sind o7 und o,, verschieden, also existiert v € L\{0, 1} mit o;(7y) #

on(7)- .
Hierfiir gilt: o,(y™") Y ouoi(v8) =0 V3 € L,

=1
n

und wir subtrahieren hiervon »  a;04(8) =0 Vj3 € L.
i=1
n—1

Dies liefert » o, (0,(yv ") 0i (v) —1)0; (3) =0 VG € L.
i=1
Nach Induktionsannahme gilt dann a; (o, (Y1) o3 (7) —=1) =0 (1<
i<n-—1),
also oy = 0.
Wiederum nach Induktionsannahme folgt dann auch oy = ... = «,, =

0.
U

4.2. Hilfssatz

Es seien L, L zwei Korper und o, : L — L (1 <i < n) ver-
schiedene Isomorphismen.

Dannist K : ={a € L |o1(a) = ... = 0,(c)} ein Unterkérper von
L mit [L: K| > n.

Beweis:
K Teilkorper ist klar, es bleibt die Gradaussage zu zeigen. Indirekt!

1



2 4. GALOISTHEORIE

Wir nehmen [L : K| = r < n an. Dann existiert eine K -Basis
Wi, ... wy von L/K.

Danach hat das lineare Gleichungssystem » o (w;) X; = 0 (1<

j=1
i<r) )
eine nicht triviale Losung Xy,..., X, in L.
Fiir beliebiges o € L, a = Zaiwi (e K, 1<i<r),
i=1
liefert dies Zaj(aiw,-)Xj =0 (1<i<r)

=1
(mittels Multiplikation der i -ten Gleichung mit oy (a;) = o2(a;) =
o= on(ay)).

Addition aller Gleichungen ergibt Y o;(a)X; =0 Vo € L, Wider-
j=1
spruch!

O

Anwendung:
Essei L eine endliche K-Erweiterung, G(L/K) bezeichne die Gruppe

aller K -Automorphismen von L.

Ferner sei H eine Untergruppe von G(L/K) und F(H) : = {a €
L|o(a)=a«a VYo e H}.

Dann ist F(H) ein Teilkdrper von L, der K enthélt, und es gilt
[L:F(H)] > (H:1).

F(H) heifit Fixkorper bzgl. H (Bezeichnung: Fix (H)).

Beispiel:
Es sei L = K(t).
L besitzt u.a. folgende 6 Automorphismen o;,

1
welche durch o1(t) = ¢, oqo(t) = 1 —t, o3(t) = o ou(t) = 1—

o os(t) = 17 og(t) = ] festgelegt sind. (Beachte:
05 = O'i,
01 = O'Z’,
ord(o;) = 2
firi = 2,3,6.)

Es sei F' derjenige Teilkérper von L, der von allen 6 Automorphis-
men elementweise invariant gelassen wird.
Hierfiir gilt [L : F] > 6.
: o (t* —t4+1)°
Es steht sogar das Gleichheitszeichen: Denn g(t) : = W
liegt in F'.

Also ist Fy : = K(g(t)) ein Teilkorper von F', d.h. [L: F}] > 6.
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Wegen (12 —t + 1)% — g(t)t*(t — 1)*> = 0 in F[t] ist t Wurzel eines
Polynoms vom Grad 6 aus F}[t],
also [F1[t] : F1] < 6 und damit F' = K(g(t)).

4.3. Satz

Es sei G eine endliche Gruppe von Automorphismen

eines Kérpers L und F'={a € L | o(a) = a Ya € G}.

Dann ist F' ein Korper, sog. Fixkorper F(G), und es gilt: [L: F| =
(G:1).

Geméf (4.2) ist F' Teilkorper von L mit [L: F] > (G : 1) =

Wir nehmen an, daf§ L iiber F' n+ 1 linear unabhangige Elemente
Wi, ..., W1 enthalt.

Fir G = {oy,...,0,} betrachten wir das homogene lineare Gle-
ichungssystem

n+1
7j=1

Hierfiir sei X1, ..., X411 eine nicht triviale Losung in L.

Unter allen Losungen des Gleichungssystems wéhlen wir nun eine
aus, bei der minimal viele X; von Null verschieden sind.

Durch Umordnung der Basis erreichen wir also etwa

> oi(wj)X; =0 (1<i<n,r<n+1, X;-...- X, #0).
Offenbar mufl r > 2 sein.
AuBlerdem normieren wir X, zu 1 und nehmen noch X; ¢ F an (alle

X; € F'= wy,...,w, linear abhéngig), d.h. es existiert h € {1,...,n}
mit O'h(Xl) 7A Xl.

Anwendung von ¢y, auf alle n Gleichungen ergibt
Zah Jonoi(w;) = 0 (1<i<mn), also

Zah Jop(w;) = 0 (1<k<n).

Subtraktion vom Ausgangssystem liefert:

iak(wj)(Xj —on(X;) = 0 (1<k<n)

Wegen X; # o0,(X;) steht dies jedoch im Widerspruch zur Mini-
malitat von r.

O



4 4. GALOISTHEORIE

Es sei L/ K normal, endlich, und F sei der Fixkorper von G(L/K).
Wir haben gesehen, daf§ F//K rein inseparabel ist (Bem. (iii) nach
3.43).

Offenbar ist G(L/F) = G(L/K), also nach (4.3):
[L . F] = ]jG(L/F) =3.43 [L . F]sep-
Folglich ist L/F separabel.
Wir merken noch an, dass F' = {a € L|a/K rein iseparabel } gilt.

4.4. Definition

Eine algebraische Erweiterung L/K heifit Galoiserweiterung, falls
K der Fixkorper von G(L/K) ist. In diesem Fall heift G = G(L/K)
Galoisgruppe von L/K.

4.5. Satz
L/K endlich: L/K galoissch < L/K normal und separabel.

Beweis:

“<" Essel F'= Fir (G(L/K)) der Fixkorper zu G(L/K).
Hierfiir ist [F: K] =[L: K]; =1, also F' = K.
“="Essei a € L.
Betrachte «; : = 0j(a) fir G(L/K) = {o1,...,0,}, hierunter seien -

evtl. Umnummerieren - aq, ..., «, paarweise verschieden. G permu-
tiert {ay,...,a,}.

Alle symmetrischen Funktionen in «q, ..., a, bleiben demnach G-
invariant,

speziell ist g, (t) : = ﬁ (t — a;) demnach aus K = Fix (GQ).
=1

Ein irreduzibler Teiler g(t) von g¢(t) in K[t| hat dann mit einer
Nullstelle «; alle o; als Nullstellen, also ist g, (t) = m(t). Damit ist
L/K normal.

Ferner ist Fix (G(L/K)) = K, also nach dem Vorangehenden L/K
separabel.

0

Bemerkung:
L/K galoissch und K C E C L — L/E galoissch.

4.6. Satz

(Hauptsatz der Galoistheorie)

Es sei L/K eine endliche Galoiserweiterung.

Dann gibt es eine Bijektion zwischen den Zwischenkérpern K C
E C L und den Untergruppen von G(L/K) mittels £ «— G(L/E).

Dabei ist E/K genau dann galoissch, wenn G(L/FE) Normalteiler
in G(L/K) ist, und in diesem Fall gilt:

G(F/K)=G(L/K)/G(L/E).
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Beweis:
(i) Zunéchst ist B — G(L/E) eine injektive Abbildung (vgl. Be-
weis zu (3.44)).

Es bleibt die Surjektivitat zu zeigen.

Dazu sei H eine Untergruppe von G(L/K) und F(H) der
zugehorige Fixkorper. Dann ist L/F(H) normal und separa-
bel, also galoissch mit Galoisgruppe G(L/F(H)).

Also gilt H < G(L/F(H)).

GeméB (4.3) ist [L : F(H)] = (H : 1) und nach (3.42)
[L: F(H)] = (G(L/F(H)): 1),

also H=G(L/F(H)).

(ii) Seinun K C E C L.

Wir nehmen zunéchst £/ K als galoissch, d.h. normal und
separabel, an.

Ferner seien 0 € G(L/K) und 7 € G(L/E).

Fir a € F ist o(a) € E, also 07 'ro(a) = o7 'o(a) = a,
und damit o~'70 € G(L/FE). Damit ist G(L/FE) Normalteiler.

Umgekehrt sei G(L/E) <G(L/K).

Trivialerweise ist £// K separabel, es bleibt £/ K normal zu
zeigen.

Dazu sei f € K][t] irreduzibel mit Nullstelle o € E.

In L[t] zerfillt f in Linearfaktoren,

alle Nullstellen sind dabei von der Form o(«) (0 € G(L/K)).

Fir alle 7 € G(L/FE) existiert nun p € G(L/E) mit 7 =
opo~", dh. 7(o(e)) = opo!(o(a)) = op(a) = o(a),

dh. o(a) € F(G(L/E)) = E.

Also zerfallt f bereits in E|t] in Linearfaktoren, und FE/K
ist normal.

(iii) Definiere ¢ : G(L/K) — G(E/K) : 0+ 0 |g.

¢ ist Homomorphismus wegen o | Automorphismus und
gemaf (3.40) surjektiv.

Ker o ={0c € G(L/K) | o |g =1idg} = G(L/E).

Damit folgt die behauptete Isomorphie aus dem Homor-
phiesatz fiir Gruppen.

O

4.7. Korollar
Es sei L/K galoissch, E, F' seien Zwischenkoérper. Dann gilt: E C
F < G(L/E) D G(L/F).
4.8. Satz

Es sei L/ K eine Korpererweiterung mit Zwischenkérpern F| F. Ist
dann E/K eine endliche
Galoiserweiterung, so ist EF’ eine Galoiserweiterung von F' mit G(EF/F') =
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E/K ist Zerfallungskorper eines Polynoms f € K|[t], dessen Fak-
toren lauter einfache Nullstellen besitzen.

Dann ist auch EF Zerfallungskorper von f € F[t], d.h. EF/F ist
normal und separabel, also galoissch.

Es seien nun ¢ € G(EF/F) und a4, ..., «a, die verschiedenen Null-
stellen von f. Dann induziert ¢ eine Permutation dieser Nullstellen,
die einem Element ¢ € G(F/K) entspricht. Verschiedene o induzieren
so verschiedene ¢, die Zuordnung o — & liefert einen Isomorphismus
von G(EF/F) auf eine Untergruppe von G(E/K). o (und damit )
148t jedes Element von F'N E invariant, d. h. 6 € G(E/ENF).

Jedes Element 6 € G(E/ENF') permutiert ay, . . ., o, und ist daher
als Bild eines 0 € G(EF/F) erhiltlich.

Also folgt die behauptete Isomorphie.

4.9. Definition

Es sei L/K galoissch.

Ist dann G(L/K) abelsch, zyklisch etc., so heifit auch die Erweiterung
L/K abelsch, zyklisch etc..

Beispiel:

Fiir f(t) = t3—2 € Q[t] ist der Zerfillungskérper K = Q(v/2, v/—3).

Demnach ist [K : Q] = 6 und K/Q normal und separabel, also
galoissch.

Alle 6 @ -Automorphismen von K sind durch ihre Wirkung auf /2
und v/—3 eindeutig bestimmt.

—1++/=3
— un
2
o K—>KmittelS\3/§'—>\3/§,\/—7'—>—\/——3 (f'_>€2)a
7+ K — K mittels V2 — V2, V=3 +V/=3 (£ )

und erhalten folgende Tabelle:

Wir setzen £ : = d
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2

W\i’/?éxgﬁﬁgg/? \‘;? 55372 5\3/5
Vv=3| V3| V=8| V=3 | —v=3| -v=3| -3

Die Untergruppen von G(K/Q) = S; sind:
H, = {id, o}, Hy = {id, o7}, Hs = {id, o7*}, Hy = {id, 7, 7*}.
Diesen entsprechen die Fixkorper
L= Q(V2), Ly = Q(€V2), Ly = Q(€V2), Ly = Q(V=3).
Also ist Ly/Q galoissch, jedoch L;/@Q nicht normal (1 <i < 3).

/ K
Ly
Ly
Ly
// :
Q@

Wir haben dabei
L =Q(2)
Ly = Q(¢V2)
Ly = Q(€2V2)
und L4 = Q(\/—_?))

Beispiel:

Gleichungen dritten Grades und ihre Diskriminanten.

Es sei f[t] € Z[t] mit deg (f) = 3 irreduzibel.

Dann hat der Zerfallungskorper von f iiber @ genau dann den Grad
3, falls die Diskriminante der Nullstellen von f ein Quadrat in 7 ist.

Dazu seien py, po, p3 die Nullstellen von f in C.

Dann ist D(py,p2,p3) = [ (01— py)*

1<i<j<3

also D(pr, p2, p3) € Z wegen D(p1, p2, p3) = det (Siyj-2(p1, p2, p3)) €
/8

Fiir Zerfallungskorper M von f iiber @ gibt es nun genau zwei
Moglichkeiten:
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M :Q =3=M=Qp) = CMQ =C = D =
\/Ejnvariant unter G(M/Q)
= D e Fia(G(M/Q) = @

(i) [M:Q]=6=G(M/Q)=S; = G(M/Q) enthilt Transposi-
tion, etwa (23),
dh. o(D) = —D fir ein 0 € G(M/Q) = D =D ¢
Fiz(G(M/Q)) = Q wegen D # 0.

4.10. Satz

Es sei K eine endliche Erweiterung von IF, vom Grad n.

Dann ist K/IF, galoissch mit G(K/IF,) = (o),

wobei o der Frobenius-Automorphismus von K ist, (o) = n.

Ist L eine Erweiterung von K vom Grad m, so ist auch L/K ga-
loissch

mit Galoisgruppe G(L/K) = (1), wobei ¢ durch x — 27" gegeben
ist, §(¢) = m.

Beweis:

(i) Die Erweiterung K/IF, ist normal als Zerféallungskérper von
" — ¢
sie ist separabel, weil I',, vollkommen ist.
Die Abbildung o : K — K : x — P ist - wie frither gezeigt
- ein Monomorphismus, der wegen §K < oo surjektiv ist.
Da fiir x € IF), zudem 2P = z gilt, ist 0 € G(K/IF)).
Wir betrachten die zyklische Untergruppe (o) =: U von

G =G(K/TF),).
Es gilt: 0¥ : K — K : 2+ 2P, d.h. 0% = id;, erstmalig fiir
v =n.

Also ist U = n = §G und damit U = G.
(ii) L/K ist galoissch (vgl. (i)).
Wegen (4.3) gilt: §G(L/K) = m.
Als Untergruppe von G(L/IF,) ist G(L/K) zyklisch.
Die Gruppe wird erzeugt durch v : L — L : x s 2",

0

4.11. Definition

Es sei K ein Primkorper.

Jede Wurzel des Polynoms t" — 1 € K|[t] heiit n-te Einheitswurzel
iiber K.

Der Zerfallungskorper K, von t"™ —1 heifit n-ter Kreisteilungskorper
iiber K.

Im folgenden seien stets die Voraussetzungen von (4.11) gegeben.



4.13. HILFSSATZ 9

In K, zerfillt " — 1 in Linearfaktoren. Fiir die Nullstellenmenge
E, von t" — 1 in K, gilt dabei:

4.12. Satz

Es sei t" — 1 € K|[t], K Primkorper.

Im Zerfallungskorper K, von t" — 1 bezeichne E,, die Nullstellen-
menge von t" — 1 ({F, < n).

Dann gilt:

(i) E, ist zyklische Untergruppe von K*.

(ii) Fiir x(K) = p mit p|n gilt E, = E, .

(ili) Fur x(K) fn gilt §E£, = n.

(iv) Ym € IN gilt E,, C E,,,,, also K,, € K.

Beweis:

(i) Geméa$ (3.9), denn mit z,y € K, und 2" = y" = 1 folgt
(zy)" = (zy™ )" =1,
also F,, < K*.

(ii) Es sei n = pm; es folgt t" — 1 = (t™)P — 1 = (t™ — 1)P.

(iii) " — 1 besitzt n Nullstellen in K,,, die wegen ggT (" — 1, (t" —
1)) = ggT (t" — 1,nt" 1) = 1 alle verschieden sind. (Beachte:
n#0in K,).

(iv) 2" = 1= 2" = 1¥m € I\.

O

Wegen (ii) konnen wir im weiteren stets x(K) { n annehmen!

Dann gilt E, = < £ >, £, =n, also E, = {1,&,..., "1

Jedes erzeugende Element der zyklischen Gruppe FE, heifit dann
primitive n — te Einheitswurzel.

Ist B, =< & >, so gilt K,, = K[¢].

Wegen ord({™) = _nr gibt es genau ¢(n) primitive n — te
99T (m, n)

Einheitswurzeln.

Hierbei mifit die Eulersche Funktion ¢ die Anzahl der zu n teiler-
fremden Zahlen in {1,2,...,n}.

Es bezeichne F,, die Menge der primitiven n — ten Einheitswurzeln,
dann gilt F,, C E,, tF, = ¢(n).

4.13. Hilfssatz
(i) Fiir m #n,m,n € Nist 5, N F, = 0.

(i) B, = UFy.
dn
(iii) n = C%: o(d).
Beweis:

(i) Trivial.
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(ii) Klar ist zunéchst £, O U Fy.
dn

Die Vereinigung ist wegen (i) zudem disjunkt.
Ist andererseits £ € E,, so existiert ein minimaler Expo-
nent m € N mit €™ = 1 und m|n.
Hierfiir ist £ eine primitive m — te Einheitswurzel.
(iii) Folgt sofort aus (ii).

O

4.14. Definition

P, (t) == [] (t = &) € K,[t] heiit n-tes Kreisteilungspolynom iiber
§EFy,

K.

Bemerkungen:
Offensichtlich ist deg(®,) = ¢(n).
Ist ¢ irgendeine primitive n — te Einheitswurzel, so gilt ®,(t) =

I @=¢).

=1
ggT (i,n)=1

Damit folgt aus (4.13)(ii) unmittelbar " — 1 =[]y, @4(t) in K,[t].

4.15. Satz
Es ist ®,,(t) € K]t]; speziell fir K = Q gilt sogar ®,,(t) € Z[t].

Beweis:
Mittels Induktion nach n!

1,....n—1—mn:
Wegen
ror=Tlea0 st o) =@ -1/ (1@ K
d|n d|n

d<n

=g, (t)€K[t] bZW. Z[t]

nach Induktionsannahme.

Also existieren Polynome h,,(t), r,(t) aus K[t] bzw. Z[t] mit t" —
1= By (t)gn(t) + a(t)
und deg(r,) < n — p(n).
Da diese Zerlegung auch in K, (t) Giiltigkeit besitzt, folgt r,(t) = 0
und h,(t) = &, (1).
U
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4.16. Satz

Es gilt [K, : K] = ¢(n) fir K = Q; speziell ist @, (t) in Z[t]
irreduzibel, K,,/Q galoissch.

Beweis:

Offenbar ist [K, : K] < ¢(n), da ®,(t) in K, in Linearfaktoren
zerfallt und

K, = K(§) mit £ Nullstelle von ®,, ist. Wir zeigen also noch
K, : K] > ¢(n).

Dazu sei £ eine Nullstelle von @,,(¢) mit Minimalpolynom mg(t) €
K|t].

Hierfiir gilt me(t)|®,(t), d.h. es existiert h(t) € Kt] (nominiert!)
mit ®,, = meh. Nach Gaufl besteht diese Faktorisierung sogar in ZZ[t].

Wir zeigen: Ist nun « Nullstelle von mg, so auch 27 fiir alle Primzahlen
p, die n nicht teilen.

Daraus folgt dann sofort, dafl jede primitive n — te Einheitswurzel
Nullstelle von my ist, also me(t) = ®,,(¢) gilt.

Annahme: 2” ist keine Nullstelle von m¢. Dies bedeutet wegen
®,,(2P) = 0 jedoch h(zP) =0,

d.h. z Nullstelle von h(t?) bzw. me(t)|h(t?) oder h(t?) = m¢(t)g(t)
in Z[t].

Also folgt wegen h(t?) = h(t)? mod pZL[t] auch h(t)? = me(t)g(t)
mod pZL[t],

d.h. in TF,[t] gilt: ggT (h,me) # 1,

was dann bedingt, dafl " — 1 mehrfache Nullstellen in IF, [t] besitzt.

Dies ist jedoch ein Widerspruch zu p [ n.

O

Schreibt man die Mobiusche Umkehrformel multiplikativ, so erhalt
man:

VneN: f(n)=]]g(d) <= VnelN:gn) =[] f(@)»"?.
din din
Wir wenden dies auf f(n) =t" — 1, g(d) = ®4(t) an und erhalten
(1)

D, (t) = [J(t* — 1)r/D,
dn

Hiermit lasst sich ®,,(¢) leicht berechnen. Wir erhalten fiir n = 12:

(? ~ )~ )
(t*—1)(t5 = 1)

Dio(t) = =t +1.
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Beispiel:

Uber IF; gilt:

Ppt) =t -2 +1 = -2t - 1) +2t—-1) =t -6t —-&)-
(t=&Nt—¢)

(4.16) wird falsch!

Bemerkung:
Uber IF, mit p fn ist [K,, : K| = min{m € IN|p"™ — 1 = 0 mod n}.

4.17. Satz
Firn € N ist G(K,,/Q) = U(Z/nZ).

Beweis:

Es seien ¢ eine (feste) primitive n — te Einheitswurzel,

K,=Q(),und h € Nmit 1 <h <n, ggT (h,n) = 1.

Dann sind ¢ und ¢"* beide Nullstellen des irreduziblen Polynoms
P, (t) € Z[t],

welches in K, [t] in Linearfaktoren zerfallt, und es gilt K,(§) =
K, (&M).

Wir definieren ¢ : U(Z/nZL) — G(K,/®Q) : h+ nZ — oy,

wobei oy, : K,, — K,, mittels & — &" gegeben ist.

Offensichtlich ist oy, ein Element aus G(K,,/Q), vgl. (3.17).

¢ ist wohldefiniert wegen £" = 1, injektiv (und damit surjektiv).

Zur Homomorphie: ¢(hk +nZ) = op, = onor = @(h+nZ)e(k +
n).

O

4.18. Korollar

Der n-te Kreiskorper K, ist abelsch tiber Q.
Alle Zwischenkorper F' mit Q C F' C K, sind iiber @ galoissch.

Konstruktion mit Zirkel und Lineal

Gegeben sei eine zweidimensionale affine Ebene mit kartesischem
Koordinatensystem sowie dem Punkt (1,0) auf der x-Achse.

Konstruktionsregeln

(i) Durch zwei gegebene Punkte 148t sich (eindeutig) eine Gerade
zeichnen.

(ii) Um einen gegebenen Punkt 148t sich (eindeutig) ein Kreis ze-
ichnen, dessen Radius gleich dem Abstand zweier gegebener
Punkte ist.

(iii) Neue Punkte entstehen als Schnittpunkte von zwei Geraden,
zwei Kreisen oder einer Geraden mit einem Kreis.
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Konstruierbar sind dann (in endlich vielen Schritten!!!):

I. Alle Punkte (x,0) mit z € @, (0,y) mit y € Q, (z,y) € Q>

(Eine Strecke 148t sich in n gleiche Stiicke teilen, da man zu einer
Geraden und einem Punkt P auflerhalb eine Parallele durch P kon-
struieren kann).

II. Zu z € Q 148t sich /= (als (/z,0)) konstruieren.

VT

i

1 T

Betrachte die Menge L der konstruierbaren reellen Zahlen x.

III. Mit u,v ist u + v konstruierbar, sowie uv, 4 (v#0).
v

b u/v
1
1
0
a ab v

Also gilt: @ C L C IR, L Korper.

Es seien nun die bisher konstruierten Punkte im Koérper K O @
enthalten.

(i) Schneide die Geraden durch (x1,y1) # (x9,y2) bzw. (uq,v1) #

(’LLQ,'U2>:
y—y - L

1 — (yQ yl) =17, Yy 1 = 2 ! =T, T # T2,
r—x1 (T2 —71) o et

T1ry — Y1 — uire + U1
Y =1mx—x1r1 + Y1 = rer—uiretvy, T = . . ) (ifay) € K.
N———— 1 — 1'2

S1
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(ii) Schneide Gerade durch (z1,y1) # (22, y2) mit Kreis um (u,v)
vom Radius 7 : y = rx + s, (r —u)? + (y —v)? =1r?
= x geniigt quadratischer Gleichung,
eine Losung liegt in Erweiterung K von K vom Grad <
2 (K /K galoissch).
(iii) Schneide Kreis um (uq,v1) vom Radius r1, mit dem um (uz, v)
vom Radius rs.

(r—u)?+ (y—v)=m2 (z—u)?+ (y —12)? =12
(2 —u2)® = (x — w1)? = 2w + 6 (0 = up — wy),

(y—v2)* = (y—w)* =201y +79° (y = v2 — v1),

792 = 12 — 2upx — 21y + Y2 + 6% usw.

= x geniigt quadratischer Gleichung, fahre fort wie in (ii).

4.19. Satz

x € IR ist genau dann konstruierbar, wenn es einen endlichen
Korperturm

Q=KyCK/ CKyC...CK, CRmituze K, gibt,

wo stets Kz = Kz—l(\/E) mit ﬁz € Ki—la ﬁl > O, \/E ¢ Ki—l (1 S

i <n) gilt.

x konstruierbar = x liegt in solchem K.

Jede Zahl aus K, ist konstruierbar: x € K,, = x = a + b\/3, mit
a, b7 ﬁn € Kn—h

dann wende Induktion iiber n an und beachte Konstruktionsregeln
IT und III.

O

4.20. Korollar

(i) € IR konstruierbar = z liegt in Korper K mit @ C K C R
und [K : Q] = 2" (n € Z=").
(ii) Transzendente Zahlen aus IR sind nicht konstruierbar.
(iii) € IR algebraisch iiber @ mit [Q(z) : @] = n und n keine
Potenz von 2 ist nicht konstruierbar.
Anwendungen:

(i) Delisches Problem: Verdoppelung eines Wiirfels gegebener
Kantenlange x.
Die zu konstruierende Kantenlinge ist v/2z. Dies ist genau
dann méglich, falls /2 konstruierbar ist.
Wegen [Q(+/2) : @] = 3 ist dies iiber @ unmdoglich.
Dagegen ist t> — 2 reduzibel in Q(v/2), /2 ist konstruier-
bar.
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(ii) Quadratur des Kreises: mr? = z%. Dies geht nur, falls /7

konstruierbar ist.
Da 7 bzw. /7 transzendent sind, ist dies unméglich.
(iii) Winkeldreiteilung : Winkel a konstruierbar < cos a, sin «
konstruierbar!
cos 3z + isin3x = ¥ = (e2™%)3 = (cosx + isinx)’ =
cos’r — 3coswsin®y + i(3cos’zsinz — sin®x)
impliziert (mit sin®z = 1 — cos®z) :
cos3r = 4cos® z — 3cos z.
Also ist der Winkel 3z “drittelbar” < 4¢3 — 3t — cos 3z in
K = Q(cos3x)
reduzibel und K/Q konstruierbar. Dies ist jedoch i.a. falsch!

r=20":4t2 -3t -3 =0 & (20)* - 3(2t) —1=0.
Jedoch ist u® — 3u — 1 irreduzibel.
r=15" 4 ~ 3t - L2 =0 & u*—3u—+2=0.
Dies ist reduzibel in Q(v/2), = ist konstruierbar.
(iv) Regulire n — Ecke : Konstruierbar < deg(®,,) = ¢(n) Potenz
von 2.

(Fir “ <" beachte, daf die Galoisgruppe eines Kreiskorpers
abelsch ist.)
mi

Fiir n = 2™op™ ... p" (p; paarweise verschiedene unger-
erade Primzahlen)

ist ®(n) = 2merOme=Dpi = (p, — 1) .pPr =t (p, — 1),

Dies ist genau dann eine Potenz von 2, falls my = ... =
m, =1 und p; : = 2% + 1(k; € IN) ist. D.h. die p; sind sog.
Fermatsche Primzahlen.

(Beachte : k; = 2% denn fiir k; = ©yy;, ; ungerade, ist 2% + 1
durch 2% + 1 teilbar).

L0123 | 4

pi|3]5]17 25765537

(Fiir [5 = 5 ist ps keine Primzahl.)

Das regulare n-Eck ist genau dann konstruierbar, falls n =
2™M0pq ... p, mit paarweise verschiedenen Fermatschen Primzahlen
p; ist (mg € Z=Y).

Beispiel: n = 17.

Zyklische Erweiterungen

4.21. Satz

Es sei K ein Kérper, n € IN mit x(K) [ n, K enthalte eine
primitive n — te Einheitswurzel (.

(i) Ist @ Nullstelle von " — a € K]Jt], so ist K(«) zyklisch {iber
K.



16 4. GALOISTHEORIE

(i) Ist L/K zyklisch vom Grad n, so ist L Zerfallungskorper eines
Polynoms t" — a € K[t].

Beweis:
(i) Ist a Nullstelle von " — a und ( eine primitive n — te Ein-
heitswurzel,
n—1 .
sogilt t" —a= ] (t — aC") in K(a)t].
=0
K () ist also Zerfallungskorper eines separablen Polynoms
iber K.

Wir zeigen im Anschlufl an diesen Beweis, daff dann K («) /K
separabel ist.

Also ist K(«)/K galoissch.

Gemés (...Nr.?) enthdlt G(K(«)/K) Automorphismen o;
gegeben durch o — a(?

(fiir ¢’ Nullstelle von m(t)).

Analog zum Beweis von (...Nr.?) erhdlt man einen Grup-
penepimorphismus

(LI, +) — G(K(a)/K) : k4 nZ — oy,

also ist G(K(«a)/K) isomorph zu einer Faktorgruppe von
(Z/n7L,+), also zyklisch.
(ii) GemasB (...Nr.?) sind die Automorphismen o; : = ¢° (0 <
i<n)firG(L/K)=<o0>
linear unabhéangig.
Mit ¢ € K bilden wir p: =09+ (o1 + ... + (" lo,_1.
Hierzu exististiert dann v € L mit 0 #  : = pu(y) =

jg C'oi(7)-
Also gilt auch 0 # o(3) = é(i_lai(v) = ("tu(y), sowie
o(f") = p", )

und damit a: = " € K = F(G(L/K)) = F(< 0 >).

Folglich ist § € L Nullstelle von t" — a € K[t].

Mit 3 sind auch o7/(3) = B¢ (0 < i < n) Nullstellen
von mg(t) € K[t],

diese sind jedoch paarweise verschieden, also folgt deg(mg) >

n.

Wegen mg(t)|(t" — a) folgt hier Gleichheit

und wegen G(L/K) =n = [L : K] = [K(f) : K] dann
auch L = K([3).

O

Auflosung algebraischer Gleichungen durch Radikale

Im folgenden sei K ein Korper der Charkteristik 0.
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4.22. Definition

Eine Korpererweiterung L/K heifit Radikalerweiterung,

wenn es einen Korperturm K = Ky C Ky C ... C K,, = L gibt,

bei dem K; aus K;_; durch Adjunktion einer Wurzel von t" — a; €
K;_1[t] entsteht.

Eine Gleichung f(z) = 0 mit f(¢) € K|[t] heiBt durch Radikale auflésbar,

falls es eine Radikalerweiterung L/ K gibt, die einen Zerfallungskorper
von f als Teilkorper enthalt.

4.23. Satz

Zu jeder Radikalerweiterung L/ K existiert eine Radikalerweiterung
M/K mit M D L,
M/K galoissch.

Beweis:

Mittels Induktion nach r = [L : KJ.

r=1.

Es ist L = K, also nichts zu zeigen.

Sei also 7 > 1 und L/K Radikalerweiterung mit Korperturm K =
KocK CKyC...CK,,=L.

1. Fall: m =1.

Dann ist L = K(«) mit o" =a € K.

Ist dann ¢ eine primitive n —te Einheitswurzel, so setze M = L(() :

K C L C M ist ebenfalls Radikalerweiterung.

Hierin ist nun M als Zerfallungskorper von (1" —a)(t" — 1) galoissch
iiber K.

2. Fall: m > 2.

Dann ist K,,_; Radikalerweiterung von K mit [K,,—1 : K] = [L :
K| /[L:Knal <[L:K]=r.

Nach Induktionsvoraussetzung exisitiert eine galoissche Radikaler-
weiterung N tiber /K,

die K,,_1 umfafit.

Wegen (...Nr.?) ist N Zerfallungskorper eines Polynoms g € Kt].

Nach Voraussetzung gilt L = K,,,_1(7) mit 4" € K,,_1.

Hiermit bilden wir das Polynom f(t) : = [Ieqn/r) (" —o(7")) =
S ait" in N[t].

Nach Konstruktion ist f invariant unter allen o € G(N/K),

d.h. o(a;) = a; Vi, also a; € F(G(N/K)) = K.

Es sei M der Zerfallungskoérper von f iiber N.

Nach Konstruktion von f ist M Radikalerweiterung von N, also
auch von K.

Wegen f(v) =0 gilt v € M, also L C M.

Es bleibt zu zeigen, dafl M /K galoissch ist.
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Offenbar ist M Zerfallungskorper von gf iiber K (beachte f €
K1),
also ist M /K normal (...Nr.?) und separabel (x(K) = 0).
O

4.24. Definition

Eine endliche Gruppe G heifit aufliésbar,

falls eine Kette von Untergruppen G = Gog D Gy D Gy D ... C
G, = 1 existiert,

so daB G411 < G; gilt und G; /Gy abelsch ist (0 <7 < n).

4.25. Hilfssatz

(i) Jede endliche abelsche Gruppe ist auflosbar mit zyklischen
Faktorgruppen.
(ii) Eine endliche Gruppe ist genau dann auflésbar,
falls eine Untergruppenkette G =Gy D G; D ... D G, =1
mit Gi+1 < Gz und Gi/Gi+1 ZykhSCh existiert.

Beweis:

(i) Induktion iber m = (G : 1). m = 1 ist trivial.
Sei also m > 1.
Ist G selbst zyklisch, so ist nichts zu zeigen.
Andernfalls sei H =< x > zyklische Untergruppe von GG
mit z # 1.
Nach Induktionsvoraussetzung ist dann G/ H auflosbar mit
zyklischen Faktorgruppen,
d.h. es exististieren Untergruppen G;/H 0 <i <
r, Go=G, G.=H)
mit GZ/H /GH-I/H = Gi/Gi+1 ZykliSCh.
Dann leistet G = Gy DG D ... D0 G_1 DG, =H D1
das Gewtinschte.
(ii) <= klar nach Definition;
= gemaB (i).

4.26. Hilfssatz

Es sei G eine endliche Gruppe mit Untergruppe H.

(i) Ist G auflosbar, so auch H und im Fall H <G ist auch G/H
auflosbar.

(ii) Ist H Normalteiler und sind H sowie G/H auflosbar, dann ist
auch G auflosbar.

Beweis:
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(1) Es sei G = Go D) G1 D Gn = 1 mit G/L'Jrl <]Gi,Gi/Gi+1

abelsch.
Hi 1< H;:

Fir x € H; gilt: aH; o' C2Gr ' NaeHe™ ' = G N
H = Hi+l-

Ferner ist Hi/Hi—H = Hl/Hl N Gi—i—l = HiGi+1/Gi+1 <
Gi/Gi11, also abelsch.

Gilt auBerdem H < G,

so bilde mittels G; : = G;H < G (0 < i < n) Kette
Go/HDG/HC...CG,/H=T.

Betrachte Abbildung ¢ : G; — Gi/Git1: gih — g:Git1.

¢ Homomorphismus:

o(gih)¢(gih) = (9:Gi+1)(G:Giv1) = 6:iGi Giv1 = ¢(gigik) =
¢(gihgih),

da k € H bel..

¢ surjektiv klar, Ker¢ = {gh € Gi | g € Gy} =
GiH =G B o

Also gllt Gi+1 < Gz und Gi/Gi-l—l = Gi/Gi+17 also abelsch.

Wende nun (... Nr.?) an: (G;/H)/(Giy1/H) = Gi/Gisr.

(ii) H auflosbar:

H=HyD>H;  D...OH,=1und H;/H;;; abelsch.

G/H auflosbar:

Existiert Untergruppe Go = G D G, D ... D Gy, = H von

(1.21)
G mit (GZ/H)/(GZJrl/H) = Gi/Gi+1 abelsch.
AlSOiStG:GoDGlD...DGSIH:HQDHlD
...D H,=1,dh. G auflosbar.

O

4.27. Satz

Es sei f € K[t] mit deg(f) > 1.

Dann ist f(x) = 0 genau dann durch Radikale auflésbar, wenn fiir
einen Zerfallungskérper L von f iiber K die Galoisgruppe G(L/K)
(Galoisgruppe von f) auflosbar ist.

Beweis:

(i) Essei L Zerfallungskorper von f € K[t] und G(L/K) auflosbar.

Wir setzen n = [L : K.

Zunéchst nehmen wir an, daf§ K eine primitive n — te Ein-
heitswurzel ¢ enthélt.

Zu G = G(L/K) gehore die Kette G =Gy D Gy D ... D
G, =1 mit G;/G;41 zyklisch (vgl.(3.15)(ii)).

Ferner sei F; = F(G;) (G; : = G(L/F;)) mit Fy = K C
FLCc...CF.=L.
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Fir n; = [F; : F;_4] gilt n; | n, also enthélt F; — 1 eine
primitive n; — te Einheitswurzel.

Wegen G; < G;_q ist F;/F;_; galoissch (vgl. (3...Nr.?7)):

die betreffende Galoisgruppe ist isomorph zu G;_1/G;, also
zyklisch.

Nunmehr wenden wir (3.11) (ii) an und erhalten F; =
Fz’—l(ai),

a; Wurzel eines Polynoms t" — 3; € F;_]t].

Also ist L/ K Radikalerweiterung fiir f.

Enthalt K dagegen keine primitive n — te Einheitswurzel,

so bilden wir den Zerfallungskérper M von t" — 1 € L]t],

der dann eine primitive n — te Einheitswurzel ¢ enthalt.

Damit setze K3 = K({) und L; = K; L.

Dann ist L; Zerfallungskorper von f iiber Ky und G(L,/K;)
ist isomorph zu einer Untergruppe von G = G(L/K) nach (...
Nr.?7).

Nach (3.16) (i) ist G(L,/K;) auflosbar.

Fir m = [Ly : K] gilt m|n,

also enthalt K7 auch eine primitive m — te Einheitswurzel
€.

Wie im ersten Teil des Beweises gezeigt,

existiert ein Korperturm Ky = Fy C Fy C ... C F, = Ly,
also L,/K; Radikalerweiterung.

Wegen K; = K(() ist auch L;/K Radikalerweiterung mit
Ll 2 L7

d.h.f(x) ist durch Radikale auflosbar.

(ii) Sei umgekehrt f(z) durch Radikale auflosbar.

Nach (3.13) exististiert ein Korperturm K = Ky C K; C
..CK,=:M,

M /K Radikalerweiterung,

M enthalt Zerfallungskorper L von f tiber K,

M/K galoissch.

Fir ¢ = 1,...,r ist dabei K; = K;_1(o;), o; Wurzel von
t"i — ;€ K;_1[t].

Setzen=mny ... -n,

und bestimme primitive n — te Einheitswurzel ¢ in Er-
weiterung von M

(Zerfallungskorper von t" — 1 € M|[t]).

Firi=1,...,r setze F; = K;(().

Dann ist K(¢) =: F, C Fy C ... C F, eine normale
Radikalerweiterung von K (().

Hierbei ist jeweils F; = F;_1(o;) = K;_1(ay, (),

und F;_; enthalt eine primitive n;-te Einheitswurzel.

Nach (3.11) (i) ist F; demnach tiber F;_; zyklisch.
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..DH, =1

und dabei H;/H; 1 = G(F,./F;)/G(F,./Fy1) = G(Fi1/F)
zyklisch.

Also ist G(F,/Fy) auflosbar.

Wegen F, = K, K((¢) = K, Fj erhalten wir mittles (... Nr.?)

G(F,/F) = G(K,/K,NFy) =: G, so daB auch G auflssbar
ist.

Schliefllich ist Fy/K abelsch (... Nr.?),

also K, N Fy/K abelsch und insbesondere G(K, N Fy/K)
auflosbar.

K,NF,/K galoissch impliziert G(K,/K,NFy)<G(K,/K);

die Faktorgruppe ist dabei isomorph zu G(K,NF,/K), also
abelsch.

Damit ist dann auch G(K,/K) auflosbar nach (3.16) (ii)

= G(L/K) auflésbar nach (3.16) (i).

O
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