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9. Übung Algebra I
(Maximale Ideale, Lokale Ringe)

1. Aufgabe
Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Es seiR ein Ring mit1 ohne Nullteiler. Dann istR kommutativ, falls jeder Teilring vonR ein
Ideal inR ist.

(b) Es seiI ein echtes Ideal in einem RingR. I ist genau dann ein maximales Ideal, falls für jedes
IdealJ vonR entwederJ ⊆ I oderI + J = R gilt.

(c) Es seiR ein nicht-trivialer kommutativer Ring ohne Nullteiler, indem jeder echte Unterring
endlich viele Elemente hat. Dann istR ein Körper.

(d) Ein IdealI 6= {0} in einem kommutativen RingR mit 1 heißt einminimales Ideal, falls es
kein IdealJ gibt mit {0} 6= J ⊂ I gibt. Für ein minimales IdealI gilt entwederI2 = {0} oder
I = eR, wobeie ∈ R eine Idempotente ist.

(8 Punkte)

2. Aufgabe
Es seiI ein Ideal in einem kommutativen RingR mit 1.

(a) Zeigen Sie, dassI =
√

I gilt, falls I ein maximales Ideal ist.

(b) Zeigen Sie, dass für jedes Produktxy ∈ I und y 6∈
√

I das Elementx ∈ I ist, falls
√

I ein
maximales Ideal ist.

(4 Punkte)

3. Aufgabe
Man definiertJacobson Radikalin einem RingR mit 1 durch

rad(R) = ∩{M | M ist ein maximales Ideal}.

Es seib ∈ R. Beweisen Sie, dassb ∈ rad(R) genau dann gilt, falls f̈ur allea ∈ R, 1− ab eine Einheit
in R ist.

(3 Punkte)
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4. Aufgabe
Es seienK ein Körper undϕ : K → R eine Abbildung mit folgenden Eigenschaften:

• Es gelten f̈ur allea ∈ K, ϕ(a) ≥ 0 undϕ(a) = 0 ⇔ a = 0.

• Es gilt für allea, b ∈ K, ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b).

• Es gilt für allea, b ∈ K, ϕ(a + b) ≤ max(ϕ(a), ϕ(b)).

(a) Zeigen Sie, dassO = {a ∈ K | ϕ(a) ≤ 1} ein nullteilerfreier kommutativer Ring mit1 ist.

(b) Zeigen Sie, dassO ein lokaler Ring ist.

(c) Bestimmen Sie das maximale Ideal vonO.

(5 Punkte)
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