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(Zyklische Gruppen, Normalteiler, Faktorgruppen, Homomegsitze)

1. Aufgabe
Es seiG eine Gruppe. Beweisen oder widerlegen Sie die folgendesagen:
e Essei(G : 1) = 40. Dann existiert eine Untergrupgé von G mit 12 Elementen.
¢ Jede echte Untergruppe véhmit (G : 1) = p? ist zyklisch, fallsp eine Primzahl ist.

e G ist nicht zyklisch, falls es keinen Homomorphismius nachG gibt.

(3 Punkte)
2. Aufgabe
(a) Zeigen Sie, dass jedes Element der Gruppg endliche Ordnung besitzt.
(b) Zeigen Sie, dassif jedesn € N unda € Q/Z die Abbildung
¢:Q/Z — QJ/Z : a v na,
ein Epimorphismus mit Kerpp = Z/nZ ist.
(4 Punkte)

3. Aufgabe

(a) Es seierts eine Gruppe und” eine Teilmenge vor:. DerNormalisator N (V') von der Menge
V ist definiert durch
N(V):={geGlgV =Vg}.

Zeigen Sie, das8/ (V') eine Untergruppe vo& ist.

(b) Es seiV eine Untergruppe votr. Zeigen Sie, dasg genau dann ein Normalteiler var ist,
falls N(V) = G qilt.

(c) Zeigen Sie, dask ein Normalteiler vonV (V') ist, fallsV' eine Untergruppe vo& ist.



(d) Es seierz eine Gruppe und’ eine Untergruppe votr. Zeigen Sie, dass
NU)/C(U)=T

gilt, wobei N (U) Normalisator vor/, C(U) = {a € Glaua™! = ufuralleu € U} und T
eine Untergruppe von A(lt) sind.

(e) Zeigen Sie, das¥Z /567 = 7./ 7Z qilt.

(8 Punkte)
4. Aufgabe

Es seierG undG’ Gruppen und) : G — G’ ein Epimorphismus mit Kerpp = N. Ferner seien
L:={H|H <GmitN C H}undL' := {H'|H' < G'}.
(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung
fiL— L' H— ¢(H)

die Abbildung
g:L' — L, H v+ ¢~ (H)

als Umkehrabbildung besitzt, wobgi! = {g € G|¢(g) € H'} ist.

(b) Zeigen Sie, dass eine Untergrugperon G genau dann ein Normalteiler vanist, falls (1)
ein Normalteiler vorG’ ist.

(c) Esseien nuy =< g >undG =< ¢’ > mitg € Gundg’' € G'. Ferner seien ofg) = 12,
ord(¢") = 6 und der Gruppenhomomorphismus

¢:G— G g —g"

gegeben. Wie sehen die Mengemund L’ aus?

(5 Punkte)
5. Aufgabe
Es seiG =< g > eine zyklische Gruppe mit ofd) = n € N, d. h. jedes Element € G lasst sich
durcha = ¢/ mit j € {0,1,--- ,n — 1} eindeutig darstellen. Die Exponeritrfein Element ¢ G

mit a = ¢’ nennen wir derdiskreten Logarithmus von a zur Basisg. Wir wollen zu gegebenem
Elements € GG den diskreten Logarithmugszur fest gevithlten Basig berechnen.

Auf der VL-Seite ist eine KASH-DatdbiskretLog.k vorgegeben. Dort finden Sie eine Grugpenit
ihrem Erzeugey, eine Funktion 'VerknuepfeElemente’, welche beliebiger&énte vorGG verknipft
und eine Funktion 'ghochn’, welche die Potejizberechnet.

(&) Implementieren Sie zuerst einen einfachen Algorithrdasdurch Ausprobieren den diskreten
Logarithmus eines gegebenen Elements G berechnet.



(b) Essein = ¢’ mitj € {0,1,--- ,n—1}und0 <1 <n —1gegeben. Mitj =t -1+,
t,r € Zmitl >r >0, kannman nug’ = ¢+ = q schreiben. Es gilt dangt’ = a-¢g~". Der
diskrete Logarithmus von zur Basisg kann dadurch berechnet werden, in dem man versucht
beiden Ausdhcken(gl)’“ unda-¢g*mit0 < k-l <nund0 < s < leineUbereinstimmung Zu
finden. Dabei soll natiirlich geschickt ge@hlt werden. Diesen Algorithmus nennt mRaby-
Step-Giant-Step Implementieren Sie diesen Algorithmus, welcher als Biegaing € G der
zyklischen Gruppé&r unda € G bekommt und als Ausgabe den diskreten Logarithmusavon
zur Basisg in G berechnet.

(c) Was hsst sichiber den Aufwand der Ausprobier-Methode und der Baby-&smt-Step Me-
thode sagen?

(6 Punkte)
Hinweis 1: KANT/KASH ist frei erhaltlich unter

www.math.tu-berlin.detkant/download.html.

Sie kdnnen nairlich auch KANT/KASH zuhause installieren. Eine kurze figimung in KASH fin-
den Sie auch unter der VL-Seite.

Hinweis 2: Sie kdnnen die 5. Aufgabe bis 15.05.2008 abgeben.



