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2. Übung Algebra I
(Untergruppen, Satz von Lagrange)

1. Aufgabe
Es seien(X, ◦) und(Y, ∗) Gruppen mit jeweils bin̈aren inneren Verkn̈upfungen◦ und∗ sowie Eins-
elementen1X bzw. 1Y . Ferner seienU eine Untergruppe vonX und V eine Untergruppe vonY .
Gegeben sei ein Homorphismus

f : X −→ Y, mit f(x1 ◦ x2) = f(x1) ∗ f(x2) für allex1, x2 ∈ X.

Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Es giltf(x)−1 = f(x−1) für allex ∈ X.

(b) Es giltf(1X) = 1Y .

(c) Das Bildf(U) := {f(u) ∈ Y |u ∈ U} bildet eine Untergruppe vonY .

(d) Das Urbildf(V )−1 := {x ∈ X|f(x) = v für einv ∈ V } bildet eine Untergruppe vonX.

(4 Punkte)

2. Aufgabe
Es sei die folgende Abbildung gegeben:

φ : Z −→ Z/nZ, a 7→ [a] := a + nZ.

Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Die Operationen[a] ⊕ [b] := [a + b] und [a] ⊙ [b] = [ab] sind wohldefiniert, d. h. unabghängig
der Repr̈asentanten der̈Aquivalenzklassse.

(b) Die Abbildungφ ist ein Epimorphismus zwischen(Z, +) und (Z/nZ,⊕). Für den Kern gilt
kerφ = nZ.

(c) Es seiena, b ∈ Z. Dann gilt

ggT(a, b) = 1 ⇔ es existierenu, v ∈ Z mit ua + vb = 1.

(d) (Z/nZ,⊙) ist ein Monoid mit Einselement[1]. Es seia ∈ Z. Dann gilt

ggT(a, n) = 1 ⇔ es existiert einb ∈ Z mit [a] ⊙ [b] = [1].
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(e) Gibt es geeigneten ∈ N
>0 so dass((Z/nZ)\{[0]},⊙) eine Gruppe bildet?

(f) Sein ∈ N. Berechnen Sie den Index und die Nebenklassen vonnZ in Z.

(7 Punkte)

3. Aufgabe

(a) Es seienU und V Untergruppen einer GruppeG. Zeigen Sie, dassU ∪ V genau dann eine
Untergruppe vonG ist, fallsU ⊆ V oderV ⊆ U gilt.

(b) Es seienU undV echte Untergruppen einer GruppeG. Dann giltU ∪ V 6= G.

(c) Es seienI eine Indexmenge und{Ui}i∈I eine Familie von Untergruppen einer GruppeG. Ferner
existiert eink ∈ I für allei, j ∈ I mit Ui, Uj ⊆ Uk. Dann bildet∪i∈IUi eine Untergruppe von
G.

(4 Punkte)

4. Aufgabe
Es seienSn die symmetrische Gruppe undπ = (1, 2, · · · , n) einn−Zykel. Beweisen oder widerlegen
Sie die folgenden Behauptungen:

(a) Sn =< τ, π > für eine beliebige Transpositionτ . (Anleitung: Betrachten SieS4.)

(b) Sn =< (1, 2), π > .

(5 Punkte)
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