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2. Ubung Algebra |

(Untergruppen, Satz von Lagrange)

1. Aufgabe

Es seien X, o) und (Y, x) Gruppen mit jeweils biaren inneren Verkipfungeno und « sowie Eins-
elementenl x bzw. 1y-. Ferner seier/ eine Untergruppe voX und V' eine Untergruppe VoiY'.
Gegeben sei ein Homorphismus

f: X —Y, mit f(x10x2) = f(z1) * f(xe) fUr allez;, z2 € X.
Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
(@) Esqiltf(z)~! = f(z7!) furallex € X.
(b) Esqiltf(lx)=1y.
(c) Das Bildf(U) := {f(u) € Y|u € U} bildet eine Untergruppe voxi.
(d) Das Urbildf(V)~! := {z € X|f(x) = v fur einv € V} bildet eine Untergruppe vox .

(4 Punkte)

2. Aufgabe
Es sei die folgende Abbildung gegeben:

¢:7 — ZL/nZ,a v [a] :=a+ nZ.
Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Die Operationefu] & [b] := [a + b] und|a] © [b] = [ab] sind wohldefiniert, d. h. unabghgig
der Repésentanten dekquivalenzklassse.

(b) Die Abbildung¢ ist ein Epimorphismus zwischeiZ, +) und (Z/nZ,®). Fur den Kern gilt
ker¢ = nZ.

(c) Esseiem,b € Z. Dann gilt

g9T(a,b) = 1 & es existieren, v € Z mit ua + vb = 1.

(d) (Z/nZ,®) ist ein Monoid mit Einselemerjl]. Es seix € Z. Dann gilt

gg9T(a,n) = 1 < es existiert eirb € Z mit [a] © [b] = [1].



(e) Gibtes geeignete ¢ N>V so dasg(Z/nZ)\{[0]}, ®) eine Gruppe bildet?

() Sein € N. Berechnen Sie den Index und die Nebenklassenybm Z.

(7 Punkte)
3. Aufgabe

(a) Es seier/ und V' Untergruppen einer Grupp&. Zeigen Sie, das& U V' genau dann eine
Untergruppe vort7 ist, fallsU C V oderV C U qilt.

(b) Es seier/ undV echte Untergruppen einer Grup@e Dann giltU UV # G.

(c) Esseied eine Indexmenge unflU; };<; eine Familie von Untergruppen einer Grugpe~erner
existiert eink € I fur alled, j € I mit U;, U; C Uy. Dann bildetU;c;U; eine Untergruppe von

G.
(4 Punkte)
4. Aufgabe
Es seier§,, die symmetrische Gruppe und= (1,2, --- ,n) einn—Zykel. Beweisen oder widerlegen
Sie die folgenden Behauptungen:
(@) S, =< 7, > fur eine beliebige Transpositian (Anleitung: Betrachten Si8;.)
(b) S, =< (1,2),7 > .
(5 Punkte)



