TECHNISCHE UNIVERSITÄT BERLIN SS 2008

Fakultät II – Institut für Mathematik Dozent: Prof. Dr. Michael Pohst Assistent: Osmanbey Uzunkol Abgabe: 24.04.2008

www.math.tu-berlin.de/∼kant/algebra1-ss2008 in der Übung

1. Übung Algebra I

(Grundbegriffe, Gruppen)

1. Aufgabe

(a) Weche der folgenden inneren Verknüpfungen sind assoziativ?

• (R, ⋆), wobei x ⋆ y = |x + y| für alle x, y ∈ R ist. • (Z, ∗), wobei x ∗ y = (x + y) − x · y für alle x, y ∈ Z ist. • (N, ∘), wobei x ∘ y = KgV(x, y) für alle x, y ∈ N ist. • (N, •), wobei x • y = y^x für alle x, y ∈ N ist.

(b) Welche Verknüpfungen vom Teil (a) sind kommutativ? (c) Welche algberaischen Strukturen vom Teil (a) besitzen ein Einselement? (5 Punkte)

2. Aufgabe

(a) Es seien (G, ·) eine Gruppe und x, a, b ∈ G. Ferner seien c = x · a · x^{−1} und d = x · b · x^{−1}.

Zeigen Sie, dass a · b = b · a genau dann gilt, falls c · d = d · c ist.

(b) Es sei (H, ⋆) eine Gruppe mit x, y ∈ H. Zeigen Sie, dass y^5 = 1_H gilt, falls x^2 = 1_H und x^{−1} ⋆ y^2 ⋆ x = y^3 sind. (4 Punkte)

3. Aufgabe

(a) Es sei G = Q\{−1}. Zeigen Sie, dass (G, ∘) eine Gruppe ist, wobei a ∘ b = a + b + ab für alle a, b ∈ G ist.

(b) Lösen Sie die Gleichung 4 ∘ a ∘ 2 = 11 für die Gruppe (G, ∘) vom Teil (a). (3 Punkte)

4. Aufgabe

(a) Es sei (G, ·) eine endliche Gruppe gerader Ordnung. Zeigen Sie, dass mindestens ein Element 1_G ≠ a ∈ G mit a^2 = 1_G existiert. Welche Aussage kann man über die Anzahl der Elemente der Menge {x ∈ G|x^2 = 1_G} treffen?

(b) Beweisen Sie, dass jede Gruppe mit weniger als 6 Elementen kommutativ ist. Ist jede Gruppe mit 6 Elementen auch kommutativ?

(c) Es sei (H, ∗) eine Gruppe, zu der es ein k ∈ N gibt, so dass ab^{k+i} = a^{k+i} ∗ b^{k+i} für 0 ≤ i ≤ 2 und alle a, b ∈ H gilt.

Zeigen Sie, dass (H, ∗) eine kommutative Gruppe ist. (8 Punkte)