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CHAPTER 2
Ringe

1. Definition

Eine nicht leere Menge R mit zwei inneren Verkniipfungen + (Ad-
dition), - (Multiplikation) heifit Ring (R, +, ), falls folgende drei Be-
dingungen erfiillt sind.

(1) (R,+) ist abelsche Gruppe;
(2) (R,-) ist eine Halbgruppe;
(3) es gelten die Distributivgesetze:

-(y+z) = (@-y)+y-2),
(x+y)-z = (v-2)+(@y-2) Va,y,z€R.

Uberdies heiBt R kommutativ, falls z -y = y -z Va, y € R gilt. R
heifit Ring mit Eins, falls (R, ) Monoid ist.

Bemerkung:
Statt (R, x,-) schreibt man oft kiirzer R, statt x -y einfach zy.

Vereinbarungsgemafl geht ”Punkt-

rechnung vor Strichrechnung”. Das neutrale Element bzgl. + wird als
0 geschrieben. Ein Einselement ist, falls es existiert, stets eindeutig
bestimmt.

Beispiel:

(1) (Za +, ')7 (Qa +, ')7 (Ra +, ')7 (Ga +, ) sind kommutative Ringe
mit Eins, jedoch auch R = {0} (pathologischer Ring).

(2) (Z/nZZ) ist kommutativer Ring mit Eins (n € IN).

(3) Die Endomorphismen eines Vektorraums V' bilden einen Ring
mit Einselement id. Dieser ist fur dim V' > 2 nicht kommuta-
tiv.

(4) R™™ ist Matrizenring iiber R.

1.1. Rechenregeln fiir Ringe. Fiir x, y € R gilt (vergleiche Lin-
eare Algebra I):

(2) (=2)y = —(zy) = = (=),
(3) (=x) (—y) = vy,
4) (Z,R) = R : (m,zx)—»mr=x+...+ux,

m-mal
7 operiert auf jedem Ring mittels (n, z) — nx.
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2 2. RINGE

Statt x + (—y) schreibt man x — y.
Allgemein gilt fir z;, y; € R (1 <i<n, 1<j<m, n,meN):

SL’1+...+$nIZSL’i; x1~...'xn:H:ci;
i=1 i=1
leere Summe := 0; leeres Produkt := 1, falls 1 € R;
(5:0) (z yj) - S
i=1 j=1 ‘

J

@
Il

—
Il

A

n

8

X fr—
=1
n+m — xn xm’
(xn)m — nm’
n - n n—i
=0

in kommutativen Ringen mit 1.

2. Definition

Eine Teilmenge S von (R,+,-) heifit Teilring (Unterring) von R,
falls (S, +, -) selbst Ring ist. In diesem Fall heiit R Oberring (Erweiterungsring)
von S.

3. Hilfssatz

R sei Ring und () # S C R. Dann sind aquivalent:
(1) S Teilring von R,
(2) SSC Sund S+ (—S) CS.
Beweis:
(i) = (ii): Klar. Beachte
SS = {ay|lzesS, ye S},
S+(=5) = {z—yl=z,yeS}

= (S, +) Gruppe,
= (S, -) Halbgruppe,

denn die Rechenregeln iibertragen sich von R.

Beispiele:
(1) Fiir n € IN ist nZ Unterring von ZZ.
(2) Die Diagonalmatrizen bilden einen Unterring von R™*".
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Bemerkung: Der Durchschnitt von Teilringen ist Teilring!

Wichtiger als Teilringe sind jedoch Ideale, die in gewisser Weise den
Normalteilern in der Gruppentheorie entsprechen!

4. Definition

Es sei R ein Ring. a C R heifit Linksideal (bzw. Rechtsideal) von
R, falls gilt:
(1) aist Untergruppe von (R,+), d.h. a # 0 und a + (—a) C a.
(2)Va € a Vx € R : za € a (bzw. azr € a), dh. Ra C «
(bzw. a D a R).

a C R heifit Ideal, falls a sowohl Links- als auch Rechtsideal ist.

Bemerkung:

(1) {0}, R sind stets Ideale von R; Ideale sind Teilringe (Umkehrung
i.a. falsch: Z C @)j fir R 5 1 und 1 € a fiir ein Links- oder
Rechtsideal a von R folgt sofort a« = R.

(2) Der Durchschnitt von (Links- bzw. Rechts-) Idealen ist wieder
eins. Zu A C R existiert folglich ein kleinstes Ideal, welches A
umfafit, das sogenannte von A erzeugte Ideal (A).

Beispiel:

Es sei a ein Ideal von Z. Wegen a # () und (—a) C a gilt entweder
a = {0}, oder a enthélt eine kleinste natiirliche Zahl m. Geméf Division
mit Rest gilt, dafi m alle Zahlen von a teilt. Also ist a = Zm = mZL.

5. Hilfssatz
Essei ) # A C R, R Ring. Dann besteht (A) aus allen endlichen

Summen von Elementen der Form

na, ra, ay, ray mit a € A, v,y € R, n € Z.

Beweis:
(1) Jedes Ideal a mit A C a enthélt alle in (2.5) angegebenen
Elemente.
(2) Die Menge der in (2.5) angegebenen Elemente ist ein Ideal.

]
6. Korollar
Es sei R ein Ring und ) # A C R. Dann gilt:
(1) (4) = {zy

endl.

[L’i,inR, CLZGA}fU.I'RB]_,
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@ W= { oot Sy
endl. endl.
fiir R kommutativ;

3 ) = {Taa

endl.

x; € R, ijZ, CLi,bjeA}

ri € R, a; € A} fir R kommutativ mit

Eins.

Beweis: Unmittelbar klar nach (2.5)!

7. Definition

Ein Ideal a eines Ringes R heift Hauptideal, falls a = (a) fir a € R
gilt. a heifit endlich erzeugbar, falls a = (A) mit fA < oo gilt.

Beispiel:
Alle Ideale in Z sind Hauptideale.

Bemerkungen:

(1) R kommutativ = (a) = Ra + Za;

(2) R kommutativ mit Eins = (a) = Ra;

(3) R kommutativ ohne Eins: In R = 27 ist (2) = AZ+ 72 = 27
von 2R = 47/ verschieden;

4) R>1 = (1) =R

Arithmetik von Idealen:

8. Definition

Die Summe zweier (Links- bzw. Rechts-) Ideale aj, as ist definiert
durch:

a1+a2:{a1+a2]a1€a1, CLQGU.Q}.

Bemerkung:
Die Summe endlich vieler (Links- bzw. Rechts-) Ideale ist wieder

eins.
Der Durchschnitt von Idealen ist wieder ein Ideal. Es gelten:

azgaz—f——}-an(lgzgn), ai—}-ai:ai, (A1)+(A2):(A1UA2>

Beispiel:

R=7:

Ra+ Rb={xa+yb|x,y € Z} = cZ mit ¢ = ggT (a, b),
Ra N Rb = dZZ mit d = kgV (a, b).
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9. Definition
Das Produkt zweier (Links- bzw. Rechts-) Ideale a1, ag ist definiert

durch:
ap -ag = {Z ay; Qg | ay € ar, ay € ﬂ2}~
endl.
Bemerkung:

Das Produkt endlich vieler (Links- bzw. Rechts-) Ideale ist wieder
eins. Es gelten die Rechenregeln:

aq (agag) = (alag) as, aj (ag + a3) = ajas + ajas.

Ist R kommutativ, so gilt ajas = aga;. Sind ay, as Linksideale, so
gilt ajay C ag; sind ay, az Rechtsideale, so gilt ajay C a1, (A1) (Ay) =
(A1 A,) fiir R kommutativ.

Ist R kommutativer Ring mit Eins und sind a, b € R, so gilt
(1) (a) + (b) ={za+yb| z, y € R} = Ra + Rb.

(2) (a)( ) = (ab), Ra Rb= R (Ra)b= Rab.
(3) an(b+¢) D2aNb+ancmit Gleichheit fira D6 VaDe.
(4) fir a4+ b= Rist aNb = ab.
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Beweis:
(1) klar.
(2) Klar.
(B3) z€anNb, y€aNe = x+y€a,r+yeEb+tec
Gilt oBdA a D b, so ist fiir € a N (b4 ¢) zundchst x = b+ ¢
mit b € b, c € c.
Wegen a D b ist auch b € a und damit ¢ € a, also b € aNb, ¢ €
alfec.
(4) Es ist
(a+b)(anb) = a(anb)+b6(anb) Cab
C anb,

also (a+b6)(aMb) C ab;
fiir a + b = R gilt offenbar Gleichheit.

0

Bemerkung:
Ein Beispiel fiir a N (b +¢) D aNb+ aNc wird im AnschluB an die

Einfiihrung von Polynomringen behandelt.
10. Satz
Es sei R ein Ring mit Ideal a. Dann 148t sich R/a mittels
(r+a)+(y+a)=(r+y) +a(z+a)(y+a):=zy+a Vo,yeR

zu einem Ring machen, dem Faktorring R/a oder Restklassenring
R modulo a.

Beweis:

Zunéchst ist (a, +) additive Untergruppe von (R, +), also R/a eine
additive Gruppe (vergleiche (1.17)). Wir zeigen: (R/a,-) ist Halb-
gruppe. Zunéachst ist - innnere Verkniipfung. Dazu ist die Wohldefiniertheit
nachzuweisen. Fiir

T4+a=T+a, y+ta=y+a folgt -2, y—yca
und somit
wy—iy=(x—-2)y+i(y—y) €aq
da a zweiseitiges Ideal ist. Also folgt zy + a = Ty + a. Das As-
soziativgesetz bzgl. - iibertragt sich von R. Das gleiche gilt fiir die die

Distributivgesetze, da ja vertreterweise mit den Idealklassen gerechnet
wird.

O

Bemerkung:
(1) Fir 1 € R ist 1 + a Einselement von R/a. R kommutativ =
R/a kommutativ.
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(2) Fiir x — y € a schreibt man z = ymodulo a ("kongruent”).
Hierfiir gelten die Regeln:

x = ymodulo a }

= r—u= i modulo
u = v modulo a u_y.v o @

Fir R = 7 bedeutet die alte Schreibweise x = y mod n
gerade x = y modulo nZ, denn samtliche Ideale von 7 waren
ja als Hauptideale nachgewiesen. Die spezielle Aquivalenzrela-
tion = heif3t Kongruenzrelation.

11. Definition

Es seien R, S zwei Ringe. Unter einem Ringhomorphismus von R
nach S versteht man eine Abbildung f : R — S mit

flx+y) = fx)+ f(y), flx-y)=flx)- fly) Vo,y€R.

Bemerkung:
(1) Fir Ringhomomorphismen f : R — S ist Im f = f(R)
Unterring von S, ker f = f~1(0) Ideal in R.
(2) Ist R ein Ring mit Ideal a, soist p : R — R/a : o — 2 +a
ein Ringepimorphismus, der sog. kanonische Epimorphismus.
Es ist kerp = a.

12. Hilfssatz

Eine Teilmenge a eines Ringes R ist genau dann ein Ideal, wenn a
Kern eines Ringhomomorphismus ist.

13. Hilfssatz
Es seien R, S Ringe und f : R — S ein Ringhomomorphismus.
Dann gilt:

(1) Ist b ein Ideal in S, so ist f~1(b) Ideal in R, f~'(b) 2 ker f.
(2) Ist a Ideal in R und f surjektiv, so ist f(a) Ideal in S.

Beweis:
Geméf (1.16) gelten die Aussagen bzgl. +.

(1) Es sei s = f(r) € b und € R. Dann ist
far) = f(x) f(r) €b,
also mit r auch zr € f~1(b).

(2) Es sel y = f(z) mit € a und z € S. Dann ist z = f(r) fiir
ein 7 € R und somit

2y = [f(r) f(z) = f(rz) € f(a).
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14. Satz

Es seien R, S zwei Ringe.
(1) (Homomorphiesatz)
Ist f : R— S ein Ringhomomorphismus, dann gilt
R/kerp = ¢ (R).

(2) (Erster Isomorphiesatz)
Ist U Unterring und a Ideal von R, so gilt
(U+a)/a=U/UnNa.

(3) (Zweiter Isomorphiesatz)
Fiir Ideale a, b von R mit a C b ist b/a Ideal von R/a, und
es gilt

(B/a)/(b/a) = R/b.
Beweis: Siche Ubungsblatt 6.

15. Hilfssatz
Es sei a ein Ideal des Ringes R. Die Mengen
I(a) := {b]| b Ideal von R mit b D a}

und
J(a) :={b| bldeal von R\a}

werden dann mittels ¢» : I(a) — J(a) : b+ b/a bijektiv aufeinan-
der abgebildet.

Beweis:

Nach (2.14)(iii) ist ¢ eine Abbildung von I(a) in J(a). Fiir
G(o) = (5) folgt by — by +a=by+a— b,

also ist 9 injektiv. Ist schlieBlich b Ideal von J(a), so ist p~'(b)
ein Ideal von R, welches a umfafit, also in I(a) liegt. Hierfiir gilt
Y (p~1(®)) = b nach Konstruktion.

O

16. Definition

Es sei R ein Ring. 0 # a € R heifit linker (rechter) Nullteiler,
falls b € R mit ab = 0 (ba = 0) fiir ein 0 # b € R existiert. = € R
heifit nilpotent, falls m € IN mit 2™ = 0 existiert. Fiir 1 € R heifit
e € R Einheit (invertierbar), falls e in R ein Linksinverses und ein
Rechtsinverses besitzt. U(R) = R* bezeichnet die Menge der Einheiten
von R.

Bemerkung:
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(1) e Einheit = e~! existiert eindeutig.
Sei

ae=eb=1 = a=a-1=a(eb)=(ae)b=1-b=0.
Fiir ae = ea = 1 und be = eb = 1 folgt
a=a-1=a(eb)=(ae)b=1-b=0.

(Vergleiche Gruppentheorie)
(2) Die Elemente von R, welche keine Nullteiler sind, bilden eine

Halbgruppe. Es seien a, b keine Nullteiler; ist dann z € R mit
abr = 0 so folgt

a(br)=0 = br=0 = x=0.

(3) Einheiten sind keine Nullteiler und bilden folglich eine multi-
plikative Untergruppe von R.

ec R, reR:ex=0 = elex=0 = 1l-z2=z=0.

Beispiele:
Bestimme Einheiten, Nullteiler und nilpotente Elemente in
ZJ27, I, K™™™ R ={0}.
(1) 0 # = € R nilpotent = z Nullteiler.
0=2a2"= (xm_1> r=x (xm_l), wéhle m minimal!
(2) Z)127L = {i]| 0 <i <11}
i"L0 = jm=0mod12 (12=4-3) = j=0V6
Nilpotente Elemente: 0, 6
Einheiten: 1,5, 7,11 (I=5 =7 = 11°)
(3) R=7
Nilpotente Elemente: 0,
Nullteiler: keine,
Einheiten: +1.
(4) Knxn
Nilpotente Elemente sind z.B. alle oberen A-Matrizen mit
0-Diagonale,
Nullteiler: alle singularen Matrizen,
Einheiten: GL (n, K).

17. Definition

Ein Ring R mit 1 # 0 heifit Schiefkdrper, falls R = R\{0} ist. Ist
R kommutativ, so heifit R Korper.



10 2. RINGE

18. Hilfssatz

Ein Ring R ist genau dann ein Schiefkérper, wenn (R\{0}, -) Gruppe
1st.

= per Definition

~:

R\{0} enthélt Eins e mit 0e = e0 = 0. Also ist R* = R\{0}.
O

Beispiele:

(1) Kérper: @, R, (Z/nZ) mit n € IP.
(2) Schiefkérper: IR+IRi+IR j+IRkE Quaternionen (als IR-Vektorraum)

Bemerkung:

(1) R Ring mit Eins, a Ideal von R mit aNR* # (). Dann ist a = R;
denn zu a € aN R* existiert a=! € R und a~'a € Ra = a, also
le¢aund R=R1Ca.

(2) Ein Schiefkérper R enthélt nur die Ideale {0} und R.

(3) Ist K ein Schiefkérper und ¢ : K — R ein Ringhomomor-
phismus, so ist ¢ = O oder ¢ injektiv.

(4) Es gibt keine endlichen Schiefkérper! (ohne Beweis)

19. Hilfssatz
(1) Es sei R ein Ring. Ist a € R kein Nullteiler, so gilt:

ar=ay = r=vy; xra=ya = r=y Vr,y€E€R.

(2) Ein endlicher nullteilerfreier Ring R # {0} ist ein Schiefkorper.

Da(zx—y) =0 = z2—-y=0 = =y, (r—ya=0 =
r—y=0= z=uy.
(2) Zeige: (R\{0},-) ist Gruppe.

Fir x € R, = # 0, betrachte ¢, : R\{0} — R\{0}
a — xa. @, ist injektiv (nach (i)), also wegen R endlich auch
surjektiv. Dasselbe gilt fir ¢, : a — azx. Zu a, b € R\{0}
existieren folglich eindeutig x, y € R\{0} mit b = ax = ya.
Gemaf (1.5) ist R* = R\{0} Gruppe.

O
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20. Definition

Es sei R ein Ring mit 1 # 0. Existiert dann eine kleinste natiirliche
Zahl n mit n1 = 0, so heifit n die Charakteristik y (R) von R. Existiert
kein solches n, setzt man die Charakteristik x (R) zu 0 fest.

Beispiele:
X(Z) =0, x (Z/nZ) = n.

21. Satz

Die Charakteristik eines nullteilerfreien unitéren (R > 1 # 0) Rings
R ist 0 oder eine Primzahl p. Im letzten Fall gilt pr = 0 Vo € R, sowie
kx = R (k, p) z.

Beweis:

Es sei R Ring mit x (R) # 0 und n € IN die kleinste natiirliche Zahl
mit nl = 0, also speziell n > 2. Ist n keine Primzahl, so gilt n = pq
mit p, ¢ € Z=', p < n, ¢ < n und somit

0 =nl=pql = (pl) (q1).
Da R nullteilerfrei ist, erhalt man pl = 0 oder ¢1 = 0 im Wider-
spruch zur Minimalitat von n. Nunmehr ist 0 = nl, also auch
nr=n(lr)=(nl)z=0r=0 VzeR.
OJ

Bemerkung:
Der Durchschnitt von Schiefkérpern ist wieder einer. Also enthalt

jeder Schiefkorper einen kleinsten Teilkorper, den sogenannten Primkorper.

22. Satz

Der Primkorper eines Schiefkorper K ist isomorph zu @ (fiir x (K) =
0) oder zu Z/LpZZ fiir eine Primzahl p (fir x (K) = p).

Beweis:

In K gilt 1 # 0. Der Primkorper von K umfafit daher alle Elemente
der Form m1 (m € 7). Fir x (K) = 0 sind diese alle ungleich 0 fiir
m # 0. Also existiert (m1)™! und damit (m1) (n1)~' im Primkorper.
Setze

P:={(ml)(n1)""|\m € Z, n € Z, n # 0}.

Es gilt:

(m1) (n1)™! = (n1)"*(m1) wegen (n1) (m1) = (m1) (n1) = (mn) 1,
(mn1)~' = (m1)~*(n1)~".

Also ist P Korper, der im Primkorper enthalten ist, folglich gleich

dem Primkorper.

v: Q— P : %H(ml)(nl)_l
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ist dann ein Ringisomorphismus.

Fir x (K) = p, p Primzahl, ist pl = 0. Fir z = k1 (1 <
existiert (Euklidischer Algorithmus in Z) einl € Z mit k-l =1
also (k1) (I11) = 1in K. Setze

P:={k1|0<k<p, kel}.
Dies ist bereits der Primkorper von K.
o (Z/pZ) — P : k+ pZ— k1l

ist Ringisomorphismus! (¢ ist wohldefiniert wegen (k + pm)1 =
k14 plml = k1.)

k < p)
mod p,

O

Wie bei Gruppen kann man fiir Ringe duflere Produkte (Summen)
erklaren. .
Sind Ry,..., R, Ringe, so wird R; x ... X R, =: HRZ- = R zu

i=1

einem Ring mittels

($1,...,$n) +(y177yn) = ($1 +x2,...,xn—|—yn),
(xla s 7xn) : (yh s 7yn) - (1’13/1, s 7xnyn>
(Vergleiche Eigenschaften bei Gruppen, speziell ist ;(R;) = (0,...,0, R;,0,...,0)
Ideal von R. Schreibweise: Ry @ ... ® R,,.)

Ist andererseits R ein Ring mit Idealen ay, . . ., a,, so heifit R (innere) direkte Summe
von ay,...,a,, falls

R=a+...4+0q, und Raiﬂzn:aj:{()}
o
ist (vgl. (1.23)). (Schreibweise: R =a; + ...+ a,)
Ein Element ¢ € R mit e # 0 und e? = ¢ heifit Idempotente von R.
Zwei Idempotente e, f heiflen orthogonal, falls ef = fe = 0 ist.

Beispiel:

R=7/67. Es gilt: R =<3+ 6Z >+ < 4+ 67 >.

Hierin sind e; = 3 + 67 und e; = 4 + 67 Idempotente. Wir haben
hier eine Zerlegung der Eins in orthogonale Idempotente: 1+ 67Z =
(3+67Z)+ (4+67).

Bemerkung:
Ringe R mit 1 € R haben mit einer Idempotenten e # 1 stets eine

weitere: 1 —e. Es gilt
I = e+ (1-e),
(1—e)? = 12—1l-e—1-e+é
= l—-e—e+te

= 1—e.
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1 — e und e sind orthogonale Idempotente wegen
e(l—e)=e—e*=0=(1—¢)e.
Somit gilt
R=Rl1=R(e+(1—-¢e)& C&Re+R(1—¢).& C &R
, also tiberall Gleichheit.
Beachte: Orthogonale Idempotente sind Nullteiler.

Es sei R ein kommutativer Ring mit 1 # 0. Zwei Ideale a, b von
R mit a + b = R heiflen komaximal. Speziell existieren e € a, f € b
mit e + f = 1. (Allerdings wird nicht gefordert, daf e, f orthogonale
Idempotente sind.)

Beispiel: R = 7, m, n € 7 teilerfremd = mZZ + nZ = 74 und
mu + nv = 1 fiir passende u, v € Z.

23. Hilfssatz
Es sei R ein kommutativer Ring mit 1 # 0. Dann gilt fiir Ideale

a,a1,...,0,,b1,...,b, mit a; + a; = R(a;, a; komaxial)(1 < 7 < j <
n), a+b; =R (1 <i<n):
(1) a+by-... b, =R,
(2) a;+...rapy=a1N...Nay,.
Beweis:
(1)
R = R"
= JI(a+0b) (wegen 1 € R)
i=1
= a(@” ' +..)Fb ... -by, (R kommutativ)
Q a+by-... by
c R,

also muf} tiberall Gleichheit gelten.
(2) Beweis per Induktion tiber n.

n = 1: Klar.
n = 2: vgl. Beweis zu Bem. (iv) auf Seite 45.
n—n-+1:
apcoctppr = (@ ... ap) apg
(;) (al-...~an)ﬁan+1
Ind. Vi n+1
1 _OI‘ ﬂ az
i=1

(%): Per Induktionsvoraussetzung fiir n = 2 und (i).
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24. Chinesischer Restsatz

Es sei R ein kommutativer Ring mit 1. Dann gilt fiir paarweise
komaximale Ideale a; (1 <i <n) (dh.a;+a;=R(1<i<j<n)):

R/al-..uan%HR/ai
=1

Losung simultaner Kongruenzen:

Suche alle x mit
r = 2modb, a =50
r = 4mod1l, ay =117
r = Tmod 12, a3 =127

oder “ewiger Kalender”.

Beweis:
Betrachte Abbildung

¢: R—[[R/a; : x— (z+ar,...,2+ay).
i=1

Offensichtlich ist ¢ ein Ringhomomorphismus mit ker ¢ =a;N...N
a, = aj-...-a,. Es bleibt “¢ surjektiv’ zu zeigen, dann folgt die Be-
hauptung aus dem Homomorphiesatz fiir Ringe (2.14)(i). Nach Voraus-
setzung existieren e;; € a;, €;; € a; mit 1 = e;; + €5, (1 <i < j < n).
Setze

Imoda; (j#1).

Ist dann (21 + ay,..., 2, +a,) € H R/a; vorgelegt, so ist dies Bild
i=1
von & = inéi. Denn fiir é; gilt &; € a; (1 < j <mn, j #1),
i=1
~ 1 mod a;
€ = i N
Omoda; (j#1)
]

Rf(ar-...o0) = + (R/(a1+...-00))& = Rlai ... @ Ra,.

Bemerkung:
Der Satz sagt aus, dafl sich simultane Kongruenzen nach komax-

imalen Idealen stets losen lassen. Er beschreibt die Losungsmenge
und gibt sogar ein (konstruktives) Verfahren zu ihrer Bestimmung an.
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orthogonale Idempotente”).

Newton-Verfahren

Eine explizite Berechnung des Urbildes von (21 + a1, -+ , 2, + ay)
ist allerdings schneller moglich mit dem folgenden Verfahren, welches
der Newton-Interpolation ahnelt.

Setze

ei::Heji (1<z§n)

ahnlich zum Beweis
yp)err1 (1 <k <n).
Dann leistet x =y,

Beispiel:

=1

sowie y; = x1 und iterativ yp1 = yp + (Tpr1 —

das Gewtlinschte.

Lose x =2 mod 5, x =4 mod 11, x = 7 mod 12.
1. Losungmoglichkeit: Raten.
2. Losungmoglichkeit: per (2.38)!

a0 = 5%, ay = 117,

a0y =127, R="1.

a; +a; = R, e;; + fi; = 1 mit e;; € a; und fj; € qaj.

il 1 1 2 2 3 3 ~
J 2 3 1 3 1 9 e1 = fiafiz = —2064
eij | —10 25 11 —11 —24 12 22 - ;}1}”23 = :;go,
fi; | 11 =24 =10 12 25 —11 3 = Jsif2 =

Gesucht sind u, v mit u-54+v-11=1 = 1=-2-5+ (+11) =
5:5—2-12=-11+12.

T

T1€1 + xeey + T3€3
—2-264 —4-120—7-275
—528 — 480 — 1925
—2933;

das Ergebnis ist modulo 5 - 11 - 12 = 660 eindeutig, also ist die
kleinste positive Losung 367, die betraglich kleinste Losung —293.
Gesamtlosung ist 367 + 660ZZ.

Nach dem Newton Verfahren verlauft die Berechnung wie folgt:

€1 = 1,62 = —10,63

= =275,

ys = —18 4 (7 — (—18))(—275) = —6893 = —293 mod 660.
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25. Definition

Es sei M eine nicht leere Menge. FEine Relation < auf M heifit
Halbordnung, falls die Bedingungen
(1) z <=z
2)z<yAy<z = xz=y
B)r<yAhy<z = <z
YV, y, z € M erfiillt sind.

Beispiele:
(1) (Z, > 0), (IR, > 0), lexikographische Ordung im IR";
(2) (C, | |) erfiillt (i), (iii) aber nicht (ii);
(3) B (M) mit C:

M = {1, 2} hat 5 (M) = {0, {1}, {2}, M}.
0 C{1} C M, 0 C{2} C M. {1} ist in {2} nicht enthal-
ten.

26. Definition

Es sei M eine nicht leere Menge. Eine Halbordung < auf M heif3t
Ordnung, falls fiir alle x, y € M stets x < y oder y < x gilt. In diesem
Fall heifit M Kette.

Beispiel:
(IR, >), nicht aber (C, | |).

27. Definition

Es sei M # () und < eine Halbordnung auf M. Fir A C M heifit
s(A) € M obere Schranke von A, falls x < s(A) Va € A gilt. Fiir
A C M heiBt m(A) € A maximales Element von A, falls aus a € A
und m(A) < a stets a = m(A) folgt. Eine Teilmenge X von M heifit
induktiv geordnet, falls jede Kette in X eine obere Schranke in X (!)
besitzt.

Beispiel:

A= {{1}, {2}, 0} S ({1, 2});

Es ist s(A) = {1, 2}; sowohl {1} als auch {2} sind maximale Ele-
mente von A.

28. Zornsches Lemma

Jede nicht leere induktiv geordnete Menge besitzt ein maximales
Element.

29. Definition

Es sei R Ring mit Ideal a. a heifit maximal, falls es kein Ideal b mit
a CbC R gibt.
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30. Satz

Es sei V' ein Vektorraum tiber dem Korper K und M C V linear
unabhéangig. Dann existiert eine Basis B von V mit M C B.

Beweis:

Es bestehe Q C P(V) aus allen linear unabhéngigen Teilmengen
von V, die M enthalten. Wegen M € @ folgt Q # (). Ist K eine Kette
in @), so gilt

m(K):= |J N €Q.

NeK
Denn sind z1,...,z, € m(K), dh. z; € N; (1 <i < n), so existiert
ein maximaler Index j, mit z; € N; (1 <i < n), also sind zy,...,z,

linear unabhangig.

Nach dem Zornschen Lemma existiert in () ein maximales Element
B. Nach Voraussetzung ist B linear unabhéngig. Es bleibt [B] =V zu
zeigen.

Ist # € V\[B], so gilt speziell z # 0, und B := B U {z} ist linear
abhéangig. Also existieren xy,...,x, € Bund Ay,..., A\, A € K, nicht
alle 0, mit

i=1

Fir A # 0 folgt = € [B]. Fir A\ = 0 folgt B linear abhingig.
Widerspruch!

O

Bemerkung:
Also folgt die Behauptung. Fiir M = () liefert dies die Existenz

einer Basis von V.

31. Satz

Es sei R ein Ring mit 1 # 0 und a # R ein Ideal von R. Dann ist a
in einem maximalen Ideal m von R enthalten.

Bemerkung:
Fiir « = {0} liefert dies die Existenz maximaler Ideale (in Ringen

R mit Eins).

Beweis:

Es sei 9 die Menge aller Ideale b von R mit R D b O a, dann
ist 9 # () induktiv geordnet bzgl. C. (Die Vereinigungsmenge einer
aufsteigenden Kette von Idealen ist wieder ein Ideal, welches in unserem
Fall 1 nicht enthélt.)

Nach dem Zornschen Lemma existiert ein maximales Element m aus
M. Wegen 1 ¢ m ist m maximales Ideal.

O

Bemerkung:
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(1) In Z sind pZZ, p Primzahl, genau die maximalen Ideale.
(2) Ist R Korper, so ist {0} einziges maximales Ideal.

32. Satz
Es sei R ein Ring mit Ideal m. Dann gilt:

(1) m # R ist maximal < R/m enthélt nur die Ideale m und R/m.
(2) Ist R kommutativ mit 1 # 0, so ist m genau dann maximal,
falls R/m Korper ist.

Beweis:

(1) GemaB (2.15).

(2)
R/mKorper < Ve R\m, IN€ER: (x+m)(A+m)=14m
Ve R\m, IA€ R : Ax =1modm
Vre R\m, Im €m, INER: dx+m=1
Rr+m=R VYre R\m

m maximal.

S

33. Definition

Ein kommutativer Ring R mit Eins heifit lokaler Ring, falls R genau
ein maximales Ideal besitzt.

34. Hilfssatz
R kommutativ mit 1. R lokaler Ring < R\R* ist Ideal in R.

Beweis:

T

Jedes Ideal a in R mit a # R beteht aus Nichteinheiten.

="

Fir x € R, « ¢ U(R), folgt Rz = (x) C m fiir ein passendes
maximales Ideal m von R.

OJ
Beispiel:
/4 v/
7\ = {g ceQlre, pt 3} ist lokaler Ring mit m = Zp\pZ'
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Quotientenbildung bei kommutativen Ringen R. Es sei R
ein kommutativer Ring und S C R eine multiplikative Halbgruppe.
Als ”Briiche” (mit Nennern in S) definiert man die Menge R x S der
geordneten Paare (1, s). Wie bei der Konstruktion der rationalen aus
den ganzen Zahlen bildet man auf R x S eine Aquivalenzrelation, deren
Klassen dann die gewtinschten Briiche bilden. Wegen der moglichen
Existenz von Nullteilern mufl man allgemeiner

(r,s)~(7,5) &= JteS: t(rs—rs)=0definieren.

Dies ist tatsdchlich eine Aquivalenzrelation, denn Reflexivitit und
Symmetrie sind klar und bzgl. der Transitivitat bemerken wir:
(7”1, 81) ~ (7"2, 82) A (7’2, 82) ~ (7’3, 83)
~ Eltl, theS .t (7’182 — 7’281) =0=1y (TQSg — 7’382)
= Eltl, t2 esS: 0 = t1t283 (7’182 — 7’281) + t1t281 (7“283 — T382)
= titysy (8311 — 5173)
= t(Sg’l“l — 817“3) fir t = t1t282
= Jte S : t(sgry—s113) =0
=1 (7”1, Sl) ~ (7’3, 83).
Die Aquivalenzklassen bilden Briiche:
.

Koo i={(F, ) € Rx S| (1, 5) ~ (7, )} = =

Setze

Krl,sl +KT2,82 - KT132+7“281,81827
Kr1,81'Kr2,82 = Kr181,7°252~

(Fiir die Aquivalenzklassen L, 72 von (r1, s1), (r9, s2) € R x S
definieren wir eine Addition und eine Multiplikation tiber die Vertreter:

8] i o T152 + 1281 e T2 T2

I

s1 Sy 5159 s1 Sy S1S2

Zur Multiplikation: Sind auch (71, 1) € £, (72, 52) € 22, so ist
(ri7e, $189) ~ (T1T9, §182) wegen

(7”1, 81) ~ (7:1, §1> VAN (7’2, 82) ~ (fg, gg)

= E'tl, ty € S t1 (T1§1 — flSl) =0= to (T’2§2 — 82?2)

= Eltl, ty € S 0= t1ts (T17’2§1§2 — 7:17’28152) + t1t9 (f17"251§2 —
7:1f28182)

= dtit, €5 1 0= tty (7“17”2§1§2 — f1f28182)

= (7”17“2, 8182) ~ (’Flfg, 5152);

fiir die Addition folgert man aus

Htl, thelS: 0=t (7’1§1 — flsl) =ty (T2§2 — ngg)

= Eltl, tg eSS : 0= tltg (T1§1$2§2 —f18182§2 +T2§281§1 - 827:28151)

= Eltl, tg eS: 0= tth ((7”182 + 7"251) §1§2 — (flgg + fggl) 8182)

= (7"152 + 7981, 8152) ~ (flgg + 7:2§1, §1§2).
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Die Rechengesetze von R tibertragen sich iiber die Vertreter auf

Rg::{glreR,seS} fir © =K,

S

Hierfiir sind die Assoziativitiat von Addition und Multiplikation nachzurech-
nen. Neues Nullelement ist K ,, inverses Element zu K, g ist K_, ;.

Folglich bildet Rg einen kommutativen Ring mit Einselement 2 :

C . f — i \V/i c RS-
s s s s
R 148t sich homomorph in Rg abbilden mittels
t: R—Rg:r— s
s
fiir ein beliebiges s € S.
Im Fall, daBB S # 0 keine Nullteiler enthalt, ist ¢ sogar Monomor-
phismus, also Einbettung, d.h. Rg a3t sich als Ringerweiterung von R
auffassen.

Spezialfélle:

(1) S50 = Rg ist trivial.

(2) 0 # S besteht aus allen Nicht-Nullteilern # 0 von R. In diesem
Fall heifit Rg der (vollstédndige) Quotientenring 9 (R) von R.
Sind speziell alle Elemente # 0 keine Nullteiler, so ist 9 (R)
ein Korper.

Beispiel:

(1) R=7Z, S=7Z\{0} = Rs=Q.

(2) R=%Z, S={2"|ve Z™°} = Rs={L|veZ }.

(3) R="74, S=%\pZ (peP) = Rg= ) (“p-Lokalisierung

35. Definition

Es sei R ein kommutativer Ring. Ein Ideal R 2 p von R heifit
Primideal, falls fiir a, b € R mit ab € p stets a € p oder b € p folgt.

Beispiele:

(1) R = 7, alle Primideale sind von der Form pZ mit p Primzahl.
(2) {0} ist Primideal, falls R keine Nullteiler # 0 besitzt.

36. Satz (Charakterisierung von Primidealen)

Es sei R ein kommutativer Ring und « & R ein Ideal in R. Dann
sind aquivalent:
(1) a Primideal,
(2) Va,be Rmita¢ aund b¢ a = ab ¢ a,
(3) Fiir Ideale b, ¢ von R mit be C a folgt b C a oder ¢ C a.
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(4) R\a ist multiplikative Halbgruppe,
(5) R/a ist nullteilerfrei.

Beweis:

(i) = (ii): nach Definition;

(i) = (ili): Waére die Aussage falsch, existierten Elemente b €
b\a, c€c\amitbh-cé€aim Widerspruch zur Voraussetzung.

(ili) = (iv): Sind a,b € R\ a, so folgt (a) = Ra + Za, (b) =
Rb+7b, (a)(b) = Rab+ Zab = (ab). Wegen (a) € a und (b) Z a muss
(ab) Z a gelten, also ab ¢ a.

(iv) = (v): fiir a+a, b+a, beide ungleich a, folgt a, b € R\a, damit
ab € R\a und

(a4 a)(b+a) =ab+ a# a

(v) = (i): es seien a, b € R mit ab € a, also

a=ab+a=(a+a)(b+a)

und folglich (¢ +a=a < a€a)oder (b+a=0a < b€ a).
U

Bemerkung:

(1) In einem kommutativen Ring mit 1 ist jedes maximale Ideal ein
Primideal, also ist jedes Ideal « C R von R in einem Primideal
enthalten.

(2) In einem kommutativen Ring R mit Primideal p bildet R\p
eine multiplikative Halbgruppe S. Dann heifit

R

RS:RR\p = R—\p = Rp

_ Lokalisierung von R bei p. R, ist ein lokaler Ring (siehe
Ubungsblatt 7).

(Fals R>1 : R — Riip . 7+ 7 ist Ringmonomorphis-

mus. )

Speziell: R =7, p = pZ fir p € IP :
Ry = {Z‘mé%,né%mitp{n}.

(3) 0 Primideal = R nullteilerfrei.
(4) R > 1, p Primideal, R/p nullteilerfrei:
R/p endlich = R/p Korper

22 p maximales Ideal.

Beispiele:
a
(1) p=2Z = Rp:{g

0. be, 2+b}.
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(2) R=2%,a =47 :
2 -2 € a, also ist a kein Primideal. a ist maximal, denn
x € R\a hat die Gestalt 2 (2m + 1),
(a,2) > —4m = 2.

37. Definition
Ein Ring R, in dem jedes Ideal endlich erzeugt ist, heifit noetherscher Ring.

Beispiel: R = 7, dort ist jedes Ideal Hauptideal.

38. Satz (Charakterisierung noetherscher Ringe)

Fiir Ringe R sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) R ist noethersch;

(2) Jede aufsteigende Kette von Idealen a; Cag C ... Cap C ...
wird stationdr (bricht ab), d.h. es existiert n € IN mit a,,; =
a, Vi € IN;

(3) In jeder nicht leeren Menge von Idealen gibt es ein (bzgl. C)
maximales Element.

Beweis:

(i) = (ii):

Fiir eine vorgelegte Kette von Idealen ist deren Vereinigung a wieder
ein Ideal(!), welches etwa durch aq,...,a,, erzeugt wird. Fir a; €
aj, (1 <i < m) gilt dann also aj, D (a1,...,an) 2 aj,, a; € aj, (1 <
i < m) mit jo := max{ji,...,Jm}, und wir erhalten etwa n = j,
d.h. die Kette wird ab a;, stationar.

(i) = (iii):

Es sei 9 # () eine Menge von Idealen. Wahle a; € 9. Ist a; maxi-
mal, so sind wir fertig. Ist a; nicht maximal, so exitiert ap € M, as D aj.
Man erhélt so eine aufsteigende Kette, die nach Voraussetzung sta-
tionar werden mufl. Das diesbeziigliche a, ist dann in 9 maximal.

(iii) = (i):
Es sel a ein Ideal von R. Bilde

M := {b| b endlich erzeugtes Ideal in R mit b C a}.

Wegen {0} € ot ist 9 # (). Sei m maximales Element von 9, etwa
m =< aq,...,a, >. Fir beliebiges a € a ist m := (ay,...,ax,a) in M,
also gleich m, also folgt a = m.
[

Bemerkung:
Es sei R ein noetherscher Ring und f : R — S ein Ringepimor-

phismus. Dann ist S noethersch.
(Speziell: Ist a ein Ideal von R, so ist R/a noethersch.)
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Beweis:
Es sei a ein Ideal von S, dann ist etwa f~'(a) =< ay,...,a; >, und

es folgt a = (f(a1),..., far)).
(]

Teilbarkeit in Ringen

Sinnvollerweise sind Nullteiler auszuschliefen!
Ferner: R 51 # 0 und R sollte kommutativ sein.

39. Definition

Ein nullteilerfreier, kommutativer Ring R # {0} heifit Integritétsring.

Bemerkung:
In Integritatsringen gilt die Kiirzungsregel (2.19)(i), endliche In-

tegritétsringe sind Korper (2.19)(ii). R kommuativer Ring, « C R
Ideal: a Primideal < R/a Integritétsring nach (2.33).

Beispiel: Alle Ideale # {0} in Z und Koérper sind Integritétsringe.

40. Definition

Es seien R ein Integritatsring mit 1 und a, b € R.

a heifit Teiler von b (a teilt b, b ist Vielfaches von a, alb), falls c € R
mit b = ac existiert.

a heifit assoziiert zu b (a ~ b), falls a|b und bla gilt.

¢ € R heifit grofiter gemeinsamer Teiler (ggT') von a, b, falls ¢|a und
c|b und fiir alle d € R mit d|a, d|b auch d|c gilt.

a, b heiflen teilerfremd, falls ggT (a, b) € U(R) ist.

¢ € R heifit kleinstes gemeinsames Vielfaches (kgV) von a, b, falls
ale, blc und fur alle d € R mit ald, b|d auch c|d gilt.

Ein Element p € R\U(R), p # 0, heiit Primelement von R, wenn
fir alle a, b € R mit plab stets p|a oder p|b folgt.

Ein Element a € R\U(R), ¢ # 0 heifit irreduzibel (unzerlegbar),
wenn fiir alle a, b € R mit ab = ¢ stets a € U(R) oder b € U(R) folgt.

Beispiele:

(1) Ubliche Definitionen in %; die zu a € Z assoziierten Elemente
sind +a (U(R) = {£1}), die Primzahlen sind die Primele-
mente und stimmen mit den irreduziblen Elemente iiberein.

(2) Essei R =7Z[V2] = {a+bV2|a, b Z}. Es gibt unendlich
viele assoziierte Elemente a (—1)" (1 ++/2)* (h € {0, 1}, k €
Z)

1+ V2)(1-V2) -1 (1-v2)' =
V2= 1-+v2 T1ov2 0 (14+VD)T = —(1-V?)
((14+/2)* (k € Z) sind alle verschieden!)
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/2 ist irreduzibel (und sogar Primelement!).
(Denn fiir S := Z[y/m] (m € Z, Ba € Z=* : a®|m) ist

N Z[Vm| = Z : a+bym— a* —mb?

eine multiplikativer Homomorphismus. Ware nun V2 =

ry in Z[v/2], so folgte N(v/2) = —2 = N(x) N(y) in Z, also

N(z) = £1 oder N(y) = £1. Ist 0.B.d.A. N(z) = +£1, so gilt

fiir v = u+vyv2 : £1 = (u+vv2) (u—vv2),dh. x € U(R).)
Der Primelementnachweis verlauft d&hnlich.

(3) Es sei R = Z[y/—=5|. Hierin ist U(R) = {£1} (= U(Z)),

wegen
N(a+by/=5)=a>+50*=1 < b=0, a==+l.

Ferner ist 21 = 3-7 = (4 4+ /-5)(4 —V/-5) = (1 +
2v/=5) (1 — 2y/-5).

Hierin sind die beteiligten Elemente offenbar (!) keine
Primelemente, jedoch irreduzibel.

Beweis:

Es ist N(3) =9, fiir 3 =2y mit x, y ¢ {£1} folgt N(z) =
N(y) = 3, jedoch ist N(u + vv/=5) = u* + 5v? = 3 unlosbar
in Z. Also ist 3 irreduzibel. Der Nachweis fiir die anderen
Elemente geht analog.

Bemerkung:
Jede Einheit teilt alle Elemente aus R; z|r und x|0 fiir alle x €

R; a € R mit a|]l = a ist Einheit (a« € U(R)); a, b, z € R und
alb = azxlbz; a,ry, v, € R (1 <i<n)und alz; (1 <i<n) =

a‘ani; a,b,c € Rund alb, blc = alc; a, b€ R : alb & b€

Rc: 1:) RbC Ra; a,be R:

a~b & JecU(R) : b=ae < Ra= Rb.

Jedes Primelement ist irreduzibel; dies ist eine Konsequenz des fol-
genden Hilfssatzes.

41. Hilfssatz

Es sei R ein Integritétsring mit 1 und a € R\U(R), a # 0. Dann
gilt:
(1) a Primelement < Ra Primideal;
(2) a irreduzibel < Ra maximales Hauptideal von R.
(a reduzibel < Ra nicht maximal in der Menge der Haup-
tideale von R.)

Beweis:
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(1)
a Primelement < (Vz,y € R : alzy = alz Valy)
< (Vr,ye R: zy€ Ra = x € RaVy€E Ra)
< Ra Primideal.

(2)
airreduzibel & (Vz,ye R: a=zy = z € U(R)Vy € U(R))
& (VeeR: RaCRx = zc€U(R)Va~a)
< (VreR: RaC Rr = ze€U(R))
=

Ra maximales Hauptideal von R.

42. Definition

Ein Integritdatring mit 1, in dem jedes Ideal Hauptideal ist, heifit
Hauptidealring.

Bemerkung:
(1) Hauptidealringe sind noethersch.
(2) 7 ist Hauptidealring, ebenso sind alle Kérper Hauptidealringe.
(3) Fiir Elemente a # 0 in Hauptidealringen gilt:
(2.41) (if)
1 7=

a Primelement = « irreduzibe Ra maximales

Hauptideal = Ra Primideal 0 Primelement.

Merke: In Hauptidealringen stimmen irreduzible und Primele-
mente iiberein. Speziell ist also Z[v/—5| kein Hauptidealring.
(4) Es seien d, a4, ...,a, aus einem Hauptidealring R. Dann gilt:

d=geT (ar,...,a,) < (ai,...,a,) = Rd.

Dies bedeutet, dafl ein grofiter gemeinsamer Teiler von
n

ai,...,a, sich als d =Y _r;a; (r; € R) darstellen 148t.
i=1

Beweis:
Fiir jeden gemeinsamen Teiler d von aq, ..., a, gilt:

&Z:bzd =4 (al,...,an)gR(i.

Ferner ist (a1, ... ,a,) ein Hauptideal Rd, fiir das dann d|d
und damit d = ggT (a4, ..., a,) gelten muf.

4
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43. Satz
In einem Hauptidealring R 148t sich jedes x € R\U(R), a # 0, als

Produkt von Primelementen darstellen.

Beweis:

Geméf der vorrangehenden Bemerkung (iii) geniigt es, eine Darstel-
lung von z als Produkt irreduzibler Elemente nachzuweisen.

Ist = irreduzibel, sind wir fertig. Ansonsten existieren zi, x9 €
R\U(R) mit = x129, und es ist () & (z;) (1 <4 < 2). Analog
versuchen wir xq, xo zu faktorisieren und erhalten so nach n Schritten
x als Produkt von yy,...,y, € R\U(R). Dabei werden die Faktoren so
angeordnet, dafl im Falle nicht irreduzibler Faktoren diese die hochsten

Indizes bekommen. Wegen

<x>g(y2yn)gg(yn—lyn>g(yn>

muf} dieser ProzeB abbrechen (R ist als Hauptidealring noether-
sch), d.h. nach endlich vielen Schritten wird x ein Produkt irreduzibler
Elemente.

O

44. Definition

Ein Integritdtsring mit 1 heifft ZPE-Ring (Ring mit eindeutiger Primelementzerlegung,
faktorieller Ring), falls sich jedes x € R\U(R), = # 0, bis auf Einheiten
eindeutig als Produkt irreduzibler Elemente darstellen 1aft.

(Ausz=eqi-....¢ =Eq1-...-@smit e, £ € U(R), ¢;, G; irreduzibel
folgt 7 = s und nach eventueller Umnumerierung ¢; ~ ¢; (1 <7 <r).)

45. Satz

Fir Integritatsringe R mit 1 sind aquivalent:
(1) R ist ZPE-Ring;
(2) jedes x € R\U(R), = # 0, ist Produkt irreduzibler Elemente,
und jedes irreduzible Element von R ist Primelement;
(3) jedes x € R\U(R), = # 0, ist Produkt von Primelementen.

Beweis:

(i) = (ii):

Es bleibt zu zeigen, daf jedes irreduzible Element von R ein Primele-
ment ist. Es seien dazu a, b € R und 7 € R irreduzibel mit 7 | ab. Da
a, b sich eindeutig als Produkte irreduzibler Elemente schreiben lassen,
ergibt sich die Zerlegung von ab in irreduzible Elemente aus der von a
bzw. b. Nach Voraussetzung mufl also ein zu 7 assoziiertes Element in
der Faktorisierung von a oder b auftreten, es folgt w|a oder 7lb.

(i1) = (iii): Trivial.

(iii) = (ii):
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Ist 7 irreduzibel, so besitzt 7 eine Darstellung als Produkt von
Primelementen. Diese besteht dann notwendig aus nur einem Faktor.

(i) = (i):

Es seien
T=€q1 .. QG =E€q1" ... (s

mit €, € € U(R) und ¢;, ¢; irreduzibel (1 <i<r, 1 <j <s). Dag,
Primelement ist, mufl ¢, eins der g; teilen, also zu ihm assoziiert sein.
Wir ordnen nun gegebenenfalls um, so daf ¢,|¢s gilt. Daraus folgt

EQL o Qo1 =EqQL - o
mit € € U(R). Nach r-maliger Anwendung folgt so 7 = s und bei
passender Numerierung ¢; ~ ¢; (1 <1i <r).

O

Bemerkung:

(1) Als direkte Konseqenz von (2.43) folgt, daf} jeder Hauptideal-
ring auch ZPE-Ring ist.

(2) Wéhlt man aus jeder Klasse assoziierter Primelemente einen
Vertreter aus und bezeichnet die Menge dieser Vertreter mit
P so lafit sich in ZPE-Ringen jedes © € R, = # 0, eindeutig
als

r=c[[p*™, y=n]]p*¥

peEP peEP

(vy(x) € Z=°, e, n € U(R), nur endlich viele v,(z) ungle-
ich Null, v,(z) ist der genaue Exponent, mit dem p gerade x
teilt) schreiben. Fiir x, y € R\{0} folgt dann insbesondere:

vy = en [ pr@re)
peEP
egT (1, ) = [] pmnv@ o),
peEP
kgV (z,y) = 1‘[pmam{Vp(:vLVp(y)7
peP

r|ly < v(r) <y(y) VpeP.

Ohne Euklidischen Algorithmus ist es i.a. ein schwieriges Problem,
wie man in Hauptidealringen ein erzeugendes Element eines Ideals,
etwa von (ai,...,a,), findet, d.h. einen ggT berechnet. FKEine Fak-
torisierung in Primelemente ist meist zu aufwendig, etwa schon bei
groflen Zahlen in 7Z.
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46. Definition

Ein Integritatsring R heifit euklidischer Ring, wenn es eine Abbil-
dung v : R\{0} — Z=° gibt, derart daf fiir beliebige a, b € R, b # 0,
zwei Elemente Q(a, b), R(a, b) € R mit

a=Q(a,b)b+ R(a,b) und R(a,b)=0 oder v(R(a,b)) <v(b)
gibt.

Bemerkung:
(1) Euklidische Ringe sind Ringe mit Einselement.
Die Menge {v(x)| x € R\{0}} enthélt ein minimales Ele-
ment v(xg). Hierfir ist notwendig R(a, z9) = 0 Va € R, also
teilt zg alle a € R. Ferner ist 0 # Q(xq, x¢) Linkseins:

Q(xo, w0)y = Q(0, T0) Q(y, o) o = Q(Y, T0) Q(0, T0) o = Q(Y, T0) To = Y,
Da R kommutativ ist, ist Q(zg, x¢) Einselement von R.
(2) Z mit v =| | (Betragsfunktion) und K[t] mit v = deg ( ) sind
euklidische Ringe, es existiert der euklidische Algorithmus, der
zur Berechnung eines gg'l' zweier Ringelemente dient. Jeder
Korper ist ein euklidischer Ring.

Beispiel: (Ubung)
R = 7Z[—1] (GauBsche ganze Zahlen) mit v : a+ by/—1 — a® + b°.

47. Satz
Jeder euklidische Ring R ist Hauptidealring.

Beweis:

Es sei a # {0} ein Ideal von R. Ferner sei a € a mit v(a) =
min{v(x)| © € a, x # 0}. Fiir x € a gilt dann = = Q(x, a)a, da
notwendig R(z, a) verschwinden mufl. Also gilt Ra C a C Ra.

U

Polynomringe als Gruppenringe

48. Definition

Es sei S ein Halbgruppe und R ein Ring. Dann definert man den
sogenannten Halbgruppenring

R[S]:={f : S — R| f(s) =0 fiir fast alle s € S}

mit den Verkiipfungen:

Addition : fH+g: S—R : s— f(s)+9(s),

Multiplikation :  fg: S—R : > f(t1)g(t2) (Faltungsprodukt)
t1tg=s
t1,t9€S

fir alle f, g € R[S].

Vy € R.
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Wir rechnen hier nur das Assoziativgesetz beziiglich der Multiplika-
tion nach:
Fiir s € S beliebig gilt

(flgm)(s) = D2 f(t)(gh)(ta)

= ttz:_ f(tl)t ;t g(t2) h(ts)

= Zﬁ f(t1) g(t2) h(ts)

= > (Z tity = t5>f(t1)g(t2>) h(ts)
tst3=s (

= Z; (fg) (ts) h(ts)

= ((f9)h) (s).

Einbettung von R, S in R[S]:
(1) S sei Monoid. Setze

0 sonst

i R RIS v g i fr<s>:{r fir s =

mit e = 1g. Dann ist (g Ringhomomorphismus wegen [,
von lp

r+7 firs=ce

0 sonst
r flirs=c¢e 7 furs =ce
= -
0 sonst 0 sonst
= fr(s) + fi(s),
rr firs=e
fri(s) =

0 sonst

B Z r firt;=e |7 flirtg=e
B 0 0

s sonst sonst

= [ fF<S)'
(2) R sei Ring mit 1. Setze

frJrF(S) = {

1 firt=
tg : S— R[S] : s— F, mit Fyt)= { o - s
0 sonst
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ls ist Homomorphismus wegen

Fs§<t) - (St,sé

B 1 furss=t
N 0 sonst

- Z 61518 57525

t1to=t
_ v {1 fiir ¢, = s {1 fiir ¢y = §
ot |0 sonst 0 sonst
= Fi(t) F5(t)
Falls S zusétzlich Monoid ist, besitzt R[S] ein Einselement,

namlich F,.

F(t) f(t) = > F.(t) f(ts)

tito=t

- Z 5€t1 f(tQ)

tito=t
= f(t)  VfeR[S]
(3) Falls R > 1 gilt, erhalten wir

RiS] = {Zas F

seS

® {Zass

seS

as € R, as = 0 fiir fast alle s € S}

as € R, as = 0 fiir fast alleseS}.

(%): gilt dabei wegen der Definition der Einbettung [,.

Dann kann man in R[S] wie folgt rechnen:

&<2a33> — S(aa)s VaeR,

seS seS
Zass—l—sts = Z(as—l—bs)s,
ses ses ses
(Zass> <sts> = Z asb; st
ses ses s,tes

_ z(z b) .

se€S \tita=s

Beispiele:
(1) S={t"|v e Z="} =2 %", R kommutativer Ring mit 1.

RIS| = {ia t”

v=0

a, € R, a, # 0 nut fiir endlich viele 1/} =: R[t]
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ist der Polynomring in der Variablen ¢ iiber R mit Ele-
menten

F) = a,t”
1=0

(a, € R, fast alle a, = 0).
2) )
5= X{t e 72 = ()"
i=1
R kommutativer Ring mit 1. Die Elemente von S lassen
sich als 2 :=t{* - ... - t¥» mit v € (Z=")" schreiben. Es ist

R[S]:{ Z ay t=

ve(Z=o)"

a, € R,a, # 0 nur fiir endlich viele az} =: Rlt1,...,t)

ist der Polynomring in n Variablen t¢y,..., t, iiber R mit
den Elementen

f&)= > at* (a, €R, fast allea, =0).
ve(Z=0)r
(3) S Gruppe, R Ring mit 1. R[S] ist Gruppenring.
Wissen im Gruppenring liefert Information tiber die Gruppe
selbst.

(Higman: G, H endliche abelsche Gruppen mit Z[G] =
ZH = G=H.)

Polynomringe in mehreren Variablen. Bemerkung:
Wir erhalten

Rlt1, ... ths1] = R[t1,...,t] [tas1l,
Rlty, ... t,] = R[tﬁ(l), o ,tw(n)] V€ &,
als direkte Konsequenz der entsprechenden Aussagen iiber direkte

Produkte von (Halb-)Gruppen.

Fiir Elemente des Monoids in (ii) 148t sich eine Ordnung definieren
mittels:
tm>tt e vzp

(etwa lexikographisch).

49. Definition

Es sei
f(1) = Z ay
ve(Z=0)m
ein Element des Polynomrings Rlti,...,t,]. Hierbei heiflen die

Summanden a, t* Monome. Unter dem Grad eines Monoms # 0 ver-
steht man die Summe der Exponenten vy +...+v,. Als Grad von f # 0
bezeichnet man das Maximum der Grade seiner Monome (Bezeichnung:
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deg (f)). Ist auf den Potenzen t* eine Ordnung gegeben, so heifit a, mit
v maximal Leitkoeffizient von f und a, t* heifit Leitmonom. (L.a. setzt
man

v>p & > e D >

und im Falle der Gleichheit v > Iz lexikographisch.) Ferner setzt
man deg (0) = —oo. Im Fall I(f) = 1 heiBt f normiert.
Beispiele fiir Anordnungen auf (Z=°)":

v> o Z v > Z p; und fiir Gleichheit v > p lex1kographlsch>
i=1 =1
v lex1kographlsch & v =, 1 < <9 und v, > py, fur

ein ig € {1,...,n}.

Bemerkung:
(1) Sind f, g € R]t], so gilt

deg (f +¢) < max{deg(f), deg(g)}
deg(fg) < deg(f)+deg(g).

Bei der Multiplikation gilt Gleichheit, falls I(f), I(g) keine
Nullteiler sind, also etwa fiir Integritatsringe R.
(2) R[t] Integritatsring < R Integritatsring.
(3) f € R[t] invertierbar < f € U(R) (U(R[t]) = U(R)) in
Integritatsringen R!

50. Hilbertscher Basissatz

Es sei R ein kommutativer Ring mit 1. Ist R noethersch, dann auch
RIt].

Beweis:

Es sei 9 ein Ideal in R[t]. Betrachte hierzu Polynome vom Grad
i€ Z7°, setze

0, :={z € R|x=I(f) fiir ein f € Q mit deg(f) =1} U{0}.
Dann bilden die a; Ideale in R, denn

(1) fir f, g € Q mit deg (f) = deg(g) =i = entweder I(f £+ g) =
[(f) £1(g) mit deg (f £ g) = deg(f) =i oder deg(f £g) <i
mit 1() + U(g) = 0;
(2) fir a = I(f) € 4, € R = ra = 0 oder rf € Q mit
deg (rf) =t und I(rf) =ri(f).
Da man Elemente von Q mit £ multiplizieren kann und dabei in Q
bleibt, folgt unmittelbar

aogalgagg...garC....

Da R noethersch ist, wird diese Kette stationir. Es sei r € Z=Y
minimal mit a, = a,,; V& € IN. Dann existieren erzeugende Elemente
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i1y ooy Gin, (N € IN) fiir a; (0<i<7). Fir0<i<r, 1<j<n,; sei
fij € Q mit l(f”) = Qjj.

Wir zeigen nun, daf§ diese f;; das Ideal Q erzeugen.

Es sei f € 9 mit deg (f) = d. Wir fiithren Induktion nach d durch.
Der Fall d = 0 ist klar, da dann f in ag liegt. Sei alsod > 0. Fird > r
gilt

ag =< l(td_rfrl, R ,l(td_rfrnr) >,
es exitieren daher vy,...,7,, € R mit
deg (f - 'Yltd_rfrl T ’antd_rfmr) <d,

und das Differenzpolynom liegt wiederum in Q. Fiir d < r erhalten
wir analog ein Polynom

f="fa — - = Yngfany

mit Grad < d in Q. Nach Induktionsannahme liegt das Differen-
zpolynom im Ideal

f:<f2]|0§2§r,1§]§nl>,

also auch f selbst. Damit gilt Q = F, jedes Ideal von R[t] ist
endlich erzeugt, damit ist R[¢] noethersch.

0

51. Hilfssatz

Ist A ein unitdrer Oberring von R (d.h. 15 = 1g), so ist fiir z € A"
die Abbildung

O, 0 R[t] = A = f() = f(z)

ein Ringhomomorphismus mit ®,|r = idg. Dieser 148t die Elemente
aus R invariant, ist also ein sogenannter R-Homomorphismus.

Beweis: Durch Nachrechnen!

Bemerkung:
x € A" heifit Nullstelle von f € R]t], falls ®,(f) = 0 bzw. f(z) =0

ist.

7?7 und 7?7 implizieren:
R noethersch < R[t] noethersch.

Im folgenden betrachten wir hauptsachlich univariate Poly-
nome ( = Polynome
in 1 Variablen).
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52. Hilfssatz

Es sei R ein Integritatsring mit 1. Ein R-Homomorphismus ¢ :
R[t] — R[t] ist genau dann ein Isomorphismus, wenn

e({t)=at+b mit a€U(R), be R
gilt.

Beachte:
Fiir Homomorphismen ¢ : R[t] — A ist ¢ durch ¢ (t) eindeutig
festgelegt wegen

Beweis:

Fir ¢ (t) = at + b mit a € U(R), b € R folgt ¢~ '(t) = a= (¢t — b),
also p o ™ = idgy. Ist andererseits ¢ Isomorphismus, so gilt ¢ (t) =
g(t) € Rlt], t = o (f(1)) mit

1 = deg (t) = deg (f(g(t)) = deg (f) deg(g).
Also muf} deg (f) = deg(g) = 1 sein, d.h. g(t) = at + b, f(t) =
ct+d(a, b, c,d € R). Aus
t = flo(®)
clat +b)+d
= cat+bc+d = 1=ac N0=bc+d

folgt a € U(R), also die behauptete Form fiir .
]

53. Definition

Es sei A ein unitarer Oberring des Ringes R. Ein Element x € A
heifit algebraisch tiber R, falls die Abbildung ¢, : R[t] — A nicht
injektiv ist, d.h. es existiert ein Polynom f(¢) € R[t] mit f(z) = 0.
Andernfalls heifit © € A transzendent iiber R.

Bemerkung:
x algebraisch < z Nullstelle eines Polynoms aus R|t].

Beispiele:
V2 € IR ist algebraisch iiber Z als Nullstelle von f(z) = 22 — 2.
e, m € IR sind transzendent iiber Z bzw. @ (ohne Beweis).
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54. Hilfssatz

Es seien R ein kommutativer Ring mit 1, f(¢) € R[t] mit deg (f) > 1
und A ein unitarer Oberring von R. x € A ist genau dann Nullstelle
von f(t), wenn (¢t — x) das Polynom f(t) in A[t] teilt.

Beweis:
Division mit Rest ist in A[t] durchfithrbar, da [(t — =) Einheit in A
ist! Also folgt

f)=Q(f, t —x)(t —x) + R(f, t — )

mit deg (R(f, t —z)) < deg(t —x) = 1, also ist R(f,t —x) € A
konstant.
Nun spezialisieren wir ¢ +— x:

x Nullstelle < 0= f(x)
< R(f,t—z)(z)=0
< R(f,t—x)=0.

O

Zur Division mit Rest in beliebigen Polynomringen (Pseudodivi-
sion) vgl. Ubungen, Blatt 9.

Beispiel:

Fir R = 7 ist die Division (#* —2) : (2t — 1) in RJ[t] nicht
durchfiihrbar.

Jedoch gilt:

235(t* —2) = (4> + 2t + 1) (2t — 1) + —15 in Z[t].

55. Satz

Der Polynomring Kt| iiber einem Korper K ist ein euklidischer
Ring.

Beweis:
Mittels euklidischem Algorithmus mit v = deg.

0

Speziell ist K[t] also Hauptidealring und ZPE-Ring, und fiir ein ir-
reduzibles Polynom f(t) aus K|t] ist K[t]/f(t)K[t] wieder ein Korper.
In K[t] ist die Anzahl der Wurzeln eines Polynoms — der Vielfachheit
entsprechend gezahlt — kleiner gleich dem Grad. Dasselbe gilt iiber In-
tegrititsringen, sonst ist diese Aussage i.a. falsch: 2 —1 hat in Z/8Z[t|
Nullstellen 1, 3,5, 7, alsot*> —1=(t— 1)(t = 7)=(t — 3) (t — 5).
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56. Hilfssatz

Es sei R kommutativer Ring mit 1. Dann gilt:

R[t] Hauptidealring < R Korper.

Beweis: “ <" Klar!
“ =" Betrachte

po i Rl = R ¢ f(6) - f(0).
Es gilt: R[t] Hauptidealring =  R[t] Integritdtsring = R In-
tegritatsring.
Ferner ist R = R[t]/ ker ¢y, also ist ker ¢y Primideal und damit im
Hauptidealring R[] maximal, also ist R][t]/ker ¢y Korper.
U

Bemerkung;
Polynomringe in mehr als einer Variablen sind folglich keine Haup-

tidealringe. Dagegen vererben sich die Eigenschaften “noethersch” und
“faktoriell” von R auf R[t]. Die letzte Aussage ist eine Konsequenz von
(2.57).

57. Satz (GauBl)
Fiir einen ZPE-Ring R ist auch R[t] ein ZPE-Ring.

Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten.

58. 1. Hilfssatz

Es sei R ein kommutativer Ring mit 1. Ist a ein (Prim-)Ideal von
R, so ist a[t] (Prim-)Ideal in R[]

Idealeigenschaft von a[t] ist unmittelbar einsichtig. Es sei nun a ein
Primideal von R. Sind dann f(t) = XiL, ait’, g(t) = X7, bt! €

R[t]\a[t], so haben f, g Koeffizienten a;, b; ¢ a; hierbei wéhlen wir
Indizes 4, j minimal . Fiir den Koeffizienten von ¢t**7 in f - g erhalten wir
dann:
i+j
Citj = Z Qe bi—i—j—k: = a,-bj mod a,
k=0

also ¢y ¢ a, also f- g ¢ aft].



61. LEMMA — GAUSS 37

59. Definition
Es sei R ein ZPE-Ring und f(t) € R[t] mit deg (f) > 0.

I(f) :=ggT (ap,...,a,) heiBt fiir f(¢) = Zn:ai t'
i=0

Inhalt von f; fiir I(f) = 1 heifit f primitiv.

Bemerkung:
Jedes Polynom f(t) € R[t] mit deg (f) > 0 laBit sich in der Form
)

)
f(t) = 1(f) f,(t) schreiben, wobei f,(t) € R[t] primitiv ist.

60. 2. Hilfssatz

Uber einem ZPE-Ring R ist das Produkt zweier primitiver Poly-
nome primitiv.

Beweis:

Es seien f(t), g(t) € R[t] primitiv und h = fg. Fur I(h) ¢ U(R)
existiert ein Primelement m € R, welches samtliche Koeffizienten von
h teilt. Hierflir ist R7 ein Primideal (wegen (2.41)), also auch Rw|t]
geméf (2.57). Wegen fg € Rw|t] ist entweder f(t) oder g(t) in Rr[t]
enthalten, d.h. samtliche Koeffizienten von f oder g sind durch 7 teilbar
im Widerspruch zu I(f) = I(g) = 1.

O

Bemerkung:
Fiir beliebige Polynome f, g iber einem ZPE-Ring R ist der Inhalt

ihres Produkts gleich dem Produkt von I(f) und I(g), d.h. I(fg) =
I(f)I(g). Dies folgt unmittelbar aus dem letzten Hilfssat und der
Bermerkung davor.

61. Lemma (Gauf)

Es sei R ein ZPE-Ring mit Quotientenkorper K = Q(R). Gilt
dann fiir h(t) € R[t], deg(h) > 0, in K[t] die Zerlegung h = fi f2, so
existiert in R[t] eine Zerlegung h = cg;g> mit primitiven Polynomen
g1, 92, ¢ € R, und es existieren «; € K mit o, f; = g; (i = 1, 2).

Beweis:

Es sei \; kgV der Nenner der Koeffizienten von f; (i = 1, 2), sowie
wi = I(\;ifi). Also erhalten wir fiir die primitiven Anteile g; := (A f;),

AMAz b= papiz 9192

Es fOlgt )\1/\2 I(h) = HU1lt2, also M1y = ()\1/\2) C (C € R) und damit
die Behauptung.

O

Bemerkung:
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(1) Ist f € R[t]\R irreduzibel, so ist f auch in Q(R)[t] irreduzibel.
Beispiel: t2—n ist irreduzibel iiber Z fir n ¢ {2? | v € Z}.
Dies bedingt v/n ¢ Q.
Die Umkehrung lautet: Ist f(¢) € R[t]\ R reduzibel in Kt],
dann auch in R[t].
(2) Sind f, g € R[t], f # 0, g primitiv mit ¢g|f in K[t], so gilt g|f

bereits in R[t]. (f =h-gin K[| = f=c-h,ceR, he

R[t] = Behauptung.)

(3) Zwei primitive Polynome f, g € RJt] sind genau dann in Kt]
assoziiert, falls sie es in R[t] sind. (f =c-g & f=écg, éc €
U(R).)

Beweis zu (2.57):
Die irreduziblen Elemente von R][t] sind von zweierlei Gestalt:

(1) irreduzible Elemente aus R,
(2) irreduzible Polynome f(t) € R[t] mit deg (f) > 1.

RJt] ist Integritétsring mit 1, da R es ist. Sei nun f(t) € R[t]
vorgelegt. O.B.d.A. kénnen wir deg (f) > 0 annehmen. Dann existiert
im ZPE-Ring K[t] mit K = Q(R) eine Faktorisierung von f in irreduz-
ible Elemente: f = ¢q; ... ¢, mit ¢; € K[t]. Mittels (2.61) erhalten wir
hieraus eine Faktorisierung

f=cq ... -qmit ¢ = ;G (1 <i<r)

aus R[t] primitiv und irreduzibel, ¢ € R. ¢ besitzt jedoch nach
Voraussetzung eine Zerlegung in irreduzible Elemente in R.
Hat f in R[t| nun zwei solche Zerlegungen

f=¢q-...-qo=tepr-...ps (deg(q;) >0, deg(p;) > 0),
dann sind ¢;, p; auch in K[t] irreduzibel, also gilt r = s und —
bei passender Numerierung — ¢; = a;p; (o € K, 1 < i < r). Damit
sind die ¢; und p; in R]t] assoziiert, und es folgt ¢ ~ ¢ und — wegen R
ZPE-Ring — die Behauptung.
[

Bemerkung: Ist R ZPE-Ring, so auch R[ty,...,t,].

Als Bausteine sind die irreduziblen Polynome in ZPE-Ringen R]t]
von Interesse.

Bemerkung: (at + b) | (Z a; tﬂ—z‘) = alag, blan.
i=0

Beispiel:

Fiir welche a € Z ist f(t) = t° 4+ at + 1 in Q[t] irreduzibel?

Die Entscheidung fallt bereits in Z[t]! f ist primitiv!

Existenz von Nullstellen: f(41) = {2:?}, also ist f reduzibel fiir
a € {0, —2}.
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Quadratische Faktoren:
P rat+1=E+at+8) P +yt>+5t+¢)
= a+7=0,0+tav+08=0,c+ad+pBy=0, ac+p0=

a, fe=1
= y=-qa,d=0a’-03, e=a(28—a?),
Damit: f=e=1 = a=1(a=1,v=-1,0=0)
f=e=-1 = keine Losung (—1 = —a (2+0a?) = 1 =a(2+ a?) Widersprus

62. Satz (Irreduzibilitdtskriterium von Eisenstein)
Es sei R ein ZPE-Ring und
f(t)=>a;t" €RJt]
i=0
mit deg (f) > 1. Gibt es dann ein Primelement 7 € R mit 7|a; (0 <
i <n), 7 tap und 7t a,, so ist f(¢) in Q(R)[t] irreduzibel.

Beweis: Indirekt!
Ist f(t) in Q(R)[t] echt zerlegbar, dann auch nach (2.60) in RJ[t] .

Wir nehmen daher in R[t] an: f(t) = g(t) h(t) mit deg (g)-deg (h) > 0,
etwa

d m
gty =D bit', h(t) = c;t’.
i=0 =0
Speziell gilt dann:

i
a; ‘= bk Ci—k-

[}

k=
K<
i—k
Aus ag = bocy und 7|ag, 7t ag folgt 0.B.d.A. plby, p 1t co.
Wir zeigen induktiv: p|b; (1 < j <d). Fir d > i > 0 gilt ja:
' i—1

a; = Z bkci—k: Z bkCi_k—FbiCOEomOdﬂ'
k=0

k=0 =
i—k<m i—k<m

nach Induktionsannahme, also 7|b;co und wegen m ¢ ¢y folglich 7|b;.
Fiir i = d folgt w|bgc, = a,. Widerspruch!

IN

m

O

Beispiel:
(1) t" — a (a € Z, 3 Primzahl p mit pla, p* { a) ist in Q[¢] (und
Zt]) irreduzibel. ({/a ist in diesem Fall irrationall)
(2) In QJt] sind geméB (2.61) irreduzibel:

fit) = 3t°—15 (p=5),

L) = 2¢=21 (p=3,7),
fs(t) 51° — 1211 + 2417 + 2% — 4t + 34 (p=2).



40 2. RINGE

Hierbei sind allerdings nur die beiden letzten Polynome

f2, f3 auch in Z[t] irreduzibel (f1(t) =3 (t> —5), 3 & U(Z)).

(3) p-te Einheitswurzeln sind Nullstellen von #* — 1, sie bilden

eine zyklische Gruppe der Ordnung p. t” — 1 ist reduzibel
(=11 —1).

tr—1 P

heifit p-tes Kreisteilungspolynom.
O, () irreduzibel <  @,(t + 1) irreduzibel; dies gilt, weil
¢ : R[t] = R[t] : t— t+ 1 Ringisomorphismus ist.

Es gilt

o, t+1) = ST

p
G i1
i—0 \?

t
p—1 p\ .
— tp—l + Z () t’L—l’
i=1 \?
und fiir a;_4 = (’Z), ag = p erhalten wir plag, p* 1t ao,

@)ZPKP—Df~-@—i+D

1.0

(t+1)P -1

=0modp (1<i<p-—1), also folgt

p|(}) =@ A <i<p—1), pra,, =1 = o)

irreduzibel.

63. Satz (Reduktion)

Es seien R, S zwei Integritatsringe mit 1 und ¢ : R — S ein
Ringhomomorphismus mit ¢ (1z) = 1g. Dann la8t sich ¢ kanonisch zu
einem Ringhomomorphismus ® : R[t] — S[t] mit ®|z = ¢ fortsetzen.
Es sei f(t) € R[t] mit deg (P (f)) = deg(f) > 0. Ist dann P(f)
in S[t] irreduzibel, so ist f in R[t] nicht als Produkt f = g¢gh mit
deg (g) deg (h) > 0 darstellbar.

Beweis:
(1)
® : R[t] — S[t] : Zaiti — Zcp(ai)ti

hat ker & = ker (¢)[t] wegen @|r = ¢.
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(2) Ist f = gh eine echte Zerlegung, d.h. (deg(g) deg(h) > 0) in
Rlt], soist ®(f) = ®(g) ©(h) und deg (P (g)) < deg (g), deg (P (h)) <
deg (h). Wegen deg (® (f)) = deg(f) und S Integrititsring
liefert ein Gradvergleich, dafl ® (g) ® (h) echte Zerlegung von
® (f) ist. Widerspruch.

O

Anwendung:
Bei Irreduzibilitétstests in ZZ[t]!

R=7, S =7/pZ, p Primzahl mit p tI(f).

Beispiele:
(1) f(t) =t>+39t2 — 4t + 8 € Z[t],
p=3: ®(f)=1t>—t—1ist in Z/3% irreduzibel, da es
dort keine Nullstelle besitzt.
(2) f(t) =2+ (10170 4+ 1)t + (10°482! 1 343) € Z[t],
p=2: ®(f)=t*+1t+1ist in Z/2% irreduzibel.
(Dagegen ist eine Bestimmung der Teiler von f(0) prak-
tisch unmoglich.)

Losen von Gleichungen:
Gegeben sei ein Polynom f(t) € R[t], R kommutativer Ring mit 1,

n .
== Z a; .
=0

Problem:
Bestimme x € R oder aus einem unitaren Oberring A von R mit
f(x) = 0. Ist ag kein Nullteiler, dann liefert Multiplikation mit a”*
(apx)™ + ay (apz)" ™' + ...+ anay~' =0,
und jede Losung y € R von
Y+ ay" L agalT =0
liefert eine Losung x = aﬂ in Q(R).

0

Also gentigt es, f(t) als normiert a,, = 1) anzunehmen. Ein unitérer
Oberring A von R, in dem f ein Nullstelle besitzt, heiffit Losungsring
der Gleichung f(z) =

64. Lemma

Es sei R ein kommutativer Ring mit 1 und f(¢) € R[t] normiert mit
deg (f) > 1. Dann ist A := R[t]/(f) ein Ring, in dem f eine Nullstelle
besitzt. Aulerdem lat sich R in A einbetten.

Beweis:
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A besitzt tiber R eine Basis tV/(f) (0 < v < deg(f)), da sich jedes
Polynom ¢ € RJt] in der From

9=Q(g, /) f+R(g, f) mit deg(R(g, f)) < deg(f)

schreiben lafit. Also existiert in A ein Reprasentantensystem, das
aus jeder Restklasse ein Polynom vom Grad < deg(f) enthélt, was
sich also aus den ¥ (0 < v < deg(f)) linear (mit Koeffizienten aus
R) kombinieren 148t. Eine solche Darstellung ist {iberdies eindeutig,
da die Differenz zweier ungleicher Polynome vom Grad < deg(f) ein
Polynom vom Grad > 0 und < deg (f) ergibt, welches folglich nicht
die Nullrestklasse reprisentiert. Uberdies gilt offenbar f(z) = 0 fiir
x =1t/(f). Eine Einbettung von R in A erfolgt mittels

T: R—A:—a+(f).
O

Bemerkung:
Der Ring A = RJ[t]/(f) hat die folgenden 3 Eigenschaften:
(1) A ist unitdrer Oberring von R.
(2) A wird iiber R durch eine Wurzel z = t/(f) (d.h. z € A) von
f generiert.
(3) Fiir jeden Losungsring S mit Nullstelle y von f in S existiert
ein Ringhomomorphimus

p: AN—=S:a2—y (¢@) =y p(1)=1).

Ein Ring mit diesen drei Eigenschaften wird Ring der Gleichung f(z) =0
genannt.

Beispiele:

(1) Es seien R = Z/87Z = {0,...,7} und f(¢t) = t* — 1 € R[t].
A = R[t]/(f) besitzt als R-Basis 1/(f), t/(f) =: . Ander-
seits ist S = Z/87ZL selbst Losungsring, folglich existiert ein
Ringhomomorphismus ¢ : A — R mittels t/(f) — a, a €

{1, 3,5, 7}
al/(f)+bt(f) — a+ab
(@1(f)+0t/(f) (1/(f) +dt/(f)) (G+Oéb)||(0+04d)
(ac+bd) 1/(f)+ (ad+ be)t/(f) (ac + a*bd) + a (ad + be)
I I
(ac+0bd)1/(f)+ (ad +bc)t/(f) (ac + bd) + o (ad + be).

(2) f(t) =3+ pt* + qt + r zerfalle in A[t] gemaB
ft) = (t—2)(t*+at+0), also
fit) = (t—2)(@+p+a)t+qg+a(z+p)
= r=—x(z(x+p)+q) in R[t]/(f).
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(3) t* + m sei irreduzibel iiber R (etwa m = 1, R = IR oder
m = —2, R="7./57Z). R[t]/(f) hat Basis 1, t. Es ist

R[t]/(f) = R X R.
Wie sieht die Ringstruktur auf R x R aus?
(a+1tb) - (c+td) = ac—mbd+t(bc+ da),
(a, b)-(c,d) = (ac—mbd, bc+ da),

65. Korollar

Durch iterierte Anwendung der Konstruktion aus (2.63) erhédlt man
S(f, R), den sogenannten Zerfallungsring von f iiber R, mit n! Basise-
lementen tiber R, n = deg (f).

66. Hilfssatz

Es sei K ein Kérper und f € KJt|, deg(f) > 0. Dann exitiert
ein Erweiterungskorper L von K, besitzt. Auin dem f eine Nullstelle
besitzt.

Beweis:

Es sei g € K]Jt] ein irreduzibler Faktor von f mit deg(g) > 1,
dh. f =p-g, p € K[t]. Da K[t] Hauptidealring ist, ist g Primideal
und (¢) maximales Ideal. Folglich ist L := K][t]/(g) ein Korper, in
dem ¢ (und damit f) eine Nullstelle besitzt, d.h. die Restklasse von
t, t + (g), ist Nullstelle von f in L wegen f =p-g € (g).

O

67. Satz

Es seien K ein Korper und f(t) € K[t| mit deg (f) = n > 0. Dann
exitiert ein Erweiterungskérper L von K, in dem f Produkt von [(f)
und n normierten Polynomen ersten Grades ist:

n

f@) =1 [[(t = ;) in L[t], z; € L.

i=1
Speziell enthalt L alle Nullstellen von f.

Beweis: Per Induktion iiber n = deg (f)!
n = 0: f = I(f), das Produkt {iber normierte Polynome ersten
Grades ist hier leer.

n=mn+1:
Geméf (2.65) exitiert ein Erweiterungskorper Ly von K, in dem f
eine Nullstelle hat.

f(t) = (t —x1) g(t) in Ly[t], deg (f) =n+1, x; € Ly, deg(g) = n.
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Nach Induktionsvoraussetzung gibt es einen Erweiterungkorper L
von Lq, in dem g zerfallt:

n+1

g=19) H(t—xi) € L[t], xo,...,xp41 € L,
und es folgt
F= (=t Tl -0 = 107)- T - ) < 2l

0

Beispiel:
Es sei f € K|t], f normiert, f zerféllt in L mit z; € L wie folgt:

n

[ = H(t—xi)

— (—a) (=) . (=)

n
= "= t"y a4+t iy
i=1

i<j

1<i1 <9< ..<ip<n

68. Definition

Es sei R ein kommutativer Ring mit 1. Ein Polynom

f(t) € RIt] (L= (t1,... 1))
heiffit symmetrisch, falls

[ty tn) = f(tr@ys - - trm)
fir alle 7 € &,, gilt. Speziell heiflen

oo(t) = 1
oi(t) = > by ooty (1< 7<)
1<i1<ip<...<i;<n
elementarsymmetrische Funktionen in t;,...,t, (0; = 0](-")).
Beispiele:

(1)
o1 =101+ ... +1,,
oo(t1,ta,t3) = tita + tits + taols,
On(ty, .oy ty) = t1 ...ty

C Ty,
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(2) Potenzsummen:

Sk(t) = t? (Potenzsummen), (k € Z=°),
=1
Sot) = tHi+...+1t2
= (ti4...+t,)" =2 tit;.
i<j

(3) Zusammenhang:
Sy = Uf — 2079
= 0151 — 209,
also fiir n = 2:
oo(t) = i+t
= (t1 +1t2)* — 2t1t
= o1(t)? —205().

(4)
f(tlu atnat) = H(t_tz)
i=1
= > (-1)"7o,;(t)t,
7=0
S (=1) oi(t) t"
i=0
(5) Es sei A € M,(C) und
AL
J. =
*n—1
An
mit \; Eigenwert zu A (1 <7 <n)und x; € {0, 1} (1 <
j<n-—1).
fA = det (t — Jc)
i=1
= S (=10 (A o A
j=0
0'1(>\1 /\n) = Sp (A), O'n(>\1 . /\n) = det A.
) (n) +m)
o (ty . ty) =0 "ty o 10,0 ... 0).
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Bemerkung:
Die symmetrischen Polynome bilden einen Unterring von R[t; ... t,].

Der Einsetzungshomomorphismus
q)(glman) . R[tl e tn] — R[tl e tn]
d(f) = f(o,...,04,) ist symmetrisch.
69. Satz (Hauptsatz liber elementarsymmetrische
Funktionen)

Es sei R ein kommutativer Ring mit 1. Dann ist jedes symmetrische
Polynom f(t) € R[t] gleich g(oy,...,0,) fir ein eindeutig bestimmtes
Polynom g € RJt].

Beweis:
Wir definieren das Gewicht eines Monoms

g(t) = atP - .. - trmals w(ty) =k, w(g) ==Y _ims.
i=1

Das Gewicht eines Polynoms f € R[t] wird dann als Maximum der
Gewichte seiner Monome festgelegt, d.h.

f=> an ittty w(f)=max{wy. ...

(1) Wir zeigen: Zu f € RJt] symmetrisch vom Grad d existiert
g € R[t] mit w(g) < dund f(t1,...,t,) = g(o1,...,00).
Der Beweis erfolgt mittels Induktion nach n.
Firn=1ist f = g und o1 = t;.
n — 1 = n: Beweis per Induktion nach d = deg (f).
Fiir d < 0ist f konstant und g = f tut’s.
Sei also d > 0.
d — 1 =-d: Dann ist

f(n_l)(tl, R 7tn—1) = f(th ce ’tn-l’o)

vom Grad deg (f("~Y) < d symmetrisch in ti,...,t, ;.
Nach Induktionsvoraussetzung iiber n existiert also ein Poly-
nom gi(t1,...,t,_1) € R[t1,...,t,_1] vom Gewicht < d mit

FONE, b)) = (oY ey,

wobei Uz(n_l)

Hiernach ist

h(t) = f(t) = gilo, .., 0n1)

ebenfalls symmetrisch vom Grad < d. Wegen h(t) sym-
metrisch und hA(ty, ..., t,—1,0) = 0 folgt o,|h, bzw. h = o,hy, deg (hy) =
deg (h)—n. Wiederum ist hy symmetrisch vom Grad d—n < d.

=0y(t1,...,ty_1,0) gesetzt wurde.
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Nach Induktionsannahme existiert daher go € R[ty,...,t,]
vom Gewicht < d — n mit

h1<t1, Ce ,tn) = 92(0'1, e ,O'n),

und insgesamt leistet

glor,...,00) =101, 0n1) + 0 ga(o1, ..., 00)
das Verlangte.
(2) Eindeutigkeit:
Dazu zeigen wir: Fir f € R[ty,...,t,] mit f(o1,...,0,) =
0 gilt f = 0.
Der Beweis erfolgt per Induktion iiber n.
Fir n = 1 ist die Aussage wegen o; = t; trivial.
Sei also n > 1 und f # 0 von minimalem Grad > 0 mit
f(o1,...,0,) =0. Aus dem Ansatz

l
f(tl, C ,tn> = Zfz(tly SR 7tn—1) t:’b
1=0

folgt zunéchst fo(t1,...,t,—1) # 0, da sonst f durch ¢,
teilbar ware, d.h.

fO =t f(H) mit 0= f(g)=o0ufla),
im Widerspruch zur Minimalitat des Grades. Daher gilt:

!
0=f(or,...,00) = Zfi(al,...,an_l)afl.
i=0

Setzen wir hierin ¢, = 0, so erhalten wir

0= Fo" ool 0) = folo o)

yYn—1 > » Yn—1
im Widerspruch zur Induktionsannahme!
0

Beispiel:
Fur
i ta,t3) = (b — t2)* (t1 — t3)* (t2 — t3)?
st
f(t1,12,0) = (1 —t2)* (tit2)”
— (o — a0y ol
folglich gilt h(t) = o3 hy(t) mit
hi(t,ts,0) = 18017 0P — 40

ho(t) = hi(t) —180¥ 68 + 40
= —2Ttitots
= —270’3
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fti,to,t3) = 0105 — 4oy + 03 (180,09 — 403 — 27 03).

Zusammenhang zwischen Potenzsummen und elementarsymmetrischen
Funktionen:

70. Satz

Fiir die Potenzsummen Sj(£) und die elementarsymmetrischen Funk-
tionen o,(t) gelten die ”Newtonschen Relationen”:

(1)

(~1) 0(t) Siilt) + k (-1} o) =0 (0 < k < n),

M

Beweis:
Fur
n

f(tla s 7tn7t> = zn:(—l)j Uj(z) tnij = H(t - tj)

j=0 J=1
gilt:

0= (o~ (1<i<n)

bzw.
n

0= (- ot)t;7 (1<i<n, k=>n)
j=0
Summation dieser n Gleichungen liefert

n

Y (=1) 05(t) Se—;(t) = 0,

j=0
also (i) bzw. (i) fir & = n. Der Rest von (i) wird bei festem k
mittels Induktion nach n bewiesen:
Induktionanfang: n = k ist bereits gezeigt.

n—1=n:
Wir setzen
k—1 v ,
Fty, .o ota) =3 (=1) 03(t) Seei(t) + k (—1)7 ow(t).
i=0

Dies ist eine symmetrische Funktion vom Grad < k < n. Ferner
gilt
F(ty,...,t,,0) =0
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nach Induktionsannahme. Also ist F(t) durch ¢, — wegen der
Symmetrie durch o,,(t) — teilbar. Wegen deg (F) < n muf§ F' folglich
identisch verschinden.

[l
Beispiel:
Si(t) = oi(2),
Sy(t) = o1(t) Si(t) — 202(2)
= oi(t) — 20(t),
Ss(t) = o1(t) Sa(t) — o2(t) Si(t) + 2 05(t)
= 0}(t) = 301(t) oa(t) + 3 03(1),

usw. Sind die natiirlichen Zahlen in R keine Nullteiler, so gilt in
Q(R) auch:

oit) = Si(1),

7m(t) = 5 (S - S0),

7t = 5 (S0 - Si0° + 350 3 (5107 - S:(0)
= @S0+ Si(0)° - 381(0) Sa(1),

71. Definition
In R[] heifit
D)= I (t—t)?

1<i<j<n

Diskriminante von ¢t.

Beispiel:
a a2 —4b a* — 4b
t2—i—at+b, .’I?l’g:—i:l: 1 s 1 = (Il—I2)2.

72. Hifssatz

In RJt] gilt:
D(t) = det ((Sitj—2(t)i<ij<n) -

Beweis in den Ubungen.
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73. Satz (Fundamentalsatz der Algebra)
Jedes Polynom f € C[t] mit deg (f) > 1 besitzt eine Nullstelle in
C, d.h. iiber C zerfallt f in Linearfaktoren:
deg (f)

fo=1f) Il t—2;) x;€0)

j=1
7 ist algebraisch abgeschlossen.”
Beweis:

(1) Wir fithren den Beweis auf die gleiche Aussage fiir Polynome
aus IR[t] zurtick.
Fir f € C bilden wir

g(t) == f(t) f(t) € R[].
Wir erhalten dann
2deg (f)

g(t) = AP TI (t=c))

j=1
Hier ist mit ¢; auch ¢; Nullstelle von ¢ (!) und wir bekom-
men

deg (
H t—CJ 1§j1<j2< <jdcg <2deg(f))

(2) Wir zeigen: Jedes Polynom
f@)=t" —at" ' agt"? — + ...+ (=1)"a, € R[]
mit n > 1 besitzt in C ein Nullstelle.

Fiir n ungerade folgt dies aus dem Zwischenwertsatz der
Analysis.

Sei also n von der Form 2F¢ mit k € Z=", ¢ ungerade,
q € IN.

Wir fithren den Beweis mittels Induktion nach k.

Induktionsanfang: k£ = 0 ist bereits geklart.

Sei nun £ > 1 und die Behauptung fiir 1,...,k — 1 bereits
bewiesen.

Nach (2.66) existiert ein Erweiterungskorper K von IR mit

H t— ;)

in K[t]. Wir bilden nun fur jede reelle Zahl r das Polynom
L@t)= [ ¢t—-z,—xz, —ra.m:) € K[t]

1<p<v<n

(Laplace) (Koeffizenten von L, (t) sind symmetrisch in den
Wurzeln). Hierbei ist L, eine symmetrische Funktion in x4, ..., z,,
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also sind die Koeffizienten reelle Polynome in den elemen-
tarsymmetrischen Funktionen o;(z) = (—1)7a;, d.h. es gilt
L.(t) € R[t]. Wegen

deg (L,) = 5 (n—1) =27 (2% — 1) = 2"7'g,

¢ ungerade, besitzt L, fiir jedes » € IR eine Nullstelle in C.
Fir jedes r € IR existieren also Indizes u, v mit

2 =2, +x, 1oz, € C.

Da die Anzahl der Indexpaare p, v endlich, die der r € R

unendlich ist, existieren r # 7 in R, 1 < pu < v < n mit
z, +x,+rx,m, v, +x, +77,2, €C.

Hieraus folgt =, + z, € C, z,z, € C, d.h. z,, x, sind

Nullstellen von
t* — (z,+a,)t+ a2, €C[t],

also z,, z, € C.
= alle zugehorigen Wurzeln in C (in € lassen sich Wurzeln
ziehen).

O

74. Korollar

Jedes Polynom f € IR[t] mit deg(f) > 1 besitzt eine — bis auf
Reihenfolge der Faktoren — eindeutige Darstellung

f@&) =11 -c) E%(t)

i=1
(i € R, g;(t) = t* + ujt +v; € R[] irreduzibel (1 < j <1)).

Es seien ¢y, ..., ¢ alle reellen Nullstellen von f, und es sei g durch
k

f&) =10 11t =) g(t)

i=1

eindeutig bestimmt. Da fiir jede Nullstelle z von g wegen
0= Zg,,x” = Z 9,7 = Zgl,f”
v=0 v=0 v=0
fiir
gty => gt
v=0

auch T Nullstelle ist, ist deg (¢g) gerade! Esseien zq,..., 2, Z1,..., Z
alle Nullstellen von ¢g in C. Dann setzen wir

G(t) =t"—(z+ Z)t+27% €RE (1 <)<
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Eindeutigkeit:
Ist ; € IR Nullstelle von f so gilt (¢t — ;)| f(¢). Ist z; € C\IR

Nullstelle von f, dann auch Zz;, und es gilt
R[] > (8" = (2 + Z) t+ 2%) | f(1).
OJ

75. Korollar

Die irreduziblen Elemente von C[t] sind die Polynome ersten Grades
aus C[t]. Die irreduziblen Elemente von IR[¢] sind die Polynome ersten
Grades und diejenigen Polynome ¢ (t* + ut + v) zweiten Grades mit
u? — 4v < 0.

76. Satz

Es sei K ein unitarer nullteilerfreier kommutativer Oberring von IR,
in dem jedes Element algebraisch iiber IR ist. Dann ist K isomorph zu
IR oder C.

Beweis:

Essei K # R. Fir z € K\IR ist V := IR1+ Rz ein zweidimension-
aler IR-Vektorraum. Ferner existiert 0 # f € RJ[t], deg(f) > 1, mit
f(z) = 0. Da K nullteilerfrei ist, folgt bereits, dafi = Nullstelle eines
normierten Polynoms zweiten Grades ist: g(x) = 0 fir

g(t) =t* +ut +v € R[t] (u* —4v <0).

Also gilt: 2? = —ux — v in K. Damit 148t sich V' zu einem Ring

machen mittels
(a+bx)(c+dr) = ac+ (ad+ bc)x + (—uxr —v)bd
= (ac—wvbd) + (ad + bc —ubd) x € V.

Also ist V' ein kommutativer nullteilerfreier unitarer Oberring von

IR mit 2-elementiger Basis. V ist zu C isomorph durch dem IR-Isomorphismus

b
a—l—bxl—>a—|—§(—u—|—iD) fir D =+v4v —u?

Dies ist zunéachst eine surjektive und injektive Abbildung. Zur Ho-
momorphie:

(a+ bx) (¢ + dx) — <a+g(—u+iD)> <c+g(—u+iD

I
(ac — bdv) + x (be 4+ ad — ubd)
L 1
ac — bdv + (be + ad — ubd) 5 (—u+1iD)

I
d b bd
ac + CL—(—quz'D) + —C(—u+iD) +— (v +
2 2 || 4

= ac—%(ad+bc—bdu)—bdv+%D(ad+b
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Es bleibt K = V zu zeigen. Es seien dazu y € K\IR beliebig,
f € R[t] mit f(y) = 0. Uber V = C zerfallt f in Linearfaktoren
t— X (A€ V), also folgt y = A fiir passende Wahl von A.
U]

77. Satz

Jede endliche Untergruppe G der multiplikativen Gruppe K* eines
Korpers K ist zyklisch.

Beweis:

Es sei |G| = n und m € IN minimal mit 2 = 1 Vz € G. Dann ex-
istiert hierzu ein Element a € G mit ord(a) = m (vergleiche Ubungen,
Blatt 3, Aufgabe 1). Wegen m|n ist sicherlich m < n. Andererseits
sind alle z € G Nullstellen von t™ — 1, woraus m > n folgt. Insgesamt
gilt daher m =n und G =< a >.

O
78. Definition

Es sei R (kommutativer) Ring mit 1. D : R — R heifit Derivation,
falls

D(a+b) = D(a) + D(b), D(ab) =D(a)b+aD(b) Va,b€R
gilt.
Beispiel: D : R[t]| — R[t] : f— f
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