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CHAPTER 2

Vorbemerkungen

Gegenstand der Vorlesung sind die Grundstrukturen:

Gruppen, Ringe, Körper.

Herkunft:

aljahr (arabisch) bedeutet Ergänzung, Ausgleich.
⇒ Lösung von Gleichungen

Grundproblem: Gegeben Körper K oder Ring R (kommutativ
mit Eins) und Polynom f(t) ∈ R[t].

Frage: Existiert x ∈ R mit f(x) = 0 (Berechnung!) bzw. Problem
der Konstruktion eines Erweiterungskörpers bzw. Oberrings, in dem f
eine Nullstelle besitzt.

Beispiel:

(1) R = ZZ, f(t) = t+ 2 hat Nullstelle t = −2.
(2) R = ZZ, f(t) = 3t + 2 hat in R keine Nullstelle, wohl aber in

Q.
(3) f(t) = t2+1 hat erst in C eine Nullstelle (jedoch auch in ZZ[i]).
(4) f(t) = t4 − 4t2 + 1 hat Koeffizienten aus ZZ.

Gesucht: Ring R ⊇ ZZ und x ∈ R mit f(x) = 0.
Es wird geeignete Erweiterung gesucht, in der die Gle-

ichung Nullstellen besitzt. Nullstellen durch Wurzeln ausdrücken:

x =
√

2 +
√

3

Problem:
Darstellung der Nullstellen durch Wurzelausdrücke. Dies geht für

Polynome vom Grad ≤ 4, bei Polynomen höheren Grades dagegen
i.a. nicht mehr. (Sn ist für n ≥ 5 nicht auflösbar!)

Galoistheorie:
Gewisse Erweiterungskörper lassen sich gruppentheoretisch beschreiben.

Hauptsatz der Algebra:
Jedes Polynom mit reellen Koeffizienten besitzt eine Wurzel in C.

Anwendungen: Konstruktion mit Zirkel und Lineal.
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CHAPTER 3

Gruppen

Es seien M, N nicht leere Mengen und

f : M ×M →M, g : N ×M →M

Abbildungen. f heißt (binäre) innere, g äußere Verknüpfung, N der
Operatorbreich von g. Eine Menge mit einer oder mehereren Verknüpfungen
heißt algebraische Struktur.

Statt f(m1, m2) schreibt man kurz: m1m2, m1 ◦ m2, m1 · m2

bzw. m1�m2.

Eine innere Verknüpfung heißt kommutativ, falls

m1 ◦m2 = m2 ◦m1 ∀m1, m2 ∈M,

assoziativ, falls

(m1 ◦m2) ◦m3 = m1 ◦ (m2 ◦m3) ∀m1, m2m3 ∈M

gilt.

Bemerkung:
Ohne Assoziativität sind (m1 ◦m2)◦m3 und m1 ◦ (m2 ◦m3) i.a. ver-

schieden. Für die Verknüpfung von 4 Elementen ergeben sich bereits 5
Möglichkeiten für das Resultat.

1. Definition

Eine nicht leere Menge M mit einer (binären) assoziativen inneren
Verknüpfung heißt Halbgruppe.

Beispiele:

(1) (ZZ,+), (ZZ, ·), (ZZ/mZZ,+), (ZZ/mZZ, ·), n×n-Matrizen bzgl. Ad-
dition und Multiplikation.

(2) Nicht assoziativ ist die Verknüpfung ”:” auf Q× = Q\{0}:

x : (y : z) =
x z

y

ist i.a. nicht gleich

(x : y) : z =
x

y z
.

Gegenbeispiel: x = y = 1, z = 2.
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Ein Element e ∈ M heißt Linkseins (Rechtseins), falls e ◦ x =
x (x ◦ e = x) für alle x ∈ M gilt. Ist e sowohl Linkseins als auch
Rechtseins, so heißt e Einselement von M .

Bemerkung:

(1) Ein Einselement ist stets eindeutig bestimmt. Sind etwa e, ẽ
Einselemente, so gilt

e = e ẽ (ẽ als Rechtseins)

= ẽ (e als Linkseins).

(2) Linkseinsen hängen natürlich (bei fester Menge) von der Verknüpfung
ab:

In (ZZ,+) ist 0 Einselement, in (ZZ, ·) ist dies 1.
(3) In einer Halbgruppe besitzt ein Produkt von n ∈ ZZ≥2 Fak-

toren bei jeder Beklammerung denselben Wert (Beweis mit-
tels Induktion über n), Klammern können folglich weggelassen
werden.

Potenzen lassen sich wie folgt definieren:

a1 := a,

an+1 := a · an.

Besitzt M ein Einselement e, so setzt man fest: a0 = e.
Hierfür gelten die Rechenregeln

xm+n = xm ◦ xn,

(xm)n = xmn (m, n ∈ ZZ≥0),

die ebenfalls mittels Induktion (etwa nach n) bewiesen werden.
Dagegen gilt

(x y)n = xn yn

i.a. nur, falls M kommutativ ist, d.h. die Verknüpfung auf M kom-
mutativ ist.

2. Definition

Eine Halbgruppe M mit Einselement e heißt Monoid.

Beispiel: (2ZZ,+) ist Monoid, (2ZZ, ·) nicht.

Strukturgleichheit von algebraischen Strukturen:
Es seien (X, ◦) und (Y,� ) zwei algebraische Strukturen. Dann

heißt eine Abbildung

f : X → Y mit f(x1 ◦ x2) = f(x1) � f(x2)

Homomorphismus. f heißt







Monomorphismus
Epimorphismus
Isomorphismus







, falls f







injektiv
surjektiv
bijektiv







ist.
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Im FallX = Y, ◦ = � heißt ein Homomorphismus (Isomorphismus)
f auch Endomorphismus (Automorphismus).

Beschreibung durch ein Diagramm:

X ×X

///f×f
��

◦
// X

f

��

Y × Y
�

// Y
///: Diagramm ist kommutativ, d.h. f ◦ = � (f × f).

Bemerkung:
Die Hintereinanderausführung (Produkt) von Homomorphismen ist

ein Homomorphismus. Das Produkt zweier Mono-, Epi-, Isomorphis-
men ist wieder ein Homo-, Epi-, Isomorphismus. Das Inverse eines
Isomorphismus ist Isomorphismus.

Zwei algebraische Strukturen heißen isomorph (strukturgleich), falls
es zwischen ihnen einen Isomorphismus gibt.

Beispiel:
Es sei M ein Monoid. Dann gibt es zu a ∈ M genau einen Homo-

morphismus f = fa mit

f : IN →M : n 7→ an.

3. Definition

Es sei M ein Monoid, in dem zu a ∈ M stets b ∈ M mit b ◦ a = e
existiert. Dann heißt M eine Gruppe. b heißt Linksinverses zu a,
analog: Rechtsinverses.

4. Satz

Es sei G eine Halbgruppe mit den Eigenschaften

(1) ∃e ∈ G ∀a ∈ G : e ◦ a = a;
(2) ∀a ∈ G ∃b ∈ G : b ◦ a = e.

Dann ist G eine Gruppe.

Beweis:
a ∈ G beliebig mit Linksinversem b.
Wir zeigen zunächst:
b ist auch Rechtsinvereses. Zunächst existiert c ∈ M mit c ◦ b = e.

Hierfür ist dann

a ◦ b = e ◦ (a ◦ b)
(ii)
= (c ◦ b) ◦ (a ◦ b) = c ◦ (b ◦ a) ◦ b
= (c ◦ e) ◦ b = c ◦ (e ◦ b)
= c ◦ b
= e.
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Damit gilt dann auch

a ◦ e = a ◦ (b ◦ a)
= e ◦ a
= a,

d.h. e ist Rechtseins. Also ist e Einselement, G Monoid und nach
(1.3) eine Gruppe.

�

4.1. Eigenschaften von Gruppen. (vergleiche Lineare Algebra
I)

Das Inverse eines Elements a ist eindeutig bestimmt (Schreibweise:
a−1). Zu a, b ∈ G existieren eindeutig x, y ∈ G mit

y ◦ a = b und a ◦ x = b.

(y = b ◦ a−1) (x = a−1 ◦ b)
Zu a ∈ G ist (a−1)−1 = a, zu a, b ∈ G ist (a b)−1 = b−1 a−1.
Es gelten die Kürzungsregeln:

a ◦ c = b ◦ c ⇒ a = b,

d ◦ a = d ◦ b ⇒ a = b.

Eine Gruppe G heißt kommutativ oder abelsch, falls

a ◦ b = b ◦ a ∀a, b ∈ G

gilt. In diesem Fall schreibt man ◦ zumeist als Addition. Ansonsten
◦ als Produkt:

a ◦ b =: a b.

5. Lemma

Eine Halbgruppe G ist genau dann eine Gruppe, falls zu a, b ∈ G
stets x, y ∈ G mit a ◦ x = b und y ◦ a = b existieren.

Beweis:
⇒ klar,
⇐ Für a ∈ G existiert stets e mit e ◦ a = a.
Zu zeigen: e ◦ b = b für alle b ∈ G (⇒ e Linkseins).
Zunächst existiert x ∈ G mit a ◦ x = b, und damit wird

e ◦ b = e ◦ (a ◦ x) = (e ◦ a) ◦ x = a ◦ x = b.

Damit ist (i) von (1.4) erfüllt. Zum Nachweis von (ii) wende man
die Voraussetzung für y auf das Paar (a, e) an, also gilt die Behauptung
nach (1.4).

�
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6. Definition

Eine Teilmenge U einer Gruppe G heißt Untergruppe, falls U mit
der Verknüpfung von G für sich bereits eine Gruppe bildet.

(Speziell folgt e ∈ U !)

7. Kriterium

Es sei G eine Gruppe und ∅ 6= U ⊂ G. Dann sind äquivalent:

I U Untergruppe
II (i) ∀a, b ∈ U : a b ∈ U

(Schreibweise: UU ⊆ U)
(ii) ∀a ∈ U ∃b ∈ U : b a = e.

III ∀a, b ∈ U : a b−1 ∈ U.
(Schreibweise: UU−1 ⊆ U)

Beweis:
I ⇒ II: per Definition (1.6);

II ⇒ III:
∀b ∈ U ∃b−1 ∈ U wegen (ii) und der Eindeutigkeit des Inversen in

G, dann folgt die Behauptung mittels (i);

III ⇒ I:
Für a = b ∈ U ( 6= ∅!) ist aa−1 = e ∈ U . Für e, b ∈ U ist eb−1 =

b−1 ∈ U . Für a, b ∈ U ist a, b−1 ∈ U und damit a (b−1)−1 = ab ∈ U .
Das Assoziativgesetz gilt in U wegen U ⊆ G.

�

Bemerkung:
Der Durchschnitt von Untergruppen einer Gruppe G ist wieder eine

Untergruppe von G. Zu ∅ ⊂ M ⊆ G existiert folglich eine kleinste
Untergruppe U von G mit M ⊆ G, nämlich der Durchschnitt von
allen Untergruppen von G, die M enthalten. Diese heißt das Erzeugnis
< M > vonM in G. Speziell heißtG endlich erzeugt, falls eine endliche
Teilmenge M von G mit G =< M > existiert.
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Offenbar gilt:

(i) M ⊆< M >, < M > ist Teilmenge jeder Untergruppe, die M
enthält.

(ii) Definiere < ∅ >=< e >.
(iii) < M >= M ⇔ M Untergruppe.

Beispiel:
G = (ZZ,+) =< 1 >;
(Q[t],+) ist dagegen nicht endlich erzeugt.

8. Lemma

Es sei G eine Gruppe und ∅ 6= M ⊆ G. Dann besteht < M >
aus allen endlichen Produkten von Elementen aus M ∪M−1 (M−1 :=
{a−1 | a ∈M}).

Beweis:
Als Untergruppe enthält < M > alle Elemente aus M ∪M−1 und

damit auch alle endlichen Produkten von solchen Elementen, da <
M > bzgl. der Produktbildung abgeschlossen ist. Es bleibt zu zeigen,
daß die Menge aller solchen Produkte bereits eine Untergruppe bildet.

Die Assoziativität überträgt sich von G.
Die Abgeschlossenheit ist klar, e = aa−1 für a ∈ M , und zu

a1, . . . , an ∈M ∪M−1 ist

(a1 · . . . · an)−1 = a−1
n · . . . · a−1

1

mit a−1
1 , . . . , a−1

n ∈M ∪M−1.

�

Problem:
Bestimme kleinstes Erzeugendensystem für eine Gruppe. Ein solches

existiert i.a. nicht, falls es existiert, ist es nicht eindeutig.

Beispiel:

(ZZ/3ZZ,+) = < 1 + 3ZZ >

= < 2 + 3ZZ >,

(ZZ,+) = < 1 >

= < −1 > .

Im folgenden sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe von G.
Dann wird mittels

a ∼ b :⇔ ab−1 ∈ U

auf G eine Äquvalenzrelation erklärt. Es gilt nämlich:

(1) a ∼ a wegen aa−1 = e ∈ U gilt für alle a ∈ G.
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(2)

a ∼ b ⇔ ab−1 ∈ U

⇒ (ab−1)−1 ∈ U

⇒ ba−1 ∈ U

⇔ b ∼ a ∀a, b ∈ G.

(3)

a ∼ b ∧ b ∼ c ⇔ ab−1 ∈ U ∧ bc−1 ∈ U

⇒ (ab−1) (bc−1) = ac−1 ∈ U

⇔ a ∼ c ∀a, b, c ∈ G.

Zu a ∈ G ist die zugehörige Äquivalenzklasse Ua := {ua|u ∈ U},
denn es gilt

ua ∈ Ua ⇒ a (ua)−1 = a (a−1u) = u ∈ U.

Ua heißt Rechtsnebenklasse von a bzgl. U .
(Entsprechend:

a ∼l b ⇔ ∃u ∈ U : a−1b = u oder b = au

führt zu Linksnebenklassen aU .)

Die Mächtigkeit (Anzahl der Elemente) einer Nebenklasse ist gleich
der Mächtigkeit (Elementzahl, Ordnung) von U . Bezeichnung: |U | =
(U : 1).

Denn für a ∈ G ist

ϕa : U → Ua : u 7→ ua

(analog: ψa : U → aU : u 7→ au)
bijektiv. Die Surjektivität ist klar, die Injektivität folgt aus den

Kürzungsregeln für G:

ua = ũa ⇒ u = ũ,

au = aũ ⇒ u = ũ.

(Folgerung: Ua = U ⇔ a ∈ U.)

Bemerkung:
Die Mengen der Linksnebenklassen und die der Rechtsnebenklassen

von U in G sind gleichmächtig. Dazu betrachte die Abbildung (!)

Ua 7→ a−1U.
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Diese ist offensichtlich surjektiv. Zur Injektivität:

a−1U = b−1U ⇔ U = ab−1U

⇔ ab−1 ∈ U

⇔ Ua = Ub.

Die Mächtigkeit (Elementzahl) der Menge der verschiedenen Recht-
snebenklassen (Linksnebenklassen) von U in G heißt Index von U in
G.

Bezeichnung: (G : U).
Da die Gruppe G disjunkte Vereinigung der Äquivalenzklassen Ua

ist, haben wir den folgenden Satz bewiesen:

9. Satz (Lagrange)

(G : 1) = (G : U) (U : 1)
‖
♯G
‖
|G|

10. Satz

Es sei G eine Gruppe mit Untergruppen U ⊆ V . Dann gilt:

(G : U) = (G : V ) (V : U).

Beweis:
Für |G| <∞ ist dies direkte Folge aus (1.9):

(G : U) =
(G : 1)

(U : 1)
=

(G : V )(V : 1)

(U : 1)

=
(G : V )(V : U)(U : 1)

(U : 1)
= (G : V )(V : U).

Sonst seien

G =
.⋃

α∈I

aαV, V =
.⋃

β∈J

bβU

(disjunkte Zerlegungen in Linksnebenklassen). Es folgt dann, daß

G =
⋃

α∈I
β∈J

aα bβ U

Zerlegung von G in Linksnebenklassen nach U ist. Es bleibt zu
zeigen, daß diese Zerlegung disjunkt ist.

Für
aα̃ bβ̃ U = aα bβ U

‖ ‖
{aα̃ bβ̃ ũ | ũ ∈ U} {aα bβ u | u ∈ U}
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ist
aα̃ bβ̃ U
︸ ︷︷ ︸

= V

= aα bβ U
︸ ︷︷ ︸

= V

⇒ aα̃ = aα

und weiter
bβ̃ U = bβ U ⇒ bβ̃ = bβ.

Also gilt:

(G : V ) = |I|, (G : U) = |I| |J |, (V : U) = |J |.
�

Die in gewisser Hinsicht einfachsten Gruppen sind die, die von
einem einzigen Element erzeugt werden:

G = {ak | k ∈ ZZ}.

11. Definition

Eine Gruppe G heißt zyklisch, falls sie von einem Element erzeugt
wird.

12. Satz

Es sei G =< a > eine zyklische Gruppe. Für |G| = (G : 1) = ∞ ist
dann G ∼= ZZ, für |G| = (G : 1) = m <∞ ist G ∼= (ZZ/mZZ,+).

(Triviale Bemerkung: G zyklisch ⇒ G abelsch)

Beweis:
Im Fall |G| = 1 besteht G nur aus dem Einselement e. Die Abbil-

dung
G→ (ZZ/ZZ,+) : e 7→ ZZ

ist offensichtlich ein Gruppenisomorphismus (vgl. Lineare Algebra I).
Im folgenden setzen wir |G| > 1 voraus. Wir betrachten den sur-

jektiven Homomorphismus

ϕ : (ZZ,+) → G : k 7→ ak.

Ist ϕ nicht injektiv, so existieren m, n ∈ ZZ, o.B.d.A. m > n, mit
am = an bzw. am−n = e. Also existiert eine kleinste Zahl f ∈ IN (!) mit
af = e. Wir zeigen: G = {e, a, . . . , af−1}. Istm ∈ ZZ beliebig, so liefert
Division mit Rest m = Q(m, f)f +R(m, f) mit 0 ≤ R(m, f) < f.

Es folgt

am = aQ(m, f)f+R(m,f) = (af )Q(m, f)aR(m, f)

= aR(m, f) ∈ {a, a, . . . , af−1}.
Die Elemente e, a, . . . , af−1 sind aber wegen der Minimalität von

f paarweise verschieden!
Ist ϕ dagegen injektiv, so sind alle Potenzen am (m ∈ ZZ) ver-

schieden, es ist also |G| = ∞.



12 3. GRUPPEN

Die behaupteten Isomorphien folgen nun aus dem Isomorphiesatz
für abelsche Gruppen (vgl. Lineare Algebra I), wenn man kerϕ = fZZ
für ϕ nicht injektiv bzw. kerϕ = {0} für ϕ injektiv beachtet.

�

Bemerkungen:

(1) Jede Untergruppe U einer zyklischen Gruppe G ist zyklisch.
Dazu betrachte man für
G =< a > und U 6=< e > die kleinste Potenz ak (k ∈ IN), die
in U enthalten ist.
Für U =< e > setze k = 0. Offenbar ist U =< ak >.

(2) (ZZ,+) ∼= (2ZZ,+).

Für beliebige Gruppen G definiert man für a ∈ G die Ordnung
ord(a) mittels ord(a) = (< a >: 1). Nach dem Satz von Lagrange
ist ord(a) ein Teiler der Gruppenordnung. k ∈ IN heißt Exponent zu
a ∈ G, falls ak = e ist. Offenbar gilt, daß ord(a) jeden Exponenten
von a teilt. Dagegen braucht ein Exponent nicht notwendig Teiler der
Gruppenordnung zu sein. (G : 1) ist für endliche Gruppen G stets
Exponent:

a(G:1) = e ∀ a ∈ G.

Gemäß Definition ist ord(a) entweder ∞ oder gleich der kleinsten
natürlichen Zahl k mit ak = e. Im letzten Fall ist

< a >= {am | 0 ≤ m < k}.
Ist (G : 1) Primzahl, so ist G zyklisch, also isomorph zu ZZ/pZZ !

13. Lemma

Es sei a ∈ G mit ord(a) = k und m ∈ ZZ. Dann gilt

ord(am) =
k

ggT (m, k)
.

Beweis:
Es sei d = ggT (m, k). Es folgt

(am)k/d = (ak)m/d = em/d = e,

also ist k/d Exponent von am. Ist umgekehrt

e = (am)j,

so folgt mj ≡ 0 mod k und j ≡ 0 mod k/d.

�
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Bemerkung: In abelschen Gruppen G gilt:

ord(ab) | kgV (ord(a), ord(b)).

Folgerungen:
Es sei G =< a > eine zyklische Gruppe der Ordnung k.

(1) Es ist G =< am > dann und nur dann, wenn ggT (k, m) = 1
ist.

(2) G besitzt genau ϕ (k) erzeugenden Elemente. Hierbei bezeich-
net ϕ die Eulersche Funktion, die für k ∈ IN die Anzahl der
zu k teilerfremden Zahlen innerhalb {1, 2, . . . , k} angibt. Man
beachte:

k 1 2 3 4 5 6
ϕ (k) 1 1 2 2 4 2

,

sowie ϕ (p) = p− 1 für Primzahlen p.

14. Satz

Es sei G =< a > mit (G : 1) = k. Dann gibt es zu jedem d ∈ IN
mit d|k genau eine Untergruppe Ud von G der Ordnung d.

Beweis:
Für d|k setze Ud =< ak/d >. Gemäß (1.13) ist dies eine Unter-

gruppe von G der Ordnung d. Sei Ũ =< am > (m < k) eine weitere
Untergruppe von G der Ordnung d. D.h. es ist

d = ord(am) =
k

ggT (k, m)
,

also

ggT (k, m) =
k

d
, m =

k

d
m̃

mit m̃ < d, d.h. am ∈ Ud. Also folgt U ⊆ Ud und wegen (Ũ : 1) =
(Ud : 1) damit Ũ = Ud.

�

Bemerkung:
Es sei G =< a > unendlich. Dann gilt

< ak >=< al > (k, l ∈ ZZ)

genau dann, wenn k = ±l ist. Speziell besitzt G genau die beiden
Erzeuger a, a−1.

Beweis:
Es existieren µ, ν ∈ ZZ mit

ak = al µ, al = ak ν ,

d.h.
ak = ak µ ν ⇒ µ ν = 1 ⇒ k = ±l.
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�

Beispiel:
Eine wichtige Gruppe mit 2 Erzeugern ist die Diedergruppe:

G =< a, b | a2 = e, bn = e, aba = b−1 > (n ∈ IN, ♯G = 2n).

Es sei IR2 die reelle Ebene, n ∈ IN.

d : IR2 → IR2

bezeichne die Drehung um den Ursprung um den Winkel 2π
n

, s die
Spiegelung an der y-Achse. Setze Dn :=< d, s >.

Matrixschreibweise:

d =

(

cos 2π
n

− sin 2π
n

sin 2π
n

cos 2π
n

)

, s =

(

−1 0
0 1

)

.

Relationen zwischen den Erzeugern:

dn = e = id, s2 = e, dsd = s bzw. sds = d−1.

Also läßt sich jedes Element von Dn (beachte (1.8)) in der Form
sidj mit 0 ≤ i ≤ 1, 0 ≤ j < n darstellen,

Dn = {e, d, d2, . . . , dn−1, s, sd, . . . , sdn−1}.
Diese Elemente sind alle verschieden (dk = sdl impliziert dk−l = s,

was unmöglich ist), also gilt (Dn : 1) = 2n.

Es sei x ∈ G fest gewählt. Man betrachte die Abbildung

ϕx : G→ G : a 7→ xax−1.

Diese ist ein Homomorphismus:

(xax−1) (xbx−1) = xabx−1.

Injektivität von ϕx :

xax−1 = xbx−1 ⇒ a = b.

Surjektivität von ϕx: (Einziges) Urbild von b ∈ G ist x−1bx.

Also ist ϕx ein Automorphismus vonG, sogenannter innerer Automorphismus,
mit Umkehrabbildung

(ϕx)
−1 = ϕx−1 .

Die Automorphismen vonG bilden (bzgl. Hintereinanderausführung)
eine Gruppe Aut (G). Die inneren Automorphismen bilden hiervon eine
Untergruppe I (G) gemäß:

ϕx, ϕy innere Automorphismen, dann auch

ϕx (ϕy)
−1 = ϕxy−1.

I (G) ist trivial, falls G abelsch ist.
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Für Untergruppen U von G gilt i.a. nicht xUx−1 = U für alle x ∈ G
(Gegenbeispiel: 2-elementige Untergruppen von S3). Untergruppen,
die unter allen inneren Automorphismen invariant sind, spielen eine
ausgezeichnete Rolle.

15. Definition

Eine Untergruppe U von G heißt Normalteiler von G; falls xUx−1 =
U für alle x ∈ G ist.

Bemerkungen:

(1) Es genügt in (1.15), xUx−1 ⊆ U zu fordern.
(2) xUx−1 = U ⇔ xU = Ux.
(3) Es sei ϕ : G→ H ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist

ker ϕ := {x ∈ G | ϕ (x) = eH}

Normalteiler in G. Ist nämlich a ∈ G beliebig, so gilt

ϕ (a (ker ϕ) a−1) = ϕ (a) ϕ (ker ϕ) ϕ (a−1)

= ϕ (a) eH ϕ (a−1)

= ϕ (a) ϕ (a−1)

= ϕ (aa−1)

= ϕ (eG)

= eH ,

also a ker ϕa−1 ⊆ ker ϕ.
(4) Ist U Untergruppe von G mit (G : U) = 2, so ist U Normal-

teiler. Es ist

G = U
.∪ xU = U

.∪ Ux für x ∈ G\U,

also gilt xU = Ux für alle x ∈ G.
(5) < e >, G sind stets Normalteiler von G. G heißt einfach, falls

es die einzigen sind.
(6) Es seien U ⊆ V ⊆ W Untergruppen von G; ist dann U Nor-

malteiler in V , so ist U i.a. nicht Normalteiler in W .
(7) In abelschen Gruppen ist jede Untergruppe Normalteiler.

Schreibweise: U < G für “Untergruppe”, U ⊳G für “Normalteiler”.

Gruppentypen (bis auf Isomorphie)
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♯G G
1 {e}
2 < x > mit x2 = e
3 < x > mit x3 = e
4 < x > mit x4 = e sowieD2.

InD2 haben alle Elemente die Ordnung 2 .
D2 ist die sog. Kleinsche Vierergruppe {e, a, b, c}mit
a2 = b2 = c2 = e, ab = c, ac = b, bc = a,
D2

∼= ZZ/2ZZ ⊕ ZZ/2ZZ
5 < x > mit x5 = e
6 < x > mit x6 = e sowie

D3 = {aνbµ | ν ∈ {0, 1}, µ ∈ {0, 1, 2}, a2 = b3 = e, aba = b−1},
D3 ist die kleinste nicht kommutative Gruppe

Beispiel: Gruppe mit 6 Elementen ist auch

S3 :

e =

(

1 2 3
1 2 3

)

b =

(

1 2 3
2 3 1

)

b2 =

(

1 2 3
3 1 2

)

a =

(

1 2 3
2 1 3

)

ba =

(

1 2 3
3 2 1

)

b2a =

(

1 2 3
1 3 2

)

,

mit a2 = e = b3.

Anzahl der Elemente vorgegebener Ordnung
ord 1 2 3
Elementeanzahl 1 3 2
Anzahl der
Untergruppen 1 3 1 (ist Normalteiler).

Offenbar ist S3 zu D3 isomorph.

Beispiel:
G Gruppe, Aut (G) ist Gruppe mit Untergruppe I(G).
Wir zeigen: ∀ϕ ∈ Aut (G) : ϕ I (G)ϕ−1 ⊆ I (G) bzw.
∀ϕx ∈ I (G) : ϕϕx ϕ

−1 ∈ I (G).

Sei y ∈ G beliebig:

ϕϕx ϕ
−1(y) = ϕϕx (ϕ−1(y))

= ϕ (xϕ−1(y)x−1)

= ϕ (x)ϕ (ϕ−1(y))ϕ (x−1)

= ϕ (x) y ϕ (x)−1

= ϕϕ (x)(y), also istϕϕxϕ
−1 innerer Automorphismus.
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16. Hilfssatz

(1) Der Durchschnitt von Normalteilern von G ist Normalteiler
von G,

(2) N1 ⊳G, N2 < G ⇒ N1N2 < G,
N1, N2 Normalteiler von G ⇒ N1N2 ⊳G,

(3) ϕ : G→ H Homomorphismus,

V < H ⇒ ϕ−1(V ) < G,

V ⊳H ⇒ ϕ−1(V ) ⊳G,

(4) ϕ : G→ H Epimorphismus,

U < G ⇒ ϕ (U) < H,

U ⊳G ⇒ ϕ (U) ⊳H.

Beweis:

(1) {Ni}i∈I sei eine Familie von Normalteilern von G ⇒ N :=
⋂

i∈I

Ni ist Untergruppe, ferner ist für x ∈ G und y ∈ N

xyx−1 ∈ Ni (i ∈ I) ⇒ xyx−1 ∈ N,

also xNx−1 ⊆ N .
(2) Normalteilereigenschaft:

xN1N2x
−1 = xN1x

−1xN2x
−1 = N1N2 ∀x ∈ G,

N1N2 6= ∅ wegen e · e ∈ N1N2, ferner ist

(N1N2) (N1N2)
−1 = (N1N2)N

−1
2 N−1

1 ⊆ N1N
−1
2 N1

= N1N
−1
1 N2 ⊆ N1N2 (beachte: N−1

1 = N1, N
−1
2 = N2 und N1 ⊳G)

⇒ N1N2 Untergruppe.
(3) ϕ−1(V ) ist Untergruppe:

Trivialerweise ist eG ∈ ϕ−1(V ). Seien a, b ∈ ϕ−1(V ) ⇒
ϕ (a), ϕ (b) ∈ V ⇒ ϕ (a) (ϕ (b))−1 ∈ V

‖
ϕ (a)ϕ (b−1) = ϕ (ab−1).

Sei x ∈ G:

ϕ (xϕ−1(V )x−1) = ϕ (x)V ϕ (x)−1 = V,

also ist

xϕ−1(V )x−1 ⊆ ϕ−1(V ).

(4) ϕ (U) ist Untergruppe:
ϕ (eG) = eH . (eG = eGeG ⇒ ϕ(eG) = ϕ (eG)ϕ (eG)).
Seien ϕ (a), ϕ (b) ∈ ϕ (U) ⇒
ϕ (a)ϕ (b)−1 = ϕ (a)ϕ (b−1) = ϕ (ab−1) ∈ ϕ (U).
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Zu y ∈ H existiert x ∈ G mit ϕ (x) = y. Damit wird

ϕ (x)ϕ (U)ϕ (x)−1 = ϕ (xUx−1) = ϕ (U).

�

Beispiel: Es gilt I (G) ⊳ Aut (G).

Beweis:
Es seien ϕ ∈ Aut (G), ϕy ∈ I (G) und x ∈ G. Dann gilt:

ϕϕy ϕ
−1(x) = ϕ (y ϕ−1(x) y−1)

= ϕ (y)xϕ (y−1)

= ϕ (y)xϕ (y)−1

= ϕϕ (y)(x).

�

17. Satz

Es sei G eine Gruppe mit Normalteiler N . Dann läßt sich

G/N := {gN | g ∈ G}
mittels der Verknüpfung

(gN) (hN) = ghN

zu einer Gruppe machen, der sogenannten Faktorgruppe. Ihre Ord-
nung ist (G/N : 1) = (G : N).

Bezeichnung: Ḡ = G/N mit Elementen ḡ = gN.

Beweis:
N Normalteiler ⇒

(gN)(hN) = g (Nh)N

= g (hN)N

= gh (NN)

= ghN,

also ist die Verknüpfung wohldefiniert; das Assoziativgesetz überträgt
sich von G; Einselement ist N = eN ; Inverses zu gN ist g−1N . Die
Elemente von G/N sind gerade die Linksnebenklassen von N in G.

�

Bemerkung:

(1) Unter den Voraussetzungen von (1.17) ist

p : G→ G/N : g 7→ gN

ein Gruppenepimorphismus mit ker (p) = N , der sogenan-
nte kanonische Epimorphismus.
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Beweis:
p ist Homomorphismus gemäß Definition der Verknüpfung,

p surjektiv ist klar,

schließlich ist ker (p) = {g ∈ G | gN = N
m
g ∈ N

} = N.

(2) ∅ 6= U ⊆ G ist dann und nur dann Normalteiler von G, falls
U Kern eines Gruppenhomomorphismus G→ H ist.

(

U ⊳G ⇒ U = ker (p) für p : G→ G/N ;

U = ker (ϕ) für Homomorphismus ϕ : G → H ist stets
Normalteiler in G.)

(3) Gruppenhomomorphismen von einfachen Gruppen sind trivial
oder injektiv. (ker (ϕ) ⊳ G; ker (ϕ) = G (⇒ ϕ trivial) oder
ker (ϕ) = e (⇒ ϕ injektiv).)

(4) Es besteht die exakte Sequenz:

e→ N → G→ G/N → 1.

Beispiel:
In der Topologie und Homologie spielen exakte Sequenzen eine

wichtige Rolle. Eine Folge (Sequenz) von Gruppenhomomorphismen

G1
ϕ1−→ G2

ϕ2−→ G3
ϕ3−→ . . .

ϕn−1−→ Gn

heißt exakt, falls Im ϕi = ker ϕi+1 (1 ≤ i ≤ n− 2) ist. Ist Speziell
N ⊳G, so ist

{e} −→ N
ι−→ G

p−→ G/N −→ {e}
exakt, falls

ι : N → G : x 7→ x

(ι = idG |N ) die Insertion (Einbettung) von N in G ist. Eine Folge
von Gruppenhomomorphismen

e
ι−→ G1

ϕ1−→ G2
ϕ2−→ G3

ϕ3−→ e

ist genau dann exakt, falls ϕ1 injektiv, ϕ1(G) = ker (ϕ2) und ϕ2

surjektiv ist.

18. Homomorphiesatz (für Gruppen)

Es sei ϕ : G→ H ein (Gruppen)homomorphismus. Dann gilt:

G/ ker (ϕ) ∼= ϕ (G).

(Analoge Aussagen gelten für Ringe, Moduln, Vektorräume).

Beweis:
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Definiere

ψ : G/ ker (ϕ) → ϕ (G) : g ker (ϕ) 7→ ϕ (g).

Wohldefiniertheit und Surjektivität von ψ sind unmittelbar klar.
ψ Homomorphismus:

ψ (g ker (ϕ)h ker (ϕ)) = ψ (gh ker (ϕ))

= ϕ (gh)

= ϕ (g)ϕ (h)

= ψ (g ker (ϕ))ψ (h ker (ϕ)).

ψ injektiv:

eH = ψ (g ker (ϕ)) = ϕ (g) ⇒ g ∈ ker (ϕ)

⇒ g ker (ϕ) = ker (ϕ).

�

19. Satz

Es seien ϕ : G → H ein Gruppenhomomorphismus und N ein
Normalteiler von G mit N ⊆ ker ϕ. Dann existiert ein eindeutig bes-
timmter Homomorphismus ψ : G/N → H mit

HHHHHHHj

-

?
ϕ

p

ψ

G/N

H

G

///

Hierfür ist ϕ = ψ p, ψ (G/N) = ϕ (G), ker ψ = ker ϕ/N .

Beweis:
Definiere

ψ : G/N → H : gN 7→ ϕ (g).

ψ ist wohldefinert, da N ⊆ ker ϕ ist;

ψ ist Homomorphismus:

ψ (gN hN) = ψ (ghN)

= ϕ (gh)

= ϕ (g)ϕ (h)

= ψ (gN)ψ (hN).

Die Eindeutigkeit von ψ ist klar wegen ϕ = ψ ◦ p.
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ψ (G/N) = ϕ (G) gilt nach Konstruktion.

ker ψ = {gN | ϕ (g) = eH}
= {gN | g ∈ kerϕ}
= ker ϕ/N.

�

20. Satz (1. Isomorphiesatz)

Es seien U < G, N ⊳G. Dann ist

UN/N ∼= U/U ∩N
(speziell ist also U ∩N Normalteiler in U).

Beweis:
N Normalteiler ⇒ UN Untergruppe von G, die U, N umfaßt. N

ist Normalteiler in UN < G.
Betrachte

ϕ : U → UN/N : u 7→ uN

UN/N = {unN | u ∈ U, n ∈ N}
= {uN | u ∈ U}

ϕ ist surjektiver Homomorphismus mit

ker ϕ = {x ∈ U | xN = N}
= {x ∈ U | x ∈ N}
= U ∩N.

Wende nunmehr(1.18) an!

�

21. Satz (2. Isomorphiesatz)

Es seien U, V Normalteiler von G mit U ⊆ V . Dann ist V/U
Normalteiler in G/U , und es gilt

(G/U) / (V/U) ∼= G/V.

Beweis:
Betrachte

ψ : G/U → G/V : gU 7→ gV.

Wegen U ⊆ V ist ψ wohldefiniert. ψ ist offenbar Homomorphismus
und surjektiv.

Schließlich ist ker ψ = {gU | g ∈ G ∧ gV = V }
= {gU | g ∈ V }
= V/U.
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Wende nunmehr (1.18) an!

�

Beispiel:
Es seien m, n ∈ IN mit n|m. Dann ist

(ZZ/mZZ) / (nZZ/mZZ) ∼= ZZ/nZZ.

Konstruktion von Gruppen aus Gruppen bzw. Zerlegung von Grup-
pen in Untergruppen führt zum Konzept des direkten Produkts von
Gruppen.

22. Definition

Es seien G1, . . . , Gn Gruppen. Dann heißt

G := G1 × . . .×Gn =
n

X
i=1

Gi

das äußere direkte Produkt von G1, . . . , Gn. G wird mittels

(g1, . . . , gn) ◦ (g̃1, . . . , g̃n) = ( g1g̃1
︸ ︷︷ ︸

∈ G1

, . . . , gng̃n
︸ ︷︷ ︸

∈ Gn

)

zu einer Gruppe.
Bei additiver Schreibweise:

G1 ⊕ . . .⊕Gn =
n⊕

i=1

Gi,

die sogenannte äußere direkte Summe.

22.1. Bemerkungen und Eigenschaften von direkten Pro-
dukten von Gruppen.

(1)

∣
∣
∣
∣
∣

n

X
i=1

Gi

∣
∣
∣
∣
∣
=

n∏

i=1

|Gi| .

(2) Z n

X
i=1

Gi

=
n

X
i=1

ZGi
für die Gruppenzentren

ZG := {g ∈ G | gx = xg ∀x ∈ G}.

(3) G =
n

X
i=1

Gi abelsch ⇔ G1, . . . , Gn abelsch.

(4) π ∈ Sn ⇒
n

X
i=1

Gi
∼=

n

X
i=1

Gπ(i) mittels (g1, . . . , gn) 7→ (gπ(1), . . . , gπ(n)).

(5)

(
n

X
i=1

Gi

)

×
(

m

X
j=n+1

Gj

)

∼=
m

X
i=1

Gi mittels ((g1, . . . , gn), (gn+1, . . . , gm)) 7→

(g1, . . . , gm).
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(6) ϕi : Gi → Hi







Homomorphismus
Isomorphismus
Epimorphismus
Monomorphismus

⇒

ϕ :=
n∏

i=1

ϕi :
n

X
i=1

Gi →
n

X
i=1

Hi : (g1, . . . , gn) 7→ (ϕ (g1), . . . , ϕ (gn))

ist wieder







Homomorphismus
Isomorphismus
Epimorphismus
Monomorphismus

.

(7) εi : Gi →
n

X
i=1

Gi : gi 7→ (e1, . . . , ei−1, gi, ei+1, . . . , en) ist eine

Einbettung (Monomorphismus). Es gilt

εi(Gi) ⊳

n

X
j=1

Gj wegen

(g1, . . . , gn) εi(Gi) (g1, . . . , gn)−1 = (g1e1g
−1
1 , . . . , giGig

−1
i

︸ ︷︷ ︸
, . . . , gneng

−1
n )

= (e1, . . . , ei−1, Gi, ei+1, . . . , en) = εi(Gi). Gi

(8) πj :
n

X
i=1

Gi → Gj : (g1, . . . , gn) 7→ gj ist eine ”Projektion”

(Gruppenepimorphismus) (1 ≤ j ≤ n).

(9) Für G̃i :=
n

X
j=1
j 6=i

Gj ist ϕi :
n

X
j=1

Gj → G̃i : (g1, . . . , gn) 7→

(g1, . . . , gi−1, gi+1, . . . , gn) ein Epimorphismus mit Kern εi (Gi).
Also ist

n

X
j=1

/

εi (Gi) ∼= G̃i,

G̃i ×Gi
∼=

n

X
i=1

Gj.

(10) Verallgemeinerung auf unendliche Produkte ist möglich, falls
man fordert, daß fast alle Komponenten das Einselement der
betreffenden Gruppe bilden.

Das Gegenstück zum äußeren Produkt ist:

23. Definition

Es sei G eine Gruppe mit Normalteilern N1, . . . , Nn. G heißt direktes inneres Produkt von N1(

G =
.∏n

i=1Ni

)

, wenn

(1) G = N1 · . . . ·Nn und
(2) Ni∩Ñi = {e} (1 ≤ i ≤ n) für Ñi := N1 · . . . ·Ni−1 ·Ni+1 · . . . ·Nn

gilt.
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(Additive Schreibweise: N1

.
+. . .

.
+Nn =

n.
+
i=1

Ni, direkte innere Summe.)

Zur Auseinanderhaltung beider Begriffe bemerken wir folgendes:

ZZ/2ZZ = { 0, 1} hat die Verknüpfungstabelle

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

.

Es istG =

G1
︷ ︸︸ ︷

ZZ/2ZZ⊕
G2

︷ ︸︸ ︷

ZZ/2ZZ eine additive Gruppe mit Verknüpfungstabelle
(Gruppentabelle):

+ n b c d
n n b c d
b b n d c
c c d n b
d d c b n

für die Elemente

n = ( 0, 0) = 0 ⊕ 0
b = ( 1, 0) = 1 ⊕ 0
c = ( 0, 1) = 0 ⊕ 1
d = ( 1, 1) = 1 ⊕ 1

.

Also ist G vom Typ V4 (Kleinsche Vierergruppe). Die einzigen
Untergruppen von G sind

{n}, G, {n, b}
︸ ︷︷ ︸

N1

, {n, c}
︸ ︷︷ ︸

N2

, {n, d}
︸ ︷︷ ︸

N3

mit Ni
∼= Gi (i = 1, 2).

Offensichtlich ist G = N1

.
+N3 = N1

.
+N2 = N2

.
+N3.

Dagegen ist N1⊕N3 zwar zu G isomorph, ist jedoch eine Konstruk-
tion, die nicht mit G verwechselt werden sollte.

Es folgt eine Charakterisierung innerer Produkte:

24. Satz

Es sei G eine Gruppe mit Untergruppen N1, . . . , Nn. Hierfür sind
äquivalent:

(1) gigj = gjgi ∀gi ∈ Ni, gj ∈ Nj (1 ≤ i < j ≤ n), und jedes
g ∈ G läßt sich eindeutig in der Form g = g1 · . . . · gn mit
gi ∈ Ni schreiben.

(2) Ni ⊳ G (1 ≤ i ≤ n), und G ist direktes inneres Produkt von
N1, . . . , Nn, d.h.

G =

n.∏

i=1

Ni.

Beweis:

(ii) ⇒ (i):
Die Normalteilereigenschaft von Ni, Nj liefert:

gigjg
−1
i ∈ Nj, gjg

−1
i g−1

j ∈ Ni;
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für i 6= j ist demnach

gigjg
−1
i g−1

j ∈ NjNj ∩NiNi = {e},
also

gigj = gjgi.

Jedes g ∈ G besitzt eine Produktdarstellung g = g1 · . . . ·gn mit gi ∈
Ni. Zu zeigen bleibt die Eindeutigkeit. Dazu seien gi, hi ∈ Ni (1 ≤
i ≤ n) mit

g1 · . . . · gn = h1 · . . . · hn

bzw.

g−1
1 h1 = g2 · . . . · gn · h−1

n · h−1
n−1 · . . . · h−1

2

= g2h
−1
2 · . . . · gnh

−1
n ∈ Ũ1

⇒ h−1
1 g1 = e bzw. g1 = h1.

Analog folgt gi = hi (2 ≤ i ≤ n).

(i) ⇒ (ii):
Es ist hgih

−1 = higih
−1
i ∈ Ni für h ∈ G, gi ∈ Ni, da man alle

Faktoren hj (j 6= i) an gi und hk(k 6= j) vorbeiziehen kann.
Es folgt hNih

−1 ⊆ Ni, demnach ist Ni Normalteiler in G. G =
N1 · . . . · Nn gilt nach Voraussetzung. Ist schließlich x ∈ Ni ∩ Ñi, so
folgt

x = gi = g1 ·. . .·gi−1 ·gi+1 ·. . .·gn ⇒ e = g−1
i ·g1 ·. . .·gi−1 ·gi+1 ·. . .·gn

mit gj ∈ Nj (1 ≤ j ≤ n); wegen der Eindeutigkeit der Darstellung
folgt g1 = . . . = gn = e = x.

�

Bemerkung:
Wie im obigen Beispiel gilt für das innere direkte Produkt

G =

n.∏

i=1

Ni,

auch

G ∼=
n

X
i=1

Ni.

Der entsprechende Isomorphismus wird gegeben durch

ϕ :

n.∏

i=1

Ni →
n

X
i=1

Ni : g1 · . . . · gn 7→ (g1, . . . , gn).

ϕ ist Homomorphismus wegen der Vorbeizieheigenschaft, ϕ surjek-
tiv ist klar, ϕ injektiv gilt wegen der eindeutigen Darstellung von e ∈ G
als e · . . . · e.
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25. Anwendungen (Hauptsatz über endliche abelsche
Gruppen)

(1) Das direkte Produkt zyklischer Gruppen mit teilerfremden
Ordnungen ist zyklisch.

(2) Ist G zyklisch mit (G : 1) = mn und ggT (m, n) = 1, so gilt

G ∼= ZZ/mZZ × ZZ/nZZ.

(3) Jede endliche abelsche Gruppe ist direktes Produkt zyklischer
Gruppen.

Beweis:

(1) Es sei G = Z1 × Z2 mit Z1 =< a >, Z2 =< b >, |Z1| =
m, |Z2| = n und ggT (m, n) = 1.

Offenbar gilt

G = {(aν , bµ) | o ≤ ν < m, 0 ≤ µ < n} mit am = e1, b
n = e2.

Zeige: ord((a, b)) = mn.
mn ist Exponent von (a, b) wegen

(a, b)mn = (amn, bmn)

= ((am)n, (bn)m) = (e1, e2).

Für jeden Exponent k von (a, b) muß auch ak = e, bk = e
gelten, d.h. m|k und n|k, folglich mn|k.

(2) Für G1 = ZZ/mZZ, G2 = ZZ/nZZ ist G1 × G2 zyklisch von der
Ordnung mn. Also sind sowohl G als auch G1 ×G2 isomorph
zu ZZ/mnZZ und damit untereinander isomorph.

Beispiele:

ZZ/6ZZ ∼= ZZ/2ZZ × ZZ/3ZZ;

ZZ/4ZZ ∼= < e > ×ZZ/4ZZ;

ZZ/2ZZ × V4
∼= ZZ/2ZZ × ZZ/2ZZ × ZZ/2ZZ;

ZZ/8ZZ 6∼= ZZ/2ZZ × ZZ/4ZZ

6∼= ZZ/2ZZ × V4,

denn nur ZZ/8ZZ enthält ein Element der Ordnung 8, die
letzte Gruppe keins der Ordnung 4.

(3) Es sei a1, . . . , ar ein Erzeugendensystem für die endliche abelsche
Gruppe G, d.h. G =< a1, . . . , ar >. Der Beweis wird mittels
Induktion über r geführt.

r = 1: G ist selbst zyklisch, und es ist nichts zu beweisen.

r ≥ 2:
Man bilde

M = {m ∈ (ZZ≥0)r | am1
1 ·. . .·amr

r = e und o ≤ mi < (G : 1), 1 ≤ i ≤ r}.
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Für M = { 0} ist G das direkte Produkt von den < ai >
(1 ≤ i ≤ r), denn die Schnittbedingung Ni ∩ Ñi = {e} ist
erfüllt!

Sei also M 6= { 0}. Wähle n ∈ M, welches die kleinste
positive Koordinate aller m ∈ M enthält. O.B.d.A. (evtl. um-
nummerieren) sei diese n1. Für n1 = 1 ist

a1 =
r∏

i=2

a−ni

i ∈< a1, . . . , ar >,

d.h. G =< a2, . . . , ar >, und wir können die Induktionsvo-
raussetzung anwenden.

Sei also n1 > 1. Für jedes weitere m ∈ M, m 6= 0 , folgt
r∏

i=1

a
mi−Q(mi,n1) n1

i = e,

und wegen der Minimalität von n, damit R (m1, n1) = 0,
d.h. wir können M ersetzen durch die Teilmenge M bestehend
aus 0 , n und allen m ∈ M mit erster Koordinate 0.

Nunmehr setzen wir

x1 := a1

r∏

i=2

a
Q(ni,n1)
i

und erhalten
(a) G =< x1, a2, . . . , ar >,

(b) xn1
1

r∏

i=2

a
R(ni,n1)
i = e.

Hierin gilt 0 ≤ R (ni, n1) < n1 (2 ≤ i ≤ r). Wir wieder-
holen folglich diesen Prozeß mit x1, a2, . . . , ar an Stelle von
a1, . . . , ar. Nach höchstens r-maliger Anwendung führt dies
(im ungünstigsten Fall) auf ein Erzeugendensystem z1, . . . , zr

mit

zk1
1

r∏

i=2

z
R(ki,k1)
i = e und R (ki, k1) = 0 (1 ≤ i ≤ r).

Hierfür ist dann G =< z1 > × < z2, . . . , zr >, und wir
können wieder die Induktionsvorraussetzung anwenden.

�

26. Definition

Es sei G eine Gruppe und S eine nicht leere Menge. Man sagt, daß
G auf S operiert (S eine G-Menge ist), falls eine äußere Verknüpfung

G× S → S : (g, s) 7→ g ◦ s
besteht mit

(1) (g h) ◦ s = g ◦ (h ◦ s) ∀g, h ∈ G, ∀s ∈ S,
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(2) e ◦ s = s ∀s ∈ S, e Einselement von G.

Beispiele:

(1) (a) G Gruppe, S ⊳G und G× S → S : (g, h) 7→ ghg−1.

Hierfür ist (g1g2, h) 7→ (g1g2)h (g1g2)
−1 sowie

g1 · (g2 · h) = g1 · (g2hg
−1
2 )

= g1g2 h g
−1
2 g−1

1 und e · h = h.

(b) S = M ≤ G und

G×M →M : (g, m) 7→ gm.

(2) (a) S = IRn, G = (IR,+), u ∈ IRn fest und

IR × IRn → IRn : (s, x) 7→ x+ s u.

(b) S = IRn, G ≤ GL n(IR) mit

(A, v) 7→ A (v)

(3) S = IR2, G = ZZ × ZZ mit

G× IR2 → IR2 :

(

m, n,

(

x
y

))

7→
(

x+m
y + n

)

.

27. Satz

Jede endliche Gruppe G ist isomorph zu einer Permutationsgruppe.
Insbesondere: Ist |G| = n, dann ist G isomorph zu einer Unter-

gruppe von Sn.

Beweis:
S(G) bezeichne die Gruppe der bijektiven Abbildungen von G (als

Menge) bzgl. Hintereinanderausführung (sog. symmetrische Gruppe,
Permutationsgruppe von G). (Für |G| = n ∈ IN schreibt man kurz
Sn.)

Bilde ab:
ϕ : G→ S(G) : g 7→ S = g◦,

denn
S : G→ G : x 7→ gx

ist bijektive Abbildung von G. ϕ ist Homomorphismus:

gh 7→ gh◦ = g ◦ h◦,
ϕ ist injektiv

ϕ (g) = id ⇒ gx = x für alle x ∈ G ⇒ g = e,

also gilt mit (1.18):

G ∼= ϕ (G) < S(G).

�
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Bemerkung:
S G-Menge ⇔ es existiert ein Homomorphismus ϕ : G→ S(S).

Beweis:

“⇒”:
Definiere

ϕ : G→ S(S) : g 7→ g ◦ .
Es ist zu zeigen:

g◦ : S → S : x 7→ gx ist Bijektion von S.

g◦ ist surjektiv: Urbild von x ∈ S ist g−1x (wegen e x = x).
g◦ ist injektiv: gx = gy ⇒ e x = e y ⇒ x = y.
ϕ ist Homomorphismus wegen 1.26(i).

“⇐”:
Es sei ein Homomorphismus

ϕ : G→ S(S) : g 7→ ψg

gegeben. Definiere äußere Verküpfung

G× S → S : (g, s) 7→ ψg(s) =: g ◦ s.
Nachweis von (i) und (ii) aus (1.26):
ϕ Homomorphismus ⇒

ϕ (eG) = ids ⇒ e ◦ s = idS(s) = s ∀s ∈ S.

ψ Homomorphismus ⇒
ψgh = ϕ (gh)

= ϕ (g)ϕ (h)

= ψg ψh,

also

(gh) ◦ s = ψgh(s)

= ψg(ψh(s))

= g ◦ (h ◦ s).
�

28. Hilfssatz

Es sei S eine G-Menge. Dann ist

x ∼ y :⇔ ∃g ∈ G : g ◦ s = y

eine Äquivalenzrelation auf S.

Beweis:
∼ reflexiv:

e ◦ x = x ∀x ∈ S, setze g = e;
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∼ symmetrisch:

g ◦ x = y ⇒ x = e ◦ x = g−1 ◦ (g ◦ x) = g−1 ◦ y
⇒ y ∼ x;

∼ transitiv:

g ◦ x = y und h ◦ y = z ⇒ z = h ◦ (g ◦ x) = (hg) ◦ x.
�

Bemerkung:
x ∈ S so ist die durch x bestimmte Äquvalenzklasse

G · x = {g · x | g ∈ G}.

29. Definition

Die Äquvialenzklassen in (1.28) heißen Bahnen (Orbits) von S. G
heißt transitiv (über S), falls es genau eine Bahn in S gibt. Für s ∈ S
heißt

Stab(s) = Gs := {g ∈ G | g ◦ s = s}
Stabilisator von s.

Beispiel:
G = (IR,+), X = IRn, g · x = X für x ∈ X, g ∈ G.
Stabilisator von x ∈ X : Gx = {g ∈ G | gx = x}.
Bemerkungen:

(1) Bahn von s ∈ S ist G ◦ s := {g ◦ s | g ∈ G} =: Orb(s).
G transitiv über S ⇔ ∀x, y ∈ S ∃g ∈ G : y = g ◦ x.

(2) Gs ist Untergruppe von G, und es gilt |G ◦ s| = (G : Gs).
Ist also G endlich, so teilt jede Bahnlänge die Gruppenord-

nung.

Beweis:
e ∈ Gs, also Gs 6= ∅. Sind g, h ∈ Gs, so ist h−1 ∈ Gs wegen

s = h ◦ s ⇔ h−1 ◦ s = h−1h ◦ s = e ◦ s = s

und folglich

(gh−1) ◦ s = g ◦ (h−1 ◦ s) = g ◦ s = s,

also auch gh−1 ∈ Gs, g Gs = hGs. Demnach ist Gs Unter-
gruppe von G.

Betrachte Abbildung

ϕ : G ◦ s→ {g Gs | g ∈ G} : g ◦ s 7→ g Gs.

ϕ ist offensichtlich surjektiv. Zur Wohldefiniertheit und
Injektivität von ϕ:

g Gs = hGs ⇔ h−1g ∈ Gs ⇔ h−1g ◦s = s ⇔ g ◦s = h◦s.
�
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(3) s, s̃ Elemente derselben Bahn, dann gehen ihre Stabilisatoren
durch einen inneren Automorphismus auseinander hervor. (Solche
Untergruppen heißen konjugiert.)

Beweis:
Sei g ∈ G mit s̃ = g ◦ s. Dann ist

Gs̃ = {h ∈ G | h ◦ s̃ = s̃}
= {h ∈ G | h g ◦ s = g ◦ s}
= {h ∈ G | (g−1hg) ◦ s = s}
= {ghg−1 ∈ G | h ◦ s = s}
= g {h ∈ G | h ◦ s = s} g−1

= g Gsg
−1.

�

Zur Zerlegung von S in Bahnen:
Wähle Teilmenge V von S mit

S =
.⋃

v∈V

G ◦ v,

sog. Vertretersystem für die Bahnen. Ein Vertretersystem ist also
durch folgende beiden Eigenschaften gekennzeichnet:

(1) ∀x ∈ S ∃v ∈ V : G ◦ v = G ◦ x,
(2) ∀u, v ∈ V : u 6= v ⇒ G ◦ u ∩G ◦ v = ∅.

(Beachte: G ◦ u ∩ G ◦ v ist entweder leer oder ganz G ◦
u entsprechend der Eigenschaft von Äquivalenzklassen. Ein
Element s ∈ S heißt Fixpunkt, falls G ◦ s = {s} ist. Dies
ist gleichbedeutend damit, daß s in jedem Vertretersystem V
vorkommt bzw. mit Gs = G.)

Die Menge aller Fixpunkte von S schreiben wir F (S) und
erhalten

|S| = |F (S)| +
∑

s∈V
(G:Gs)>1

(G : Gs).

Hierin ist die Summe eventuell leer.
Ist speziell |G| Potenz einer Primzahl, etwa pm (m ∈ IN),

so gilt:

|S| ≡ |F (S)| mod p

sowie

|S| = h p+R (|S|, p) mit 0 ≤ R (|S|, p) ≤ p− 1.

(Für |S| 6≡ 0 mod p besitzt S mindestents R (|S|, p) Fix-
punkte.)
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Im folgenden sei G eine Gruppe und ∅ 6= T ⊆ G.
Wir setzen S := {T̃ = gTg−1 | g ∈ G} und definieren als Operation

von G auf S:

G× S → S : (h, T̃ ) 7→ hT̃h−1.

Offenbar operiert G transitiv auf S, es gibt nur eine Bahn, nämlich
S selber.

1. Behauptung: GT = NT

Beweis:

NT = {g ∈ G | gTg−1 = T} = GT .

Also ist |S| = (G : NT ). Insbesondere für T = U < G gibt es genau
(G : NU ) verschiedene konjugierte von U .

2. Behauptung: Für U < G ist

|{gUg−1 | g ∈ G}| = (G : NU).

Man kann G auch direkt auf den Elementen von G operieren lassen
mittels sog. Konjugation:

G×G→ G : (h, g) 7→ hgh−1.

Die diesbezüglichen Bahnen heißen Klassen konjugierter Elemente.
Hier ist offensichtlich Gx = Nx ∀x ∈ G. Überdies gilt:

F (G) = {x ∈ G | gxg−1 = x für alle g ∈ G} = Z(G).

Damit erhält man die wichtige Klassengleichung:

30. Klassengleichung

|G| = |Z(G)| +
∑

x∈V
(G:Nx)>1

(G : Nx)

für ein Vertretersystem V der Konjugationsklassen.

Ein weiterer Trick:
Operiert G auf X, so auch auf der Potenzmenge P(X) von X. Ist

Y ⊆ X, so setze g · Y = {g · y | y ∈ Y }.

31. Definition

Eine endliche Gruppe G heißt p-Gruppe, falls (G : 1) = pr mit einer
Primzahl p und r ∈ IN gilt.
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32. Satz

(1) Das Zentrum einer p-Gruppe ist nicht trivial.
(2) Ist G eine p-Gruppe mit |G| = p2 , so ist G zyklisch oder das

direkte Produkt zweier zyklischen Gruppen der Ordnung p.
(

G ∼= ZZ/p2ZZ
G ∼= ZZ/pZZ × ZZ/pZZ

)

Beweis:

(1) Gemäß (1.30) und dem Satz von Lagrange ist |Z(G)| = pk für
ein k mit 1 ≤ k ≤ r.

|G| = pr = |Z(G)| +
r∑

i=1

pri mit 1 ≤ ri

⇒ p| |Z(G)|, denn wegen e ∈ Z(G) ⇒ |Z(G)| > 1. )
(2) Vorbemerkung: Ist Z(G) ⊂ G, so ist G/Z(G) nicht zyklisch.

Indirekt!
Es sei

G/Z(G) =
•⋃

ν∈ZZ
(aZ(G))ν =

•⋃

ν∈ZZ
aν Z(G).

Dann existieren für g1, g2 ∈ G Elemente νi ∈ ZZ, bi ∈ Z(G)
mit gi = aνi bi (i = 1, 2). Also gilt

g1g2 = aν1b1 a
ν2b2

= aν1+ν2b1b2

= aν2aν1b2b1

= aν2b2 a
ν1b1

= g2g1,

d.h. G ist abelsch im Widerspruch zu Z(G) 6= G.

Nach (i) ist demnach G mit |G| = p2 abelsch, denn die
einzige Möglichkeit |Z(G)| = p liefert |G/Z(G)| = p, d.h. G/Z(G)
ist zyklisch. Wende (1.25)(iii) an!

�

Beispiel: Es gibt als Gruppen der Ordnung 4 die zyklische Gruppe
und die V4.

Im folgenden wird die Existenz von gewissen Untergruppen bei
endlichen Gruppen mit Hilfe der Sylowschen Sätze bewiesen.
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33. Definition

Es sei G eine endliche Gruppe. Eine Untergruppe H von G heißt p-
Untergruppe vonG, fallsH eine p-Gruppe ist. H heißt p-Sylow-Untergruppe
von G, falls (H : 1) = pl (l ∈ IN, p ∈ IP) mit pl| |G| mit pl+1 ∤ |G| gilt.

(Schreibweise: pl ‖ |G| )

Beispiel: G sei Gruppe der Ordnung plm mit p ∤ m.

(1) p = 2, l = 3, m = 1 : G selbst ist p-Sylow-Untergruppe.
(2) p = 2, l = 2, m = 1 : G selbst ist p-Sylow-Untergruppe.

Die Anzahl der Untergruppen der Ordnung 2 ist 3 oder 1.

Zum Nachweis der Existenz von Untergruppen im Fall p|(G : 1)
benötigen wir eine Hilfsaussage aus der elementaren Zahlentheotrie:

34. Hilfssatz

Es seien p eine Primzahl, l, n ∈ IN mit pl‖n. Für n = plm ist dann
(

n
pα

)

= pl−αmx (α ∈ ZZ≥0, α ≤ l, x ∈ IN) mit x ≡ 1 mod p.

Beweis:
(

n
pα

)

=
n (n− 1) · . . . · (n− (pα − 1))

pα (pα − 1) · . . . · (pα − (pα − 1))
= pl−αmx

mit

x =
pα−1
∏

i=1

plm− i

pα − i
=

(

n− 1
pα − 1

)

.

Jeder Index i läßt sich dabei schreiben als

i = pm1xi mit 0 ≤ mi < α, xi ∈ IN, p ∤ xi.

Wir erhalten daher nach Kürzen von pmi für jeden Faktor
für den Zähler:

pα−1
∏

i=1

(

pl−mim− xi

)

= λ p+ a (λ, a ∈ ZZ, p ∤ a),

für den Nenner:
pα−1
∏

i=1

(

pα−mi − xi

)

= µ p+ a (µ ∈ ZZ),

also x =
λ p+ a

µ p+ a
oder

a x ≡ a mod p ⇒ x ≡ 1 mod p.

�
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35. 1. Sylowscher Satz

Es sei G eine Gruppe der Ordnung n = plm mit p ∤ m und 0 ≤ α ≤
l, α ∈ ZZ. Dann besitzt G eine Untergruppe U der Ordnung pα.

Beweis:
Falls solches U existiert, so ist es sicherlich Element der Menge

M := {T ⊆ G | |T | = pα}.

M enthält
(

n
pα

)

Elemente. M wird G-Menge mittels

G× M → M : (g, T ) 7→ gT.

Dabei zerfällt M in Bahnen. Wäre jede Bahnlänge durch pl−α+1

teilbar, so auch ♯M im Widerspruch zu (1.34). Also existiert Bahn

G ◦ T1 mit |G ◦ T1| = (G : GT1) ≤ pl−αm.

Wegen

mpl = (G : 1) = (G : GT1) (GT1 : 1) ≤ pl−αm (GT1 : 1)

folgt (GT!
: 1) ≥ pα. Andererseits gilt für a ∈ T1 : GT1a ⊆ T1 und

wegen |GT1 | = |GT1a| auch |GT1| ≤ |T1| = pα. Also ist GT1 die gesuchte
Untergruppe.

�

Bemerkungen:
O(T ) bezeichnet im folgenden die Bahn (“orbit”) von T .
Nicht alle Bahnlängen sind durch pl−α+1 teilbar!

(1) pl−α+1 ∤ |O(T )| ⇒ (GT : 1) = pα

Denn (G : GT ) ≤ pl−α ⇒ (GT : 1) ≥ pα.
Andererseits ist für x ∈ T dann GTx ⊆ T

(GT : 1) = |GT | = |GTx| ≤ |T | = pα,

also Gleichheit.
(2) pl−α+1 ∤ |O(T )| ⇔ T = Ug mit U ⊂ G, |U | = pα und

passendes g ∈ G.
”⇒”:
GTT = T , d.h. für beliebiges x ∈ T istGTx ⊆ T bzw.GTx =

T (wegen Elementanzahl) (|GT | = pα nach (i)).
”⇐”:
Gegeben U < G mit ♯U = pα, g ∈ G, setze T = UG ∈ M.

O(Ug) = {hUg | h ∈ G} = {h̃ g−1Ug
︸ ︷︷ ︸

Ũ

| h̃ ∈ G} = O(Ũ)

|{H̃g−1Ug | h̃ ∈ G}| = (G : GŨ) = (G : U) = pl−αm.
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36. Korollar (Cauchy)

Ist G eine Gruppe der Ordnung n und wird n von der Primzahl p
geteilt, so besitzt G ein Element der Ordnung p.

Beweis:
Gemäß (1.35) besitzt G eine Untergruppe U mit (U : 1) = p. U ist

dann notwendig zyklisch, und p−1 erzeugende Elemente von U leisten
das Gewünschte.

�

37. Korollar

Eine endliche Gruppe G ist genau dann eine p-Gruppe, wenn für
jedes a ∈ G die Ordnung ord(a) eine p-Potenz ist.

38. Lemma

Es sei G eine endliche Gruppe der Ordnung n = plm mit einer
Primzahl p, die m nicht teilt. Dann ist die Anzahl N(α) aller Unter-
gruppen U der Ordung pα von G (0 ≤ α ≤ k fest) kongruent 1 modulo
p.

Beweis:
Np(α) = N(α) = |{U < G | |U | = pα}| ≡ 1 mod p.
Dazu betrachte T ⊆ G mit |T | = pα und pl−α+1 ∤ |O(T )|. Sei etwa

T1 = U1g1, T2 = U2g2, T1 = T2?
T1 = T2 bewirkt: g1 ∈ U2g2, d.h. g1 = u2g2 mit u2 ∈ U2, also

U1u2g2 = U2g2, also U1 = U2u
−1
2 = U2.

Anzahl der Elemente in M, deren Bahnen durch pl−α+1 teilbar sind:
(

n
pα

)

−H(α) pl−αm, da alle Bahnen durch pl−α+1 teilbar sind, auch

dir Elementzahl selbst.
pl−α+1 teilt pl−αm (x−N(α)) ⇒ p|m (x−N(α))

⇒ p| (x−N(α))
⇒ N(α) ≡ 1 mod p.

�

39. 2. Sylowscher Satz

Es sei G eine endliche Gruppe der Ordnung n = plm mit einer
Primzahl p, die m nicht teilt. Dann gilt:

(1) Jede p-Untergruppe von G ist in einer passenden p-Sylow-
Untergruppe enthalten.

(2) Je zwei p-Sylow-Untergruppen von G sind konjugiert.
(3) Die Anzahl der p-Sylow-Untergruppen von G teilt m.
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Bemerkung:
Für p-Sylow-Untergruppen P von G gilt:

P ⊳G ⇔ N(l) = 1.

Beweis:

(1) Jede p-Untergruppe ist in passender p-Sylow-Untergruppe en-
thalten.

Betrachte N = {U < G | |U | = pl}, lasse G auf N operieren.
Durch ”Konjugation”: g × N → N : (g, U) 7→ g−1Ug
Festes P ∈ N hat dabei Bahnlänge (G : Gp) 6≡ 0 mod p

(Normalisator Gp ⊇ P ).
Sei nun H < G mit ♯H = pα.
H operiert auf den Elementen der Bahn von P unter Kon-

jugation.

(o(p) = {g−1Pg |; g ∈ G} ⊇ {h−1Ph | h ∈ H})
p ∤ |O(P )| =

∑

v∈V

(H : Hv) (p-Potenzen)

⇒ existiert einelementige Bahn, d.h. h−1P̃ h = P̃ h ∈
H, P̃ ∈ O(P ), d.h. H < N(P̃ ).

P̃ ⊳ HP̃ (Übungsaufgabe)
2. Isomorphiesatz⇒ HP̃/P̃ ∼= H/h ∩ P̃ ⇒ |HP̃ | ist p-Potenz
⇒ ♯HP̃ (≥ ♯P̃ ) = pl, also HP̃ = P̃ ⇒ H ⊆ P̃ .

(2) ♯H = pl ⇒ es gibt nur eine Bahn von p-Sylow-Untergruppe,
d.h. alle p-Sylow-Untergruppe sind untereinander konjugiert.

(3) NP (l) = H(L) |m
N(L) = |O(P )| = (G : Gp) | (G : 1),

sowie p ∤ N(l).

�

Beispiel:
Bestimmung aller nicht abelschen Gruppen der Ordnung 8. Zunächst

gilt allgemein für |G| = 8 = 23 · 1:
N(1) ∈ {1, 3, 5, 7}, N(2) ungerade gemäß (1.38). Ist G nicht

abelsch (also erst recht nicht zyklisch), so enthält G kein Element der
Ordnung 8, aber notwendig eins — etwa b — der Ordnung 4. Also ist
U =< b > Normalteiler und G = U

.∪ Ua. Ferner ist a2 /∈ Ua und
damit a2 = e oder a2 = b2.

Wegen aU = Ua ist jedenfalls aba−1 ∈ U . aba−1 = b scheidet aus,
da G nicht abelsch sein soll. aba−1 = e ist wegen der Kürzungsregel
unmöglich.

aba−1 = b2 ⇒ ab2a−1 = (aba−19 (aba−1) = e
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ebenfalls im Widerspruch zur Kürzungsregel. Also muß notwendig
aba−1 = b−1 gelten.

1. Fall: a2 = e: G ∼= D4.

2. Fall: a2 = b2: G ∼= Q8.
(Etwa für b = i, a = j; dann wird k = ba, −1 = b2 mit den

üblichen Relationen.)

n = 8

Typ Z2 × Z2 × Z2 Z4 × Z2 Z8 D4 Q8

N(1) 7 3 1 5 1
N(2) 7 3 1 3 3

Zu Z3
2 :

Es existieren 7 Elemente der Ordnung 2 und ebensoviele Untergrup-

pen der Ordnung 2. Also exitiert
(

7
2

)

· 1
3

Untergruppen der Ordnung 4.

Zu Z4 × Z2:
Untergruppen der Ordnung 2: < b2 >, < a >, < b2a > für G =<

b, a > mit b4 = a2 = 1.
Untergruppen der Ordnung 4: < b >, < ba >, < b2, a >.

Zu Z8:
Untergruppen der Ordnung 2: < b4 >,
Untergruppen der Ordnung 4: < b2 > für G = {bν | 0 ≤ ν ≤ 7}.
Zu D4:
Untergruppen der Ordnung 2: < b2 >, < a >, < ab >, < ab2 >

, < ab3 >.
Untergruppen der Ordnung 4: < b >, < b2, a >, < b2, ab >.

Zu Q8:
Untergruppen der Ordnung 2: < b2 >,
Untergruppen der Ordnung 4: < b >, < a >, < ab >.

40. Hilfssatz

Es sei G eine p-Gruppe der Ordnung pl (l ∈ IN) und es sei α ∈
ZZ, 0 ≤ α ≤ l. Dann ist die Anzahl der Normalteiler von G von der
Ordnung pα kongruent 1 modulo p. (Es gibt also stets welche!)

Beweis:
Es sei

M := {U | u < G, ♯U = pα}.
Wegen (1.38) gilt |M| ≡ 1 mod p. Lasse G auf M mittels Konjuga-

tion operieren. Es folgt

♯M =
∑

i

(G : GPi
) =

∑

i

pσi,
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und mindestens ein σi muß hierin verschwinden. Für dieses i gilt
GPi

= NPi
= G, d.h. Pi ist Normalteiler in G.

�

41. Satz

G sei eine endliche abelsche Gruppe.

(1) G ist direktes Produkt seiner p-Sylow-Untergruppen.
(2) G ist direktes Produkt von zyklischen Gruppen U1, . . . , Ur mit

|U1|
∣
∣
∣|U2|

∣
∣
∣ . . .

∣
∣
∣|Ur| ”Elementarteilernormalform”.

Beweis:

(1) Es sei

|G| = n = pk1
1 · . . . · pkr

r

die Primfaktorzerlegung der Gruppenordnung. Es beze-
ichne G1, . . . , Gr die p-Sylow-Untergruppen von G (vergleiche
(1.38)(i)) mit

(Gi : 1) = pki

i (1 ≤ i ≤ r).

Wir zeigen: G1

.
+ . . .

.
+Gr ist innere direkte Summe! Dazu

setze

G̃i :=
r.
+
j=1
j 6=i

Gj (1 ≤ i ≤ r).

Gemäß (1.23) bleibt Gi ∩ G̃i = {e} zu zeigen.
Jedes Element aus Gi∩ G̃i = {e} hat jedoch eine Ordnung,

die sowohl pki

i als auch
r∏

j=1
j 6=i

p
kj

j

teilt. Also gilt notwendig Gi ∩ G̃i = {e}. Damit ist G1

.
+

. . .
.
+Gr direkte Summe, also G1

.
+ . . .

.
+Gr Untergruppe von

G mit

|G1

.
+ . . .

.
+Gr| =

r∏

j=1

p
kj

j = |G|,

also G = G1

.
+ . . .

.
+Gr. (Vergleiche (1.25)(iii))

(2) Beschränkung auf U =< x >, ord(x) = m, V =< y >

, ord(y) = n undG = U
.
+V = Ũ

.
+Ṽ mit |Ũ |

∣
∣
∣|Ṽ |, ggT (m,n) =

c, kgV (m,n) = mn
c

.
Erzeuger: (x, y)

Relationsmatrix:

(

m 0
0 n

)

Beispiele: ZZ/3ZZ ⊕ ZZ/4ZZ ∼= ZZ/2ZZ ⊕ ZZ/6ZZ, ZZ/3ZZ ⊕
ZZ/2ZZ ∼= ZZ/6ZZ.
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In ZZ existieren u, v mit c = um+ vn.
(

m 0
0 n

)



y

(

1 0
v 1

)

(

m 0
nv n

)

(

1 0
−u 1

) (

1 0
u 1

)

(x− uy, y)

(

m 0
um+ nv n

)

(

0 1
1 0

)

...

(y, x− uy)

(

c n
m 0

)

(

1 −n
c

0 1

)

(

c 0
m −mn

c

)

(

1 0
m
c

1

) (

1 0
−m

c
1

)

(

y + m
c

(x− uy), x− uy
)

(

c 0
0 −mn

c

)

(

1 0
0 −1

)

(
m
c
x+

(

1 − mn
c

)

y, x− uy
)

(

c 0
0 mn

c

)

vn
c

ũ =< n
c
x+ n

c
vy > von der Ordnung c,

ṽ =< x− uy > von der Ordnung mn
c

.

�

Nützliches Beispiel: Permutationsgruppen (vergleiche (1.27)).

Aus der Linearen Algebra setzen wir als bekannt voraus:
Sn ist Gruppe der Ordnung n!, Definition einer Transposition, jede

Permutation ist Produkt von höchstens n Transpositionen, signum
einer Permutation π als Anzahl der Fehlstände i < j mit π (i) > π (j),
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signum ist mutiplikativ,

sign : Sn → Z2

ist Gruppenhomomorphismus, der für n ≥ 2 surjektiv ist; An ist
Untergruppe der geraden Permutationen,

♯A =
n!

2
für n ≥ 2,

An ist Normalteiler in Sn, sog. alternierende Gruppe.

42. Definition

π ∈ Sn heißt r-Zykel, falls es eine Teilmenge {i1, . . . , ir} von r
Elementen von {1, . . . , n} mit

π (iν) = iν+1 (1 ≤ ν < r), π (ir) = i1, π (j) = j ∀j /∈ {i1, . . . , ir}
gibt.

Schreibweise:

π = (i1, . . . , ir) =

(

1 . . . n
π (1) . . . π (n)

)

.

Vereinbarung: id = (1) ist einziger 1-Zykel.

Bemerkungen:
Transpositionen sind 2-Zykel (i, j);

(i1, . . . , ir) = (i1, π (i1), . . . , π
r−1(i1)), πr(iν) = iν (1 ≤ ν ≤ r);

V4
∼= {(1), (1 2) (3 4), (1 3) (2 4), (1 4) (2 3)}

als Untergruppe von A4.

Rechenregeln für Zykel:

43. Hilfssatz

(1) Zykel entsprechen Bahnen unter der Operation

Sn × {1, . . . , n} → {1, . . . , n} : π × ν 7→ π (ν),

d.h. π besitzt genau eine mehrelementige Bahn.
(2) (i1, . . . , ir) = (iν, . . . , ir, i1, . . . , iν−1) (1 ≤ ν ≤ r).
(3) (i1, . . . , ir) = (i1, . . . , iν) (iν , . . . , ir) (2 ≤ ν ≤ r − 1), mit

Anwendung

(i1, . . . , ir) =
r−1∏

j=1

(ij, ij+1).

(4) ord(i1, . . . , ir) = r,
(5) (i1, . . . , ir)

−1 = (ir, ir−1, . . . , i1),
(6) π (i1, . . . , ir)π

−1 = (π (i1), . . . , π (ir)) ∀π ∈ Sn.
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Bemerkung: Die Signatur eines r-Zykels ist (−1)r−1.

Beweis:
Bis auf (vi) sind die Aussagen unmittelbar klar. Es genügt, (vi) für

Transpositionen zu zeigen, da gemäß (iii)

π (i1, . . . , ir)π
−1 =

r−1∏

j=1

π (ij, ij+1)π
−1

ist. Ist nun ν ∈ {1, . . . , n} mit π−1(ν) /∈ {ij, ij+1}, dann bleibt ν
invariant. Schließlich ist

π−1(ν) = ij+1 ⇔ ν = π (ij+1),

also gilt insgesamt:

π (ij, ij+1)π
−1 =

(

π (ij), π (ij+1)
)

.

�

Tetraedergruppe: (∼= A4)

◦
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Drehungen um Achse durch Eckpunkt und Mittelpunkt der gegenüberliegenden
Fläche eines Tetraeders

um A : (B C D), (BDC)
um B : (AC D), (ADC)
um C : (ABD), (ABD)
um D : (AB C), (AC B)
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Und deren Kombinationen: Drehungen um Achsen die durch die

Mittelpunkte von gegenüberligenden Seiten gehen:

C

h

h
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Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q

B

A

D

A↔ C, B ↔ D (AC) (BD)
A↔ D, B ↔ C (AD) (B C)
A↔ B, C ↔ D (AB) (C D)
sowie die Identität.

44. Hilfssatz

Für n ∈ IN ist Sn+1 disjunkte Zerlegung von n+1 (Links-)Nebenklassen
nach Sn.

(

ι : Sn → Sn+1 :

(

1 2 . . . n
π (1) π (2) . . . π (n)

)

7→
(

1 . . . n n+ 1
π (1) . . . π (n) π (n+ 1)

))

Beweis:
Setze π (n + 1) = id und π (ν) = (ν, n + 1) (1 ≤ ν ≤ n). Wir

zeigen:

Sn+1 =
n+1⋃

ν=1

πν Sn.

Sei dazu τ ∈ Sn+1 mit τ (n+1) = j. Für j = n+1 gilt τ ∈ πn+1 Sn.
Andernfalls bildet (j, n+ 1) τ das Element n+ 1 auf sich ab, also ist

(j, n+ 1) τ ∈ πn+1 Sn und τ ∈ (j, n+ 1)πn+1 Sn = (j, n+ 1) Sn.
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Wir zeigen noch, daß die Zerlegung disjunkt ist, obwohl dies bereits
aus den Elementanzahlen folgt.

πν Sn = πµ Sn ⇔ πµπν Sn = Sn

⇒ πµπν(n+ 1) = n+ 1

⇒ πν(n+ 1) = πµ(n+ 1)

⇔ ν = µ.

�

Bemerkung: Dies ist ein weiterer Beweis für ♯Sn = n!

45. Hilfssatz

Sn = < (i, n) | 1 ≤ i ≤ n− 1 > (für n ≥ 2).

= < (1, i) | 1 < i ≤ n >

Beweis:
Bekanntlich ist jede Permutation Produkt von (höchstens n) Trans-

positionen der Form (i, j) (1 ≤ i < j ≤ n). Ferner gilt:

(i, j) = (1, i) (1, j) (1, i)

nach (1.45)(vi) für i > 1. Analog gilt

(i, j) = (i, n) (j, n) (i, n)

für 1 ≤ i < j ≤ n.

�

46. Definition

Zwei Zykel (i1, . . . , ir), (j1, . . . , js) heißen elementfremd, falls

{i1, . . . , ir} ∩ {j1, . . . , js} = ∅

ist.

47. Hilfssatz

Elementfremde Zykeln sind vertauschbar.

Beweis:
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Es seien I = {i1, . . . , ir}, J = {j1, . . . , js} und INn = {1, . . . , n}, K =
(INn\I)\J, I ∩ J = ∅. Dann gilt

(i1, . . . , ir) (j1, . . . , js) (ν) =







ν für ν ∈ K
jl+1 für ν = jl (1 ≤ l < s)
j1 für ν = js
il+1 für ν = il (1 ≤ l < r)
i1 für ν = ir

= (j1, . . . , js) (i1, . . . , ir) (ν).

�

48. Satz

Jede Permutation π ∈ Sn, π 6= id, läßt sich eindeutig als Produkt
elementfremder Zykeln darstellen.

Beweis:
π operiert auf INn bzgl. (π, ν) 7→ π (ν). INn zerfällt diesbezüglich

in Bahnen B1, . . . , Bk̃. Nach Weglassen der einelementigen Bahnen
verbleiben etwa B1, . . . , Bk (bei passender Numerierung) mit

B1

.∪ . . .
.∪ Bk = Mk, Bi = (νi, π (νi), . . . , π

ri−1(νi)) und πri(νi) = νi.

Dabei liege

ν1 := minMk in B1,

ν2 := minMk\B1 in B2,
...

νk−1 := minMk\(B1

.∪ . . .
.∪ Bk−2) in Bk−1.

Hierfür ist dann (νk := minBk)

π =
(

ν1, π (ν1), . . . , π
♯B1−1(ν1)

) (

ν2, π (ν2), . . . , π
♯B2−1(ν2)

)

. . .
(

νk, π (νk), . . . , π
♯Bk−1(νk)

)

.

Diese Darstellung ist auch eindeutig, da jedes ν ∈ INn durch π
entweder invariant gelassen wird, oder es wird auf ein Element der
gleichen Bahn abgebildet, d.h. für π (ν) 6= ν tritt stets der Zykel

(

ν, π (ν), . . . , πlν−1(ν)
)

auf
(

πlν (ν) = ν
)

.

�

Beispiel:
Für

π =

(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
2 4 6 8 10 12 14 1 3 5 7 9 11 13 15

)

ist

π = (1, 2, 4, 8) (3, 6, 12, 9) (5, 10) (7, 14, 13, 11).
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49. Satz

Für n ≥ 3 wird die alternierende Gruppe von 3-Zykeln erzeugt.
Speziell gilt:

An =< (1, 2, i) | 3 ≤ i ≤ n > .

Beweis:
An besteht aus geraden Permutationen, ihre Elemente sind also Pro-

dukte jeweils einer geraden Anzahl von Transpositionen. Also gilt:

An =< (i j) (k l) | 1 ≤ i < j ≤ n, 1 ≤ k < l ≤ n > .

Die erzeugenden Elemente hierin sind nun Produkte von 3-Zyklen:

(1) ♯{i, j, k, l} = 2 ⇒ (eventuelles Umnumerieren) k = i, l = j,
also

(i, j) (i, j) = id = (1, 2, 3)3;

(2) ♯{i, j, k, l} = 3 ⇒ j = k, i 6= l :

(i, j) (j, l) = (i, j, l),

(3) ♯{i, j, k, l} = 4:

(i, j) (k, l) = ((i, j) (j, k)) ((j, k) (k, l))

= (i, j, k) (j, k, l),

wie in (ii).

Schließlich:
(i, j, k) = (2, k, i) (2, i, j)

und

(2, i, j) = (1, 2, j)2 (1, 2, i)

= (1, j, 2) (1, 2, i).

�

Beispiel:

A3 = {(1, 2, 3)k | k = 0, 1, 2}, A2 = {id}.

50. Hilfssatz

Für n ≥ 5 sind alle 3-Zyklen von An konjugiert.

Beweis:
Wir zeigen: Zu (i, j, k) und (1, 2, 3) existiert π ∈ An mit

π (1, 2, 3)π−1 = (i, j, k).

Wegen n ≥ 5 existieren l, m ∈ INn mit ♯{i, j, k, l,m} = 5. Entweder

τ =

(

1 2 3 4 5 . . . n
i j k l m . . .

)

oder (l, m) τ
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liegen in A5. Nach (1.45)(vi) gilt nun

τ (1, 2, 3)
(1.45)(vi)

= (τ (1), τ (2), τ (3))

= (i, j, k)
(1.45)(vi)

= (l, m) τ (1, 2, 3) τ−1(l, m).

�

51. Satz

Für n ≥ 5 ist An einfach.

Bemerkung:
Dies hat weitreichende Konsequenzen. Speziell gilt für

p

∣
∣
∣
∣
∣

n!

2
(n ≥ 5)

stets, daß mehrere p-Sylow-Untergruppen von An existieren.

Beweis:
Es sei N 6=< id > Normalteiler von An und n ≥ 5. Gemäß (1.50)

und (1.51) genügt es zu zeigen, daß N einen 3-Zykel enthält, da dann
bereits N = An folgt.

Dazu sei π ∈ N, π 6= id, in eindeutiger Darstellung als Produkt
elementfremder Zykeln gemäß (1.49) gegeben.

1. Fall:
Es tritt ein r-Zykel (i, j, k, l, . . .) mit r ≥ 4 auf. Für τ = (i, j, k)

liegt dann π (τ π−1τ−1) ebenfalls in N .

N ∋ π (τ π−1τ−1) = (i, j, k, l, . . .) (. . . , π (l), π, (k), π (j), π (i))

= (i, j, k, l, . . .) (. . . , l, i, k, j)

= (i, l, j)

π (τ π−1τ−1) hat keinen Effekt außerhalb des r-Zykels (i, j, k, l, . . .),
und dort bewirkt es:

(i, j, k, l, . . .) π (l), π (k), π (j) π (i)
(. . . , l, i, k, j)

= (i, l, j).

2. Fall:
In der Faktorisierung von π tritt mindestens ein 3-Zykel auf. Bei

mehreren Faktoren gilt also

π = (i, j, k) (l, m, ?) . . . .

Setze τ = (i, j, l) und bilde

π (τ π−1τ−1) = (i, j, k) (l, m, ?) . . . (k, l, j) (?, m, i)

= (i, l, k, m, j) ∈ N,

dann weiter mit Fall 1.
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3. Fall:
π Produkt elementfremder Transpositionen, π = (i, j) (k, l) . . . , ∃m ∈

INn\{i, j, k, l}. Setze τ = (i, k,m) und bilde

π (τ π−1τ−1) = (π τ π−1|, τ−1)

= (j, l, π (m)) (m, k, i).

Für π (m) 6= m geht es mit Fall 2 weiter, für π (m) = m folgt

π (τ π−1τ−1) = (i, j, l, m, k),

und wir schließen wie im Fall 1.

�

52. Definition

Eine endliche Gruppe G heißt auflösbar, falls eine Kette von Un-
tergruppen

G = G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ . . . ⊃ Gn = {e}
existiert, so daß Gi+1 ⊳Gi gilt und Gi/Gi+1 abelsch ist (1 ≤ i < n).

Bemerkung:

(1) Existiert eine Kette von Untergruppen

G = G0 ⊇ G1 ⊇ G2 ⊇ . . . ⊇ Gn = {e}
mit Gi+1 ⊳ Gi und Gi/Gi+1 abelsch (0 ≤ i < n), dann ist

G auflösbar.
(2) Eine solche Untergruppenkette heißt Normalreihe.

Beispiel:
S3 = G0 ⊃ G1 = A3 ⊃ {e} = G2;
Dn = G0 ⊃ G1 =< b >⊃ {e} = G2;
G abelsch G = G0 ⊃ G1 = {e};
S4 = G0 ⊃ G1 = A4 ⊃ G2 = V4 ⊃ {e} = G3.

53. Hilfssatz

(1) Jede endliche abelsche Gruppe ist auflösbar mit zyklischen
Faktorgruppen.

(2) Eine endliche Gruppe ist genau dann auflösbar, falls eine Un-
tergruppenkette

G = G0 ⊃ G1 ⊃ . . . ⊃ Gn = {e} mit Gi+1 ⊳Gi

und Gi/Gi+1 zyklisch existiert.

Beweis:
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(1) Induktion über m = (G : 1). m = 1 ist trivial. Sei also
m > 1. Ist G selbst zyklisch, so ist nichts zu zeigen. An-
dernfalls sei H =< x > zyklische Untergruppe von G mit x 6=
{e}. Nach Induktionsvoraussetzung ist dann G/H auflösbar
mit zyklischen Faktorgruppen, d.h. es existierten Untergruppe
Gi/H (0 ≤ i ≤ r), G0 = G, Gr = H mit

Gi/H
/

Gi+1/H ∼= Gi/Gi+1

zyklisch. Dann leistet

G = G0 ⊃ G1 ⊃ . . . ⊃ Gr−1 ⊃ Gr = H ⊃ {e}
das gewünschte. (Anderer Beweis direkt mittels (1.25).)

(2) ⇐ klar nach Definition.
⇒ gemäß (i).
Gi/Gi+1 ist abelsch, falls nicht zyklisch.

Gi0 = Gi/Gi+1 ⊃ Gi1 ⊃ . . . ⊃ Gik = Gi+1

mit zyklischer Faktorgruppe

Giν = Giν/Gi+1;

verfeinere alte Normalreihe mittels

Gi = Gi0 ⊃ Gi1 ⊃ . . . ⊃ Giki
= Gi+1,

Giν

/

Giν+1
∼= Giν

/

Giν+1

zyklisch.

�

54. Hilfssatz

Es sei G eine endliche Gruppe mit Untergruppe H.

(1) Ist G auflösbar, so auch H und im Fall H⊳G und H auflösbar
ist auch G/H auflösbar.

(2) Ist H Normalteiler und sind H sowie G/H auflösbar, dann ist
auch G auflösbar.

Beweis:

(1) Es sei

G = G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ . . . ⊃ Gn = {e}
(Normalreihe von G) mit Gi+1 ⊳ Gi, Gi/Gi+1 abelsch.

Bilde
Hi := Gi ∩H (0 ≤ i ≤ n).

Hi+1 ⊳Hi: Für x ∈ Hi gilt:

xHi+1x
−1 ⊆ xGi+1x

−1 ∩ xH x−1 = Gi+1 ∩H = Hi+1.

Hi/Hi+1 = Hi/Hi ∩Gi+1

(1.20)∼= HiGi+1/Gi+1 < Gi/Gi+1.
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Gilt außerdemH⊳G, so bilde mittels G̃i := GiH < G (0 ≤
i ≤ n) Kette

G̃0/H ⊇ G̃1/H ⊇ . . . ⊃ G̃n/H = H

(Untergruppenkette von G/H). Betrachte Abbildung

ϕ : G̃i → Gi/Gi+1 : guh 7→ giGi+1

surjektiv. ϕ ist Homomorphismus:

ϕ (giH)ϕ (g̃ih̃) = (giGi+1) g̃iGi+1)
Gi+1⊳Gi

= gig̃iGi+1

= ϕ (gig̃ih
k)

= ϕ (gih g̃ih̃)

da k ∈ H beliebig, ϕ surjektivität ist klar,

ker ϕ = {gih ∈ G̃i | gi ∈ Gi+1} = Gi+1H = G̃i+1.

Also gilt: G̃i+1 ⊳ G̃i und

G̃i/G̃i+1
∼= Gi/Gi+1,

also abelsch. Wende nun (1.21) an:

(G̃i/H)
/

(G̃i+1/H) ∼= G̃i/G̃i+1.

(2) H auflösbar:

H = H0 ⊃ H1 ⊃ . . . ⊃ Hr = {e}
mit Hi/Hi+1 abelsch. G/H auflösbar:

G = G0 ⊃ G1 ⊃ . . . ⊃ Gs = H

von G mit

(Gi/H)
/

(Gi+1/H)
(1.21)∼= Gi/Gi+1

abelsch. Also ist

G = G0 ⊃ G1 ⊃ . . . ⊃ Gs = H = H0 ⊃ H1 ⊃ . . . ⊃ Hr = {e},
d.h. G auflösbar.

�

Bemerkung: Für n ≥ 5 ist Sn nicht auflösbar, da An für n ≥ 5 nach
(1.53) nicht auflösbar ist.
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