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CHAPTER 2

Vorbemerkungen

Gegenstand der Vorlesung sind die Grundstrukturen:
Gruppen, Ringe, Korper.

Herkunft:

aljahr (arabisch) bedeutet Erganzung, Ausgleich.
= Losung von Gleichungen

Grundproblem: Gegeben Kérper K oder Ring R (kommutativ
mit Eins) und Polynom f(t) € R[t].

Frage: Existiert x € R mit f(z) = 0 (Berechnung!) bzw. Problem
der Konstruktion eines Erweiterungskorpers bzw. Oberrings, in dem f
eine Nullstelle besitzt.

Beispiel:

(1) R=7, f(t) =t+ 2 hat Nullstelle t = —2.
(2) R=17, f(t) = 3t+ 2 hat in R keine Nullstelle, wohl aber in

Q.
(3) f(t) = t>*+1 hat erst in C eine Nullstelle (jedoch auch in Z[i]).
(4) f(t) =t* — 4t + 1 hat Koeffizienten aus 7.

Gesucht: Ring R D Z und = € R mit f(z) = 0.
Es wird geeignete Erweiterung gesucht, in der die Gle-
ichung Nullstellen besitzt. Nullstellen durch Wurzeln ausdriicken:

r=12+V3

Problem:

Darstellung der Nullstellen durch Wurzelausdriicke. Dies geht fiir
Polynome vom Grad < 4, bei Polynomen héheren Grades dagegen
i.a. nicht mehr. (S, ist fiir n > 5 nicht auflosbar!)

Galoistheorie:
Gewisse Erweiterungskorper lassen sich gruppentheoretisch beschreiben.

Hauptsatz der Algebra:
Jedes Polynom mit reellen Koeffizienten besitzt eine Wurzel in C.

Anwendungen: Konstruktion mit Zirkel und Lineal.







CHAPTER 3

Gruppen

Es seien M, N nicht leere Mengen und
f:MxM-—M, ¢g: NxM-—M

Abbildungen. f heifit (binére) innere, g &uBere Verkniipfung, N der
Operatorbreich von g. Eine Menge mit einer oder mehereren Verkniipfungen
heiflt algebraische Struktur.

Statt f(mq, mg) schreibt man kurz: mims, my o my, my - My
bzw. m;Oms.

Eine innere Verkniipfung heifit kommutativ, falls
mipome =moomy Vmy, mg € M,
assoziativ, falls
(my omsg) oms =myo(mgoms) Vmy, mams € M
gilt.

Bemerkung:

Ohne Assoziativitat sind (m; omsg)omg und mq o (mgoms) i.a. ver-
schieden. Fiir die Verkniipfung von 4 Elementen ergeben sich bereits 5
Moglichkeiten fiir das Resultat.

1. Definition

Eine nicht leere Menge M mit einer (bindren) assoziativen inneren
Verkniipfung heifit Halbgruppe.

Beispiele:
(V) (Z,+), (Z,-), (Z/mZL,+), (Z/mZ,-), nxn-Matrizen bzgl. Ad-
dition und Multiplikation.
(2) Nicht assoziativ ist die Verkniipfung ”:” auf @ = Q\{0}:

xz
r:i(y:z)=—
(y:2) ==
ist i.a. nicht gleich
x
(x.y).z—y—z.

Gegenbeispiel: =y =1, z = 2.
3
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Ein Element e € M heifit Linkseins (Rechtseins), falls e o x =
x (xroe = x) fir alle x € M gilt. Ist e sowohl Linkseins als auch
Rechtseins, so heifit e Einselement von M.

Bemerkung:
(1) Ein Einselement ist stets eindeutig bestimmt. Sind etwa e, €
Einselemente, so gilt

e = eé (e als Rechtseins)
= é (e als Linkseins).

(2) Linkseinsen hdngen natiirlich (bei fester Menge) von der Verkniipfung
ab:
In (Z,+) ist 0 Einselement, in (7, -) ist dies 1.
(3) In einer Halbgruppe besitzt ein Produkt von n € Z=* Fak-
toren bei jeder Beklammerung denselben Wert (Beweis mit-
tels Induktion tiber n), Klammern konnen folglich weggelassen
werden.

Potenzen lassen sich wie folgt definieren:
a' = a

a"tt o= a-a.

Besitzt M ein Einselement e, so setzt man fest: a® = e.
Hierfiir gelten die Rechenregeln

xm—i—n _ xmoxn’

(z™)™ = 2™ (m,n € %Z>"),
die ebenfalls mittels Induktion (etwa nach n) bewiesen werden.
Dagegen gilt
(xy)" =a"y"
i.a. nur, falls M kommutativ ist, d.h. die Verkniipfung auf M kom-
mutativ ist.

2. Definition

Eine Halbgruppe M mit Einselement e heifit Monoid.
Beispiel: (27, +) ist Monoid, (27, -) nicht.
Strukturgleichheit von algebraischen Strukturen:

Es seien (X,0) und (Y,0) zwei algebraische Strukturen. Dann
heifit eine Abbildung

fio X =Y mit f(zy0me) = fz1) D f(z9)

Monomorphismus injektiv
Homomorphismus. f heifit ¢ Epimorphismus ,falls f < surjektiv
[somorphismus bijektiv

ist.
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Im Fall X =Y, o = [0 heifit ein Homomorphismus (Isomorphismus)
f auch Endomorphismus (Automorphismus).
Beschreibung durch ein Diagramm:

XxX =X
foJ( /1] lf
Y XY ==Y
///: Diagramm ist kommutativ, d.h. fo =0 (f x f).

Bemerkung:
Die Hintereinanderausfiihrung (Produkt) von Homomorphismen ist

ein Homomorphismus. Das Produkt zweier Mono-, Epi-, Isomorphis-
men ist wieder ein Homo-, Epi-, Isomorphismus. Das Inverse eines
Isomorphismus ist Isomorphismus.

Zwei algebraische Strukturen heiflen isomorph (strukturgleich), falls
es zwischen ihnen einen Isomorphismus gibt.

Beispiel:
Es sei M ein Monoid. Dann gibt es zu a € M genau einen Homo-
morphismus f = f, mit

f:IN—=M : n—a".
3. Definition

Es sei M ein Monoid, in dem zu a € M stets b € M mit boa = ¢
existiert. Dann heifit M eine Gruppe. b heifit Linksinverses zu a,
analog: Rechtsinverses.

4. Satz

Es sei G eine Halbgruppe mit den Eigenschaften

(1) Jee G Vae G : eoca=uaq;
(2) Vae G IbeG : boa=e.

Dann ist G eine Gruppe.

Beweis:

a € G beliebig mit Linksinversem b.

Wir zeigen zunachst:

b ist auch Rechtsinvereses. Zunachst existiert ¢ € M mit co b = e.
Hierfiir ist dann

aob = 60((105)
(if) (cob)o(aob)=co(boa)ob
— (coe)ob:co(eob)



6 3. GRUPPEN

Damit gilt dann auch
aoe = ao(boa)
= eoa
= a’
d.h. e ist Rechtseins. Also ist e Einselement, G Monoid und nach
(1.3) eine Gruppe.
0

4.1. Eigenschaften von Gruppen. (vergleiche Lineare Algebra

)
Das Inverse eines Elements a ist eindeutig bestimmt (Schreibweise:
a™1). Zu a, b € G existieren eindeutig z, y € G mit

yoa=0>b und aox =b.
(y=boa™?) (x=a"'ob)
ZuacGist (a') ' =a,zua, beGist (ab)t =b"tal.
Es gelten die Kiirzungsregeln:
aoc=boc = a=0b,

doa=dob = a=hb.
Eine Gruppe G heifit kommutativ oder abelsch, falls
aob=boa Va, b e G

gilt. In diesem Fall schreibt man o zumeist als Addition. Ansonsten
o als Produkt:

aob=:ab.

5. Lemma

Eine Halbgruppe G ist genau dann eine Gruppe, falls zu a, b € G
stets z, y € G mit aox = b und y o a = b existieren.

Beweis:

= klar,

< Fiir a € GG existiert stets e mit eoa = a.

Zu zeigen: eob =10 fiir alle b € G (= e Linkseins).
Zunachst existiert € G mit a o z = b, und damit wird

ecob=co(aox)=(eoca)ox=aox =0

Damit ist (i) von (1.4) erfiillt. Zum Nachweis von (ii) wende man
die Voraussetzung fiir y auf das Paar (a, e) an, also gilt die Behauptung
nach (1.4).

0
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6. Definition

Eine Teilmenge U einer Gruppe G heifit Untergruppe, falls U mit
der Verkniipfung von G fiir sich bereits eine Gruppe bildet.
(Speziell folgt e € U!)

7. Kriterium

Es sei G eine Gruppe und () # U C G. Dann sind dquivalent:

I U Untergruppe
II (i) Va,beU : abelU
(Schreibweise: UU C U)
(ii) Vae U Fbe U : ba=ce.
I Va,be U : ab~! € U.
(Schreibweise: UU ' C U)

Beweis:
I = II: per Definition (1.6);

IT = III:
Vb e U Jb~! € U wegen (ii) und der Eindeutigkeit des Inversen in
G, dann folgt die Behauptung mittels (i);

I = I
Fira=beU (#0) istaa' =e €U. Fire,be Uist eb™! =
b=! €U. Fiira, b€ Uista, b=t € U und damit a (b™')"' =ab € U.
Das Assoziativgesetz gilt in U wegen U C G.
U

Bemerkung:
Der Durchschnitt von Untergruppen einer Gruppe G ist wieder eine

Untergruppe von G. Zu () € M C @ existiert folglich eine kleinste
Untergruppe U von G mit M C G, namlich der Durchschnitt von
allen Untergruppen von G, die M enthalten. Diese heifit das Erzeugnis
< M >von M in G. Speziell heifit G endlich erzeugt, falls eine endliche
Teilmenge M von G mit G =< M > existiert.
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Offenbar gilt:
(i) M C< M >, < M > ist Teilmenge jeder Untergruppe, die M
enthalt.
(ii) Definiere < ) >=< e >.
(iii) < M >= M < M Untergruppe.

Beispiel:
G=(ZL,+)=<1>
(Q[t], +) ist dagegen nicht endlich erzeugt.

8. Lemma

Es sei G eine Gruppe und ) # M C G. Dann besteht < M >
aus allen endlichen Produkten von Elementen aus M UM~ (M~ :=
{a™'|a € M}).

Beweis:

Als Untergruppe enthilt < M > alle Elemente aus M U M~ und
damit auch alle endlichen Produkten von solchen Elementen, da <
M > bzgl. der Produktbildung abgeschlossen ist. Es bleibt zu zeigen,
dafl die Menge aller solchen Produkte bereits eine Untergruppe bildet.

Die Assoziativitit tibertriagt sich von G.

Die Abgeschlossenheit ist klar, ¢ = aa™! fir a € M, und zu
ai,...,a, € M UM ist

(ay-...-a,)  =a ... a’

n
mit a;t,... et € M UM

’ '

O

Problem:
Bestimme kleinstes Erzeugendensystem fiir eine Gruppe. Ein solches
existiert i.a. nicht, falls es existiert, ist es nicht eindeutig.
Beispiel:
(Z)3%,+) = <1+43%Z>
= <2+ 3% >,

(Z,+) = <1>
< —1>.

Im folgenden sei G' eine Gruppe und U eine Untergruppe von G.
Dann wird mittels

a~b &= ablelU
auf G eine Aquvalenzrelation erklirt. Es gilt namlich:
(1) a ~a wegen aa™' =e € U gilt fir alle a € G.
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a~b & ablelU
= (abH)leU
= baleU
& b~a Va, b € G.

(3)
a~bANb~c & abteUAbet €U
= (ab"")(bc')=act €U
& an~c Va, b, c € G.
Zu a € G ist die zugehérige Aquivalenzklasse Ua := {ualu € U},
denn es gilt

1 1

ua € Ua = a(ua)” =a(a u)=u €U.

Ua heift Rechtsnebenklasse von a bzgl. U.
(Entsprechend:

ar~ b e Juel : alb=wuoderb=au

fithrt zu Linksnebenklassen aU.)

Die Méchtigkeit (Anzahl der Elemente) einer Nebenklasse ist gleich
der Méchtigkeit (Elementzahl, Ordnung) von U. Bezeichnung: |U| =
(U :1).

Denn fir a € G ist

Yot U—=Ua : ur— ua

(analog: ¢, : U —aU : uw— au)
bijektiv. Die Surjektivitat ist klar, die Injektivitat folgt aus den
Kiirzungsregeln fiir G:

ue =ua = U

u,

I
=g}

au = au = U

(Folgerung: Ua =U < a€U.)

Bemerkung:
Die Mengen der Linksnebenklassen und die der Rechtsnebenklassen
von U in G sind gleichméchtig. Dazu betrachte die Abbildung (!)

Ua— a 'U.
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Diese ist offensichtlich surjektiv. Zur Injektivitét:

alU=b"'U0 & U=ab'U
& abtelU
& Ua =Ub.

Die Méchtigkeit (Elementzahl) der Menge der verschiedenen Recht-
snebenklassen (Linksnebenklassen) von U in G heifit Index von U in
G.

Bezeichnung: (G : U). )

Da die Gruppe G disjunkte Vereinigung der Aquivalenzklassen Ua
ist, haben wir den folgenden Satz bewiesen:

9. Satz (Lagrange)

(G:1) = (G:U)[U:1)
j

I
|G|

10. Satz

Es sei G eine Gruppe mit Untergruppen U C V. Dann gilt:
(G:U)=(G:V)(V:U).

Beweis:
Fiir |G| < oo ist dies direkte Folge aus (1.9):

‘ (G (G V)(V i)
G:U) = (U:1) (U :1)

(GV)(VU)U 1) . _
— T =(G:V)(V:U).

Sonst seien

G=UaV, V=|JbU

ael ped
(disjunkte Zerlegungen in Linksnebenklassen). Es folgt dann, dafl
G = U Qe bg U
acl
peJ

Zerlegung von G in Linksnebenklassen nach U ist. Es bleibt zu
zeigen, daf diese Zerlegung disjunkt ist.
Fir
agbgU = aq bg U
| |
{asbzulu e U} {anbpu|ue U}
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ist
adeU:aabgU = a5 = Qg
—~— =
— :V
und weiter
Also gilt:
(G:V) =1, (G:U)=|I|J], (V:U)=]|J]|
O

Die in gewisser Hinsicht einfachsten Gruppen sind die, die von
einem einzigen Element erzeugt werden:

G={d"|kecX}.
11. Definition
Eine Gruppe G heifit zyklisch, falls sie von einem Element erzeugt
wird.
12. Satz

Es sei G =< a > eine zyklische Gruppe. Fiir |G| = (G : 1) = oo ist
dann G =7, fir |G| = (G : 1) =m < o0 ist G = (Z/m7ZL, +).
(Triviale Bemerkung: G zyklisch = G abelsch)

Beweis:
Im Fall |G| = 1 besteht G nur aus dem Einselement e. Die Abbil-
dung
G— (Z)Z,+):e— 7
ist offensichtlich ein Gruppenisomorphismus (vgl. Lineare Algebra I).
Im folgenden setzen wir |G| > 1 voraus. Wir betrachten den sur-
jektiven Homomorphismus

¢ (Z,+) — G : ks a"

Ist ¢ nicht injektiv, so existieren m, n € Z, 0.B.d.A. m > n, mit
a™ = a" bzw. a™ " = e. Also existiert eine kleinste Zahl f € IN (1) mit
a’ = e. Wir zeigen: G = {e, a, ..., a’}. Ist m € Z beliebig, so liefert
Division mit Rest m = Q(m, f)f + R(m, f) mit 0 < R(m, f) < f.

Es folgt

am = QU N)f+Rm,f) _ (af)Q(m,f)aR(m )
™D eda a, ..., af 1)
Die Elemente e, a, ..., a/~! sind aber wegen der Minimalitit von

f paarweise verschieden!
Ist ¢ dagegen injektiv, so sind alle Potenzen a™ (m € 7) ver-
schieden, es ist also |G| = oo.
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Die behaupteten Isomorphien folgen nun aus dem Isomorphiesatz
fiir abelsche Gruppen (vgl. Lineare Algebra I), wenn man kerp = f7
fiir  nicht injektiv bzw. kerp = {0} fiir ¢ injektiv beachtet.

O

Bemerkungen:

(1) Jede Untergruppe U einer zyklischen Gruppe G ist zyklisch.
Dazu betrachte man fiir
G =< a > und U #< e > die kleinste Potenz a* (k € IN), die
in U enthalten ist.
Fiir U =< e > setze k = 0. Offenbar ist U =< a* >.

(2) (Z,+) = (27, +).

Fiir beliebige Gruppen G definiert man fir a € G die Ordnung
ord(a) mittels ord(a) = (< a >: 1). Nach dem Satz von Lagrange
ist ord(a) ein Teiler der Gruppenordnung. k£ € IN heiit Exponent zu
a € G, falls a* = e ist. Offenbar gilt, daB ord(a) jeden Exponenten
von a teilt. Dagegen braucht ein Exponent nicht notwendig Teiler der
Gruppenordnung zu sein. (G : 1) ist fiir endliche Gruppen G stets
Exponent:

aY =¢ Vaed.

Geméaf Definition ist ord(a) entweder oo oder gleich der kleinsten
natiirlichen Zahl k mit a® = e. Im letzten Fall ist

<a>={a"|0<m <k}

Ist (G : 1) Primzahl, so ist G zyklisch, also isomorph zu ZZ/pZ !

13. Lemma

Es sei a € G mit ord(a) = k und m € Z. Dann gilt

k
ord(a™) = ————.
(@) geT (m, k)

Beweis:
Es sei d = ggT (m, k). Es folgt

(am)k/d _ (ak)m/d _ 6m/d =e,
also ist k/d Exponent von a™. Ist umgekehrt
e= (@

so folgt mj = 0 mod k und j = 0 mod k/d.
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Bemerkung: In abelschen Gruppen G gilt:
ord(ab) | kgV (ord(a), ord(b)).

Folgerungen:
Es sei G =< a > eine zyklische Gruppe der Ordnung k.

(1) Es ist G =< a™ > dann und nur dann, wenn ggT (k, m) = 1
ist.

(2) G besitzt genau ¢ (k) erzeugenden Elemente. Hierbei bezeich-
net ¢ die Eulersche Funktion, die fir £ € IN die Anzahl der
zu k teilerfremden Zahlen innerhalb {1,2,... k} angibt. Man
beachte:

k[ 1]2]3]4]5]6
pR)[1]1]2]2]4]2"
sowie ¢ (p) = p — 1 fiir Primzahlen p.

14. Satz

Es sei G =< a > mit (G : 1) = k. Dann gibt es zu jedem d € IN
mit d|k genau eine Untergruppe Uy von G der Ordnung d.

Beweis:
Fiir d|k setze Uy =< a*¢ >. Gemifl (1.13) ist dies eine Unter-

gruppe von G der Ordnung d. Sei U =< a™ > (m < k) eine weitere
Untergruppe von G der Ordnung d. D.h. es ist

k
d=ord(a™) = —
(@) ggT (k, m)
also L
ggT(k,m)ZE, m=

mit m < d, d.h. a™ € Uy. Also folgt U C Uy und wegen (U : 1) =
(Ud : 1) damit U = Ud.
O

Bemerkung:
Es sei G =< @ > unendlich. Dann gilt

<d' >=<d > (k1€

genau dann, wenn k = £/ ist. Speziell besitzt G genau die beiden

Erzeuger a, a™'.

Beweis:
Es existieren p, v € 7 mit
ak — alu’ CLl — aku’
d.h.
k kuv
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Beispiel:
Eine wichtige Gruppe mit 2 Erzeugern ist die Diedergruppe:

G=<abla*=e, t"=¢,aba=b"> (ncNN, 1G = 2n).
Es sei IR? die reelle Ebene, n € IN.
d: R*>— R?

bezeichne die Drehung um den Ursprung um den Winkel 27”, s die
Spiegelung an der y-Achse. Setze D,, :=<d, s >.
Matrixschreibweise:

cos ™ —gin 2T -1 0
d=1{ . o o |0 5T o 1 /-
S1n ? COS n

Relationen zwischen den Erzeugern:
d"=e=1id, s> =e, dsd = s bzw. sds = d~*.

Also 148t sich jedes Element von D,, (beachte (1.8)) in der Form
s'd’ mit 0 <i <1, 0 <j < n darstellen,

D, ={e,d,d* ....d"" s sd, ... sd"""}.
Diese Elemente sind alle verschieden (d* = sd' impliziert d*~! = s,
was unmoglich ist), also gilt (D,, : 1) = 2n.

Es sei x € G fest gewdhlt. Man betrachte die Abbildung

0, : G— G : a— zaz '
Diese ist ein Homomorphismus:

(rax™) (xbx™") = zabs ™.
Injektivitat von ¢, :

-1

rax~ ' = zbxr™!

= a=0b.

Surjektivitat von ¢,: (Einziges) Urbild von b € G ist 2~ 'bx.

Also ist ¢, ein Automorphismus von GG, sogenannter innerer Automorphismus,
mit Umkehrabbildung

(()O:E)_l = Pg—1.

Die Automorphismen von G bilden (bzgl. Hintereinanderausfithrung)
eine Gruppe Aut (G). Die inneren Automorphismen bilden hiervon eine
Untergruppe I (G) geméf:

¢z, py innere Automorphismen, dann auch

P (Qoy)il = Pgy—1-
I (G) ist trivial, falls G abelsch ist.
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Fiir Untergruppen U von G gilt i.a. nicht zUx~! = U fiir allez € G
(Gegenbeispiel: 2-elementige Untergruppen von &3). Untergruppen,
die unter allen inneren Automorphismen invariant sind, spielen eine
ausgezeichnete Rolle.

15. Definition

Eine Untergruppe U von G heifit Normalteiler von G; falls zUz~! =
U fiir alle x € G ist.

Bemerkungen:

(1) Es geniigt in (1.15), 2Ux~ C U zu fordern.
(2) 2Ux'=U & 2U="Uxz.
(3) Essei p : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist

ker p:={z € G| p(x)=en}

Normalteiler in G. Ist namlich a € G beliebig, so gilt

¢ (a(ker p)a™t) =

¢ (
= ¢

= ¢l(a
= ¢
¢ (

= €H,

also aker pa=t C ker ¢.
(4) Ist U Untergruppe von G mit (G : U) = 2, so ist U Normal-
teiler. Es ist

G=UUzU=UUUxfirz € G\U,

also gilt xU = Ux fiir alle x € G.
(5) < e>, G sind stets Normalteiler von GG. G heifit einfach, falls
es die einzigen sind.
(6) Es seien U C V C W Untergruppen von Gj ist dann U Nor-
malteiler in V', so ist U i.a. nicht Normalteiler in TV.
(7) In abelschen Gruppen ist jede Untergruppe Normalteiler.

Schreibweise: U < G fir “Untergruppe”, U <G fir “Normalteiler”.

Gruppentypen (bis auf Isomorphie)
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1G | G

1 | {e}

2 |[<x> mita?=e

3 |<ax> mita?=e

4 | < x> mita? = esowie D,.

In D5 haben alle Elemente die Ordnung 2 .

D, ist die sog. Kleinsche Vierergruppe {e, a, b, c}mit

a? =0 =ct=e,ab=c, ac=b, bc = a,

Dy 22 70)27 & 7L) 2L

5 | <> mita®=e

6 | <z > mita® = e sowie

Dy = {a"b"|v € {0, 1},n € {0, 1, 2}, a®> =b> =¢, aba =b"'},
Dj ist die kleinste nicht kommutative Gruppe

Beispiel: Gruppe mit 6 Elementen ist auch
63 .

(123 (123 s, (123
‘3_(123) b_<231) b‘<312>
2 2 3
1 2 1

(1 , (123
(s Jre-(133)

mit a® = e = b>.

Anzahl der Elemente vorgegebener Ordnung

ord 1 2 3
Elementeanzahl |1 3 2
Anzahl der

Untergruppen |1 3 1 (ist Normalteiler).

Offenbar ist &3 zu D3 isomorph.

Beispiel:

G Gruppe, Aut (G) ist Gruppe mit Untergruppe I(G).
Wir zeigen: Vo € Aut (G) : ¢ I(G)p ! CI(G) bzw.
Vo, € I(G) : ppap™ € 1(G).

Sei y € G beliebig:

per(y) = el (Y))
= pze 'y
= o@ el W) e
= ( )y (z)™

@) (y), also ist pp,¢ " innerer Automorphismus.
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16. Hilfssatz

(1) Der Durchschnitt von Normalteilern von G ist Normalteiler
von G,

(2) N1<G, Ny < G = N1N2<G,
Ni, Ny Normalteiler von G = NNy, < G,

(3) ¢ : G — H Homomorphismus,

V<H = ¢ '(V)<dG,

VaH = ¢ Y(V)<G,
(4) ¢ : G — H Epimorphismus,

U<G = ¢(U)<H,

UG = ¢U)<H.

Beweis:
(1) {N;}ier sei eine Familie von Normalteilern von G = N :=
ﬂ N; ist Untergruppe, ferner ist fiir xt € G und y € N

iel
vyr €N, (iel) = ayr'eN,
also tNxz~t C N.
(2) Normalteilereigenschaft:

LUNlNQZL’il = .Z'NlIilINQ.Z'il = N1N2 Vo € G,
NNy # () wegen e - e € N1 Ny, ferner ist

(NlNQ) (NlNQ)_I - (NlNg) N2_1N1_1 Q N1N2_1N1

= NiN;'Ny, € N\ N, (beachte: N;' = Ny, Ny' = Ny und Ny < G)
= NN, Untergruppe.
(3) ¢~ 1(V) ist Untergruppe:
Trivialerweise ist eq € ¢~ (V). Seien a, b € ¢~ (V) =
pa), (D) eV = ¢(a)(p®) eV
I
p(a)p (™) =p(ab™).
Sei x € G:
P (V)ah) =p@) Vo) =V,

also ist
ze '(V)a™h o (V).

(4) ¢ (U) ist Untergruppe:
¢ (ec) =en. (eq =egeq = plea) = ¢ (eq) ¥ (eq))-
Seien ¢ (a), ¢ (b) € p(U) =

p(a)p®) "t =p(@ed)=pa™) €p(U).
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Zuy € H existiert x € G mit ¢ (z) = y. Damit wird

() U)¢ () =p@@Uz") = ().
0

Beispiel: Es gilt I (G) < Aut (G).

Beweis:
Es seien ¢ € Aut (G), ¢, € I (G) und = € G. Dann gilt:
Py () = ey (z)y)
= oWaply™)
= oWaply)™
= Pow(T)

17. Satz

Es sei G eine Gruppe mit Normalteiler N. Dann 148§t sich
G/N :={gN|ge€ G}
mittels der Verkniipfung
(gN) (hN) = ghN
zu einer Gruppe machen, der sogenannten Faktorgruppe. Thre Ord-
nung ist (G/N : 1) = (G : N).
Bezeichnung: G = G//N mit Elementen g = gN.

Beweis:
N Normalteiler =

(gN)(AN) = g(Nh)N
= g(hN)N
= gh(NN)
ghN,
also ist die Verkniipfung wohldefiniert; das Assoziativgesetz tibertragt

sich von G; Einselement ist N = eN; Inverses zu gN ist ¢ !N. Die
Elemente von G/N sind gerade die Linksnebenklassen von N in G.

O
Bemerkung:
(1) Unter den Voraussetzungen von (1.17) ist
p: G—G/N : g— gN

ein Gruppenepimorphismus mit ker (p) = N, der sogenan-
nte kanonische Epimorphismus.
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Beweis:
p ist Homomorphismus gemafl Definition der Verkniipfung,
p surjektiv ist klar,

schlielich ist ker (p) ={g € G| gN =N } = N.

geN

(2) ) # U C G ist dann und nur dann Normalteiler von G, falls
U Kern eines Gruppenhomomorphismus G — H ist.

(
U<xG = U=ker(p) firp : G— G/N;

U = ker (¢) fiir Homomorphismus ¢ : G — H ist stets
Normalteiler in G.)

(3) Gruppenhomomorphismen von einfachen Gruppen sind trivial
oder injektiv. (ker (p) < G; ker (p) = G (= ¢ trivial) oder
ker (¢) = e (= ¢ injektiv).)

(4) Es besteht die exakte Sequenz:

e—-N—-G—G/N—1.
Beispiel:

In der Topologie und Homologie spielen exakte Sequenzen eine
wichtige Rolle. Eine Folge (Sequenz) von Gruppenhomomorphismen

Glﬂgzﬂggﬁ)m“’“_ﬂgn

heifit exakt, falls Im ; = ker ;11 (1 <i < n —2) ist. Ist Speziell
N <G, soist

{e} — N G 2 G/N — {e}

exakt, falls
L N—G : z—ux

(1 =1idg | ) die Insertion (Einbettung) von N in G ist. Eine Folge
von Gruppenhomomorphismen

€—L>G1£>G2ﬂ>G3ﬂ>€
ist genau dann exakt, falls ¢; injektiv, ¢1(G) = ker (s) und ¢
surjektiv ist.
18. Homomorphiesatz (fiir Gruppen)
Es sei ¢ : G — H ein (Gruppen)homomorphismus. Dann gilt:
G/ ker (¢) = ¢ (G).
(Analoge Aussagen gelten fiir Ringe, Moduln, Vektorraume).

Beweis:
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Definiere

Y Glker () — ¢ (G) @ gker(¢) — ¢ (g).

Wohldefiniertheit und Surjektivitat von ¢ sind unmittelbar klar.
1) Homomorphismus:

¥ (gker (p) hker (¢)) = 1 (ghker(p))
= ¢(gh)
= ¢(9)p(h)
= 1 (gker (p)) ¢ (hker (p)).
1 injektiv:

en =P (gker (p)) =¢(9) = g€ ker(yp)
= gker(p) = ker (p).

O

19. Satz

Es seien ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus und N ein
Normalteiler von G mit N C ker ¢. Dann existiert ein eindeutig bes-
timmter Homomorphismus ¢ : G/N — H mit

Y\

L

H

G

Hierfiir ist ¢ = ¢ p, ¥ (G/N) = ¢ (G), ker ¢ = ker ¢/N.

Beweis:
Definiere

Y G/IN—H : gNw— o(g)
1 ist wohldefinert, da N C ker ¢ ist;

v ist Homomorphismus:

¥ (gN hN) Y (ghN)
= ¢(gh)
¢ (9) ¢ (h)
Y (gN) ¥ (hN).

Die Eindeutigkeit von v ist klar wegen ¢ = 1 o p.
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¥ (G/N) = ¢ (G) gilt nach Konstruktion.

ker ¢ = {gN|[¢(g9) =ent}
= {gN|g € kerp}
= ker ¢/N.

20. Satz (1. Isomorphiesatz)

Es seien U < GG, N < G. Dann ist
UN/N=U/UNN
(speziell ist also U N N Normalteiler in U).

N Normalteiler = UN Untergruppe von G, die U, N umfafit. N
ist Normalteiler in UN < G.
Betrachte
¢ : U—UN/N : ur— uN
UN/N = {unN|ueU ne N}
= {uN|ueU}
@ ist surjektiver Homomorphismus mit
ker p = {zeU|aN=N}
= {ze€U|xeN}
= UNN.
Wende nunmehr(1.18) an!

21. Satz (2. Isomorphiesatz)

Es seien U, V' Normalteiler von G mit U C V. Dann ist V/U
Normalteiler in G/U, und es gilt

(G/U) [ (V/U) =GV

Beweis:
Betrachte
v G/U— GV : gUw— gV.
Wegen U C V ist ¢ wohldefiniert. v ist offenbar Homomorphismus
und surjektiv.
Schlieflich ist ker v = {gU| g€ GAgV =V}

= {gU|geV}
= V/U.
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Wende nunmehr (1.18) an!

Beispiel:
Es seien m, n € IN mit n|m. Dann ist

(ZZ)mZL) | (nZL)mZL) = Z/nZL.

Konstruktion von Gruppen aus Gruppen bzw. Zerlegung von Grup-
pen in Untergruppen fiihrt zum Konzept des direkten Produkts von
Gruppen.

22. Definition

Es seien Gy,...,G, Gruppen. Dann heifit
G::Glx...xGn:XGi
i=1

das auflere direkte Produkt von Gy,...,G,. G wird mittels

ooy Gn) 0 (g1, Gn) = G15- -5 9nln
(91,5 9n) © (G1- -, Gn) = (9101 Gnln)
e Gy e G,

zu einer Gruppe.
Bei additiver Schreibweise:

=1

die sogenannte auflere direkte Summe.

22.1. Bemerkungen und Eigenschaften von direkten Pro-
dukten von Gruppen.

1) XG _ f[l|Gz~|-

(2) Zn = X Zg, fiir die Gruppenzentren
a, =l

=1

Zg:={9€G|gx=uxg Vx € G}.

(3) G = X G; abelsch & G4,...,G, abelsch.
i=1

(5) ()n(1 Gi)x< X Gj> gXGi mittels (g1, -+ 6n)s Gusts- - s ) =

j=n+1
(917 cee 7gm>

(4) TE G, = X Gz = X Gﬂ'(l) mittels (917 s 7971) = (gﬂ'(l)a s 7g7r(n))
i=1 i=1
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Homomorphismus
Isomorphismus
Epimorphismus
Monomorphismus

wzzﬁ%: >:<1Gi_)>:n(1Hi f (g 90) = (0 (91)s 0 (9n))

Homomorphismus
[somorphismus
Epimorphismus
Monomorphismus

ist wieder

(7) e + Gi — X Gi : gir—(e1,...,€i1,0i,€i11,.-.,€,) ist eine
i=1
Einbettung (Monomorphismus). Es gilt
gi(Gy) < X G'; wegen
=1

J

N——
:(ela"‘7€i—1aGi7€i+1a'-‘7€n) =5z‘(Gi)- G

(8) m; : X Gi — G (91,...,09n) — g; ist eine "Projektion”
i=1
(Gruppenepimorphismus) (1 < j <n).
(9) Fir Gl = XGJ ist ©Y; XG] —>él : (gl,,gn) —
j=1 j=1
i

(915, 9i-1,9ix1, - - -, gn) €in Epimorphismus mit Kern ¢; (G;).
Also ist

12

>7l</€z‘ (Gz) éi;

Gi XGZ' = XG]
=1

(10) Verallgemeinerung auf unendliche Produkte ist moglich, falls
man fordert, dafl fast alle Komponenten das Einselement der
betreffenden Gruppe bilden.

Das Gegenstiick zum aufleren Produkt ist:

23. Definition

Es sei G eine Gruppe mit Normalteilern Ny, ..., N,. G heifit direktes inneres Produkt von N
(G = Il Ni), wenn
(1) G=N;-...- N, und )
gilt.
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(Additive Schreibweise: Ni+...+N,, = ;i—l N;, direkte innere Summe.)

Zur Auseinanderhaltung beider Begriffe bemerken wir folgendes:
/27 = {0, 1} hat die Verkniipfungstabelle

+10 1
00 1
1|11 0
Gy G
—— —
Esist G = 7 /27 @ 7/ 27Z eine additive Gruppe mit Verkniipfungstabelle
(Gruppentabelle):
+|/n b ¢ d .
n‘n b ¢ d n=(0,0=000
o b=(T1,0)=1@® 0
b|b n d c fir die Elemente 0D 0T
clec d n b c=(0)=0a1
A d=(1,7)=1a1

Also ist G vom Typ 9, (Kleinsche Vierergruppe). Die einzigen
Untergruppen von G sind

{n}, G, {n, b}, {n, c}, {n,d} mit N, =G, (i=1,2).
—— Y~ Y=
Ny N, N3
Offensichtlich ist G = N1 —f- N3 = N1 —f- NQ = N2 —|— N3.

Dagegen ist Ny @ N3 zwar zu G isomorph, ist jedoch eine Konstruk-
tion, die nicht mit G verwechselt werden sollte.

Es folgt eine Charakterisierung innerer Produkte:

24. Satz

Es sei G eine Gruppe mit Untergruppen Ni,..., N,. Hierflir sind
aquivalent:

(1) gig; = 9;9i Ygi € Niy g; € N; (1 <@ < j < n), und jedes

g € G laBt sich eindeutig in der Form g = ¢y - ... - g, mit

gi € N; schreiben.
(2) N; <G (1 <i<n), und G ist direktes inneres Produkt von

Ni,...,N,, d.h.

Beweis:

(i) = (i):

Die Normalteilereigenschaft von N;, N; liefert:

9959, € Ny, g;9; 97" € Ni;



24. SATZ 25

fiir © # 7 ist demnach
9:9;9; 'g; " € N;N; N N;N; = {e},
also
9i95 = 9;59i-
Jedes g € G besitzt eine Produktdarstellung g = gy -...- g, mit g; €

N;. Zu zeigen bleibt die Eindeutigkeit. Dazu seien g;, h; € N; (1 <
i < n) mit

g1 oo Gn=hy-...-h,
bzw.
githy = ga-oogn-hytohte oy
= gphyt. gt €Uy

= hi'gi=e bzw. g, = h.
Analog folgt g; = h; (2 <i <mn).
(i) = (ii):
Es ist hg;h™' = hig;h;' € N, fiir h € G, ¢; € N;, da man alle
Faktoren h; (j # i) an g; und hy(k # j) vorbeiziehen kann.
Es folgt hN;h~! C N;, demnach ist N; Normalteiler in G. G =

Nj - ...- N, gilt nach Voraussetzung. Ist schliellich z € N; N Ni, SO
folgt

T=g =01 Gi1Git1 e Gn = €=G; G Gii1Gir1 - On

mit g; € N; (1 < j < n); wegen der Eindeutigkeit der Darstellung
folgt s = ... =g, =e=x.
O

Bemerkung:
Wie im obigen Beispiel gilt fiir das innere direkte Produkt

auch
G = X N
i=1
Der entsprechende Isomorphismus wird gegeben durch
© : HNZ-—> XNZ- g1 G (g1, Gn)-
=1 i=1
¢ ist Homomorphismus wegen der Vorbeizieheigenschaft, ¢ surjek-

tiv ist klar, ¢ injektiv gilt wegen der eindeutigen Darstellung von e € GG
alse-...-e.
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25. Anwendungen (Hauptsatz iiber endliche abelsche
Gruppen)

(1) Das direkte Produkt zyklischer Gruppen mit teilerfremden
Ordnungen ist zyklisch.
(2) Ist G zyklisch mit (G : 1) = mmn und ggT (m, n) = 1, so gilt
G=7/mZ x Z/nZL.

(3) Jede endliche abelsche Gruppe ist direktes Produkt zyklischer
Gruppen.

Beweis:

(1) Es sei G = Z1 X Zymit Z; =< a >, Jy =< b >, ’Z1’ =
m, |Zs| = n und ggT (m, n) = 1.

Offenbar gilt
G={(", V)|o<v<m,0<pu<n}mita, =-e;, b = e,
Zeige: ord((a, b)) = mn.
mn ist Exponent von (a, b) wegen
= ((a™)", (0")™) = (e, €2).
Fiir jeden Exponent k von (a, b) mufl auch a* = e, b* = ¢
gelten, d.h. m|k und n|k, folglich mnlk.

(2) Fiir Gy = Z/mZL, Gy = ZL/nZ ist Gy x G4 zyklisch von der
Ordnung mn. Also sind sowohl G als auch GGy x G5 isomorph
zu Z/mnZ und damit untereinander isomorph.

Beispiele:
2/67L
)AL

Z/QZ X Uy
287

I

)22 x 7|3,
< e > XU/AX;
)27 x )27 x ) 27L;
)27 x 7/ A7
Z/QZ X Yy,
denn nur Z/87 enthélt ein Element der Ordnung 8, die
letzte Gruppe keins der Ordnung 4.
(3) Esseiay,...,a, ein Erzeugendensystem fiir die endliche abelsche

Gruppe G, d.h. G =< aq,...,a, >. Der Beweis wird mittels
Induktion tiiber r gefiihrt.

I

RO IR

r = 1: G ist selbst zyklisch, und es ist nichts zu beweisen.
r>2:
Man bilde

m={me (Z=")"|a™ .. . .a™ =eundo<m; < (G:1), 1<i<r}.

r
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Fir m = {o} ist G das direkte Produkt von den < a; >
(1 < i < r), denn die Schnittbedingung N; N N; = {e} ist
erfiillt!

Sei also M # {o}. Wihle n € 9, welches die kleinste
positive Koordinate aller m € 9 enthélt. O.B.d.A. (evtl. um-
nummerieren) sei diese ny. Fir ny = 1 ist

T
a; = Ha;"i e<ay,...,a >,
i=2

d.h. G =< as,...,a, >, und wir konnen die Induktionsvo-

raussetzung anwenden.

Sei also nq > 1. Fiir jedes weitere m € M, m # o, folgt
ﬁa;m—Q(miml)nl —e,
i=1

und wegen der Minimalitdt von n, damit R (ms, ny) = 0,

d.h. wir konnen 97 ersetzen durch die Teilmenge 9 bestehend
aus o, n und allen m € 9 mit erster Koordinate 0.
Nunmehr setzen wir

.
zyi=ar ] )
i=2

und erhalten
(a) G =< my,a9,...,a, >,

b) ™ - ofmim) — o
1 7
i—2

Hierin gilt 0 < R (n;, n1) < ny (2 <i < r). Wir wieder-
holen folglich diesen Prozefl mit x1,as,...,a, an Stelle von
ay,...,a,. Nach hochstens r-maliger Anwendung fiihrt dies
(im ungiinstigsten Fall) auf ein Erzeugendensystem zi, ..., 2,
mit
2] ZRkek) — o und R(ki, k1) =0 (1 <i<r).

)

=2
Hierfiir ist dann G =< 21 > X < 29,...,2, >, und wir
konnen wieder die Induktionsvorraussetzung anwenden.

O

26. Definition

Es sei G eine Gruppe und S eine nicht leere Menge. Man sagt, dafl
G auf S operiert (S eine G-Menge ist), falls eine duflere Verkniipfung

GxS—S:(g,8)—gos

besteht mit
(1) (gh)os=go(hos) Vg, he G, Vse S,
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(2) eos=s Vs € S, e Einselement von G.

Beispiele:
(1) (a) G Gruppe, S<tGund G xS — S : (g, h) — ghg™'.

Hierfiir ist (g1g2, h) — (g192) h (9192) " sowie
g1-(g2-h) = g1+ (g2hgs")
= gig2hgylgr  unde-h = h.
(b) S=M < G und
GxM— M : (g, m)— gm.
(2) (a) S=R", G=(R,+), ueR" fest und
RxR'—=R": (s,2) — x+ su.
(b) S=1R", G <GL ,(IR) mit
(4, v) — A(v)
(3) S=1IR? G =% x Z mit

G xR? - R?: (m,n,<x>>r—><x+m>.
Y y+n

27. Satz

Jede endliche Gruppe G ist isomorph zu einer Permutationsgruppe.
Insbesondere: Ist |G| = n, dann ist G isomorph zu einer Unter-
gruppe von &,.

Beweis:

&(G) bezeichne die Gruppe der bijektiven Abbildungen von G (als
Menge) bzgl. Hintereinanderausfiihrung (sog. _symmetrische Gruppe,
Permutationsgruppe von G). (Fir |G| = n € IN schreibt man kurz
Gn-)

Bilde ab:

v : G—6(G) : g— 6= go,
denn
6:G—G : x—gx
ist bijektive Abbildung von G. ¢ ist Homomorphismus:
gh +— gho = g o ho,
@ ist injektiv
v(g)=1d = gr=czfiralltzeG = g=e,
also gilt mit (1.18):
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Bemerkung:
S G-Menge < es existiert ein Homomorphismus ¢ : G — &(S).

Beweis:
="
Definiere
o: G—6(S): g—go.
Es ist zu zeigen:

go: S— S : x grist Bijektion von S.
go ist surjektiv: Urbild von x € S ist g~ 'z (wegen ez = x).
go ist injektiv: gr=gy = ex=ey = x=y.
¢ ist Homomorphismus wegen 1.26(i).
4(<:77 :
Es sei ein Homomorphismus
v G—6(5) 1 gy
gegeben. Definiere duflere Verkiipfung
GxS—=8:(g,s) —y(s)=:gos.
Nachweis von (i) und (ii) aus (1.26):
¢ Homomorphismus =
p(eg) =1ds = eos=idg(s)=s VseSb.

1y Homomorphismus =

Yo = @ (gh)
= w(g9)p(h)
= ¢g¢ha
also
(gh)os = gn(s)

= Pg(¥n(s))
= go(hos).

28. Hilfssatz
Es sei S eine G-Menge. Dann ist
r~y & dgeG: gos=y
eine Aquivalenzrelation auf S.

Beweis:
~ reflexiv:
eorx=x VreSl, setzeg=c¢;
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~ symmetrisch:
gor=y = I:60I29_10(90$):9_1Oy
= Yy~
~ transitiv:
gor=yundhoy=z = z=ho(gox)=(hg)ou.
[

Bemerkung: )
x € S so ist die durch x bestimmte Aquvalenzklasse

G-x={g-z|geG}
29. Definition

Die Aquvialenzklassen in (1.28) heifien Bahnen (Orbits) von S. G
heifit transitiv (iiber S), falls es genau eine Bahn in S gibt. Fiir s € S
heifit

Stab(s) = Gs:={g € G| gos=s}
Stabilisator von s.
Beispiel:
G=(R,+), X=R", g-x=Xfirxe X, geG.
Stabilisator von z € X : G, = {g € G| gx = z}.
Bemerkungen:
(1) Bahn von s € S'ist Gos:={gos|ge G} =: Orb(s).
G transitiv itber S & Vo, ye S dge G : y=gou.
(2) G ist Untergruppe von G, und es gilt |G o s| = (G : G).
Ist also G endlich, so teilt jede Bahnlange die Gruppenord-
nung.

Beweis:
e € G, also Gy # (. Sind g, h € Gy, soist h™! € G, wegen

s=hos < hlos=hthos=cos=s
und folglich
(gh™")os=go(h los)=gos=s,

also auch gh! € G,, ¢G5 = hG,. Demnach ist G, Unter-
gruppe von G.
Betrachte Abbildung

p: Gos—{gGs|g€G} : gosr gG,.

@ ist offensichtlich surjektiv. Zur Wohldefiniertheit und
Injektivitat von ¢:

gGy=hG, < hlgeG, < hlgos=s < gos=hos.
U
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(3) s, § Elemente derselben Bahn, dann gehen ihre Stabilisatoren
durch einen inneren Automorphismus auseinander hervor. (Solche
Untergruppen heiflen konjugiert.)

Beweis:
Sei g € G mit s = g os. Dann ist
G; = {heG|hos=35}
= {heG|lhgos=gos}
= {heG| (g hg)os = s}
= {ghg™ € G| hos=s}
= g{heG|hos=s}g"

= gng_l‘

Zur Zerlegung von S in Bahnen:
Wihle Teilmenge V' von S mit

S = U Gouw,
veV
sog. Vertretersystem fiir die Bahnen. Ein Vertretersystem ist also
durch folgende beiden Eigenschaften gekennzeichnet:

(1) Vee S FveV : Gov=Gou,
(2) Vu,veV : u#v = GounGouv=04.
(Beachte: G ou N G ow ist entweder leer oder ganz G o
u entsprechend der Eigenschaft von Aquivalenzklassen. Ein
Element s € S heifit Fixpunkt, falls G o s = {s} ist. Dies
ist gleichbedeutend damit, dafl s in jedem Vertretersystem V'
vorkommt bzw. mit G5 = G.)
Die Menge aller Fixpunkte von S schreiben wir F'(S) und
erhalten

IS|=1F(S)+ > (G:G).
(stgs‘;>1

Hierin ist die Summe eventuell leer.
Ist speziell |G| Potenz einer Primzahl, etwa p™ (m € IN),
so gilt:
S| = |F(5)] mod p
sowie

S| =hp+ R(|S|, p) mit 0 < R(|S], p) <p—1.

(Fir |S] # 0 mod p besitzt S mindestents R (|S], p) Fix-
punkte.)
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Im folgenden sei G eine Gruppe und ) # T C G.
Wir setzen S := {T = gTg~' | g € G} und definieren als Operation
von G auf S:

GxS—S8: (hT)—hTh™'

Offenbar operiert G transitiv auf .S, es gibt nur eine Bahn, ndmlich
S selber.

1. Behauptung: G = Nt

Beweis:
Nr={geG|gTg ' =T} =Gr.

Also ist |S| = (G : Nr). Insbesondere fiir 7' = U < G gibt es genau
(G : Ny) verschiedene konjugierte von U.

2. Behauptung: Fir U < G ist
{9Ug™ "' | g € G} = (G : Ny).

Man kann G auch direkt auf den Elementen von G operieren lassen
mittels sog. Konjugation:

GxG—G : (h, g)r hgh™.

Die diesbeztiglichen Bahnen heiflen Klassen konjugierter Elemente.
Hier ist offensichtlich G, = N, Va € GG. Uberdies gilt:

F(G)={r € G| grg" =z fiiralle g € G} = Z(G).

Damit erhalt man die wichtige Klassengleichung:

30. Klassengleichung

Gl =12(G)+ > (G:N,)
(G:QCJ\Z‘;>1

fiir ein Vertretersystem V' der Konjugationsklassen.
Ein weiterer Trick:

Operiert G auf X, so auch auf der Potenzmenge P(X) von X. Ist
Y C X, sosetze g-Y ={g-y|lyeY}.

31. Definition

Eine endliche Gruppe G heifit p-Gruppe, falls (G : 1) = p” mit einer
Primzahl p und r € IN gilt.
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32. Satz

(1) Das Zentrum einer p-Gruppe ist nicht trivial.
(2) Ist G eine p-Gruppe mit |G| = p? , so ist G zyklisch oder das
direkte Produkt zweier zyklischen Gruppen der Ordnung p.

G 2|2
G
Beweis:

U p2 x 7| pZL
(1) GemiB (1.30) und dem Satz von Lagrange ist |Z(G)| = p* fiir
ein kmit 1 <k <r.

[l 11

|G| :pT = |Z(G)| —f-zpm mit 1 < r;

i=1
= p||Z(G)|, denn wegen e € Z(G) = |Z(G)| > 1.)
(2) Vorbemerkung: Ist Z(G) C G, so ist G/Z(G) nicht zyklisch.

Indirekt!
Es sei

G/Z(G) :Uuez (aZ(G))" :Uuez a” Z(Q).

Dann existieren fiir g1, go € G Elemente v; € Z, b; € Z(G)
mit g; = a” b; (i =1, 2). Also gilt
G192 = a”'bya”by
— a”1+'/2b1b2
= a”d" bgbl
= a” bg a™t b1

= 0201,

d.h. G ist abelsch im Widerspruch zu Z(G) # G.

Nach (i) ist demnach G' mit |G| = p? abelsch, denn die
einzige Méglichkeit | Z(G)| = p liefert |G/Z(G)| = p, d.h. G/Z(G)
ist zyklisch. Wende (1.25)(iii) an!

O

Beispiel: Es gibt als Gruppen der Ordnung 4 die zyklische Gruppe
und die V.

Im folgenden wird die Existenz von gewissen Untergruppen bei
endlichen Gruppen mit Hilfe der Sylowschen Satze bewiesen.
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33. Definition

Es sei G eine endliche Gruppe. Eine Untergruppe H von G heif3t p-
Untergruppe von G, falls H eine p-Gruppe ist. H heif3t p-Sylow-Untergruppe
von G, falls (H : 1) =p' (I € N, p € IP) mit p| |G| mit p*' t |G| gilt.

(Schreibweise: p'|| |G| )

Beispiel: G sei Gruppe der Ordnung p'm mit p { m.

(1) p=2,1=3, m=1 : G selbst ist p-Sylow-Untergruppe.
(2) p=2,1=2, m=1 : G selbst ist p-Sylow-Untergruppe.
Die Anzahl der Untergruppen der Ordnung 2 ist 3 oder 1.

Zum Nachweis der Existenz von Untergruppen im Fall p|(G : 1)
benotigen wir eine Hilfsaussage aus der elementaren Zahlentheotrie:

34. Hilfssatz

Es seien p eine Primzahl, [, n € IN mit p!||n. Fiir n = p'm ist dann

( n >:pl°‘mx (o € Z=°, a <1, x € N) mit z = 1 mod p.

pa
<Z>: nn—1)-...-(n—(p*—1)) o ma
p pr(pr—=1) (= (p* = 1))
mit
p—1 .
B pm—1 [ n-—1
I_i:r[l P —i _<pa—1>'

Jeder Index ¢ 148t sich dabei schreiben als
t=p™Mx; mit0<m; <a, r; €N, ptua;.

Wir erhalten daher nach Kiirzen von p™ fiir jeden Faktor
flir den Zéahler:
p*—1

11 (pl_m"m—xi) =Ap+a (A acZ pta),

i=1
fiir den Nenner:

pe—1

II (pa_mi —xi) =up+a (pe),

i=1
Ap+a
mp+a

ar=amodp = z=1modp.

oder

also x =
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35. 1. Sylowscher Satz

Es sei G eine Gruppe der Ordnung n = p'm mit ptm und 0 < a <
[, a € Z. Dann besitzt G eine Untergruppe U der Ordnung p®.

Beweis:
Falls solches U existiert, so ist es sicherlich Element der Menge

m = {TC G| |T] = p°}.
9 enthalt (pﬁ) Elemente. M wird G-Menge mittels

Gxm—m: (g, T)— ¢T.

Dabei zerfillt m in Bahnen. Wire jede Bahnlinge durch p!=o+!

teilbar, so auch 9 im Widerspruch zu (1.34). Also existiert Bahn
GoTymit|GoTi|=(G:Gp) <pm.
Wegen
mp' = (G:1)=(G:Gp) (G, : 1) <p™m (G, : 1)

folgt (G, : 1) > p®. Andererseits gilt fir a € Ty : Gpra C T} und
wegen |G| = |Gra| auch |G| < |Ti| = p*. Also ist G, die gesuchte
Untergruppe.

0

Bemerkungen:
O(T') bezeichnet im folgenden die Bahn (“orbit”) von 7'
Nicht alle Bahnlingen sind durch p!'=®*! teilbar!
(1) P |O(T)] = (Gr:1) =p°
Denn (G : Gr) <p'=® = (Gr:1) > p“.
Andererseits ist fir z € T dann Grx C T

(Gr 1) = |G| = |Grx| < |T'| = p°,

also Gleichheit.
(2) pret y |O(T)| & T =1U, mit U C G, |U]l = p* und

passendes g € G.

="

G7rT =T, d.h. fiir beliebiges x € T ist Grx C T bzw. Grx =
T (wegen Elementanzahl) (|Gr| = p® nach (i)).

T

Gegeben U < G mit tU = p®, g € G, setze T' = Ug € M.

O(U,) = {hU, | h € G} = {hg™'U, | h € G} = O(0))

U
U0y B e GY = (G Gg) = (G2 U) =/ ~m.
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36. Korollar (Cauchy)

Ist G eine Gruppe der Ordnung n und wird n von der Primzahl p
geteilt, so besitzt G ein Element der Ordnung p.

Beweis:

Gemaéf (1.35) besitzt G eine Untergruppe U mit (U : 1) = p. U ist
dann notwendig zyklisch, und p — 1 erzeugende Elemente von U leisten
das Gewtinschte.

0

37. Korollar

Eine endliche Gruppe G ist genau dann eine p-Gruppe, wenn fiir
jedes a € G die Ordnung ord(a) eine p-Potenz ist.

38. Lemma

Es sei G eine endliche Gruppe der Ordnung n = p'm mit einer
Primzahl p, die m nicht teilt. Dann ist die Anzahl N(«) aller Unter-
gruppen U der Ordung p® von G (0 < o < k fest) kongruent 1 modulo

p.

Np(a) = N(a) = {U <G| |U] = p*}| = 1 mod p.

Dazu betrachte T C G mit |T'| = p® und p'=2*1 4 |O(T)|. Sei etwa
Ty =Uigr, Ty = Usga, Ty =137

Ty = 15 bewirkt: g1 € Usge, d.h. ¢4 = usgo mit us € U, also
Uruzgs = Uaga, also Uy = Usuy ™ = Us.

Anzahl der Elemente in 9, deren Bahnen durch p
(pZ) — H(a) p'~®m, da alle Bahnen durch p!=o+!
dir Elementzahl selbst.

pmot teilt p'=m (z — N(a)) = plm (z — N(a))

= p| (z — N(a))
= N(a)=1mod p.

O

=+l teilbar sind:

teilbar sind, auch

39. 2. Sylowscher Satz

Es sei G eine endliche Gruppe der Ordnung n = p'm mit einer
Primzahl p, die m nicht teilt. Dann gilt:

(1) Jede p-Untergruppe von G ist in einer passenden p-Sylow-
Untergruppe enthalten.

(2) Je zwei p-Sylow-Untergruppen von G sind konjugiert.

(3) Die Anzahl der p-Sylow-Untergruppen von G teilt m.
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Bemerkung:
Fiir p-Sylow-Untergruppen P von G gilt:

PG & N()=1.

Beweis:
(1) Jede p-Untergruppe ist in passender p-Sylow-Untergruppe en-
thalten.
Betrachte M = {U < G| |U| = p'}, lasse G auf % operieren.
Durch ”Konjugation”: g x t — N : (g, U) — g 'Uyg
Festes P € ,m hat dabei Bahnlinge (G : G,) # 0 mod p
(Normalisator G, 2 P).
Sei nun H < G mit §H = p*.
H operiert auf den Elementen der Bahn von P unter Kon-
jugation.

(o(p) ={g~'Pglig € G} 2 {h""Ph| h € H})
pt|O(P)|=> (H:H,) (p-Potenzen)

veV
= existiert einelementige Bahn, d.h. h™'Ph = P h €
H, PcO(P),dh. H < N(P).
P < HP (Ubungsaufgabe)
2 omarphiesats HP/P=H/hNP = |HP| ist p-Potenz
= tHP(>tP)=pl also HP=P = H C P.
(2) #H = p! = es gibt nur eine Bahn von p-Sylow-Untergruppe,
d.h. alle p-Sylow-Untergruppe sind untereinander konjugiert.
(3) Np(l) = H(L)[m

N(L) =[0(P)] = (G : Gp) | (G = 1),

sowie p 1 N(1).
U

Beispiel:

Bestimmung aller nicht abelschen Gruppen der Ordnung 8. Zunéachst
gilt allgemein fiir |G| =8 =23-1:

N(1) € {1,3,5,7}, N(2) ungerade gemaf (1.38). Ist G nicht
abelsch (also erst recht nicht zyklisch), so enthélt G kein Element der
Ordnung 8, aber notwendig eins — etwa b — der Ordnung 4. Also ist
U =< b > Normalteiler und G = U U Ua. Ferner ist a* ¢ Ua und
damit a?® = e oder a? = b%.

Wegen al = Ua ist jedenfalls aba™' € U. aba™! = b scheidet aus,
da G nicht abelsch sein soll. aba™! = e ist wegen der Kiirzungsregel
unmoglich.

aba™' =b* = ab’a' = (aba"'9(aba') = e
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ebenfalls im Widerspruch zur Kiirzungsregel. Also mufl notwendig
aba™!' = b~! gelten.

1. Fall: > = e: G =2 Dj,.

2. Fall: a® = b*: G = Qs.

(Etwa fiir b = 4, a = j; dann wird k¥ = ba, —1 = b? mit den
tiblichen Relationen.)

n==_§
Typ ‘ ZQ X ZQ X ZQ Z4 X ZQ Zg D4 Qg
N 7 3 1 5 1
N(2) 7 3 1 3 3
YAWAS

Es existieren 7 Elemente der Ordnung 2 und ebensoviele Untergrup-
pen der Ordnung 2. Also exitiert (;) . % Untergruppen der Ordnung 4.

7 Zy X Ly

Untergruppen der Ordnung 2: < b >, < a >, < b%a > fir G =<
b,a > mit b* = a? = 1.

Untergruppen der Ordnung 4: < b >, < ba >, < b?, a >.

u Zy:

Untergruppen der Ordnung 2: < b* >,

Untergruppen der Ordnung 4: < b* > fiir G = {0" |0 <v < 7}.

Zu Dy:

Untergruppen der Ordnung 2: < b* >, < a >, < ab >, < ab* >
, < ab® >,

Untergruppen der Ordnung 4: < b >, < 1?, a >, < b?, ab >.

Zu Qgi

Untergruppen der Ordnung 2: < b* >,

Untergruppen der Ordnung 4: < b >, <a >, < ab >.

40. Hilfssatz

Es sei G eine p-Gruppe der Ordnung p' (I € IN) und es sei o €
Z, 0 < a <. Dann ist die Anzahl der Normalteiler von G von der
Ordnung p® kongruent 1 modulo p. (Es gibt also stets welche!)

Beweis:
Es sei

m:={U|u<G, U =p°}.

Wegen (1.38) gilt || = 1 mod p. Lasse G auf 91 mittels Konjuga-
tion operieren. Es folgt

m=3"(G:Gp) =3 0",
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und mindestens ein o; muf} hierin verschwinden. Fiir dieses ¢ gilt
Gp, = Np, = G, d.h. P, ist Normalteiler in G.
O

41. Satz

G sei eine endliche abelsche Gruppe.

(1) G ist direktes Produkt seiner p-Sylow-Untergruppen.
(2) G ist direktes Produkt von zyklischen Gruppen Uy, ..., U, mit

|U 1|‘|U2|‘ . ’|UT| ”Elementarteilernormalform”.
Beweis:
(1) Es sei
G| =n=ph-.. . pk

die Primfaktorzerlegung der Gruppenordnung. Es beze-
ichne Gy, ..., G, die p-Sylow-Untergruppen von G (vergleiche
(1.38)(i)) mit

(Gi:1)=pF 1<i<r).

Wir zeigen: G + ...+ G, ist innere direkte Summe! Dazu
setze

GiI: _—l—lGj (1§1§7’)
JF#i
Gemif$ (1.23) bleibt G; N G; = {e} zu zeigen.
Jedes Element aus G;NG; = {e} hat jedoch eine Ordnung,
die sowohl pl als auch

T L
1127
T
teilt. Also gilt notwendig G; N G; = {e}. Damit ist G +
... + G, direkte Summe, also G, + ...+ G, Untergruppe von
G mit )
Gy +...+ G =T]py =Gl
j=1
also G = Gy + ... + G,. (Vergleiche (1.25)(iii))
(2) Beschrankung auf U =< x >, ord(z) = m, V =<y >
s ord(y) = nund G = U+V = U4V mit |U]||V], ggT (m,n) =
c, kgV (m,n) = ™.
Erzeuger: (z, y)
m 0
0 n
Beispiele: 7ZZ/37 ® 7ZL/AZL = 7/27L & 7/67L, 7L/37 &
227 = 7|6 L.

Relationsmatrix:
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In 7 existieren u, v mit ¢ = um + vn.

R

(x — uy.v) P

um +nv n

(10)
(v — ) ()

U =< 2x+ vy > von der Ordnung c,
v =< —uy > von der Ordnung "

O

Niitzliches Beispiel: Permutationsgruppen (vergleiche (1.27)).

Aus der Linearen Algebra setzen wir als bekannt voraus:

&, ist Gruppe der Ordnung n!, Definition einer Transposition, jede
Permutation ist Produkt von hochstens n Transpositionen, signum
einer Permutation 7 als Anzahl der Fehlstdnde i < j mit 7 (i) > 7 (j)

)
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signum ist mutiplikativ,
sign @ &, — Z

ist Gruppenhomomorphismus, der fiir n > 2 surjektiv ist; 2, ist
Untergruppe der geraden Permutationen,

|
ﬂﬂz%fﬁrnk?,

2, ist Normalteiler in &,,, sog. alternierende Gruppe.

42. Definition

m € 6, heift r-Zykel, falls es eine Teilmenge {iy,...,4,.} von r
Elementen von {1,...,n} mit

ﬂ-(il) :Z.V-l-l (1 S v < T)v W(”) :ilv ﬂ-(j) :.] v] ¢ {ih"‘ui?"}
gibt.
Schreibweise:

=Gt =ty 7 an )

Vereinbarung: id = (1) ist einziger 1-Zykel.

Bemerkungen:
Transpositionen sind 2-Zykel (i, j);

(i1, ... ip) = (i1, 7 (i1),..., 7 1(i1)), 7"(i,) =1, (1<v<r);

0, = {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)}
als Untergruppe von 2.

Rechenregeln fur Zvkel:

43. Hilfssatz
(1) Zykel entsprechen Bahnen unter der Operation
Gn x{l,....n} = {1,....n} : Txv—T7T(V),

d.h. 7 besitzt genau eine mehrelementige Bahn.
(2) (i1, eyip) = (lyy e e yipy G1y.-ydp1) (1 <v <)
(3) (i1,...,0) = (z'l,...,l ) (iyyeeyiy) (2 < v < r—1), mit
Anwendung

7/17..., H Z],Z]Jrl
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Bemerkung: Die Signatur eines r-Zykels ist (—1) .

Beweis:
Bis auf (vi) sind die Aussagen unmittelbar klar. Es geniigt, (vi) fiir
Transpositionen zu zeigen, da gemaf (iii)
r—1
s (il, Ce ,ir) 7T_1 = H ™ (ij, ij+1) 7'['_1

j=1

ist. Ist nun v € {1,...,n} mit 7~ '(v) & {4, i;41}, dann bleibt v
invariant. SchlieBlich ist

) =i e v =7 (i),
also gilt insgesamt:

7 (i, i) 7t = (7 (ig), 7 (i)

Tetraedergruppe: (= 214) B

Drehungen um Achse durch Eckpunkt und Mittelpunkt der gegeniiberliegenden

Flache eines Tetraeders
um A : (BCD), (BDC

um B : (AC D), (ADC;
um C : (ABD), (ABD)
um D : (ABC), (ACB)
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Und deren Kombinationen: Drehungen um Achsen die durch die
D

Mittelpunkte von gegeniiberligenden Seiten gehen:

A< C, B—~D (AC)(BD)
A<D, B—~C (AD)(BC)
A< B, C+—D (AB)(CD)
sowie die Identitat.

44. Hilfssatz

Fiir n € Nist 6,41 disjunkte Zerlegung von n+1 (Links-)Nebenklassen
nach &,,.

(“ Sn = Gn1 (Jn W?Q) . Jm)H(ng) L 7?7(1”111)))

Beweis:
Setze t(n+ 1) =idund 7(v) = (v,n+1) (1 <v <n). Wir
zeigen:

n+1
6n+1 == U T, Gp.
v=1

Seidazut € &, 4y mit 7(n+1) =j. Firj=n+1gilt 7 € m,411 6,,.
Andernfalls bildet (j, n + 1) 7 das Element n 4 1 auf sich ab, also ist

Gyn+)T€M16, und 7€ (G, n+1)m16,=(j,n+1)6,.
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Wir zeigen noch, daf die Zerlegung disjunkt ist, obwohl dies bereits
aus den Elementanzahlen folgt.

T, 6 =71,6, < w76, =06,
= mmn+1l)=n+1
= m(n+1)=m,(n+1)
= VvV =Uu.

O

Bemerkung: Dies ist ein weiterer Beweis fir £6&,, = n!

45. Hilfssatz

G, = <(,n)]l1<i<n—-1> (firn>2).
= <(lL,i)|1l<i<n>

Beweis:
Bekanntlich ist jede Permutation Produkt von (héchstens n) Trans-
positionen der Form (i, 7) (1 <1i < j <n). Ferner gilt:

(4, 7) = (1, 4) (1, 7) (1, 7)
nach (1.45)(vi) fiir ¢« > 1. Analog gilt
(i, ) = (i, n) (4, n) (i, n)

firl<i<j<n.

46. Definition
Zwei Zykel (iy,...,4,), (j1,-.-,Js) heiBen elementfremd, falls

{ila"'air}m{jla"'ajs}:(D

ist.

47. Hilfssatz

Elementfremde Zykeln sind vertauschbar.

Beweis:
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Esseien I = {iy,... 4.}, J={j1,...,jsyund N, = {1,... . n}, K =
(N, \I)\J, INnJ=10. Dann gilt
v firve K
Jipp firv =7 (1<1<5s)
(il,...,'ir) (jl;---ajs) (V) = jl fiiry:js
iy firv=14 1<1<r)
11 furv =i,
= (J1,---,7s) (@1, .-, 1) (V).
O

48. Satz

Jede Permutation 7 € &,,, m # id, 1afit sich eindeutig als Produkt
elementfremder Zykeln darstellen.

Beweis:

7 operiert auf IN,, bzgl. (7, v) — 7 (v). IN, zerféllt diesbeziiglich
in Bahnen Bi,...,B;. Nach Weglassen der einelementigen Bahnen
verbleiben etwa By, ..., By (bei passender Numerierung) mit

BiU...UB,=M,, Bi= (), ...,7" ) ud 7" () =v;.
Dabei liege

vy = min M in By,
vy = min My\Bj in By,
vp_1 = min Mi\(By U...U By_5) in By_1.

Hierfiir ist dann (v := min By,)

T = (Vl, (1), .., WﬁBl_l(Vl)) (VQ, (), ..., 7rﬁ32_1(1/2)) (Vk, 7 (vg), ...

Diese Darstellung ist auch eindeutig, da jedes v € IN,, durch 7
entweder invariant gelassen wird, oder es wird auf ein Element der
gleichen Bahn abgebildet, d.h. fiir 7 (v) # v tritt stets der Zykel

(1/, T(v),..., ﬂl”_l(y)) auf (7Tl”<l/) = V).
UJ
Beispiel:
Fir

(1 234 5 6 7 &9 10 11 12 13 14 15
T™\246810 121413 5 7 9 11 13 15

st

m=(1,24,8)(3,6,12,9) (5, 10) (7, 14, 13, 11).

, WﬁBk_l(l/k)).
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49. Satz
Fiir n > 3 wird die alternierende Gruppe von 3-Zykeln erzeugt.
Speziell gilt:
A, =< (1,2,9)|3<i<n>.

Beweis:
2, besteht aus geraden Permutationen, ihre Elemente sind also Pro-
dukte jeweils einer geraden Anzahl von Transpositionen. Also gilt:

A, =< (1) (kD) |1<i<j<n, 1<k<i<n>.

Die erzeugenden Elemente hierin sind nun Produkte von 3-Zyklen:

(1) #{i,j,k,l} =2 = (eventuelles Umnumerieren) k = i, | = j,

also
(i, §) (i, §) = id = (1, 2, 3)";
(2) t{i,j,k, 1} =3 = j=k, i #1:
(Z.7 .]) (]7 l) - (/L7 j’ l)?
(3) t{i, ).k, 1} = 4:

(i, 7) (k, 1) = (@2, 3) (4, k) ((J, k) (k. 1))
= (i, 5, k) (U, k, 1),
wie in (ii).
Schliefilich:
(i, 3, k) = (2, k, 9) (2, 4, j)

und

(2,4,7) = (1,2,5)°(1,2 1)

= (1, 4,2)(1,2,1).
O]

Beispiel:

Az ={(1,2,3)" [ k=0,1,2}, A ={id}.

50. Hilfssatz
Fiir n > 5 sind alle 3-Zyklen von 2, konjugiert.

Beweis:
Wir zeigen: Zu (7,7, k) und (1,2,3) existiert 7 € 2, mit

(1,2, 3)7 = (i, 4, k).
Wegen n > 5 existieren [, m € IN,, mit £{¢, j, k,[,m} = 5. Entweder

_(12345

n
i ikl om > oder (I, m)T
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liegen in 2A5. Nach (1.45)(vi) gilt nun
(1.45) (vi)

7(1,2,3) =" (7(1),7(2),7(3))
= (k)
I m) T (1, 2,8) 77 m),
O
51. Satz
Fir n > 5 ist 2, einfach.
Bemerkung:
Dies hat weitreichende Konsequenzen. Speziell gilt fiir
|
p % (n=5)

stets, dafl mehrere p-Sylow-Untergruppen von 21, existieren.

Beweis:

Es sei N #< id > Normalteiler von 2, und n > 5. Geméa$ (1.50)
und (1.51) gentigt es zu zeigen, dafl N einen 3-Zykel enthélt, da dann
bereits N = 2, folgt.

Dazu sei m € N, 7 # id, in eindeutiger Darstellung als Produkt
elementfremder Zykeln gemafl (1.49) gegeben.

1. Fall:
Es tritt ein r-Zykel (i,7,k,,...) mit » > 4 auf. Fir 7 = (i, 7, k)
liegt dann 7 (7 7~1771) ebenfalls in N.
N> r(ra ™) = (4, k1) (e m (), m, (k), (), m(3))
= (i, 4, k0, ..., i, Ky )
= (i, 1, j)
7 (T 77!) hat keinen Effekt aufierhalb des r-Zykels (i, 7, k, 1, .. .),
und dort bewirkt es:
(i, 4, ks 1) (), m(k), =) 7@) =1 J)
(.., 1, i, k, 7)

2. Fall:
In der Faktorisierung von 7 tritt mindestens ein 3-Zykel auf. Bei
mehreren Faktoren gilt also

=i, 7, k) (I, m, 7)....
Setze T = (1, 7,1) und bilde
r(ratr™) = (6,5, k)0, m?) ... (k1 7)(?, m,i)
= (i, I, k,m,j) €N,

dann weiter mit Fall 1.
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3. Fall:
7 Produkt elementfremder Transpositionen, 7 = (¢, 5) (k,1)..., Im €
IN,\{¢, 7, k,1}. Setze 7 = (i, k,m) und bilde

r(ra ™) = (rral, 7Y
= (4,1, 7 (m)) (m, k, ).
Fiir m (m) # m geht es mit Fall 2 weiter, fiir 7 (m) = m folgt
m(ra ) =@, 4,1, m, k),

und wir schlieflen wie im Fall 1.

52. Definition

Eine endliche Gruppe G heifit auflosbar, falls eine Kette von Un-
tergruppen

G=GyD>DG DGyD...0G,={e}
existiert, so dafl G;11 < G; gilt und G;/G;1 1 abelsch ist (1 < i < n).

Bemerkung:
(1) Existiert eine Kette von Untergruppen

G:GOQGlgGQQQGn:{e}

mit G;11 < G; und G;/G;1q abelsch (0 < i < n), dann ist
G auflosbar.
(2) Eine solche Untergruppenkette heifit Normalreihe.

Beispiel:

63:G03G1:9133{6}:G2;
Dn:G03G1:<b>D{€}:G2;

G abelsch G = Gy D G, = {e};
64:G0DG1:Ql4DG2:%4D{e}:G3.

53. Hilfssatz

(1) Jede endliche abelsche Gruppe ist auflosbar mit zyklischen
Faktorgruppen.

(2) Eine endliche Gruppe ist genau dann auflosbar, falls eine Un-
tergruppenkette

G=GyD> Gy D...DGn:{C}mitGi+1<]Gi
und G, /G,y zyklisch existiert.

Beweis:
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(1) Induktion iiber m = (G : 1). m = 1 ist trivial. Sei also
m > 1. Ist G selbst zyklisch, so ist nichts zu zeigen. An-
dernfalls sei H =< x > zyklische Untergruppe von G mit x #
{e}. Nach Induktionsvoraussetzung ist dann G/H auflésbar

mit zyklischen Faktorgruppen, d.h. es existierten Untergruppe
Gl/H (OSZST), GOZG, Gr:Hmlt

Gi/H [Gir/H = G/ Gy
zyklisch. Dann leistet
G=GyD>G D...0G_1DG,=HD{e}

das gewiinschte. (Anderer Beweis direkt mittels (1.25).)
(2) < klar nach Definition.
= gemaB (i).
G; /Gy ist abelsch, falls nicht zyklisch.
Gio = Gi/Gi—i-l D) éil D...D @zk = Gi—i—l
mit zyklischer Faktorgruppe

Gz‘u = Giu/Gi—H;
verfeinere alte Normalreihe mittels

Gi :Gz’g :)Gh D... :)Giki :Gi+17

Giu/Giu+1 = aiu/Giu+1
zyklisch.

54. Hilfssatz

Es sei G eine endliche Gruppe mit Untergruppe H.

(1) Ist G auflosbar, so auch H und im Fall H <G und H auflésbar
ist auch G/ H auflésbar.

(2) Ist H Normalteiler und sind H sowie G/H aufldsbar, dann ist
auch G auflosbar.

Beweis:
(1) Es sei
G=GyDG DGyD...0G,={e}
(Normalreihe von G) mit G4 < Gy, G;/G;1 abelsch.
Bilde
Hi—i—l < Hl Far z € HZ gllt
v Higo ' CaoGpr ' NaHa ' =G NH = Hyyy.

(1.20)
Hi/Hi = Hi/HNG1 = HGip/Gig < Gi/Gia.
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Gilt auBerdem H <G, so bilde mittels G; := G;H < G (0<
i < n) Kette
Go/HD2G/HD...DG,/JH=H
(Untergruppenkette von G/H). Betrachte Abbildung
Y2l éz - Gi/GiJrl D guh = g G

surjektiv. ¢ ist Homomorphismus:

¢ (9:H) ¢ (gih) = (9: Git1) 9i Gisa)
Cragn s 9:9; Gita
= @(ggh")
= ¢(ghgh)
da k € H beliebig, ¢ surjektivitat ist klar,
ker ¢ = {g;h € G;| g; € Giy1} = Gir H = Giy1.
Also gilt: éi+1 <G, und
Gi/Giy1 = GifGis,
also abelsch. Wende nun (1.21) an:
(Gi/H) / (Gipr/H) = Gi/Gip1.
(2) H auflosbar:
H=HyDH D...0OH,={e}
mit H;/H,;y; abelsch. G/H auflésbar:
G=Gyo>oG, D...o0G,=H

von G mit

(1.21)
(Gi/H) [ (Gisa/H) = Gi/Gip
abelsch. Also ist
G=GyD>GD...0G,=H=Hy>H >...DH,={e},
d.h. G auflosbar.
O

Bemerkung: Fiir n > 5 ist &,, nicht auflosbar, da A,, fiir n > 5 nach
(1.53) nicht auflgsbar ist.
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