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CHAPTER 1

Vorbemerkungen

Gegenstand der Vorlesung sind die Grundstrukturen:
Gruppen, Ringe, Kérper.

Herkunft:

aljahr (arabisch) bedeutet Erganzung, Ausgleich.
= Losung von Gleichungen

Grundproblem: Gegeben Korper K oder Ring R (kommutativ mit
Eins) und Polynom f(t) € R]t].

Frage: Existiert z € R mit f(z) = 0 (Berechnung!) bzw. Problem der
Konstruktion eines Erweiterungskorpers bzw. Oberrings, in dem f eine
Nullstelle besitzt.

Beispiel:
(i) R="7, f(t) =t+ 2 hat Nullstelle t = —2.
(ii) R =7, f(t) = 3t + 2 hat in R keine Nullstelle, wohl aber in
Q.
(iii) f(t) = t>*+1 hat erst in € eine Nullstelle (jedoch auch in ZZ[:]).
(iv) f(t) = t* — 4% + 1 hat Koeffizienten aus Z.

Gesucht: Ring R D 7Z und € R mit f(z) = 0.
Es wird geeignete Erweiterung gesucht, in der die Gle-
ichung Nullstellen besitzt. Nullstellen durch Wurzeln ausdriicken:

x=v2+¢§

Problem:

Darstellung der Nullstellen durch Wurzelausdriicke. Dies geht fiir Poly-
nome vom Grad < 4, bei Polynomen héheren Grades dagegen i.a. nicht
mehr. (S, ist fiir n > 5 nicht auflosbar!)

Galoistheorie:

Gewisse Erweiterungskorper lassen sich gruppentheoretisch beschreiben.

Hauptsatz der Algebra:
Jedes Polynom mit reellen Koeffizienten besitzt eine Wurzel in C.

Anwendungen: Konstruktion mit Zirkel und Lineal.
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2 1. VORBEMERKUNGEN

Es seien M, N nicht leere Mengen und
f:MxM-—M ¢g: NxM-—-M

Abbildungen. f heifit (bindre) innere, g duflere Verkniipfung, N der
Operatorbreich von g. Eine Menge mit einer oder mehereren Verkniipfungen
heifit algebraische Struktur.

Statt f(mq, mg) schreibt man kurz: mymsy, mioma, my-mg bzw. m;0ms.

Eine innere Verkniipfung heifit kommutativ, falls
mpomge =mgomy Vmy, mo € M,

assoziativ, falls

(my omgy) omg =my o (mgoms) VYmy, moms € M
gilt.
Bemerkung:
Ohne Assoziativitat sind (m; o mg) o mg und my o (mg o m3) i.a. ver-
schieden. Fiir die Verkniipfung von 4 Elementen ergeben sich bereits 5
Moglichkeiten fiir das Resultat.

Definition Eine nicht leere Menge M mit einer (binéren) assoziativen
inneren Verkniipfung heifit Halbgruppe.

Beispiele:
(i) (Z,+), (Z,-), (Z/mZ,~+), (Z/mZ,-), nxn-Matrizen bzgl. Ad-
dition und Multiplikation.
(i) Nicht assoziativ ist die Verkniipfung ”:” auf Q™ = Q\{0}:

Tz
r:(y:z)=—
Y
ist i.a. nicht gleich
x

Gegenbeispiel: x =y =1, z = 2.

Ein Element e € M heifit Linkseins (Rechtseins), falls eox = z (zoe =
x) fiir alle z € M gilt. Ist e sowohl Linkseins als auch Rechtseins, so
heifit e Einselement von M.

Bemerkung:
(i) Ein Einselement ist stets eindeutig bestimmt. Sind etwa e, é
Einselemente, so gilt

e = eé (€ als Rechtseins)

e
é (e als Linkseins).

(ii) Linkseinsen hdngen natiirlich (bei fester Menge) von der Verkniipfung
ab:
In (7, +) ist 0 Einselement, in (%, ) ist dies 1.
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(iii) In einer Halbgruppe besitzt ein Produkt von n € Z=? Fak-
toren bei jeder Beklammerung denselben Wert (Beweis mit-
tels Induktion tiber n), Klammern kénnen folglich weggelassen
werden.

Potenzen lassen sich wie folgt definieren:
a' = a,

att o= a-a.

Besitzt M ein Einselement e, so setzt man fest: a° = e.
Hierfiir gelten die Rechenregeln

mm—i—n — l‘mOfL’n,

(™™ = 2™ (m,n € %Z=°),
die ebenfalls mittels Induktion (etwa nach n) bewiesen werden. Dage-
gen gilt
(ry)" = 2"y
i.a. nur, falls M kommutativ ist, d.h. die Verkniipfung auf M kommu-

tativ ist.
Definition Eine Halbgruppe M mit Einselement e heif3t Monoid.

Beispiel: (27, +) ist Monoid, (27, -) nicht.
Strukturgleichheit von algebraischen Strukturen:

Es seien (X, 0) und (Y,0) zwei algebraische Strukturen. Dann heifit
eine Abbildung

[ X =Y mit f(zyome) = f(z1) O f(z9)

Monomorphismus injektiv
Homomorphismus. f heifit { Epimorphismus ,falls f < surjektiv
[somorphismus bijektiv

ist.

Im Fall X =Y, o =0 heifit ein Homomorphismus (Isomorphismus) f
auch Endomorphismus (Automorphismus).

Beschreibung durch ein Diagramm:

XxX =X
fxfl /1] lf
Y XY ==Y
///: Diagramm ist kommutativ, d.h. fo =0 (f x f).

Bemerkung:
Die Hintereinanderausfiihrung (Produkt) von Homomorphismen ist ein

Homomorphismus. Das Produkt zweier Mono-, Epi-, Isomorphismen
ist wieder ein Mono-, Epi-, Isomorphismus. Das Inverse eines Isomor-
phismus ist Isomorphismus.
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Zwei algebraische Strukturen heiflen isomorph (strukturgleich), falls es
zwischen ihnen einen Isomorphismus gibt.

Beispiel:
Es sei M ein Monoid. Dann gibt es zu a € M genau einen Homomor-
phismus f = f, mit

f:IN—>M : n—a"

Definition Es sei M ein Monoid, in dem zu a € M stets b € M mit
boa = e existiert. Dann heifit M eine Gruppe. b heifit Linksinverses
zu a, analog: Rechtsinverses.
Satz Es sei G eine Halbgruppe mit den Eigenschaften

(i) e GVaeG: eca=aq

(ii) Va e G Fbe G : boa=ce.

Dann ist G eine Gruppe.

Beweis:

a € G beliebig mit Linksinversem b.

Wir zeigen zunachst:

b ist auch Rechtsinvereses. Zunéchst existiert ¢ € M mit cob = e.
Hierfiir ist dann

aob = eo(aob)

= (cob)o(aob)=co(boa)ob
= (coe)ob=co(eod)

= cob
= e
Damit gilt dann auch
aoe = ao(boa)
= eoa
—_= a7

d.h. e ist Rechtseins. Also ist e Einselement, G Monoid und nach (1.3)
eine Gruppe.

O

Eigenschaften von Gruppen

(vergleiche Lineare Algebra I)

Das Inverse eines Elements a ist eindeutig bestimmt (Schreibweise:
a™1). Zu a, b € G existieren eindeutig z, y € G mit

yoa=b und aox =b.
(y=boa™) (x=a"'ob)
Zuac€Gist (a) ' =a,zua, beGist (ab)t =b"tat
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Es gelten die Kiirzungsregeln:
aoc=boc = a=b,
doa=dob = a=hb.
Eine Gruppe G heifit kommutativ oder abelsch, falls
aob=0boa Va, b e G

gilt. In diesem Fall schreibt man o zumeist als Addition. Ansonsten o
als Produkt:

aob=:ab.
Lemma Eine Halbgruppe G ist genau dann eine Gruppe, fallszu a, b €
G stets x, y € G mit aox = b und y o a = b existieren.

Beweis:

= klar,

< Fiir a € G existiert stets e mit eoa = a.

Zu zeigen: eob = b fiir alle b € G (= e Linkseins).
Zunéchst existiert x € G mit a o x = b, und damit wird

ecob=co(aozr)=(eoca)ox=aox =0

Damit ist (i) von (1.4) erfiillt. Zum Nachweis von (ii) wende man die
Voraussetzung fiir y auf das Paar (a, e) an, also gilt die Behauptung
nach (1.4).

0

Definition Es sei M eine (nicht leere) Menge.
Eine Teilmenge R von M x M heifit Relation.
R # 0 heift Aquivalenzrelation (auf M ), falls gilt:

(i) a € M = (a,a) € R (Reflexivitat),

(i) (a,b) € R = (b,a) € R (Symmetrie),

(ili) (a,b)(b,c) € R = (a,c) € R (Transitivitit).
Fiir (a,a) € R heift K, := {b € M\ (a,b) € R} Aquivalenzklasse zu
a. Statt (a,b) € R schreibt man auch a ~ b.

Satz Es sei M eine nicht leere Menge.
(i) Ist R Aquivalenzrelation auf M, so gilt : M = | K, und

aeM
K.,N K, =0 fir (a,b) € R.
(ii) Ist M = U M; mit nicht leeren Teilmengen M;, so wird mittels
i€l
A~b:s J €1 :abe M; auf M eine Aquivalenzrelation
erklart.






CHAPTER 2

Gruppen

2.1. Definition

Es sei G eine nicht leere Menge mit einer Abbildung o : G — G mit
den Eigenschaften:
(i) Va,b,c € G: (aob)oc=ao(boc),
(ii) Jee GVae G:eoca=aoe=a,
(i) Vae G Jbe G:aob=boa=ce.
Dann heifit (G, o), (bzw. G) eine Gruppe, e Einselement von G,
b inverses Element zu a (Schreibweise: a™').

Bemerkungen:

(i) Man beachte die Reihenfolge der Eigenschaften (ii) und (iii)!
(ii) G heifit abelsch (kommutativ), falls aob =boaVa,b € G gilt.

Wichtige Beispiele von Gruppen sind die sogenannten ” Permutations-
gruppen”. Spéater werden wir sehen, dass sich jede Gruppe als Permu-
tationsgruppe auffassen lasst.

Beispiel: Die bijektiven Abbildungen einer Menge von n Elementen
(etwa IN,, := {1,2,...,n} fir n € IN bilden bzgl. Hintereinander-
ausfithrung eine Gruppe .S,,, die sogenannte symmetrische Gruppe. Die
Elemente von S,, heissen Permutationen.

Schreibweise: 7 : IN,, — IN,, ldsst sich durch die Angabe der Bilder

. 1 2 ... n
darstellen, mittels < (1) 7(2) ... w(n) ) '

Beisnicle: 1 2 3 1 2 3 1 2 1
M 3 2 1 9 3 1 2 9 2 1 ) 1 *

. ) ) e 1 2 ... n
Das Einzelelement von S, ist die Identitat id = ( 1 9 n ) .

Beim Rechnen mit Permutationen ist die Reihenfolge der Abbildungen
ab n > 2 wichtig:

1 2 3 1 2 3 B 1 2 3
21 3 3 2 1 N 3 1 2
(zunéchst wird 1 auf 3, 3 im zweiten Schritt auf 3 abgebildet, 2 wird

zuerst auf 2 und diese dann auf 1 abgebildet, 3 auf 1 auf 2), jedoch ist
7
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1 2 3 123\ (123
3 21 2 13) 231

verschieden vom ersten ”Produkt”.

Bemerkung: #5,, = n! (Der Beweis - etwa mittels vollstdndiger Induk-
tion - wird dem Leser iiberlassen.) S3 wird zur Symmetriegruppe des
gleichseitigen Dreiecks, wenn man die Ecken mit 1,2, 3 nummeriert.

2.2. Definition

m €S, mit 7(i) = j # i und 7(j) =i sowie 7(k) =k V k € N, \ {7, 7}
heifit Transposition (Schreibweise: 7;;).

Man beachte, dass Tl-;l = 7;, gilt, d.h. Transpositionen sind zu sich
selbst invers.

2.3. Satz

Jede Permutation m € S, lasst sich als Produkt von hochstens n Trans-
positionen schreiben.

Beweis: Fiir m = id ist 7 leeres Produkt von Transpositionen. Sei also
Sn, O m # id. Dann existiert ¢; € IN,, minimal mit 7 (i;) = j; > ;.
Tij, ™ ist dann eine Permutation mit (k) = k fiir k = 1,..., 4. Iterierte
Anwendung liefert 7;,;, - 7, _ C Ty T = 1d bzw. T = T Tigg,
cee Tigge — T

iJk—1
O

2.4. Definition

T € &, heifit r-Zyklus, falls es eine Teilmenge {iy,...,i.} von r Ele-
menten von {1,...,n} mit

7T(i,,) =i, (1<v< T)> W(ir) =iy, T(j) =7 Vj §é {ilv-'-7ir}
gibt.

Schreibweise:

. . 1 ... n
ﬂ:(zl,...,zr)statt<7r(1) 7r(n)>
Vereinbarung: id = (1).

Bemerkungen:

(i) Transpositionen sind 2-Zyklen (i, j);
(i) (iy...4p) = (i1, 7(i1), ..., 7 (i), 77(i,) =i, (1 <v <7);

Rechenregeln fiir Zyklen:
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2.5. Hilfssatz

(1) (G1ye-vytr) = (Guy ey, G1yeyipr) (1 <v <7).
(i) (i1,.orin) = (ityennsin) (inseeriy) (2 < v < 7 —1), mit
Anwendung
(ir, . in) = (i1,19) (i, i) - .+ (ipr,ir) -
(iii) (i1,-- 0y 00) "t = (ipy Gpo1, - -0, 01),
(iv) 7 (iy,. .. i)t = (7 (ir),...,7 (i) V7 € &,.
(v) r € IN ist minimal mit (i1, ...,4,)" = id.

Beweis:
Bis auf (iv) sind die Aussagen unmittelbar klar. Es geniigt, (iv) fiir
Transpositionen zu zeigen, da geméaf (ii)

r—1
(i, de) = TG, i) 7
j=1

ist. Ist nun v € {1,...,n} mit 7' (v) & {i;, ij41}, dann bleibt v
invariant. Schliefllich ist

T (V) =i S v =7 (i541) sowie 17 (n) =4 & p=7(i;),

also gilt insgesamt:

7 (i, i) 7t = (7 (iy), 7 (i)

2.6. Hilfssatz

G, = <(@,n)|l1<i<n> (firn>2).
= <(L|ll<i<n>

Bekanntlich ist jede Permutation Produkt von (hochstens n) Transpo-
sitionen der Form (i, j) (1 <i < j <n). Ferner gilt:

(4, 5) = (1,4) (1, j) (L, 7)
nach (2.5)(iv) fir ¢ > 1. Analog gilt

(i, j) = (4, n) (i, n) (5, n)
fir 1 <i<j<n.
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2.7. Definition
Zwei Zyklen (iy,...,4.),(j1,--.,Js) heiBen elementfremd, falls

{ily'-'uiT}m{jlv"'LjS}:(Z)

ist.

2.8. Hilfssatz
Elementfremde Zyklen kommutieren.

Beweis:
Es seien I = {iy,...,40.}, J ={j1,...,jsp K = (IN\D\J, INJ = 0.
Dann gilt

v firve K

Jia1 fﬁrV:jl (1§l<5>
(11, i) (J1y -0y Js) (V) = j1 firv =g

iy firv=14 1<1<r)

1 fur v = 1,

= (J1,.-y7s) (i1, ..y ir) (v).
O
Bemerkung:

Es sei m € S,. Durch i ~ j & 3k € Z : 7*(i) = j wird auf IN,, eine
Aquivalenzrelation erklart.

Beweis:

Die Reflexivitit ist klar mittels k = 0. Fiir 7%(i) = j ist i = 7 %(§),
also gilt auch die Symmetrie. Ist schlieflich 7% (i;) = iy und 7'(iy) = i3,
so wird 78! (i;) = i3, es folgt die Transitivitit. Man beachte, dass
die Aquivalenzklasse K; von i aus den Elementen 7,7 (i), ..., 7% 1(4)
besteht, falls k; € Z=° minimal mit 7% (i) = i gewdhlt wird. Es
besteht folglich eine Bijektion zwischen den Aquivalenzklassen K; und
den Zyklen (i, 7(i),..., 7% 1(3)).

U

2.9. Satz

Jede Permutation © € S, last sich eindeutig als Produkt element-
fremder Zyklen darstellen.

Beweis: Fir m = id handelt es sich um das leere Produkt. Sei also
7w # id. Dann existiert iy € IN,, minimal mit 7(i;) = j; > 4;. Bilde
M, = {Wk(il) | k € ZZO} 3 4;. GeméB der vorangehenden Bemerkung
existiert ein minimaler Exponent /; € IN mit 7% (i;) = i;. Also bildet
(i1, 7(i1), ..., ™" 1(i1)) einen Zyklus.
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Nunmehr wéhlt man i, € IN,, \ (IN;, _1 U M7) minimal mit 7 (iy) = jo >
15 und bildet My := {Wk(ig) | ke ZZO} > 19. Wir erhalten so etwa r
mehrelementige Zyklen (i, 7(i.), ..., 7 1(i,)) (1<K <7).

Zusammen mit den einelementigen Zyklen bilden sie die behauptete
Produktdarstellung. Zur Eindeutigkeit beachte man, dass die gefun-

denen Zyklen als Aquivalenzklassen (vgl. vorangehende Bemerkung)
disjunkt sind.

O
Beispiel:
Fur
(1 234 5 6 7 89 10 11 12 13 14 15
T™\24681 12 14 13 5 7 9 11 13 15
ist
m=(1,2,4,8)(3,6,12,9) (5, 10) (7, 14, 13, 11).

Permutationen lassen sich also als Produkte von Transpositionen (nicht
eindeutig) oder als Produkte elementfremder Zyklen (eindeutig) darstellen.
Hierfiir besteht folgender Zusammenhang;:

2.10. Hilfssatz

Ist 7 € S, einerseits Produkt von r Transpositionen, andererseits
Produkt von ¢ elementfremden Zyklen (einelementige mitgezahlt), so
besteht der Zusammenhang r = n — ¢ mod 2.

Beweis: Mittels Induktion nach r. Fiir r = 0 gilt © = id, welches Pro-
dukt von n einelementigen Zyklen ist. Sei nun r > 0 und die Behaup-

tung fiir 1,...,r — 1 bereits bewiesen. Zur Produktdarstellung durch
Transpositionen 7 = 77 -... 7, bilden wir 7 = 7 -...-7._1. 7 habe die
Zyklendarstellung ™= (ijl, R ,ij2_1)(ij2, e ,ij3_1) R (/L.jm717 e 7ijm—l)~

Nach Induktionsvoraussetzung gilt hierfiir r — 1 = n — m mod 2. Da
die Zyklen elementfremd sind, lassen sie sich beliebig umordnen, auch
innerhalb eines festen Zyklus kann man jedes Element als Anfangse-
lement einsetzen (vgl. 2.5). Wir konnen also 7, = (i;,,%,) erreichen,

wobei entweder i, = i;, oder i, € {Wk(ijl) | ke ZZO} gilt.

1. Fall. u = 7.
Die Zyklen beginnend mit 7j,,...,4;, , bleiben ungedndert. Dagegen
"verschmelzen” die beiden ersten Zyklen zu einem einzigen:

(Zju Uiy Ujot1s - -+ Ujg—15 Loy Ljr 415 - - - 7Zj2—1) :

Es geht folglich » — 1 auf r sowie m auf m — 1, so dass die behauptete
Kongruenz erfiillt ist.
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2. Fall. p=g314+v <jo—1.
Die Zyklen beginnend mit 4j,,...,4;, , bleiben ungedndert. Der erste
Zyklus dagegen spaltet in zwei neue elementfremde auf:

(Zj17Zj1+l/+1> ce ,’ljzfl) (Zj1+1> Zj1+27 ce ,’le,,/) .

Es gehen r — 1 auf r sowie m auf m — 1, die behauptete Kongruenz ist
richtig.

O

Der Hilfssatz besagt, dass die Anzahl der Transpositionen bei der Darstel-
lung einer Permutation zwar nicht eindeutig ist, sie ist jedoch stets
gerade oder ungerade.

Bemerkung:
sig: S, = (-l):m=m-...- 7 — (—1)
Fiir n > 2 ist sig surjektiv.

" ist ein Homomorphismus.

2.11. Definition

Eine Teilmenge U einer Gruppe G heifit Untergruppe, falls U mit der
Verkniipfung von G fiir sich bereits eine Gruppe bildet.
(Speziell folgt e € U!)

2.12. Kriterium

Es sei G eine Gruppe und () # U C G. Dann sind dquivalent:

I U Untergruppe
II (i) Va,beU : abeU
(Schreibweise: UU C U)
(ii) Vae U Fbe U : ba=ce.
Il VYa,be U : ab™! € U.
(Schreibweise: UU~! C U)

Beweis:
I = II: per Definition (1.6);

IT = III:

Vb e U Jb~! € U wegen (ii) und der Eindeutigkeit des Inversen in G,
dann folgt die Behauptung mittels (i);

I = I:

Fira=0€U (#£0) istaa ' =e €U. Fire, b e Uisteb! =
b=! €U. Fiira,be Uist a,b~t € U und damit a (b™')"' =ab € U.
Das Assoziativgesetz gilt in U wegen U C G.

O
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Bemerkung:
Der Durchschnitt von Untergruppen einer Gruppe G ist wieder eine

Untergruppe von G. Zu () € M C G existiert folglich eine kleinste
Untergruppe U von G mit M C G, namlich der Durchschnitt von
allen Untergruppen von G, die M enthalten. Diese heifit das Erzeugnis
< M >von M in G. Speziell heifit G endlich erzeugt, falls eine endliche
Teilmenge M von G mit G =< M > existiert.
Offenbar gilt:
(i) M C< M >, < M > ist Teilmenge jeder Untergruppe, die M
enthalt.
(ii) Definiere < () >=<e >.
(ili) < M >= M < M Untergruppe.

Beispiel:
G=(Z,+)=<1>;
(Q[t], +) ist dagegen nicht endlich erzeugt.

2.13. Lemma

Es sei G eine Gruppe und ) # M C G. Dann besteht < M > aus allen
endlichen Produkten von Elementen aus MUM ' (M~ ':={a"'|a €

Beweis:
Als Untergruppe enthilt < M > alle Elemente aus M UM ~! und damit
auch alle endlichen Produkten von solchen Elementen, da < M >
bzgl. der Produktbildung abgeschlossen ist. Es bleibt zu zeigen, dafl
die Menge aller solchen Produkte bereits eine Untergruppe bildet.
Die Assoziativitat iibertragt sich von G.
Die Abgeschlossenheit ist klar, e = aa~! fira € M, und zu a4, ...,a, €
MuUM~!ist

(ar-...-ap) t=a,t ... -a’
mit a;’,...,a;t € MUM™L

O

Problem:
Bestimme kleinstes Erzeugendensystem fiir eine Gruppe. Ein solches
existiert i.a. nicht, falls es existiert, ist es nicht eindeutig.

Beispiel:
(Z)3%,+) = <1+43%Z>
= <24 3% >,

(Z,+) = <1>
= <—-1>.
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Im folgenden sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe von GG. Dann
wird mittels

a~b & abtelU

auf G eine Aquvalenzrelation erklirt. Es gilt ndamlich:
(i) a ~ a wegen aa™' = e € U gilt fir alle a € G.
(i)

ab™telU

(b teU

ba~teU

b~a Ya, b e G.

a~b

r i i

(ii)
a~vbANb~e & ableUANbe! €U
= (ab ') (bc ') =act €U
S an~c Ya, b, c € G.
Zu a € G ist die zugehorige Aquivalenzklasse Ua := {ualu € U}, denn
es gilt
ua € Ua = a(ua)' =a(a'u)=u €U.

Ua heifit Rechtsnebenklasse von a bzgl. U.
(Entsprechend:

a~ b e JuelU : atb=woderb=au

fithrt zu Linksnebenklassen aU..)

Die Méchtigkeit (Anzahl der Elemente) einer Nebenklasse ist gleich der
Méchtigkeit (Elementzahl, Ordnung) von U. Bezeichnung: |U| = (U :

1).

Denn fiir a € G ist
Yot U—=Ua : ur— ua

(analog: ¢, : U —aU : ur au)
bijektiv. Die Surjektivitat ist klar, die Injektivitat folgt aus den Kiirzungsregeln
fir G:

ua = ua = u,

Il
N

U
au=au = U

(Folgerung: Ua =U < a€U.)

Bemerkung:
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Die Mengen der Linksnebenklassen und die der Rechtsnebenklassen
von U in G sind gleichmachtig. Dazu sei V' C G ein Vertretersystem
fiir die Linksnebenklassen von U in G:

G = UaU.

aeV

Wir werden zeigen, dass dann auch

G = U Ua™*
acV
gilt. Zunachst ist die Vereinigung der Mengen auf der rechten Seite
disjunkt wegen

aU=bU & b l'aU=U
s blacU
s U=Ubla
s Ua'=Ub"'.

Zudem ist die rechte Seite naturgeméafl in der linken Seite enthalten.
Ist ferner ¢ € G beliebig, so liegt ¢! in einer Linksnebenklasse all
fir ein passendes a € V. Es folgt g~! = au fiir ein u € U, also
g=utat € Uat

Die Machtigkeit (Elementzahl) der Menge der verschiedenen Recht-
snebenklassen (Linksnebenklassen) von U in G heifit Index von U in
G.

Bezeichnung: (G : U).

Da die Gruppe G disjunkte Vereinigung der Aquivalenzklassen Ua ist,
haben wir den folgenden Satz bewiesen:

2.14. Satz (Lagrange)

(G:1) = (G:U)U:1)

[
e

I
|G

2.15. Satz
Es sei G eine Gruppe mit Untergruppen U C V. Dann gilt:
(G:U)=(G:V)(V:U).

Beweis:
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Fiir |G| < oo ist dies direkte Folge aus (1.9):

_ (G (G:V)(V 1)
(@:0) = U:1) (U :1)

(GEV)(Veu)ua1) _ .
— T =(G:V)(V:U).

Sonst seien

G=UaV, V=JbsU

ael pedJ
(disjunkte Zerlegungen in Linksnebenklassen). Es folgt dann, dafl
G = U Ay bﬁ U
acl
peJ

Zerlegung von G in Linksnebenklassen nach U ist. Es bleibt zu zeigen,
daf} diese Zerlegung disjunkt ist.

Fr
adZﬂBU = ao bg U
{asbzulue U} {anbgu|ue U}
ist
ag BU:aabﬂU = A = Qg
~— ~
v CV
und weiter
Also gilt:
(G V)=, (G:U)=|I|J], (V:U)=]J]
O

Die in gewisser Hinsicht einfachsten Gruppen sind die, die von einem
einzigen Element erzeugt werden:

G={d"|keZ}
2.16. Definition
Eine Gruppe G heiflt zyklisch, falls sie von einem Element erzeugt wird.

2.17. Satz

Es sei G =< a > eine zyklische Gruppe. Fiir |G| = (G : 1) = oo ist
dann G = 7Z, fir |G| = (G: 1) =m < 0 ist G = (Z/mZ,+).
(Triviale Bemerkung: G zyklisch = G abelsch)

Beweis:
Im Fall |G| =1 besteht G nur aus dem Einselement e. Die Abbildung

G— (L)%, +) e~
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ist offensichtlich ein Gruppenisomorphismus (vgl. Lineare Algebra I).
Im folgenden setzen wir |G| > 1 voraus. Wir betrachten den surjektiven
Homomorphismus

¢ (Z,+) — G : ks a".

Ist ¢ nicht injektiv, so existieren m, n € Z, 0.B.d.A. m > n, mit
a™ = a" bzw. a™ " = e. Also existiert eine kleinste Zahl f € IN (1) mit
a’ = e. Wir zeigen: G = {e, a, ..., a’~'}. Ist m € Z beliebig, so liefert
Division mit Rest m = Q(m, f)f + R(m, f) mit 0 < R(m, f) < f.
Es folgt

@ = QU DIFRID) (o F)Qn D) RGm, )
D e fa, a, ..., 1Y
Die Elemente e, a, ..., a/~! sind aber wegen der Minimalitit von f

paarweise verschieden!

Ist ¢ dagegen injektiv, so sind alle Potenzen a™ (m € Z) verschieden,
es ist also |G| = 0.

Die behaupteten Isomorphien folgen nun aus dem Isomorphiesatz fiir
abelsche Gruppen (vgl. Lineare Algebra I), wenn man kerp = f7 fiir
© nicht injektiv bzw. kerp = {0} fiir ¢ injektiv beachtet.

U

Bemerkungen:

(i) Jede Untergruppe U einer zyklischen Gruppe G ist zyklisch.
Dazu betrachte man fiir
G =< a > und U #< e > die kleinste Potenz a* (k € IN), die
in U enthalten ist.
Fiir U =< e > setze k = 0. Offenbar ist U =< a* >.

(i) (Z,+) = (2%, +).

We list some consequences of Lagrange’s Theorem for exponents and
orders of elements which will be used later.

2.18. Definition

Let G be an arbitrary group and g an element of G. A natural number
m is called exponent of g if ¢ equals the unit element e of G.
Examples If GG is the Klein Four Group then 2 is an exponent of every
g € G. If G is finite then |G| is an exponent for every g € G. For G =
(Z,+) the non-zero elements of G have no exponents whereas 0 € GG
has every natural number as exponent. For G = Q™ := (@ \ {0}, x)
the element -1 has exponent 2 and the elements g with absolute value
greater than 1 (similarly less than 1) have no exponents.

If an element g € G has an exponent m then it is quite natural to ask
for the minimal exponent of g. As we saw in the previous examples the
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elements ¢ of the Klein Four Group have minimal exponents either 1
(g = e) or 2, whereas the elements g of the cyclic group of order 4 can
have minimal exponents 1,2,4. We note that the set of exponents of an
element ¢ is a subset of IN and therefore contains a (unique) minimal
element if it is not empty.

2.19. Definition

Let GG be an arbitrary group and g an element of GG. If g has exponents
m € IN then there exists a smallest exponent, the so-called order
ord(g) of g. In that case we say that g is of finite order (otherwise
infinite).

Remarks As a consequence of Lagrange’s Theorem the order of an
element g of a group G divides the group order |G| in case G is finite.
We observe that ord(e) = 1.

It will turn out useful to establish a few properties of the order function
for group elements, especially when discussing finite abelian groups.

2.20. Lemma

Let g be an element of a group G of finite order m = ord(g). Then we
have

ord(¢g*) = ord(g)/ged(k,m)
for every k € ZL.
Proof We set ¢ := ged(k, m) and need to show that d :== m/c is the
smallest exponent for m*. Clearly, d is an exponent for m* because of
(g")? = ghl = gmh/e = (g™)k/e = eF/¢ = e. On the other hand, let f
be any exponent for g¥. Because of e = (¢*)’ = ¢g*/ the element kf
must be a multiple of m, say kf = Im for an appropriate [ € Z. This
induces % [ =17 and %, “ being coprime we obtain indeed that
divides f.
OJ
We note that we did not impose any conditions on the group G in the
previous lemma. If we want to establish a relation between the orders
of two group elements and the order of their product then we need
to assume that these elements commute. The latter will become clear
from the proof and the remarks thereafter.

2.21. Lemma

Let g,h be commuting elements of a group G with coprime orders
m = ord(g) and n = ord(h). Then the element gh = hg has order mn.
Proof Because of (gh)™" = ¢g™"h™" = (g™)"(h™)™ = e the product
mn is an exponent of gh. On the other hand, if f is any exponent
of gh we put ¢ = ged(f,m), d := ged(f,n) and get e = ((gh)?)™/¢ =
grnIlaptmie — pImie respectively, e = ((gh)/)"e = g/m/epriflo =
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g’™/¢. From the first equation we conclude that n divides f(m/c) and
since n and m were coprime this yields n | f. The second equation
yields m | f analogously and again, n and m being coprime we obtain
that mn divides f. Hence, mn is indeed a minimal exponent for gh.
O

If the elements g, h do not commute then the order of their product
cannot be obtained so easily. We observe that in the symmetric group
Ss the product of two elements of order 2 has order 3 again (see first
page of this chapter). It can even happen that the product of two
elements of finite order has an infinite order. To see this we consider IR
as affine line and let G be the group of bijective affine mappings from
IR onto itself. It contains the 2 reflections ¢g(z) = 2 —x and h(x) = —x
of order 2 each. Then gh # hg, hg(z) = z + 2 and gh(z) = z — 2 are
both translations, hence their order is infinite.

Even the case in which g, h commute but their orders are not coprime
is not immediately deducible from the preceding lemmata. We note
that the likely assumption ord(gh) = lem(ord(g), ord(h)) is terribly
false as the example h = g~ demonstrates.

2.22. Lemma

Let g, h be commuting elements of a group G with orders m = ord(g)
and n = ord(h). The order of the element gh = hg divides d :=
lem(m,n). There exist exponents u,v such that the element g“h" has
order d.

Proof As in the proof of the previous lemma one immediately sees
that d is an exponent of gh. To show the last statement we consider
the prime number decompositions of m, n, respectively. We recall that
every natural number can be written as a formal infinite product over
all prime numbers in which only finitely many exponents are non-zero.
So we assume that

m=[[p™.n=]]p"

pEP peP

and set

u = Hpmp,v:: Hp””.

peP pEP
mp<np np<mp

Then the orders
ord(g") = H pe

peEP
mp>np

and
ord(r”) == [ p™

pPEP
mp<np
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are mutually prime and the previous lemma yields

ord(g"n") == ] »™ ][] p™ = lem(m,n) .

pEP pEP
mp>np mp<np

OJ

Example Let g, h be commuting elements of a group G with m :=
ord(g) = 540, n := ord(h) = 1008, respectively. We easily calculate
m = 22335, n = 24327, u = 22, v = 3%, hence we get

ord(g*) = 135, ord(h?) = 112, ord(g*h?) = 15120 .

Folgerungen:
Es sei G =< a > eine zyklische Gruppe der Ordnung &.

(i) Es ist G =< a™ > dann und nur dann, wenn ggT (k, m) =1
1st.

(ii) G besitzt genau ¢ (k) erzeugenden Elemente. Hierbei bezeich-
net ¢ die Eulersche Funktion, die fiir £ € IN die Anzahl der
zu k teilerfremden Zahlen innerhalb {1,2,... k} angibt. Man
beachte:

ko|[1]2]3]4]5]6
ek)[[1]1]2]2]4]2"
sowie ¢ (p) = p — 1 fiir Primzahlen p.

2.23. Satz (Kennzeichnungssatz fiir zyklische Gruppen)
Es sei G eine endliche Gruppe der Ordnung n. Dann gilt:
G zyklisch < Vd|n3U <G :|U|=d.

Beweis:

Es sei G = (g) mit ord(g) = n. Fiir d | n setze h = g™/ (mit ord(h) =
d) und U = (h). Um nach der Existenz auch die Eindeutigkeit zu
zeigen, nehmen wir an, dass V' eine weitere Untergruppe von G von
der Ordnung d ist. Fiir beliebiges © € V ist dann e := ord(x) ein
Teiler von d. Folglich ist 2 von der Form (h%¢)* mit ged(k,e) = 1, also
x € U. Damit gilt V C U und wegen

d=(G:V)=(G:U)(U:V)=dU:V)
demnach (U : V) =1, alsoU =V.

7 <« 7 Der Beweis erfolgt mittels Induktion nach n. Fir n = 1,2,3
wurde die Aussage bereits verifiziert. Wir schliefen von 1,...,n — 1
auf n (fiir n > 4). Dabei unterscheiden wir 2 Fille.

() Esist (G:1)=wu-v mit u,v € Z=* und ged(u,v) = 1.
Hierzu existieren (eindeutige!) Untergruppen U,V von G mit |U| = u
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und |V| = wv. Diese sind wegen der Eindeutigkeit unter allen in-
neren Automorphismen invariant, also Normalteiler. Wir wollen zeigen,
dass U (bzw. V) zu jedem Teiler d von u (bzw. d von v) genau
eine Untergruppe W der Ordnung d besitzt. Nach Voraussetzung ex-
istiert genau eine solche Untergruppe W von G. Wir haben W < U
(bzw. W < V) zu zeigen. Wir fithren den Nachweis lediglich fiir
U. Da U< (G ist, ist WU Untergruppe von G, die U als Normal-
teiler enthélt. Nach dem 1. Isomorphiesatz folgt WU/U = W/UNW.
Dabei ist (W : U N W) ein Teiler e von d, der folglich u teilt. Wegen
v=(G:U)=(G:WU)WU :U) = (G: WU)e und ged(u,v) =1
muss notwendig e = 1 und damit WU = U, also W C U gelten.
Demnach sind die Voraussetzungen fiir G auch fiir U,V erfiillt. Nach
Induktionsvoraussetzung sind U = (z), V' = (y) zyklisch. Wir bilden
den ”Kommutator” 1y lzy. Wegen V<G liegt er in V, wegen U< G
auch in U. Da die Ordnungen v von U und v von V teilerfremd sind,
gilt UNV = {e}, also auch 7'y "ty = e bzw. xy = yr. Daher kom-
mutieren z,y, es folgt ord(zy) = ord(z)ord(y) = uv = n. Hiernach ist
G = (zy) zyklisch.

(8) Esist (G :1) = p/ mit p e Pund f € IN. In G wihlen wir g mit
ord(g) = p* und k maximal. Ist nun h € G beliebig mit ord(h) = p'
(0 <1< k), so erzeugt h eine zyklische Gruppe der Ordnung p'. Diese
stimmt nach Voraussetzung mit (¢?* ') {iberein. Also ist i € (g) und
somit G = (g).

0

Bemerkung:
Ist G = (g) eine zyklische Gruppe der Ordnung d, so existieren in G

gerade ¢(d) Erzeuger, namlich ¢* mit 1 <7 < d und ged(4,d) = 1. Der
vorangehende Satz liefert somit fiir n € IN die Formel:

nsz(d).

dln

Bemerkung:
Es sei G =< a > unendlich. Dann gilt

<d">=<d > (k,1€Z)

genau dann, wenn k = =£[ ist. Speziell besitzt G genau die beiden

Erzeuger a, a™'.

Es existieren p, v € 7 mit

d.h.
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Beispiel:
Eine wichtige Gruppe mit 2 Erzeugern ist die Diedergruppe:

G=<abla*=e, "=¢,aba=b"> (ncNN, 1G = 2n).
Es sei IR? die reelle Ebene, n € IN.
d: R — R

bezeichne die Drehung um den Ursprung um den Winkel 2;”, s die
Spiegelung an der y-Achse. Setze D, :=<d, s >.
Matrixschreibweise:

cos & —gin 2T -1 0
d=1{ . o w ) 5= o 1]
S b COS n

Relationen zwischen den Erzeugern:
d"=e=1id, s> =e, dsd = s bzw. sds = d~*.

Also 148t sich jedes Element von D,, (beachte (1.8)) in der Form s'd’
mit 0 <7 <1, 0 < j < n darstellen,

D, ={e,d,d ....d"" s sd,... sd"'}.

Diese Elemente sind alle verschieden (d* = sd' impliziert d*~! = s, was
unmoglich ist), also gilt (D,, : 1) = 2n.
Es sei x € G fest gewdhlt. Man betrachte die Abbildung

0 1 G— G : ar zax".
Diese ist ein Homomorphismus:

(rax™) (xbx™') = zabs ™.

Injektivitat von ¢, :

var ' =zbr! = a=0b.

Surjektivitat von o,: (Einziges) Urbild von b € G ist z~'bx.

Also ist ¢, ein Automorphismus von GG, sogenannter innerer Automorphismus,
mit Umkehrabbildung

(SO:E)_I = Paz-1.

Die Automorphismen von G bilden (bzgl. Hintereinanderausfiihrung)
eine Gruppe Aut (G). Die inneren Automorphismen bilden hiervon
eine Untergruppe [ (G) geméas:

¥z, py innere Automorphismen, dann auch

Pz (Spy)il = Pry—1-
I (G) ist trivial, falls G abelsch ist.
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Fiir Untergruppen U von G gilt i.a. nicht zUx~! = U fiir alle z € G
(Gegenbeispiel: 2-elementige Untergruppen von &3). Untergruppen,
die unter allen inneren Automorphismen invariant sind, spielen eine
ausgezeichnete Rolle.

2.24. Definition

Eine Untergruppe U von G heifit Normalteiler von G falls xUx™! = U
fiir alle x € G ist.

Bemerkungen:

(i) Es geniigt in (1.15), zUz~! C U zu fordern.
(i) 2Ux'=U & 2U=Uz.

(iii) Es sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist
ker p:={x € G| (x) =ey}

Normalteiler in G. Ist namlich a € G beliebig, so gilt

p(a(ker p)a™t) =

also aker pa=! C ker ¢.
(iv) Ist U Untergruppe von G mit (G : U) = 2, so ist U Normal-
teiler. Es ist

G=UUzU=UUUxfirz e G\U,

also gilt xU = Ux fur alle z € G.
(v) < e>, G sind stets Normalteiler von G. G heifit einfach, falls
es die einzigen sind.
(vi) Es seien U C V' C W Untergruppen von G; ist dann U Nor-
malteiler in V| so ist U i.a. nicht Normalteiler in W.
(vii) In abelschen Gruppen ist jede Untergruppe Normalteiler.

Schreibweise: U < G fiir “Untergruppe”, U <1 G fiir “Normalteiler”.

Gruppentypen (bis auf Isomorphie)
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1G | G

1 | {e}

2 |<z> mita?=ce

3 |<ax> mita®=e

4 | < x> mita? = esowie D,.

In D5 haben alle Elemente die Ordnung 2 .

D, ist die sog. Kleinsche Vierergruppe {e, a, b, c}mit
a?=b=c2=e, ab=c, ac=b, bc = a,

Dy = 7)27 & 727

5 |<ax> mitad®=e

6 | < x> mit 2% = e sowie

Dy ={a"b"|ve{0,1},ne{0, 1,2}, a®> =b>=c¢, aba ="'},
Ds ist die kleinste nicht kommutative Gruppe

Beispiel: Gruppe mit 6 Elementen ist auch

G3:
(1
= {1

(1
=1 9

mit a? = e = b3.

3
)
3 , (123
1) ba—<132>’

— DN DN DO
wW W
~_—
S
I
VR
N —

N W N
— o
~__—
S
™o
|
/N
L =
— DN

Anzahl der Elemente vorgegebener Ordnung

ord 1 2 3
Elementeanzahl |1 3 2
Anzahl der

Untergruppen |1 3 1 (ist Normalteiler).

Offenbar ist &3 zu D3 isomorph.

Beispiel:

G Gruppe, Aut (G) ist Gruppe mit Untergruppe I(G).
Wir zeigen: Vi € Aut (G) : oI (G)p™ ! CI(G) bzw.
Voo, € I(G) : ppap™t € 1(G).

Sei y € G beliebig:

pere () = el (Y)
= pze 'y
o (@) (e (y) ez
() o (

= @) (y), also ist pp,¢ " innerer Automorphismus.

)"
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2.25. Hilfssatz

(i) Der Durchschnitt von Normalteilern von G ist Normalteiler
von G,
(11) Ny QG, Ny <G = NNy, < G,
Ny, Ny Normalteiler von G = NNy, <G,

(iii) ¢ : G — H Homomorphismus,

V<H = oYV)<aG,

VaH = ¢ YV)<G,
(iv) ¢ : G — H Epimorphismus,

U<G = ¢(U)<H,

UG = ¢U)<H.

Beweis:

(1) {N:}ier sei eine Familie von Normalteilern von G = N :=
ﬂ N; ist Untergruppe, ferner ist fiir x € G und y € N

i€l
vyrreN; (iel) = ayr'eN,
also tNxz~ ! C N.
(ii) Normalteilereigenschaft:

N1 Noz ™t = Ny ' a Ny ™ = N{ N, Vo € G,
NNy # () wegen e - e € N1 Ny, ferner ist

(N1 N) (NlNg)_l = (N{Ny) N2_1N1_1 - N1N2_1N1

= NIN;'Ny, € N\ N, (beachte: N;' = Ny, Ny' = Ny und Ny < G)
= NN, Untergruppe.
(iii) ¢~ (V) ist Untergruppe:
Trivialerweise ist eq € ¢~ (V). Seien a, b € ¢~ (V) =
p(a), p(b) eV = w(a)(p®) eV
|
p(a)p (") =p(ab™).
Seiz e G:
et (V)a ) =p@) V()" =V,

also ist

v (V)a™ S ' (V).

(iv) ¢ (U) ist Untergruppe:
¢ (eq) =en. (eg =egec = plea) = ¢ (eq) ¢ (eq))-
Seien ¢ (a), ¢ (b) € p(U) =

p(a)p )t =p@ed™")=pa™) ep().
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Zuy € H existiert x € G mit ¢ (z) = y. Damit wird

) U)e ()™ =p@@Uz") = ().
0

2.26. Satz
Es sei GG eine Gruppe mit Normalteiler N. Dann lafit sich
G/N :={gN|g e G}
mittels der Verkniipfung
(gN) (hN) = ghN
zu einer Gruppe machen, der sogenannten Faktorgruppe. Ihre Ordnung
ist (G/N:1)=(G: N).
Bezeichnung: G = G/N mit Elementen g = gN.

Beweis:
N Normalteiler =
(GN)(UN) = g(NB)N
= g(hN)N
— gh(NN)
= ghN,
also ist die Verkniipfung wohldefiniert; das Assoziativgesetz iibertragt

sich von G; Einselement ist N = eN; Inverses zu gN ist ¢ !N. Die
Elemente von G/N sind gerade die Linksnebenklassen von N in G.

O
Bemerkung:
(i) Unter den Voraussetzungen von (1.17) ist
D G—>G/N : gr— gN

ein Gruppenepimorphismus mit ker (p) = N, der sogenan-
nte kanonische Epimorphismus.

Beweis:
p ist Homomorphismus gemafl Definition der Verkniipfung,
p surjektiv ist klar,

schlieBlich ist ker (p) ={g € G| gN =N } = N.

geN
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(i) @ # U C G ist dann und nur dann Normalteiler von G, falls
U Kern eines Gruppenhomomorphismus G — H ist.

(
UG = U=ker(p) firp : G— G/N;

U = ker (p) fiir Homomorphismus ¢ : G — H ist stets
Normalteiler in G.)

(iii) Gruppenhomomorphismen von einfachen Gruppen sind trivial
oder injektiv. (ker (¢) < G; ker (¢) = G (= ¢ trivial) oder
ker (¢) = e (= ¢ injektiv).)

(iv) Es besteht die exakte Sequenz:

e—>N—-G—G/N—1.

Beispiel:
In der Topologie und Homologie spielen exakte Sequenzen eine wichtige
Rolle. Eine Folge (Sequenz) von Gruppenhomomorphismen

G 25 Gy 25 G 2. G,

heifit exakt, falls Im p; = ker ;47 (1 < i < n —2) ist. Ist Speziell
N < @G, so ist

{e} — N -G 2 G/N — {e}

exakt, falls

t: N—=G : x—2x

(t = idg | ) die Insertion (Einbettung) von N in G ist. Eine Folge
von Gruppenhomomorphismen

BéGlﬂGQ&Ggﬂe
ist genau dann exakt, falls ¢ injektiv, ¢1(G) = ker (¢3) und ¢y sur-
jektiv ist.

2.27. Homomorphiesatz (fiir Gruppen)
Es sei ¢ : G — H ein (Gruppen)homomorphismus. Dann gilt:
G/ ker (¢) = ¢ (G).
(Analoge Aussagen gelten fiir Ringe, Moduln, Vektorraume).

Beweis:
Definiere

Y G/ker (p) — ¢ (G) : gker(p) — ¢ (g).

Die Surjektivitat von ¢ ist unmittelbar klar.
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Zur Injektivitat und Wohldefiniertheit von :

gker (¢) = hker (¢) < h™'g € ker(y)
& phTlg)=e
& wh) = ¢(9)
& Y(hker(p)) = P(gker (p)) .

(Von links nach rechts bzw. oben nach unten erhilt man die Wohldefiniertheit,
in umgekehrter Richtung die Injektivitét.)
1 ist Homomorphismus:

Y(gker (p) hker (p)) = 1 (ghker(p))
= ¢(gh)
= ¢(9)p(h)
= 1 (gker (p)) ¢ (hker (p)).
O
2.28. Satz

Esseien ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus und /N ein Normal-
teiler von G mit N C ker ¢. Dann existiert ein eindeutig bestimmter
Homomorphismus ¢ : G/N — H mit

NGV

L

H

G

Hierfiir ist ¢ = ¥ p, ¥ (G/N) = ¢ (G), ker ¢ = ker ¢/N.

Beweis:
Definiere

Y : G/IN—H : gN— p(g).
1 ist wohldefinert, da N C ker ¢ ist;

1 ist Homomorphismus:

Y (gNhN) =

Die Eindeutigkeit von v ist klar wegen ¢ = 1) o p.
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¥ (G/N) = ¢ (G) gilt nach Konstruktion.

ker v = {gN|p(g9) =en}
= {gN|g € kerp}
= ker ¢/N.

2.29. Satz (1. Isomorphiesatz)
Es seien U < G, N < G. Dann ist
UN/N=U/UNN
(speziell ist also U N N Normalteiler in U).

Beweis:
N Normalteiler = UN Untergruppe von G, die U, N umfafit. N ist
Normalteiler in UN < G.
Betrachte
¢ : U—UN/N : u— uN
UN/N = {unN|ueU ne N}
= {uN|ueU}
@ ist surjektiver Homomorphismus mit
ker p = {zeU|aN=N}
= {zeUl|xe N}
= UNN.
Wende nunmehr(1.18) an!

2.30. Satz (2. Isomorphiesatz)
Es seien U, V' Normalteiler von G mit U C V. Dann ist V/U Normal-
teiler in G/U, und es gilt
(G/U) [ (V/U) =GV

Beweis:
Betrachte
v G/U— GV . gUw— gV.
Wegen U C V ist ¢ wohldefiniert. 1 ist offenbar Homomorphismus
und surjektiv.
SchlieBlich ist ker v = {gU|ge GAgV =V}

= {gU|geV}
= V/U.
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Wende nunmehr (1.18) an!

Beispiel:
Es seien m, n € IN mit n|m. Dann ist

(Z/mZL) | (nZL/mZL) = Z/nZL.

Konstruktion von Gruppen aus Gruppen bzw. Zerlegung von Grup-
pen in Untergruppen fiihrt zum Konzept des direkten Produkts von
Gruppen.

2.31. Definition
Es seien Gy, ..., G, Gruppen. Dann heift

G::Glx...xGn:XGi (oder HGZ)
=1

i=1
das auflere direkte Produkt von G, ...,G,. G wird mittels

(917"'7gn)o(§17"'7§n) = (91§17"'7gn§n)
<~ =~
6(;1 < G%

zu einer Gruppe.
Bei additiver Schreibweise:

die sogenannte auflere direkte Summe.

2.31.1. Bemerkungen und Eigenschaften von direkten Pro-
dukten von Gruppen.

(i) XG =ﬁlrcz-|.

n
(i) Zn = X Zg, fir die Gruppenzentren
G, =1
=1

Za:={9€ G| gr=uxg Vr G}

(i) G = X G; abelsch & G4,...,G, abelsch.
i=1

) ()”(1 Gi>><< X Gj> gXGi WEEEls (91, - s Gn)s (Gusts- - s gon))

j=n+1

(91, - Gm)-

(IV) m™E 6, = X Gz = X Gﬂ'(l) mittels (917 B 7971) = (gﬂ'(l)a s )gﬂ(n))
=1 =1
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(vi)

Homomorphismus
Isomorphismus
Epimorphismus
Monomorphismus

v + G; — H;

('OZZHSOZ': ><G1_>><[{Z : (917"'7gn)H(901(g1)7-~~790n<gn>>
=1 =1 =1

(vii)

j=1
(91, 9n) €i(Gi) (91, -, gn) ™" = (pewgi' ., 0:Gig
:(617--'7€i—17Gi:€i+17---76n) :5i(Gi)~ G
(viil) m; : X Gi — Gj : (91,--.,9,) — g; ist eine "Projektion”
i=1

(ix)

Homomorphismus
. . Isomorphismus
ist wieder FROTPAL
Epimorphismus
Monomorphismus
n
g Gy — XGi D gi— (€1, €i-1, i, €41, - - -, €) st eine
i=1

Einbettung ZMonomorphismus). Es gilt
gi(Gy) < X G wegen

(Gruppenepimorphismus auf eine Untergruppe) (1 < j < n).
Fir G; := X G;ist v; 0 X G — G (g1 gn) —
i=1 j=1

i
(91,--+,Gi-1,9i+1, - - - » Gn) €in Epimorphismus (Projektion) mit
Kern ¢; (G;). Also ist

GiXGi = XG]
=1

1%

éh

Eine Verallgemeinerung auf unendliche Produkte ist moglich,
wenn man die n-Tupel als Abbildung der Menge {1,2,...,n}
auf die Vereinigung der G; interpretiert. Man erhélt dann fiir
beliebige Indexmengen I und Gruppen G, mit o € [ fiir das
direkte Produkt der GG, die Definition:
[IGo ={f: 1= Ga| flo) € GuVar eI}

ael acl

Dieses direkte Produkt enthélt eine normale Untergruppe (Be-
weis als Ubung empfohlen), die aus allen solchen Funktionen
besteht, fiir die zusétzlich f(a) = e, fiir fast alle o € [
gefordert wird. Diese Untergruppe heifit direkte Summe der
G,. Ist die Indexmenge I endlich, stimmen inneres Produkt

 Gn€ndn)



32 2. GRUPPEN

und innere Summe offensichtlich tiberein. Der Fall unendlicher
Indexmengen wird allerdings erst spater bei Polynomringen ge-
braucht werden und dort wiederum nur fiir den Nachweis der
Existenz eines algebraischen Abschlusses zu einem gegebenen
Korper K.

Das Gegenstiick zum aufleren Produkt ist:

2.32. Definition

Es sei G eine Gruppe mit Normalteilern Ny, ..., N,. G heifit
direktes inneres Produkt von Ny,..., N,
(G =11, Ni), wenn
(i) G=Ny-...- N, und )
gilt.

n

(Additive Schreibweise: Ny+...+ N, = j_'Ll N;, direkte innere Summe.)

Zur Auseinanderhaltung beider Begriffe bemerken wir folgendes:
/27 = {0, 1} hat die Verkniipfungstabelle

G Go

—— —
Esist G = 7 /27 & 7./ 27Z eine additive Gruppe mit Verkniipfungstabelle
(Gruppentabelle):
tin o ¢ d n=(0,0)= 060
A . b=(1,0)=1®0
b|b n d c¢ fir die Elemente =2 e
cle d n b c=(0,)=0®1
dld ¢ b n d=(1,1) =191

~—

Also ist G vom Typ B4 (Kleinsche Vierergruppe). Die einzigen Unter-

gruppen von G sind
{n}, G, {n, b}, {n, ¢}, {n,d} mit N, =G, (i=1,2).
N Y =
Ny Ny N3
Offensichtlich ist G = N1 + N3 = N1 —|— N2 = N2 —I— Ng.

Dagegen ist N1 @ N3 zwar zu GG isomorph, ist jedoch eine Konstruktion,
die nicht mit G verwechselt werden sollte.

Es folgt eine Charakterisierung innerer Produkte:
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2.33. Satz
Es sei G eine Gruppe mit Untergruppen Ni,...,N,. Hierfiir sind
aquivalent:

(i) 9.9; = 9j9; Y9; € Ni, g; € N; (1 < i < j < n), und jedes
g € G laBt sich eindeutig in der Form g = ¢; - ... - g, mit
gi € N; schreiben.

(ii) V; <G (1 <i<mn),und G ist direktes inneres Produkt von
Ny, ..., N,, d.h.

Beweis:
(i) = (i):
Die Normalteilereigenschaft von INV;, N; liefert:
9959, € Nj, ;9,97 € Ni;
fiir i # j ist demnach
9:9;9; 97" € N;N; N N;N; = {e},
also
9i95 = 9;9i-
Jedes g € G besitzt eine Produktdarstellung g = g1 -...-g, mit g; € N;.

Zu zeigen bleibt die Eindeutigkeit. Dazu seien g¢;, h; € N; (1 <i < n)
mit

glgn:hlhn
bzw.
githy = gooogn-ho Rt o byt
= gghgl'...-gnhgl EUl

= hl_lgl =e bzw. g = h;.
Analog folgt g; = h; (2 < i <n).
(i) = (ii):
Es ist hg;h~! = higihfl € N, fir h € G, g; € N;, da man alle Faktoren
h; (j # i) an g; und hy(k # j) vorbeiziehen kann.
Es folgt hN;h~! C N;, demnach ist N; Normalteiler in G. G = Ny-.. .-
N, gilt nach Voraussetzung. Ist schliellich z € N; N N;, so folgt

r=gi=01---9i-19it1°---"Gn = € :9{1'91%--‘gi71'gi+1‘-~-'9n
mit g; € N; (1 < j < n); wegen der Eindeutigkeit der Darstellung
folgt g1 =... =g, =e=x.

0]
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Bemerkung:
Wie im obigen Beispiel gilt fiir das innere direkte Produkt

auch
n

G = X N

i=1
Der entsprechende Isomorphismus wird gegeben durch

e [[Ni—= XNt gieeoio g (g1, 9n).
=1 =1

¢ ist Homomorphismus wegen der Vorbeizieheigenschaft, ¢ surjektiv
ist klar, ¢ injektiv gilt wegen der eindeutigen Darstellung von e € G
alse-...-e.

2.34. Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen

Theorem Every finite abelian group G is a direct product of cyclic
subgroups:

¢ =T]¢: .
=1

Additionally, we can postulate that the orders n; :=| G; | have the
divisibility properties n;11 | n; (1 <7 < 1). (The vector (nq,...,n;) is
an invariant of the group G; the n; are said to be elementary divisors
of G.)

Proof. The proof is by induction on the order n of G. Forn =1,2,3
the group G itself is cyclic. Therefore we immediately proceed to the
induction step n — n + 1.

For G = {(ay, ..., a;) the order of each element g € G is a divisor of
lem(ord(ay), ...,ord(ag)) =: ny.

Because of our previous results the group G contains an element A;
with Ord(Al) =ni.

We set Gy := (A1) and G := G/G;. The order of G is smaller than the
order of G. .

Because of our induction assumption the group G is a direct product
of cyclic subgroups, say

l

G = H<b¢G1> (bi €G) |

i=2
and the orders n; =| (b;G) | satisfy

niﬂlni (2§Z<l)
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(From this it is clear that Ay, be, ..., b; generate G, but the product of the
corresponding cyclic subgroups is in general not direct. We therefore
need to change the b; adequately.)

Because of n; =| (b;G1) | the exponent n; is minimal with the property
bl € Gy, and therefore n; divides every exponent u satisfying b’ € Gj.
As a consequence we have n; | ord(b;). We recall that also ord(b;) | ny,
say n; = ord(b;)\; with a suitable integer \;.

Let us assume that

We want to show that n; divides m;.

We have
nq . ord(bi ) )\z

ged(ny,m;)  ged(ng,my)

ord(A7") =

Analogogously, we obtain

ord(b) = ord(b;) _ ord(b;)
ged(ord(b;), n;) n;
The last equations yield
n; | niNi = ged(ny,my) | m; .

We put A; = bl-Al_m"/ni and obtain b;G; = A;G; as well as ord(4;) =

n;.

We still need to show

G = [

i=1
Because of G = (Aj, by, ..., b)) we immediately get (A, Ay, ..., A)) = G.
We have already shown that the product is also direct if the presen-
tations of elements of x € G as power products of Ay,..., A; in the

form
!

i=1
are unique.
For this we assume that = € GG has presentations

I I
z = [TAY = JTAY (0<p,v <n;) .
i=1

i=1
This yields
!
AP = HA;’PM
i=2
and therefore also
G = (Hﬁ:z Az-”“’”) Gy = [Ty (A,Gy )i
= [Iy(bLiGr) .
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According to our induction assumption we get

Then we also must have u; — 1y = 0, hence p; = v; for 1 <i <.

By our construction, the divisibility conditions for the n; are satisfied,
too.

OJ

Example Let G = Z/47L x 7L /67L x 7L/ 157L of order 360. The least
common multiple of the orders of the 3 cyclic subgroups is 60. An
element A; of G of order 60 is easily found, for example, we can choose
Ay = (1 +472,2 + 67Z,3 + 157Z). Then the order of G/(A;) is 6, that
factor group is therefore cyclic, a generator is (47, 1+67, 1+157Z)(Ay).
We set by = (47,1 + 62,1 + 15Z) and obtain 0§ = Aj%. This results
in A2 = bQAl_Q and G = <A1> X <A2>
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