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Wiederholung aus der Vorlesung

Esm ∈ N undn = 2m. Wir schreibenFm
2 = {x

0
, x

1
, . . . , x

2m
−1

} wobeix
i

die binäre Darstellung

von i ∈ N ist, d.h. fürm = 3 ist z.B.x
1

= (0, 0, 1)t oderx
3

= (0, 1, 1)t. Die MengeAi ist definiert
durch

Ai := {x
j
∈ F

m
2 | ξij = 1} mit x

j
=

m∑

i=1

ξijui

wobeiu
i
∈ F

m
2 deri-te Einheitsvektor ist. Die Matrix

M =
(

x
0
, . . . , x

2m
−1

)

∈ F
m×n
2

sei diejenige Matrix, dereni-te Spalte geradex
i

ist für i ∈ {1, . . . , n}. Die Zeilen vonM seien mit

M =






ν1
...

νm




 ,

bezeichnet. MitχAi
: F

m
2 −→ F2 : xj 7−→ ξij sei die charakteristische Funktion aufAi bezeichnet.

Fürm = 3 is z.B.

M =





0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 1 1 0 0 1 1
0 1 0 1 0 1 0 1





und dannχ
A1

(x
0
) = . . . = χ

A1
(x

3
) = 0 undχ

A1
(x

4
) = . . . = χ

A1
(x

7
) = 1. Die Bilder vonχ

A1

können wir also mitν1 identifizieren wobeiν
1i

das Bild vonx
i

unterχ
A1

ist. Ein anderes Beispiel ist

die charakteristische Funktionχxj
welche wir mite

j
∈ F

1×n
2 identifizieren können wobeie

j
wieder

einen Einheitsvektor bezeichnet. Aus der Vorlesung wissenwir

{x
j
} =

⋂

i=1,ξij=1

Ai

⋂

i=1,ξij=0

(Fm
2 \Ai) =⇒ ej =

m∏

i=1,ξij=1

νi

m∏

i=1,ξij=0

(ν
0
+νi) =

m∏

i=1

(νi+(1+ξij)ν0

wobei das Produkt von Elementen aufF
n
2 dasjenige Element ausFn

2 ist welches wir erhalten wenn wir
eine komponentenweise Multiplikation durchführen.
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Wir halten folgendes fest: Seienr, m ∈ N mit 0 ≤ r ≤ m, dann gibt es einen Reed-Muller-Code mit
folgendenden Eigenschaften:Länge: n = 2m, Dimensionk = 1 +

(
m
1

)
+ . . . +

(
m
r

)
undMinimal-

abstandd = 2m−r.

Codieren
Sei(a1, . . . , ak) ∈ F2 ein Wort. Dann wird durch

(a1, . . . , ak) 7−→ a1ν0 + a2ν1 + . . . + am+1νm + am+2ν1 ◦ ν2 + . . . + akνv−r+1 ◦ . . . ◦ νm (1)

oder

(a1, . . . , ak) 7−→
k∑

i=1

ai1,...,is

s∏

j=1

νij

auf ein Codewortf := (f0, . . . , fn−1) ∈ F
1×n
2 abgebildet. Fürf gilt

f =
n−1∑

j=0

fjej =
n−1∑

j=0

m∏

i=1

(νi + (1 + ξij)ν0) =
m∑

s=0

∑

1≤i1<...<is≤m




∑

j∈C(i1,...,is)

fj





s∏

k=1

vik . (2)

Dabei istC(i1, . . . , is) = {j ∈ {0, 1, . . . , 2m − 1} | ξij = 0∀i /∈ {i1, . . . , is}}, d.h. die Menge
aller Indizesj von xj ∈ F

m
2 , in deren Basisdarstellungxj =

∑m
i=1 ξijui ausserhalb der Koordinaten

i1, . . . , is nur Nullen auftreten.

Decodieren

Sei M := {1, . . . , m}. Ist k =
∑r

j=0

(
m
j

)
, wollen wir als erstes alle diejenigenai in (1) berech-

nen, die Koeffizient einesr-gliedrigen Produktes derνi sind. Dazu überlegen wir uns, dass fürt ∈
M\{i1, . . . , ir} die Tatsache

∑

j∈C(i1,...,ir ,t)

fj = 0

gilt nach (2), da in der Darstellung vonf keine(r + 1)-gliedrigen Produkte auftauchen. Wir wissen
aus der Vorlesung, dass

C(i1, . . . , ir, t) = C(i1, . . . , ir) ∪ {2m−t + C(i1, . . . , ir)} (3)

gilt wobei Mengen auch der rechten Seite von (3) disjunkt sind. Für ein weiteresu ∈ M\{i1, . . . , ir, t}
gilt

C(i1, . . . , ir, t, u) = C(i1, . . . , ir) ∪ {2m−u + C(i1, . . . , ir, t)} =

C(i1, . . . , ir) ∪ {2m−t + C(i1, . . . , ir)} ∪ {2m−u + C(i1, . . . , ir)} ∪ {2m−u + 2m−t + C(i1, . . . , ir)},

wobei wieder alle Mengen, die oben auftreten, paarweise disjunkt sind usw. Wir erhalten also z.B.

0 =
∑

j∈C(i1,...,ir ,t)

fj =
∑

j∈C(i1,...,ir)

fj +
∑

j∈C(i1,...,ir)+2m−t

fj

woraus wegen1 = −1 dann

ai1,...,ir =
∑

j∈C(i1,...,ir)

fj =
∑

j∈C(i1,...,ir)+2m−t

fj

folgt. Verfahren wir so weiter so erhalten wir alle Koeffizienten vonf , wennf mit nicht zu vielen
Fehlern übetragen wurde. Wir wollen jetzt ein Beispiel fürm = 4, n = 24 undr = 2 betrachten, also
einen RM-Code2-ter Ordnung mitk = 11. Dazu folgende Tabelle:
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1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

ν1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
ν2 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
ν3 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
ν4 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

ν1ν2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
ν1ν3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1
ν1ν4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1
ν2ν3 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1
ν2ν4 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1
ν3ν4 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

ν1ν2ν3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1
ν1ν2ν4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1
ν1ν3ν4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1
ν2ν3ν4 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1

ν1ν2ν3ν4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

Es seia = a0a1a2a3a4a12a31a41a32a42a43 ∈ F
k
2 gegeben und werde zu

f = a0ν0 + a1ν1 + . . . + a42ν4 ◦ ν2 + a43ν4 ◦ ν3 = f0f1 . . . f15

codiert. Sei also etwaa = (11001001011) und damitf = (1011111000010100). Wir nehmen an,
dassf fehlerfrei übertragen wird und berechnen

C(1, 2) = {0, 4, 8, 12}, C(1, 3) = {0, 2, 9, 11}, C(4, 1) = {0, 1, 8, 9},
C(4, 2) = {0, 1, 4, 5}, C(3, 2) = {0, 2, 4, 6}, C(4, 3) = {0, 1, 2, 3}.

FürC(1, 2), t = 3 undu = 4 erhalten wir

C(1, 2, 3, 4) = C(1, 2) ∪ {C(1, 2) + 1} ∪ {C(1, 2) + 2} ∪ {C(1, 2) + 3}

d.h. also dass

C(1, 2, 3, 4) = {0, 4, 8, 12} ∪ {1, 5, 9, 13} ∪ {2, 6, 10, 14} ∪ {3, 7, 11, 15}

ist. Damit erhalten wir

a12 =
∑

j∈{0,4,8,12}

fj

︸ ︷︷ ︸

=1+1+0+0

=
∑

j∈{1,5,9,13}

fj

︸ ︷︷ ︸

=0+1+0+1

=
∑

j∈{2,6,10,14}

fj

︸ ︷︷ ︸

=1+1+0+0

=
∑

j∈{3,7,11,15}

fj

︸ ︷︷ ︸

1+0+1+0

= 0.

Haben wir auf dieselbe Arta41, a42 unda43 erhalten so berechnen wir

f +ν4 ◦ν1 +ν4ν2 +ν4ν3 = f +(0001010001000001) = (1010101001010101) = f ′ = ν0 +ν1 +ν4.

Ist nunt = 2, u = 3 undv = 4, so ergibt das fürC(1)

C(1, 2, 3, 4) = C(1) ∪ {C(1) + 1} ∪ {C(1) + 4} ∪ {C(1) + 1 + 4} ∪

{C(1) + 2} ∪ {C(1) + 2 + 1} ∪ {C(1) + 2 + 22} ∪ {C(1) + 1 + 2 + 22},
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d.h. also

C(1, 2, 3, 4) = {0, 8} ∪ {1, 9} ∪ {4, 12} ∪ {5, 13} ∪ {2, 10} ∪ {3, 11} ∪ {6, 14} ∪ {7, 15}

woraus
a1 = f ′

0 + f ′
8 = f ′

1 + f ′
9 = . . . = f ′

7 + f ′
15 = 1

wird. Auf dieselbe Art entdecken wira4 und schliesslicha0 wieder.
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