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Einleitung

C. Shannon schrieb 1948 in seinem Artikel “A mathematical theory of communication”den bemer-

kenswerten Satz: “The fundamental problem of communication is that of reproducing at one point

either exactly or approximately a message selected at another point.”

Dies war gewissermallen die Geburtsstunde der “Coding Theory”.

Es folgt die Beschreibung der grundlegenden Ideen an Hand eines mathematischen Modells: Binirer

symmetrischer Kanal (BSC).

Es werden zwei mogliche Symbole 0, 1 gesendet und zwar mit der Ubertragungsrate R Stiick (R €

R=%) pro Zeiteinheit. Das Senden von Nullen bzw. Einsen erfolgt zufallsmiéRig. Es wird angenommen,

dass der Output mit der Wahrscheinlichkeit p € [0, %] vom Input verschieden ist.

Problem Wie gut kann eine sendende Person mit einer empfangenden kommunizieren?

Kritik Der BSC ist im Allgemeinen ein idealisiertes Modell, zum Beispiel bei Satelliteniibertragungen

produziert ein Blitzeinschlag Fehler, die nicht unabhingig voneinander sind. Dasselbe gilt etwa fiir

Kratzer auf einer CD oder DVD. Die Korrektur solcher “error bursts”wird spéter diskutiert.

Beibpigle= 1/3, das heiBt der Kanal iibertriigt 1 Bit dreimal so schnell, wie die Quelle es produziert.
Dann kann man zum Beispiel jedes erzeugte Bit dreifach iibermitteln. Dass heiit 1 0 1 0 0
wiirde zundchst “codiert” in 111 000 111 000 000. Der Empfinger des “gestorten”Kanals
wiirde aber vielleicht nur 101 011 111 001 100 empfangen (Bits 2, 4, 5, 12, 13 fehlerhaft). Die
naheliegende Strategie des “Decodierens”wére dann, fiir jede Gruppe von 3 Bits dasjenige zu
wihlen, was mindestens doppelt auftritt. Ergebnis: 1 1 1 0 0, fehlerhaft in Bit 2. Ein Fehler tritt
stets dann auf, wenn zwei oder alle drei Kopien eines Quell-Bits falsch iibertragen werden.

P; bezeichne die Fehlerwahrscheinlichkeit fiir die Ubertragung eines Bit:

P, = P{2 Ubertragungsfehler} +P{3 Ubertragungsfehler}

= 3p*(1-p) +p’
= 3p* — 23
< pfir0<p<s.

Die Verbesserung ist dabei fiir kleines p nicht unbetréichtlich!

2. R > 1. Dann lassen sich nur % der erzeugten Bits iibertragen und der Empfinger muss den Rest
raten. (Etwa mittels Werfen einer Miinze). Hierfiir ist dann

1 R-11 1 (1
O b S Y N 3
R'PTTR 22 <2 p)/R

v
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Das heif}t, im Allgemeinen ist dies sehr unbefriedigend.

3. R= %. Fiir vier Quell-Bits kann man je drei “parity-check” Bits hinzufiigen:

(x1,...,24) +— (21,...,27) mittels
Ts = o9+ 23+ x4 mod 2
Tg = x;+ 23+ x4 mod 2
T = 21+ 29+ x4 mod 2,
beispielsweise (011 0) — (0110 011).

Zur Decodierung durch den Empfinger beachte man, dass in Fy = Z /27 gilt:

xq
01 11¢:100
1011010 =0
1101001
H T

Jedes der moglichen 16 Codeworte z € F5 geniigt Hx = 0. Wird der Vektor z gesendet und y
empfangen, so ist z := y — x = y + x der Fehlervektor. Fiir den Empfinger ist nur y bekannt, er
mochte x wissen. Er berechnet S = H y = H(z + z) = Hz, s heiit Syndrom von y ZSChema von
Krankheitssymptomen), es hingt nicht von z ab, nur vom Fehler z. Die Kenntnis von z genligt aber
oft zur Berechnung von z. Es gilt:

s = > (Spalte i von H). Man erhilt 3 Gleichungen fiir 7 Unbekannte, das heif}t fiir jedes s existieren

z; 70
16 Mo?iglichkeiten fiir z. Wie soll daher die Wahl des Empfingers aussehen?
1
Wiirde zum Beispiel (0 111 001) = gt’" empfangen, soist s = | 0 |, und man erhilt folgende 16
1
Maoglichkeiten fiir z:
0100000 0010O0T171
1100011 0001010
000O01O01 0111001
0110110 1010000
0101111 1001001
1000110 1111010
1110101 0011100
1101100 1011111

Da die pro-Bit Fehlerwahrscheinlichkeit p < % ist, ist ein z mit wenig Koordinaten 1 wahrscheinlicher
als eins mit vielen. Man wird also ein z mit moglichst wenig Einsen wihlen, hier0 1 0 0 0 0 0. Im All-
gemeinen besteht jedoch keine Eindeutigkeit. Es folgt bei unserer Wahl z =y +2= (001100 1),
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dass heifit die 4 Quell-Symbole werden als (0 0 1 1) iibersetzt.

In diesem Falle ist Eindeutigkeit gewéhrleistet  (Forderung an guten Code): s = 0 = 2z = 0
ist gewiinschte Losung. s # 0 : Es ist s Spalte von H (!), etwa die i-te Spalte von H, also ist
z2=1(0—010—0) der einzige Fehlervektor mit einer Eins und sonst Nullen.

Decodierungs-Verfahren (Maximum - likelyhood - decoding): Gegeben y, H.
1. Berechne Syndrom s = Hy.
2. Fiir s = 0 setze 2 = 0 und gehe nach 4.
3. Bestimme 7, so dass Spalte ¢ von H gleich s ist. Setze Z=(0— 010 — 0).
4. Setze = y + z und drucke als Output die ersten vier Bit von Z.

Verursacht der Kanal hochstens einen Fehler, ist £ = z, also das Resultat richtig. Der gegebene Code
- (7,4) Hamming Code - ist also ein 1-Fehler - korrigierender Code. Es ist leicht zu sehen, dass das
Decodierungs-Verfahren bei 2 oder mehr Fehlern schiefgeht.

Man erhilt fiir die Fehlerwahrscheinlichkeit eines Codeworts:

7
7
P, = M1 —p)TF =21p® — 70p* + p*(.. ).
;(k)p( p) p* =700 +p*(..)
Die Bit-Fehler-Wahrscheinlichlkeit fiir das i-te Bit ergibt sich zu:

P9 =9p* +p3(..)).

Beweis. Bei keinem oder einem auftretenden Fehler wird korrekt decodiert. Den Koeffizienten fiir p?
erhilt man, wenn genau 2 Fehler auftreten (vgl. die vorangehende Formal fiir Py). Diese liegen dann
etwa in den Positionen j und £ vor. Ist etwa ¢ = j und k£ von ¢ verschieden, so ist die Summe der
i-ten und k-ten Spalte von H von der i-ten verschieden. Die Korrektur mit 2 ldsst Bit ¢ falsch. Dabei
bestehen fiir festes ¢ genau 6 Moglichkeiten fiir k. Ist dagegen j # ¢ # k, so kann Spalte ¢ von H sehr
wohl die Summe der Spalten j und £ sein. Fiir jedes mogliche j (6 Moglichkeiten) gibt es demnach
genau ein k. Da die Paare (j, k) und (k, j) dasselbe Ergebnis liefern, gibt es genau 3 Mdoglichkeiten
zu einer Fehlerkorrektur, die Bit ¢ verfilscht. ]

Das heif3t fiir einen BSC mit kleinem p ist der Hamming-code mit R = % = 0,571 genauso gut wie
das Wiederholungsschema mit R = % = 0.333.

Bemerkung Man kann den (7,4) Hamming-code auch dazu benutzen, fiir R = 7/4 zu kommunizie-
ren, indem man die Rolle von Sender und Empfinger vertauscht.
Die Folge der Quell-Bits wird in Blocks a 7 aufgeteilt (Block-Codes), die 7 Bit werden jeweils mit
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dem Decodierungsalgorithmus auf 4 reduziert und iibertragen. Der Empféanger berechnet die Nach-
richt, indem er die parity-check Bits fiir die empfangenen 4 Bits anhédngt. Man erhilt die Fehlerwahr-

scheinlichkeit:
’ 139
Po=Y PO/T=_4"—p+....
Fiir p ~ 0 ist dies gegeniiber dem Miinzenwerfen stark iiberlegen (letzteres wiirde P, = % =0,214

liefern).

Um nun eine Ubersicht iiber mogliche Codes (dass heifit erreichbare Ubertrag-

ungseigenschaften zu gewinnen), studieren wir den BSC mit Mitteln aus der Wahrscheinlichkeits-

theorie. Hierin geht man von einem (n, k)-Code aus: k-Bit der Quelle (Quellwort) u werden zu ei-

nem n-Bit Codewort z codiert, welches iibertragen wird in y und decodiert zu v. Das Verhiltnis ist
koo A

R = k/n, die Bit-Fehler-Wahrscheinlichkeit P, = L 5" P mit P = P{v; 2w} (i=1,...,k).

i=1
Ein wichtiges Hilfsmittel ist nun die sogenannte Entropie des gegebenen endlichen Wahrscheinlich-

keitsraumes:

Hy(x) := —xlogex — (1 —x)logy(1 —2) (0 <z <1).

Hierin steht x fiir die Wahrscheinlichkeit p (raw Bit error probability), mit der ein Bit durch den BSC
falsch tibertragen wird. Die Funktion H, stellt ein MaB fiir die Unbestimmtheit des endlichen Wahr-
scheinlichkeitsraumes dar. Wir setzen dazu noch H5(0) = H»(1) = 0. Dann lassen sich die folgenden
Eigenschaften leicht nachrechnen:

0<Hy(z) < 1 (“=7<=uz=1),
HQ(I’) = HQ(]_ —l‘),
Hj(x) ist konkav.
Ho(®)
10 1/2 1
—_—

Zeichnung aus McEliece
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1-Hs(p)

Dann ist die Begrenzungskurve fiir die erreichbaren Codes gerade R = ;- ()"

f ]
(APPROACHING
A Pe = .5 ASYMPTOTICALLY) ]

.3 ACHIEVABLE REGION S

\ IMPOSSIBLE REGION

LA\ .

Zeichnung aus McEliece

Fir R < 1 — Hs(p) ist jedes noch so kleine positive P, erreichbar! (p = 0,1 : 1 — Hy(p) =
0,531), also R > 0,5 mit P, < 1075% etwa erreichbar.) C' = 1 — Hy(p) heiBt Kapazitiit des Kanals.
“Arbitrarily reliable communication is possible at any rate below C'.”(Wiederholungscode: P — 0,
aber auch R — 0).

1 Satz. (Shannon): Es sei 0 < R < C und k = Rn, M = 2*. Dann existiert zu n € N ein (n, k)-

M
Code mit P = 5; >~ p; — 0 fiir n — oo,

Bekannte Beweise sind leider nicht konstruktiv!

Beweis. Der Beweis des Satzes von Shannon erfolgt in mehreren Schritten.

1. Die Anzahl W der Fehler in einem tiibertragenen Wort ist eine Zufallsvariable mit Erwartungs-
wert

E=Y i (-

J/

~
P

n

Aus1 =3 (")p'(1 —p)"~" = (p+ (1 — p))" folgt durch Differentiation nach p:
i=0
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1

und damit % =n+np"t —np" L+ np™ — np", also £ = np.

Entsprechend gilt fiir die Varianz (Streuung)
V= Z(z — EYP .V =np(1l —p).
i=1

Offenbar gilt fiir b € R>0:

V> Y (i-EPP>b Y P

i~ B>V5 li—B>V5

also

%2P(|W—E\>\/5)ZP(W>E+\/5)-

. Wir setzen p := |np + b| (< %) Dann erhalten wir fiir die Anzahl der Elemente in der Kugel
um 2 vom Radius p im [F5:
15(2) = HyeFlly—zl<n}

- S0 <) < b

(Die letzte Ungleichung gilt dabei wegen

n":(,o—i-n—p)":...—l—<n>pp(n—p)np—i—... )
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AuBerdem gilt:
Llogl = L"p—nJFleog |np + b|n

= plogp+0O (\%)

und entsprechend

<1—§>log(1—§> :(1—p)log(1—p)+0<%>.

3. Fiir z,y € {0, 1}" definieren wir

flz,y) = {

0 fir fz—yl>p
1 fir fz-yl<p

Fiir jeden Codevektor z; sei g;(y) == 1 — f(z;,y) + z?; f(y, gj)

e
(Bs ist g;(y) = O fiir z; € S,(y), falls kein anderes Codewort in dieser Kugel ist, g;(y) > 1
sonst.)

4. Eigentlicher Beweis

Die Codeworte z, ..., x,, (M = 2F) seien zufallsmiBig aus {0, 1}" gewihlt zur Ubertragung
von M Quellworten. Die Decodierungsregel wird wie folgt festgelegt: Falls y empfangen wird
und genau ein Codewort x, mit B

| y — z; ||< p existiert, decodiere y nach z,. Andernfalls wird ein Fehler deklariert, bzw. nach
gl_(oBdA) decodiert. P, bezeichne die Wabhrscheinlichkeit, dass z; nicht richtig decodiert wird,
falls es gesendet wurde. Es gilt dann:

bo< > Plylz)ey)

ye{0,1}"

= Zy)P(g\%)(1—f(g&i))ﬂLZZf(g,&)P(g\&)

Yy jFi

Die erste Summe ist die Wahrscheinlichkeit fiir y ¢ S,(z;). Sie hiingt nur von p ab und sei etwa
a,. GemidB (i) ista, < 5 (wihle b = %)) Danach ergibt sich die Wahrscheinlichkeit fiir die
falsche Decodierung eines Wortes durch Mittelung iiber alle i (1 <1 < M) zu:

P< %5 + %ZZZP(Q | 2,)f(y, ;).

=1 y i
Fiir einen optimalen Code gilt erst recht:

P < et MUY S Y E(Ply | 2)E(f(y2,)

=1y j#i

L MUY YT E(Ply | 1)

=1y i
s
= let (M -1
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Dazu beachte man ) E(P(y | z;)) = lund ) > E(P(y | z;)) = M — 1.

y J# Y
Es folgt log (P — §) < logn+nlogn — plogp— (n— p)log(n — p) —log2 —nlog 2 + log M, also
%log(P—g) < %logn%—logn—ﬁlogp—(1—%)10g(n—p)—10g2+%logM
= —Llog2—L2logn— (1-£)log(1-2)
—(1—%)logn+logn+%10gn—log2+%logM
Gy —Pplogp—(1—p)log(l —p) =1+ tlogM +r/\/n

= ZllogM —C+k/yn

Dies gilt fiir geeignetes x € R bei hinreichend groBem 7, man beachte zudem log2 = 1. GemiB
Definition von M ist %logM — C+r/yn < —f < 0fiirn > ng, das heit P — § < 274 fiir
n > ng, was den Beweis vollendet. ]



Kapitel 1
Lineare Codes

Shannon: hard to find (Zufallscode gut, falls lang genug)
hard to analyze
hard to implement

Im Folgenden sei p stets eine Primzahl und ¢ = p' fiir einen natiirlichen, festen Exponten [.
1.1 Definition. Ein [n, £] linearer Code iiber IF, ist ein k-dimensionaler Unterraum von [Fy. n heit

Lnge, k die Dimension des Codes. (Verhltnis R = %)
Beschreibung mittels Basis: z,, ..., z;.

1.2 Definition. Es sei C' ein [n, k| linearer Code iiber F, und z,, . .., z; eine Basis von C. Dann heit
tr
45)

Ge = : € Fi" erzeugende Matrix fiir C.

tr
L

1.3 Definition. Auf IF{; wird mittels
<> FFy — Fy o (z,y) — inyi
i=1

ein skalares Produkt definiert. Fiir einen Teilraum C' von ]FZ heit

C+ = {z eF} |<z,C>=0}
der zu C duale Code. (Im Fall C' = C* heit C selbstdual.)
Beispiel U =< (1100), (0011) > in F3.

1.4 Definition. Eine erzeugende Matrix G des zu C' dualen Codes C* heit Parititskontrollmatrix
(Priifmatrix) von C.
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Bemerkung Es gilt Gz =0 Vz € C sowie GEGY = Ok,

Encoding 2" = (x,,...,z,) sei Codewort mit zy, ..., x; bekannt, 7, ...,z, gesucht. Es gilt

T = aT1 + ... + QI (a; € Fy), x; Zeilen von G¢. Angewendet auf x, ..., z; erhdlt man
11 ... Tk

Gleichungen fiir ay, . . ., o, mit Koeffizientenmatrix : : . Ist diese regulir, so erhilt
Tkl . Thk

man eine eindeutige Losung.

1.5 Definition. Zwei lineare [n, k] Codes C, C’ iiber F, heien dquivalent, falls es eine Permutation
m € &, gibt mit 71C' = C". Jeder Code ist dquivalent zu einem mit erzeugender Matrix G¢ = (I | P),
P € FE"™M in welchem Fall G = (—P'" | I,,_,) gilt.

1.6 Definition. Codes mit solchen erzeugenden Matrizen heien systematische Codes.

Beispiel Fiir den [7, 4] Hammingcode mit ¢ = 2 ist dann

011

0111
I, [101
Go=| 120 , GE=11011 |13
11 1101

1.7 Definition. Fiir z,y € F} definieren wir eine Metrik (“distance™) d mittels: d(z,y) := #{i €
{1,...,n} | x; # y;}. Das Gewicht (“weight”) von z wird dann erklirt als wt(z) := d(z, 0).

Bemerkung Man rechnet leicht nach, dass d tatsidchlich die Axiome einer Metrik erfiillt: d(z,z) =
0,d(z,y) = d(y,z),d(z,z) < d(z,y) +d(y,z) Va,y,z € Fy. Auverdem gilt d(z,y) = w(z — y).

1.8 Definition. Fiir einen Code C' C FY heit do := min{w(z) | 0 # x € C'} Minimalgewicht.

Bemerkung Es gilt bei (linearen) Codes C offenbar D = min{d(z,y) | z,y € C, z # y}. Man
beachte, dass fiir p < Dund z € Cstets {y € C | y € S,(z)} = {z} ist.

Wie weit kann ein empfangenes Wort von einem Codewort entfernt sein?

1.9 Definition. Fiir einen Code C C F " heit

re i= max{min{d(z,y) |y € C} |z € F}}

Uberdeckungsradius (“covering radiu”).

Also gilt: |J Sq.(y) CFy € U Sie(y)-

Im Hinblick auf Decodierung ergibt sich unmittelbar:

Ist z € C mit w(x) = k, enthilt die parity check matrix He = G folglich « linear abhéingige Spalten.
Umgekehrt: Sind je x Spalten von H¢ linear unabhéngig, so gilt d¢ > x + 1.



Maximum likelyhood decoding: Zu empfangenem y € [ bestimme z € C' mit w(y — x) minimal.
Ist etwa do = 2e + 1, dann gilt fiir 2, € F} und S(zy,7) = {2z € F} | w(z — z,) < r} (Kugel um z,
vom Radius r € R>?):

1. S(zy,2¢e) N (C\{xo}) = 0 fiir 2, € C.

2. S(zg,e) N S(y,,e) =0 Vag,y, € Cmitz, # y,.
Hieraus folgt unmittelbar:

1.10 Satz. Ein linearer Code C' korrigiert alle Fehler(vektoren) z mit w(z) < |(dc — 1)/2], er
entdeckt alle mit w(z) < do — 1.

1.11 Korollar. do = Minimalzahl linear abhingiger Spalten von H.

Beweis. Es sei x die Minimalanzahl linear abhingiger Spalten von He. Dann ist de > K, wie wir

bereits gesehen haben. Sind andererseits die Spalten s; ,...,s; von H¢ linear abhingig, so existiert
x € Fp\{0} mit z, { 7_é 8 slcl)tlsyt € diy i} und Hez = 0. Dies besagt aber € C' und w(z) =
k. Also gilt auch d¢o < k und insgesamt die Behauptung. ]

1.12 Definition. Fiir ¢ = 2 und m € N sei H,, € ]F;”(Qm_l), so dass die Spalten von H,, gerade die

Vektoren aus F5*\ {0} bilden. (Die letzten m Spalten seien zudem 1,,,.) Der Unterraum C' = Cﬁ,m) von
2" ~! bestehend aus allen y € 2"~ mit Hp,y = 0 heit Hamming Code der Lange n = 2™ — 1.

1.13 Hilfssatz. Fiir m > 2 gilt: C' = an) ist ein [2™ —1,2™ —1—m, 3|-Code, das heit, es ist speziell
3 =dc.

Beweis. Die Aussagen n = 2™ — 1 und £ = 2™ — 1 — m sind aufgrund der Definition von C' Klar.
Je zwei Spalten (mit verschiedenen Indizes) von H« sind linear unabhéngig, da sie verschieden sind.
Es gibt stets 3 linear abhiingige Spalten, etwa (11000 . ..0)", (10100...0)", (01100...0)". Also ist
dc = 3 nach Korollar (1.11). O

114 Definition. Ein [n, , d]-Code C' C F" heit perfekt, falls |J S(z,%5%) = F" ist.

zeC
1.15 Hilfssatz. C = C\/"” ist fiir m > 2 perfekt.
Beweis. Die Kugelvereinigung ist disjunkt und in % enthalten. Die Gleichheit wird durch Anzahl-

aussagen bewiesen. §5(z, 1) = 1 +n, also > $S(z, &1) = 22"~ 17m(1 4 2m — 1) = 22" -1, O
zeC
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1.1 Gewichtszihler

1.16 Definition. Fiiri = 0,1,...,n und einen [n, k, d]-Code C' setzen wir A; := t{z € C' | wt(z) =
i}. Dann heit A(t) = > A;t' € Z[t] Gewichtszéhler (“weight enumerator”) zu C.
i=0

Bemerkung Es gilt Ag=1,4; =0 (2<i<d),A(l) =q"

Es sei Z, die Gruppe der p-ten Einheitswurzeln e27*/? (0 < k < p—1) sowie ¢ = €*>™/?. Da (F,, +)
eine abelsche Gruppe vom Exponenten p ist, existieren Gruppenhomorphismen von der additiven
Gruppe (F,, +) in die multiplikative Gruppe Z,,, sogenannte Charaktere 1. Wir konstruieren explizit
einen surjektiven Homomorphismus. Es ist F, ein Korper mit ¢ = p' Elementen, speziell also F,-
Vektorraum mit einer Basis wy = 1, ws,...,w;. Wir bilden dann wie folgt ab: (F,,+) ™ F, * Z,
mittels 7y (zywy + ... + zw;) = x1 - 1 = xq, ¢(x1) = ¢**. Man iiberlegt sich leicht, dass ¢ o 7y ein
surjektiver Gruppenhomomorphismus ist.

1.17 Satz. (MacWilliams Identitiit) Fiir die Gewichtszihler A(t) eines [n, k]-Codes C und B(t) von
C* besteht die Gleichung:

¢"Bt)=(1+(¢—1t)"A (ﬁ) .

Beweis. Essei : (F,,+) — Z, ein Gruppenepimorphismus.

1. Firy € Fy gilt: > o(2"y) =

Jov=r 0 sonst

{ ¢" firy € C+

Isty € CH sogilt 2y = 0 Va € C, die fragliche Summe besteht also aus §C' = ¢*
Summanden Eins. Ist y nicht aus C*, so existiert z € C' mit g”g = 0. Hiernach existiert auch
ein skalares Vielfaches von z mit 2"y = 1 bzw. 2"y = ¢ fiir 0 < ¢ < p — 1. Also ist die

Abbildung ¢, : €' — Z, 1 z — @/J(g”’g) in diesem Fall ein surjektiver Homomorphismus. Wir

setzen H = ker ¢, mit tH = ¢*/p sowie C' = |J z, H. Es folgt
v ~

)

2 (amy) = 20 Yy +2))

zeC i=1z€eH

-
Il
—
w
m
sy

Il
=
< |
YamS
<

T
18
N—
Sl

—_

I
S =l
M
Y
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P .
Die letzte Gleichung ist eine Konsequenz von t? — 1 = [[ (¢ — ¢*) in C[t] und davon, dass dann
i=1

b
— > (" der Koeffizient von #*~! im Polynom t? — 1 ist, also gleich 0.
=1

2. Firz € F} gilt

S 0y = (1= 1)) (1 + (g - ey,

QEF“

Esist fiirz = (21,...,2,)",y = (Y1, -, yn)"”

n

> o = 3 % (T ()

yely y1€F, yn€Fq i=1

= Z Z H( (yzfpz)twt yl))

y1€F, ynGIFq

1—tfﬁ1‘[[)i7é0

Fiir z; = 0 ist die Aussage evident. Fiir z; # 0 folgt sie aus
S (yx)tUt®) = (> (yw;) — 1), da hier - wie in Teil (1) -

yeF\{0} y€eF,

> (yx;) = 0 ist.

y€lFy

n (14 (q— 1)t fiirz; =0
- 0 -

3. Wirberechnen S := Y > > ¥(y"(z —z 2))tt® auf 2 Arten.

zeC z2eC yekFy

Zunichst gilt nach (2):
S = ZZ wt (z—2) 1 + (q . 1) )nfwt(gfg)'
zeC zeC
Firi € {0,1,...,n} und i = wt(x — z) erhalten wir bei festem z € C"

HHze Cluwt(z —z) =i} =#{y € C | wt(y) =i} = A, also
A = t{(z,2) € C? | wt(z — 2) = i} = ¢* A,

Damit bekommen wir fiir .S
S = YA -t (14 (¢— 1))
i=0 .

also das ¢*-fache der rechten Seite in der Behauptung des Satzes.
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Ordnen wir dagegen die Summationsreihenfolge bei S um, so erhalten wir

S = XX L))

yeFy zeC 2€C

= > W 3 3 h(y"z)y(y'" (—z)) (beachte: mit — z durchlduft auch z ganz C)

yely zeC zeC

yery i=1 \zeC

¢*F fiiry € C*

= wt g
1) 2t { 0 fiir y ¢ C*

yeFy
= ¢**B(t).
]

Bemerkung Fiir £ gro ist die Berechnung der Gewichte aller Codeworte zu aufwendig. Ist n — k dafiir
“klein”, gelingt die Berechnung aber fiir C*.

Beispiele:

1. C ={0,(11111)} in F3 hat A(t) = 1 + 5,

2. C sei [5,3] - Code in I3, er hat 8 Codeworte, C*- nur 4. C* habe G+ = H = ( 1 (1] (1) (1) (1) ) :

22A(t) = (1+1)°B( 1+t)
_ind
(1+1)° ( (5) +2(5) )
C* hat als Gewichtszihler B(t) = 1+t2+2t*; es folgt = 145+ 108" +10° + 5¢* + 17
+(1 — 2t + ¢*)(1 + 3t + 312 + t3)
+2(1+t)(1 — 4t + 612 — 483 + t4),

Alt) = 1432 +385 + 5.
0111100
3.Cthabe H=| 1011010 |;manberechnet leicht B(t) = 1+ 7t* und damit
1101001

A1) = (1+t) (1 +7 (m) )
= 14 Tt+ 211> + 353 + 352 + 21> + 715 + 7
+7(1=0)*(1+ )3,

(1 4t 46 — 4P — N (1 + 3t + 32 + t3)

also A(t) = 1+ 73 + 7t + 17
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1.2 Schranken fiir Codes

1.18 Lemma. - (Hamming Schranke) C' bindirer [n, k,d] - Code mit d € {2e + 1,2e + 2} enthdilt
. -1
hochstens 2" (Z (7;)) Codeworte.

=0

Beweis. |J S(z,e) ist disjunkt und in F% enthalten.
zeC

Also gilt: § Codeworte - (Z (T:)) < 2m O

i=0

1.19 Lemma. (Gilbert-Varshamov Schranke) Unter allen linearen bindiren [n, k, d] Codes iiber Fy
d-1 -1

gibt es einen mit mindestens 2" (Z (7)) Codewdortern.

7=l

Beweis. Annahme, der beste lineare Code C' hiitte weniger Codewdorter. Dann hitte z + C mit z € FY
passend lauter Vektoren vom Gewicht > d.

(Es gibt z € F3, welches in keiner Kugel vom Radius d — 1 um Codeworter y € C' liegt, x ¢
S(0,d — 1), also wt(xz) > d. Sei ferner x +y € z + C, fir d > wt(z + y) = wt(z — y) wire

z € S(y,d—1).) Hiernach ist (!) C U (z + C') Code mit Minimalgewicht > d und zweimal so vielen
Codewortern. n

1.20 Lemma. (Singleton Bound) Fiir einen [n, k, d] Code C in F} gilt: k +d < n + 1.

Beweis. Esist W := {(ai,...,a,)" € F} | a; =0 Vi > d} Unterraum von ;. Alle z € W haben
wt(z) < d—1,esfolgt WNC = {0}. Wegen dim W = d—1 folgt k+(d—1) = dim(C+W) <n. O

Bemerkung Codes mit £ + d = n + 1 heien MDS Codes (maximum distance separable Codes).

In einer Hinsicht ist die Singleton Bound schwicher als die von Hamming. Sei etwa
n=15d=57 k<11,

n=15d= 5;;2’f <21+ 15+ 105" =k < 8.
1.21 Satz. Fiir einen Code mit [n, k, d| sind dquivalent:
1. Cist MDS-Code;
2.d=n—k+1;
3. je n — k Spalten der Parity Check Matrix sind linear unabhdingig;

4. je k Spalten der Erzeugermatrix sind linear unabhdiingig.



8 KAPITEL 1. LINEARE CODES

Beweis. (1) = (3) Wir haben

d=n—k+1 < VYzeCO\{0} :wt(zx)>n—k+1
ANdzeC wt(z)=n—k+1
<~ jen—k Spalten der “parity check matrix”
sind linear unabhéngig.

(1) <= (3) Es geniigt zu zeigen:
d < n — k <= die Erzeugermatrix hat % linear abhéngige Spalten.
Die sieht man folgendermaen:

k
d<n—k <= 3pi,...,pr €F,, nichtalle 0, mit wt()_ p,* (Zeile pvon G¢)) <n—k
p=1
<= dp1,...,pr € Fy, nichtalle 0, sowie Indizes 1 < j; < jo < ... < j; <,
k

so dass die j; -te Koordinate von 0 # ) p, * (Zeile 1 von G¢)

pn=1
verschwindet (1 < ¢ < k)
J1 < g1 < j2 <...<Jjr <n, sodass die Teilmatrix von G¢
bestehend aus den Spalten ji, ..., ji einen Rang < k hat
d1 < j1 < Jo2 < ... < jr <n, sodass die Spalten j; von G¢
linear abingig sind (1 <i < k).

!

!

1.22 Korollar. Ein Code C' ist genau dann MDS-Code, wenn C+ MDS-Code ist.

1.3 Decoding of linear codes

1.23 Definition. Let C be a linear code of length n over F,, and let u € F}I” be any vector of length
n; we define the coset of C' determined by u to be set

C+u={v+u:vel}(=u+0).
From group theory we recall

1.24 Theorem. Letr C' be an [n, k, d|-linear code over the finite field F,. Then,
1. every vector of IF;" is contained in some coset of C;
2. forallu e F)", | C+ul=| C |=¢";
3. forallu,v € F}",u € C + v implies that C + u = C + v;

4. two cosets are either identical or they have empty intersection;

5. there are ¢"* different cosets of C;
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6. forallu,v € IF;", u—v € Cifand only if u and v are in the same coset.

Example The cosets of the binary linear code C' = {0000, 1011,0101, 1110} are as follows:

0000 4 C' : 0000 1011 0101 1110
0001 + C' : 0001 1010 0100 1111
0010+ C' : 0010 1001 0111 1100
1000 + C': 1000 0011 1101 0110

1.25 Definition. A word of the least (Hamming) weight in a coset is called a coset leader.
Nearest neighbour decoding for linear codes

Let C' be a linear code. Assume the codewort v is transmitted and the word w is received, resulting in
the error pattern (or error string) e =w —v € w + C.

Then w — e = v € C, so, by part (vi) of Theorem (1.24), the error pattern e and the received word
w are in the same coset.

Since error patterns of small weight are the most likely to occur, nearest neighbour decoding works
for a linear code C' in the following manner. Upon receiving the word w, we choose a word e of least
weight in the coset w + C' and conclude that v = w — e was the codeword transmitted.

Example Let ¢ = 2 and C' = {0000, 1011,0101, 1110}. Decode the following received words:
1. w=1101;
2. w=1111.

From the standard array of C' (see example above) we conclude:

1. w = 1101 : w + C is the fourth coset. The word of least weight in this coset is 1000 (note that
this is the unique coset leader of this coset). Hence, 1101 — 1000 = 1101 4 1000 = 0101 was
the most likely codeword transmitted (note that this is the word at the top of the column where
the received word 1101 is found).

2. w = 1111 : w+ C'is the second coset. There are two words of smallest weight, 0001 and 0100,
in this coset. (This means that there are two choices for the coset leader. In the array above, we
have chosen 0001 as the coset leader. If we had chosen 0100, we would have obtained a slightly
different array.)

Syndrome decoding
The decoding scheme based on the standard array works reasonably well when the length n of the

linear code is small, but it may take a considerable amount of time when 7 is large. Some time can be
saved by making use of the syndrome to identify the coset to which the received word belongs.
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1.26 Definition. Let C' be an [n, k, d|—linear code over [, and let H be a parity-check matrix for
C'. For any w € F}", the syndrome of w is the word S(w) = wH' € Fi~*. (Strictly speaking, as
the syndrome depends on the choice of the parity-check matrix H, it is more appropriate to denote
the syndrome of w by Sy (w) to emphasize this dependence. However, for simplicity of notation, the
suffix A is dropped whenever there is no risk of ambiguity.)

1.27 Theorem. Let C be an [n, k,d|-linear code and let H be a parity-Check matrix for C. For
u,v € F}", we have

1. S(u+v)=_8(u)+S(v);
2. S(u) = 0 ifand only if u is a codeword in C;
3. S(u) = (v) if and only if u and v are in the same coset of C.

1.28 Remark. /. Part(3) of Satz (1.27) says that we can identify a coset by its syndrome; conver-
sely, all the words in a given coset yield the same syndrome, so the syndrome of a coset is the
sydrome of any word in the coset. In other words, there is a one-to-one correspondence between
the cosets and the sydromes.

2. Since the syndromes are in FZ"‘“, there are at most ¢"~* syndromes. Theorem (1.24)5 says that
there are ¢"* cosets, so there are ¢"~* corresponding sydromes (all distinct). Therefore, all the
vectors in Fg*k appear as syndromes.

1.29 Definition. A table which matches each coset leader with its sydrome is called a syndrome look-up table.
(Sometimes such a table is called a standard decoding array (SDA).)

Steps to construct a syndrome look-up table assuming complete nearest neighbour decoding

Step 1: List all the cosets for the code, choose from each coset a word of least
weight as coset leader u.

Step 2:  Find a parity-check matrix H for the code and, for each coset leader u,
calculate its syndrome S(u) = uH".

1.30 Remark. For incomlete nearest neighbour decoding, if we find more than one word of smallest
weight in Step 1 of the above procedure, place the symbol “ x " in that entry of the syndrome look-up
table to indicate that retransmission is required.

Example Assume complete nearest neighbour decoding. Construct a syndrome look-up table for the
binary linear code C' = {0000, 1011,0101,1110}. From the cosets computed earlier, we choose the
words 0000, 0001, 0010 and 1000 as coset leaders. Next, a parity-check matrix for C'is

o 1010 .
1101
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Example Assuming complete nearest neighbour decoding, construct a syndrome look-up table for the
binary linear code C' with parity-check matrix H, where

101100
H=1111010
011001

First, we claim that the distance of C' is d = 3. This easily follows from the fact that no two columns
of H are linearly dependent while the second, third and fourth columns are linearly dependent. As
|(d—1)/2] = 1, all the error patterns with weight 0 or 1 will be coset leaders. We then compute the
syndrome for each of them and obtain the first seven rows of the syndrome look-up table. Since every
word of length 3 must occur as a syndrome, the remaining coset leader u has syndrome uH’ = 101.
Moreover, u must have weight > 2 since all the words of weight 0 or 1 have already been included in
the syndrome look-up table. Since we are looking for a coset leader, it is reasonable to start looking
among the raiming words of the smallest available weight, i.e., 2. Doing so, we find three possible co-
set leaders: 000101, 001010 and 110000. Since we are using complete nearest neighbour decoding, we
can arbitrarily choose 000101 as a coset leader and complete the syndrome look-up table (Table 1.31).

1.31 Table.
Coset leader u  Syndrome S(u)
000000 000
100000 110
010000 011
001000 111
000100 100
000010 010
000001 001
* 000101 101

Note that, if incomplete nearest neighbour decoding is used, the coset leader 000101 in the last row
of Table (1.31) will be replaced by “ x .

Decoding procedure for syndrome decoding

Step 1:  For the received word w, compute the syndrome S(w).

Step 2: Find the coset leader u next to the syndrome S(w) = Su
in the syndrome look-up table.

Step 3: Decode w as v =w — u.



Operations-Name
1) Erweiterung

2) Punktierung

3) Reinigung

4) Vermehrung

5) Verldngerung

6) Verkiirzung

Beispiel Hamming

Operation standardmiiig (n,k,d) —
Hinzufiigen eines Priif-Bits Parititsbit in zus. Spalte (n+1,k,d € {d,d+1})
Auslassen eines Priif-Bits letztes Bit weglassen (n—1,k,d €{d,d—1})

Elimination von Codewdértern  elim. Codeworte unger. Gewichts  (n, (i.a.) k — 1,d" > d)

Addition neuer Codeworte C—Cu(l1+4+0C) (n,(.a)k+1,d =
min{d,n — d}) mitd
largest weight < n

Addition eines Nachrichtenbits 4) + 1) (n+1,k+1,d <d)
Weglassen einer Koordinate nimm alle Codeworte, die (n—1,k—1,d >d)
durch Querschnittbildung mit 0 beginnen, streiche 1.

Spalte

(2m—1,2" —=1—-m,3) — Hey (27,2™ —1—m,4)

o (2754 L, 500)

Abbildung 1.1: Gewinnung neuer Codes aus gegebenen

4!

SHAOOD HIVANIT I TALIdV
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1.4 Reed-Muller-Codes

Essein = 2", F) = {z,,2;,...,Zom_; }, wobei z; den Koeffizientenvektor der dualen Darstellung
von ¢ bezeichnet. Eine Basis bilden die Einheitsvektoren w4, ..., u,,; dabei entspricht dann v, der

Dualdarstellung von 2°71 :
w; = (10...0)" = (010...0)",...,u, = (0...01). Dann gilt:

m

z; =) &u(j=0,...,2" = 1,&; € Fy).
i=1
Definiere fiiri = 1,...,m: A; .= {z; € F3" | §; = 1}.

Andererseits betrachten wir den Zeilenraum F3", insbesondere hat die Matrix 9 = (2. .. Zom_;)
die Zeilen vy,...,0,,. Dann ldsst sich v; mittels Fy' — [y : z; — &i; als charakteristische
Funktion von A; C F3' auffassen. Wir versehen nun F}" mit einer koordinatenweisen Multipli-
kation: F}"Fy" — Fi* : (a,b) — (a1f1,...,n0,). Hierfiir gilt: aoca = aol = a mit
1=(1,...,1) € Fi;aob = boaao(boc) = (aob)oc,ao(b+¢) =aob+aoc,das
heit F3" wird mit o zu einer F,— Algebra mit Einselement 1. Dann ist die charakteristische Funktion
fiir F"\ A; gerade 1 + v;.

Esseiennun 1 < 4; < ... < 4, < m. Dann ist v;, o ... o v, charakteristische Funktion (!) von
A;, N...N A,,. Dieser Durchschnitt hat 2 ~* Elemente, folglich gilt w(v;, o...0p; ) = 2""".

1.32S3tz.00:]_,Ul,...,t)m,UilO...OUij (1§21<22<<2]§m, j:2,,m)blld€l’l
eine Basis von F1".

Beweis. Die Anzahl dieser Vektoren ist

()= (3) e (==

Also bleibt zu zeigen, dass diese Vektoren den ganzen Raum aufspannen. Es bezeichne ¢; (j =
1,...,n) die kanonische Basis von F}", das heit ¢; hat alle Koordinaten 0 mit Ausnahme einer
Eins an der j-ten Stelle. Offenbar ist ¢; charakteristische Funktion fiir z;. Damit gilt wegen {z,} =
N A () (F3'\A;) dann
i=1 i=1

§5=1 £;5=0
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Beispiel n =8, m =3

bo (11111111)

by (00001111)

b, (00110011)

by (01010101)
bpoby,  (00000011)
byovs  (00010001)
byovs  (00000101)
byovyoby (00000001)

1.33 Definition. Es sei n = 2™. Der lineare Teilraum C' von F1" mit der Basis v, und allen Produkten
b, 0...00;(1 <iy <ip <...<i;<m; j=12,...,r < m) heit Reed-Muller-Code r-ter
Ordnung der Lénge n. (Hierfiir ist & = (’E}) + (M) +- (M)

1 r

1.34 Satz. Der duale Code zum Reed-Muller-Code r-ter Ordnung der Linge n = 2™ ist der R-M-
Code (m — r — 1)—ter Ordnung der Liinge 2™.

Beweis. Essein =2" k= (7)+ (7) +...+ (™). Der hierzu duale Code hat n = 2™, n — k =
2m— ()= (") = (7)+..-+(,,_,)- Zu zeigen bleibt die Orthogonalitit (fiir Basisvektoren):
Dazu sei

a=uv; o...ov; Basisvektor mitk <r,

b=v; o...0v; Basisvektormit! <m —r — 1.

— a o b ist Basisvektor von IF%” mit Anzahl der Faktoren 0 < a <k +1{<m—1

— wt(aob) = 2™ * gerade

= ab” =0inTF,

(Falls a = 1 oder b = 1 gilt, ist die Behauptung ohnehin klar!) L

Zur Entwicklung von Codierungs- bzw. Decodierungsmethoden sind wiederum einige Vorbereitun-
gen erforderlich. Es sei 1 < 41 < ... < iy < m. Dann definieren wir C(iy,...,i5) = {j €
{0,1,...,2m =1} | & = 0 Vi & {i1,...,is}} (Menge aller Indizes j von z; € F3, in deren
Basisdarstellung z; = > &iju, auerhalb der Koordinaten i, . . ., is nur Nullen auftreten).

i=1

)

Beispiel:

C(@) = {0}
c,...,m)=40,1,...,2m -1}
C(1)={0,2m1}
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Konkretes Beispiel n = 8, m = 3

C(o) {0}
c@) = {0,4}
c2) = {0,2}
c3) = {0,1}
Cc(1,2) = {0,2,4,6)
C(2,3) = {0,1,2,3)
C(1,3) = {0,1,4,5)
C(1,2,3) = {0,1,2,3,4,5,6,7)
Nun ist fiir a € F1":

n—1

a = Qae; (OéjEIFQ)
i=0
n—1

I
£
s

(0i + (1 +&j)vo)

<
Il
<)
-
Il
—

[
NFE

> Kiy.is 1] 94,

01<i1<...<is<m v=1

- > ¥ ( > )og-)}jl%

5=01<iy <..<is<m \ jEC(i1,....is

w
Il

(v;, 0...ov,_ tritt genau dann in der Darstellung von ¢; auf, wenn &;; = O fiiralle ¢ & {4y,..., 45} ist.)

Damit bekommt man die folgenden Verfahren fiir Codierung bzw. Decodierung: Wihle feste Rei-
henfolge der Code-Basis. (ay,...,ax) seien die k = (’5‘) + (T) +...+ (T) Quell-Bits. Codiere

(ar,...,ar) = a10g+az01+. .+ Q19 +Apga01002+ . 0 10,00 = (fo, ..., faz1)-

Induktiv: Zu jedem Quell-Bit a,, welches als Koeffizient eines r-gliedrigen Produktes auftritt, ldsst

sich {0,1,...,2™ — 1} in 2™~" disjunkte Teilmengen C von je 2" Elementen aufspalten, so dass stets
as = 3 f; gilt.
jeC
Seinung = (zy,...,x,) der empfangene Vektor und a, wie bisher. Falls kein Fehler auftritt, erhalten
wir 2™ verschiedene Gleichungen a, = ) ;.
jeC

Falls ¢ daher weniger als %2’”_7 Fehler enthiilt, ist die Mehrzahl dieser Gleichungen noch giiltig. Da-
her ldsst sich a, aus ihnen durch Mehrheitsentscheid bestimmen.

Nach Bestimmung der Koeffizienten aller r-gliedrigen Produkte wird die entsprechende Linearkom-
bination von r subtrahiert, man erhélt eine Nachricht, die einem R-M-Code (r — 1)—ter Ordnung
angehort.

Durch iteriertes Anwenden erhilt man schlielich die Botschaft.
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Gleichzeitig haben wir gesehen, dass die Korrekturfihigkeit 2"~ — 1 ist, dass heit d > 27" — 1
gilt. Alle Codeworte haben jedoch gerades Gewicht, und v;, o ... o v; hat Gewicht 2™~". Daraus
erhalten wir unmittelbar

1.35 Satz. Der R-M-Code r-ter Ordnung hat das Minimalgewicht 2.

Bemerkung: Die Fehler-Korrektur ist besser, je kleiner r ist, dafiir existieren jedoch auch viel weni-
ger Codeworte (k= () + (7) +...+ (7).

Die Decodierung erfolgt rekursiv, indem man zuerst die Koeffizienten der beteiligten r-gliedrigen
Produkte bestimmt, dann der (r — 1)—gliedrigen, usw. .

Sei also ein r-gliedriges Produkt v;,, o ... 0ov; mit1 <14 < ... <, < m gegeben mit Koeffizient
a,. Dann war ja a, = > f
jeCl(i1,..., ir)
Ist hingegen t € {1,...,m}\{é1,...,i,.}, so gilt Y. f; =0, dain der Basisdarstellung keine
JEC(i1,...y ipyt)
(r + 1)—gliedrigen Produkte auftreten.
Nun ist aber C(iy, ..., i, t) = C(iy,... i) [2"7" 4+ C(iy, ... ,ir)], also
as = > f;- Entsprechend folgt aus
JEC(in,mmyin) +2m—t

C’(il,...,ir,t,u) = C(z’l,...,ir,t)o[2m_“+C’(i1,...,iT,t)]
= C(ir,. i) | [Clir,. . i) + 2771
SR O, )] 277+ 20 4 Clin, i)

dann a, = > fi

jeam—tpom—ut C(4y,..., ir)

Beispiel: n = 8, m = 3, = 1 = 1-Fehler korrigierend

bo = (11111111)
b, = (00001111) .
B
oo = (00110011 (Basisvond
b; = (01010101)

Es werde (ag, ar, as,az) = (0 110) gesendet (k= ({) + (3) = 4).
Codierung: v; + v, =(00111100).

Empfangen werde (00111000) = (x¢ ... 27) = t.

Decodierung:
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Best.vonas: a3 = Y, x; =
JEC(3) JEC(3)+2!
0,1 2,
0 0
Best. vonas: ay = Y, x; = >
JEC(2) JjeC(2)+22
0,2 4,6
1 1
a = Y, wz; =
JeCc() jec(1)+2
0,4 2.6
1 1

L—0;—by=7+b,+0,=(00000100).

>

jEC(3)+22
4,5
1

>

JEC(2)+20
1,3
1

2.

JEC(1)+20
1,5
0

L

€L

L

jEC(3)+22+21
6,7
0

JEC(2)+22+420
5,7
0

JEC(1)4214+20
3,7
1

Lj

Lj

Ly

17



18

KAPITEL 1. LINEARE CODES



Kapitel 2

Zyklische Codes

Neben der Vektorraum-Struktur von [ wird jetzt auch die Korperstruktur ausgenutzt. Es sei F ein
endlicher Korper mit ¢ = p™ Elementen, p Primzahl, also p = char F'. Dann gelten

1. F* =F\{0} ist zyklisch, etwa F* =< a >, ord(«v) = p™ — 1.

2.VeeF: ot =2 " —t=T[(t-a).

a€clF

3. a € T heiBt primitiv, falls F* = {a’ | ¢ = 0,...,p™ — 2} gilt. Jedes F enthilt primitive

Elemente.
b . .
4. (x+y)P =3 (V)a'yP = aP + yP.
i=0
2.1 Definition. Ein Code C' C [} heit zyklisch, wenn mit z = (1, ...,z,) auchoz = (zn, 71, .., Tn_1)

Codewort ist.

Idee Zur Konstruktion eines 1-Fehler korrigierenden (Hamming-) Codes geniigten m Priif-Bits (n =
2™ — 1). Vermutung: Konstruktion eines 7-Fehler korrigierenden Codes mittels 7m Priif-Bits.

Untersuchung fiir 7 = 2 und n = 2™~1,
Die Priifmatrix von H,, enthilt als Spalten die Dualdarstellungen z, . .., Zym_, der Zahlen 1, ..., 2m!
(in beliebiger Reihenfolge). Wir suchen nun eine Priifmatrix

H = < Li-e-dLoma ) mit 2m Zeilen.
Yy Ygmy

Daz,,...,zym_; verschieden sind, konnen wiry , ..., y,,, , als Funktionswerte einer Funktion f :
F3" — F3' : x; — y auffassen, indem wir zusitzlich f (0) = 0 definieren. Entsprechend kénnen wir
auch die Syndromvektoren s in zwei Komponenten s, s, aus [F5* aufspalten. Damit erhalten wir:

0-Fehler: Hz =0 = (%) = <§1>;

Y So

1-Fehler in Position i: ( 2, > — <§1 ;
f(L‘) S2

19
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2-Fehler in Positionen 7 # j: ( ; (f)i%(y )) = (2)

Damit der Code 2-Fehler korrigierend sein kann, darf das Gleichungssystem

U+v=s5
( )+f() S9

Vsy, sy € Fy'

hochstens eine Losung haben.

f linear geht dann nicht, denn sonst folgte f(s;) = s, und fiir u; # u,, v; # v, Mit uy +v; = Uy + v,
wiirde das Gleichungssystem mit rechter Seite (u; + vy, f(u; + v;))" mindestens zwei verschiedene

Losungen besitzen!

Idee Betrachte %" als Korper. Jede Funktion auf F5* ist Polynom vom Grad hochstens 2™ — 1. Schrei-
be z; = «; als Korperelement!

Ansatz f(a;) = o (erfiillt f(0) = 0). Bei genau zwei Fehlern in Positionen i # j erhalten wir fiir
die Syndrome a; + a; = 01 #0, o} + a = 09. Es folgt

_ 3 — ) ) v 2
o9 = +0zj = (al+a])(ozi +oz,a]+0zj)
= o01(0? + q) = 0} + o1
o2 2 oy i 3
oder e tor = ooy Wir bemerken o7 # 05!

Das heiBt, cv;, o; sind Wurzeln der Gleichung 22+ o+ (Z—j + a%) =0.

(Treten keine Fehler auf, gilt 0y = 05 = 0; bei einem Fehler dagegen oy = af’ = ai" 2

Sg

Die Decodierung ist daher bei Syndromen s = (§1> = (g;) wie folgt moglich:
1. O-Fehler: 01 = 09 = 0;
2. 1-Fehler: 01 # 0,09 = Uf; Fehler in Position i = o7.

3. 2-Fehler: oy # 0,09 # o3}, bilde 2* + o1 + (g—f + 0%) = 0. Enthilt diese Gleichung 2
verschiedene Wurzeln o, o5, korrigiere Fehler in Positionen 4, j.

4. Besitzt 22 + o2 + (g—j + a%) = ( keine Wurzeln, bzw. ist 0; = 0 # 05, so entdeckt man, dass
mindestens drei Fehler aufgetreten sind.

Bemerkung 2% + o7 + (g—f -+ Jf) = 0 kann keine Doppelwurzel fiir o; # 0 besitzen!

Ergebnis H = < a},’ o Oégm*l ) ist Priifmatrix eines 2-Fehler korrigierenden Codes der Linge

Q... Qgm_q
n=2"-—1.

z=(z1,..., )1stCodeW0rt<:>Zozxz—Zole—O
H besitzt 2m Zeilen, die nicht notwezndlg linear unabhanglg sind. Die Dimension des Codes ist folg-

lich>n—-2m=2"—1-2m.
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2.2 Satz. Es seien m € N,n = 2™ — 1 sowie «, ..., «, eine (beliebige) Anordnung der Elemente
des Korpers Fy\{0}. Fiir 7 € N, 7 < 2™~1 — 1, ist dann

(€51 (&%) Qp
ai a3 aj,
H = .
27—1 27—1 27—1
oy Qg o,

Priifmatrix eines linearen bindren |n, k|-Codes C, der T-Fehler korrigierend ist und die Dimension
k > n — mr besitzt.

Beweis. Gemall Korollar (1.11) ist zunédchst zu zeigen, dass in A je 27 Spalten linear unabhingig
sind. Wir wihlen 27 Spalten aus und bezeichnen diese, etwa «, , .. ., ;, , mit 31,..., B, die dann
paarweise verschiedene Elemente von ' bilden.
Dann ist der Spaltenrang der untersuchten Matrix

B . Do

B e . . o . )
A= . . gerade 27, falls die Spalten linear unabhiingig sind, das heif3t, falls fiir

27"—1 27.——1

1 <o Meor

alle x = (z1,...,x,) € F} gilt:

(> Bra; = 0firy =1,3,...,27 — 1 = 2 = 0)

i=1

< (> plz; =0ftrv=1,...,21 — 1 = z = 0) (Rechnen iiber F,!)
i=0

= det((5)1<ij<2r) # 0.

Es gilt hierfiir
51 . 527- 1 cee 1
37 3 b Par
2T 2T 27—1 27—1
1 e Mor 1 oo Mor

Die letzte Determinante ist dabei vom Vandermonde-Typ. Also gilt:

det((8)) =pr-...-Bor ] (B —5)#0.

1<i<j<2r

Folglich ist C' 7-Fehler korrigierend. H besitzt zudem 7 - m Zeilen; falls diese linear unabhéngig sind,
wird dim C' = n — m7, ansonsten grofler. Damit ist Satz (2.2) bewiesen. [l

Die Bedeutung dieser Codes liegt allerdings weniger in ihrer Eigenschaft, Fehler zu korrigieren; es
gibt Codes mit besserem Verhiltnis &/n und groBerer Minimal-distanz der Codeworte. Dafiir haben
diese Codes hier hervorragende Codierungs- und Decodierungsverfahren.
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2.3 Definition. Die Codes aus Satz (2.2) heiBen Bose-Chaudhuri-Hocquenghem Codes (BCH-Codes).

In der Matrix H von Satz (2.2) stehen die Korperelemente oy, . . . , v, in beliebiger Reihenfolge. Eine
Anderung der Reihenfolge fiihrt zu einem Aquivalenten Code. Fiir Codierungs- bzw. Decodierungs-
zwecke sind bestimmte Anordnungen vorteilhaft.

Die Spalten der Matrix H von Satz (2.2) werden nun wie folgt angeordnet. Es sei « ein primitives
Element von F3"* sowie o;; = a'~'. Dannist z = (z1,. .., z,) genau dann ein Codewort, wenn

> el = 0fiiry =1,3,... 2t —1bzw.v = 1,... 2t
=1

gilt.
Bemerkung In dieser Notation sind BCH-Codes zyklisch. Es gilt ndmlich:

0= z .fliné(i_l)V = o Z .fL'iOé(i_l)V
i=1 1=1

n—1 )
= > ;o™ + x,a™
i=1

n
= Y 12V 43,00

=2
— zn: .fEi,lC((i_l)V 4 ZIZ'nOé(l_l)V.
i=2
Wir ordnen nun jedem Codewort (z1, . .., 2,)" ein Polynom aus Fy[t] zu:
Fy — Folt] : (21,...,20)" = 2y 4+ 2ot + ...+ 2,t" L

Damit lésst sich der Code als Menge von Polynomen vom Grad hochstens (n — 1) im Polynomring
[F,[t] auffassen. Ein Polynom f(t) € Fy[t] ist genau dann Codewort, wenn deg(f) < n — 1 und
fla¥)=0firv=1,...,27 gilt.

Wir erinnern an Aussagen der Algebra, speziell an Eigenschaften von Polynomringen iiber Korpern
F:

1. F[t] ist Euklidischer Ring, folglich Hauptidealring.

2. Ein Ideal in F'[t] ist genau dann maximal, wenn sein erzeugendes Polynom irreduzibel ist.

3. Ist R kommutativer Ring mit Eins und a ein Ideal in R, so gilt:
R/a Korper <= a maximal.
2.4 Satz. Es sei M die Menge aller Polynome f(t) € Fy[t] mitdeg(f) <n—1und f(a) =0 (v =
1,...,27). Dann existiert (eindeutig) g(t) € Fy[t| normiert mit: f(t) € M <— { (f(t) € g(t)F[t]

Dieses Polynom ¢(t) heifst erzeugendes Polynom des entsprechenden BCH-Codes.
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Beweis. M = {f(t) € Falt] | f(@¥) =0 (v =1,...,2t)} ist ein Ideal in F,[t], also Hauptideal,
etwa M =< g(t) >.
Die Eindeutigkeit von ¢(t) wird durch die Forderung “¢(¢) normiertérreicht. O

2.5 Korollar. Die Dimension des entsprechenden BCH-Codes ist k = n — deg(g).

Beweis. f(t) € g(t)Fylt] <= f(t) = g(t)h(t) mit h(t) € Fylt]. Ist nun deg(f) < n — 1, so
gilt auch deg(gh) = deg(g) + deg(h) < n — 1, also deg(h) < n —1 — deg(g);k: — 1, das heif3t

h(z) = ap + agt + ... + agt*~1 € Fy[t]; es gibt also 28 Moglichkeiten fiir die Wahl von k. O
Bemerkung Offenbar lisst sich g(¢) normiert wihlen. g(¢) ist damit dasjenige normierte Polynom
kleinsten Grades, welches o (v =1,...,27) bzw.

al,a?, ..., a? ! als Nullstellen besitzt.

Aus der Algebra-Vorlesung gilt als bekannt (F = F*):

1. Das Minimalpolynom von o € F iiber IF, ist dasjenige normierte Polynom m,t = mq,r,(t)
kleinsten Grades aus F),[t], welches « als Nullstelle besitzt.

2. Eigenschaften von m,(t) als Minimalpolynom von a: m,(t) ist irreduzibel in I, [t]. Fiir jedes
f(t) € F,lt] mit f(o) = 0 gilt my(t) teilt; f(¢) in F,[t] : ma(t) | f(2). Speziell folgt: m, () |
(tP" — t). Es gilt: deg(m,) < m, denn 1,a,...,a™!, o™ sind linear abhingig wegen [F :
F,| =m.

3. Ist « primitiv, so gilt deg(m,) = m. (m, heifit in diesem Fall primitives Polynom). Gilt etwa
deg(m,) = d, so erzeugt o einen Oberkdrper von F, mit p? Elementen. Wegen o € F folgt
p? < p™, also d < m. (Man beachte: Fj, (o) = F[t] /. (1)r, 1 ist ein Korper mit pd°&("e) vielen
Elementen.)

4. Ist a Nullstelle von f(t) € F,[t], so gilt auch f(a?) = 0; denn in Charakteristik p gilt: f(o?) =
(f(c))P. Das Minimalpolynom eines Elementes « enthilt damit die Nullstellen o?” (v € Z=°, v <
deg(m,)), die sogenannten Konjugierten von «. Aus der Galoistheorie folgt schlieBlich m,, (t) =
m—1 )

[T (t — ") fiir o primitiv.
i=0

5. Essei F, ein Korper mit ¢ = p™ Elementen, p Primzahl. Dann ist 29" — z fiir n € N das Produkt
aller normierten irreduziblen Polynome aus F,[x], deren Grad n teilt.

6. Zun € N existieren stets irreduzible Polynome vom Grad n in [F,.

Beispiel Wir betrachten den BCH-Code der Linge 7, also n = 7,m = 3, mit 7 = 2. Es sei « ei-
ne primitive Wurzel in F3. Dann ist g(¢) das Produkt der Minimalpolynome m,, und m,s, denn die

6
Konjugierten sind hier o, %, a bzw. o, a®, o®, das heiBt, wir erhalten g(t) = [ (t — a’) = 1L =

=1
0 + 15 +t* + 3 + 2 + t + 1. Das bedeutet gemiB Korollar (??) dann k = 1, die Schranke in Satz
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(2.2) (k > n — mr) ist in diesem Fall scharf. Dies ist jedoch nicht immer so. Ein Gegenbeispiel ist:
m = 4,7 = 3; wir erhalten hier £ = 5 (statt 3 aus dem Satz).

Um g(t) aus der Produktdarstellung (kgV(!) der Minimalpolynome von o*~! fiiri = 1,...,t) zu
realisieren, bendtigt man zunéchst eine Gleichung fiir . Im letzten Fall ist m,, () irreduzibles Poly-
nom vom Grad 4. Wir wihlen t* + ¢ + 1 (andere Mdoglichkeit: t* + ¢ 4- 1). Dann sind die Elemente
von [ einerseits Potenzen von «, andererseits - wegen ot = o + 1,  Fj = Fo[t]/(t* + t + 1)Fs]t]
-Polynome hochstens dritten Grades in «. Im Einzelnen ist

o = 1
ol = a
a? = a?

b = a

at = a + 1
a® = o> + o«

b = o + o

o = o + o +
a® = a? + 1
o = ol + «

all = > 4+ a + 1
al = o + o + «

a? = o + o + «a + 1
a® = a3 + ao? + 1
att = aod + 1
al® = 1

Um in [} sinnvoll zu rechnen, bendtigt man beide Darstellungen, die Potenzen zum Multiplizieren,
die vektorielle Darstellung fiir die Addition. Das Minimalpolynomm von « war t* + ¢ + 1. Das Mini-
malpolynom von o3 sei t* + at® + bt? + ct + d. Wegen o Nullstelle muss (o +a? +a +1) +a(a® +
a)+b(a®+a?) +ca® +d = 0 gelten, das heiBt 1 +a+b+c=0,1+b=0 1+a=0,1+d=0.
Wir erhalten ms () = t* + ¢3 + t* 4+ ¢ + 1. Das Minimalpolynom von «” hat die Nullstellen o, a/'°.
Wir erhalten
mas(t) = 2+ (a® + ')t + a’al?
41+ 1.

Damit ist das erzeugende Polynom ¢(t) = mo(t)mes(H)mes(t) = 10+ 8 + 2+t + 12 +t + 1
vom Grad 10. (Folglich hat das Polynom t* + > + 1 € Fy[t| die Nullstellen a”, o'*, a'?, o)) Das
erzeugende Polynom héngt natiirlich im Allgemeinen von der Wahl der primitiven Wurzel « ab.

Codierungsverfahren fiir BCH-Codes:

GemiB Satz (??) werden k Nachrichtenbits uy, . .., u; als Polynom u; + ust + ... + uyt*~! inter-
pretiert und mit dem erzeugenden Polynom ¢(t) = kgV{mgz2i-1 | i = 1,...,7}) multipliziert. Man
erhilt dann ein Polynom vom Grad héchstens n — 1 :  x + 2ot +. .. +x,t" !, dessen Koeffizienten
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das Codewort (1, ..., z,) bilden.
Polynom-Arithmetik I&sst sich in der Praxis besonders effizient mit digitalen Shift-Registern durchfiihren.
Zunichst bendtigen wir ein Verfahren zur Multiplikation mit einem konstanten Polynom g(t).

Polynommultiplikation mit Shift-Registern

Output

GG
L
e

Takt O: Input: [,
Shift-Register: [0, ..., 0]
Output: ]Qg()

Takt 1: Input: [,
Shift-Register: [Io, 0, ..., 0]
Output: Ipg1 + 1190

Takt j: Input: /;
Shift-Register: [/;_1, ..., 1, 1o,0,...,0]
Output: I(]gj + ]1gj,1 + ...+ Ing

Taktn — 1: Input: 0
Shift-Register: [0, ..., 0, Ix_1]
Output: I, 19, &
Uber [, gestaltet sich das Verfahren noch sehr viel effizienter, da eine Multiplikation als Resultat nur

0 oder 1 hat.
Wir erhalten als Encoder fiir g(t) = !0 + 8 + > +¢* + * + ¢t + 1

~ DD @D ® @

SR R R SR

Der Euklidische Algorithmus fiir Polynome
Ausgehend von 1o,y € F[t]  (F beliebiger Korper) bestimmt der Euklidische Algorithmus den
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gg'T von rg und 7.
Ein Rechenschritt besteht dabei jeweils aus einer Division mit Rest: 7o(t) = q1(t)r1(¢) + r2(¢) mit

dem Quotientenpolynom ¢; und dem Rest 75, fiir den ro = 0 oder deg(ry) < deg(ry) gilt. ro(t) ldsst
sich dann seinerseits berechnen mittels

Nichster Schritt:

r(t) = @)r2(t) +r3(t),
r3(t) = r1(t) — q2(t)r2(t)
= 11(t) = q2(t)(ro(t) — @1 (t)71 (1))
—q2(U)ro(t) + (1 + q1(t)g2(t)r1(t))
Allgemein setzen wir an:
ri(t) = Gra®)riga(t) +riga(t)
Tiva(t) = Siva(t)ro(t) + tipa(t)ri(t).

Wir erhalten so (abbrechende) Folgen von Polynomen r; (i > 0), ¢; (j > 1),s;,t;. Die Berech-
nung der 7, g; ist klar. Wie bestimmen sich aber die s;, ¢;? Zunichst gelten
so(t) = 1,to(t) = 0,s1(t) = 0,¢1(¢t) = 1. So dann erhalten wir

Sivo(t) = 8i(t) — qip1(t)sip1(t) [ 2 gliedrige
tiJrQ(t) = tl (t) — qz+1<t>tz+1(t) Rekursion

Fiir die Grade der Polynome 7; gilt: deg(r;) > deg(r;41) (¢ > 1), so dass ein n € N mit r,(¢) # 0
und 7,1 (t) = 0 existiert. Danach bricht der Prozess ab, da r,, nicht mehr durch r,; geteilt werden
kann, so dass ein Rest von kleinerem Grad herauskommt.

2.6Satz. 1. t;(t)ri1(t) —ti (O)rs(t) = (=) rg(t) (i=1,....,n+1);
2. si(t)rica(t) — sia(O)ri(t) = (=)' () (i=1,...,n+1);
3.0 si() i1 (t) — si1(D)t(t) = (=1) (i=1,...,n+1);
4. si(Oro(t) + t(Ori(t) = r(t) (i=0,...,n+1);
5. deg(s:) + deg(riy) = deg(r)  (i=2,...,n+1);
6. deg(t

Beweis. 1. i=1: ro(t) — 0 - ri(t) = ro(t).
i —— i+ 1t (0)r(t) — it )rl+1(t>
= (i (t) = qu(0)t:(8))ra(t) — tit)risa ()
= i (O)ri(t) = t:(8)(qi(t)ri(t) + riga (1))
= tia(t)ri(t) — ti(t)ria ()
= (=1) (=1)""ro(t).

(
) =
;) + deg(r;_1) = deg(ro) (i=1,3,...,n+1).
1-
)

1—

(
t
t
(¢
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2. Analog!

3.6=1:0-0—-1-1=—1.
i — i+ 1 s (B)(t) — si(t)tia(t)
= (si-1() = @(t)sa(£))ta(t) — si(t)(ti-1(F) — @ (8):(t))
= s ((0) - GO ) — s (1) + si(Dail
= (=1) (=1)"

4. Klar nach Konstruktion.

[
~—~
SN—
~
.
—
<~
SN—

50i=2: s5(t) =0 (sot) =1).
deg(s;+1) > deg(s;) (i > 1 infolge Rekursion, deg(g;+1) > 1)
deg(ri11) < deg(r;) (¢ > 1 infolge Definition der ;)
Gradbetrachtung in (2) liefert dann die Behauptung.

6. 1=1: t,=0.
deg(t;+1) > deg(t;) (i > 2 infolge Rekursion, deg(g;) > 1, ¢ = 0 moglich);
deg(r;+1) < deg(r;) (¢ > 1 infolge ihrer Definition);
Gradbetrachtung in (1) liefert dann die Behauptung fiir © > 3.
Es bleibt der Fall ¢ = 2 : Hier ist t, = ¢; und deg(r1) > deg(r2).
(Wir haben hier t5(t)r(t) — ro(t) = —ro(t).)
Im Fall ¢, # 0 folgt also die Behauptung, fiir £, = 0 wire sie ohnehin falsch.

2.7 Korollar. r,(t) = cggT(ro(t),r1(t)), 0#c € F mit
rn(t) = s (t)ro(t) + tn(t)r(2).

Beweis. Die zweite Aussage Teil ist Punkt (4) des vorrangehenden Satzes. Wegen 7, 1(t) = 0 gilt
7n(t) | rn—1(t) und damit gemdB Konstruktionder r;(t) (¢ =0,1,...,n+1)auchr,(t) | r;(t) (i <
Ist umgekehrt 7(t) ein Teiler von ry(t), r1(t), so teilt 7w(t) auch ro(t), damit dann r;(t) (i > 2).
Also: 7, (t) teilt ggT(ro(t), 1 (t)) und umgekehrt.
Entscheidend ist Punkt (4) des letzten Satzes. Aus jener Gleichung folgt

() ti(t)ri(t) =ri(t) mod ro(t) (i=0,...,n).
Wegen 6. gilt dartiber hinaus

(8)  deg(t;) + deg(r;) < deg(ro).

(Letzteres gilt sicher fiir ¢ > 3. Fiir ¢ = 2 gilt es auch, falls 5 # 0 ist. Fiir ¢ = 1 gilt dies nur im Fall
deg(ry) < deg(ro). Fiir i = 0 gilt es wiederum stets.) O
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Im folgenden werden wir zeigen, dass die Polynome ¢;, r; durch die letzten beiden Eigenschaften be-
reits bis auf einen Faktor eindeutig gekennzeichnet sind. Sie lassen sich daher mittels des Euklidischen

Algorithmus leicht bestimmen. Dies wird der entscheidende Punkt fiir das Decodierungsverfahren fiir
BCH-Codes werden.

Beispiel ' = F,.

i S; t; T qi
0 1 0 18 —
1 0 1 ottt 41 241
2 1 2 +1 B4+t+1 3+ 1
3 41 4+ t3+ 2 t? t
4 thrt+1 o+t 34241 t+1 t+1
n=>5 PH+t*+3+> tT+t54+3+t+1 1 t+1
6 * * 0 —

Insbesondere ist also
P+t + P+ )+ T+ O+ Pt D P+ = 1
2.8 Hilfssatz. Zu p,v € Z=° mit v > deg(ggT(ro(t),r1(t))) und pu + v = deg(ro(t)) — 1 existiert
eindeutig j € {1,...,n} mitdeg(t;) < p, deg(t;) <.
Beweis. Es gilt deg(r;) < deg(r;—1) (¢ = 2,...,n). Definiere j eindeutig durch die beiden Bedin-
gungen deg(r;_1) > v + 1,deg(r;) < v. Es bleibt noch deg(t;) < p zu zeigen. Gemaf Teil 6. des
Satzes (2.6) war aber
L+ p+v=deg(ro) = deg(t;)+ deg(rj-1)
> deg(t;) +v+1,
woraus deg(t;) < p folgt. (Ebenso ergibt sich deg(t;1) > u + 1.)
]

2.9 Haupthilfssatz. Es seien f,g € F[t] mit deg(f) > 0,deg(g) > 0 gegeben. Fiir u,r € F'[t| mit
w-r # 0und u(t)g(t) = r(t) mod f(t), deg(u)+ deg(r) < deg(f) existieren eindeutig j € N
und A € F[t] mit u(t) = X(t)t;(t),r(t) = A(t)r;(t), wobei sich t;,r; aus dem Divisionsalgorithmus
fiir f, g berechnen.

Beweis. Setze v = deg(r), p = deg(f) — v — 1. (Hierfiir ist v > deg(ggT(f(t),g(t))), da wegen
u(t)g(t) —r(t) = v(t) f(t) der ggT von f und g gerade r teilt. Wegen deg(u) + v < deg(f) und u #
folgt v > 0.) Wir bestimmen daher gemi3 dem Hilfssatz den Index j aus dem Divisionsalgorithmus
fiir f und g eindeutig (!), so dass

deg(tjr1) > p+1=deg(f) — v =deg(f) — deg(r) = deg(u) + 1,

deg(rj_1) > v+ 1 =deg(r) + 1 gilt.

Damit ist die Eindeutigkeit des Index ; gezeigt.
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Gemil Teil 4. des Satzes (2.6) und der Voraussetzung gilt fiir j > 0:
s (L) (1) +5(t)g(t) = r;(t) und 3s(t) € Ft]

s(t)f(t) +u(t)g(t) = r(t). (2.10)
Hieraus folgt
si(0) f(Ou(t) +t;()ut)g(t) = ri(t)u(t)
ST (1) + 15t al0) = D)t (0),
also 7,(t)ult) = r(t(t) mod f(t).
Gradvergleich:
deg(rju) = deg(r;) + deg(u) < v + deg(u) = deg(r) + deg(u) < deg(f),
/&eg(ﬁj) deg(r) + deg(t;) < v+ p < deg(f).

r;(t)u(t) = r(t)t;(t) gelten, und damit auch

si(Du(t) = s(t)t; (1)

Nach Teil 3. des Satzes (2.6) sind s; und ¢; jedoch prim zueinander, woraus sich s(t) = A(¢)s;(¢) und
u(t) = A(t)t;(t) fiirein A € F'[t] ergibt.

Es folgt aus (2.10) so dann
r(t) = A(t)s;(t) f(t) + A(t)t;(¢)g(t) = A(t)r;(t), also ist A(¢) = (t) ebenfalls eindeutig bestimmt.
O

Fortsetzung des Beispiels: Annahme (wie bei der Decodierung spiter der Fall), wir suchen alle Po-
lynome w(t),r(t) mit (5 + t* + > + ¢t + Du(t) = r(t) mod 3 und deg(u) < 3, deg(r) < 4.
Der kleinste Index j mit deg(r;) < 4 ist j = 2. Folglich sind alle (deg(r;) < v = deg(r)) gesuchten
Losungen von der Form u(t) = A(¢)(t* + 1), r(¢t) = A(¢)(¢* + ¢t + 1) mit Polynomen X\ vom Grad
< 1. Sollen u, r zudem zueinander prim sein, ist notwendig A(¢) = 1.

Decodierung von BCH-Codes:
z = (x1,...,2,) € Fy Codewort

=Sl =0G=1,....2r, {a,...,0n} =FpP\{0}).

=1
Es erweist sich jedoch als giinstiger, die Elemente von F5'* so anzuordnen, dass z € C <
n .
SNl (j=1,...,27) gilt.
=1

Fiir einen beliebigen Vektor y € T} definieren wir s; := > y;0;7  (j =1,...,27).
- =1

Dann ist y genau dann Codewort, wenn s(t) := s1 4S5t 4. .. + 59,87 € F5'[t] identisch verschwin-
det. Nun ist



30 KAPITEL 2. ZYKLISCHE CODES

2T n . n
w>:§yﬂ(z%%ﬁzzm
j=1 i=1 i=1

= Yy eo
; oty
=1

2T 1 .
97— —J
=1

J

Damit bekommt man als dquivalente Definition fiir BCH-Codes:

y € Fy Codewort <= >~ ¥~ =0 mod ¢*" in F3'[t].
- =1

t—a
(Die letzte Kongruenz ist dabei als Gleichheit in R = F3'[t]/t*"F3'[t] zu interpretieren. Wegen
ggT(t — a;,t*") = 1 existiert —— in R.)
Diese Definition fiir einen Code lésst sich leicht verallgemeinern:

2.11 Definition. Es seien n,m € Nund G(t) € F'[t] mit deg(G) = s, {a1,...,a,} C F* mit
G(a;) #0 (i =1,...,n). Dann bilden die Elemente y € [} mit

> - =0 mod G(t) einen linearen (!) Code, den sogenannten Goppa - Code.
=1 -

2.12 Satz. Der lineare Code in Definition (2.11) geniigt d i, > s+ 1 und k > n — ms.

Beweis. Die Linearitit ist klar! Also gilt: d,i, = we.

Es sei 0 # y Codewort mit {j1,...,5,} = {i | vi # 0}. Setzte {S31,...,5:} = {aj,,..., 5 }.

—5 = 0 mod G(t). Die linke Seite hiervon ldsst sich auf den Hauptnenner

.
Dies impliziert >
i=1

T

q(t) == [ (t — B;) bringen. Der zugehorige Zihler ist dann p(t) = > y;, [[ (t — Bk)-
i=1

=1 k=1
ki

Da G(;) # Oist, folgt ggT(G(t), q(t)) = 1. Fernerist p(5;) = y;, kl;[,(ﬁi_ﬂk) # 0,also ggT(q(t),p(t)) =

1. Daher ist wegen 22 = 0 mod G(t) auch p(t) = 0 mod G(t). Es folgt s = deg(G) < deg(p) <

; a(t)
r — 1 und damit we > s + 1.

Nun zum Beweis von k > n — ms!
Wegen —(t — ai)WG(ai)*l =1 mod G(t) gilt
Fa = G0 in R =Fo[t]/GOF,[])

t—Oéi t—ai

Dann liefert die Definition des Goppa-Codes fiir ein Codewort y:

> y:Gi(t) =0 mod G(t), also gilt sogar “= 07, da der Grad auf der linken Seite
i=1

< s ist. Per Koeffizientenvergleich ergeben sich s Gleichungen

Z?ﬁgz‘j =0 (Gi(t) = Zgijtj_l)'
i=1 =1
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Da die g;; € ;" sind, erhélt man in F, gerade ms lineare homogene Gleichungen fiir die y;. Der
Losungsraum besitzt folglich die Dimension &£ > n — ms. ]

Bemerkungen Keine der beiden Anschidtzungen von Satz (2.6) ist scharf.

1. Fiir ¢ = 2 und G(¢) irreduzibel folgt we > 2s + 1. Es sind alle y;, = 1, also gilt p(t) = ¢/(t) =
h(t)?, letzteres wegen

2

r T LTE

L)
¢t)=> ait™ = Y at ' ={Y bt

i=1 i=1 i=0
i=1 mod 2

Es folgt G | h? und wegen G irreduzibel G | h, also s < | "% | sowie 25 + 1 < r. Man beachte
dazu p(t) # 0 wegen p(3;) # 0.

2. Fiir BCH-Codes, d.h. G(t) = t*7, gilt k > n — m3.

Decodierung: Es werde x € F| gesendet und y empfangen. Dann ist ¢ := y — x der Fehlervektor.
Als Syndrom definieren wie dann das Polynom

mod G(t)

[l
INgE
o
S
o~
sz‘“

s(t) = il e:Gy(D)

zn: Yi mod G(t)

vom Grad < s.

Falls e; # 0 ist, ist ein Fehler in Position i bzw. o; aufgetreten. Folglich heibt B := {a; € F}" | ¢; #
0} Fehlerstellenmenge, £B = wt(e) =: e. Fiir 5 € B heiit eg = e; (fiir passendes ) der Fehlerwert
an der Fehlerstelle 3. (Fiir g = 2 folgteg = 1 V(3 € B). Die Aufgabe ist also, alle Fehlerstellen und
Fehlerwerte zu berechnen. Es gilt

s(t) = Z % mod G(t)

BEBt_ﬂ

und wie im Beweis zu Satz (2.6) erhalten wir die Polynome

7(t) := ][] (¢t — /) Fehlerstellenbestimmungspolynom (error-locator-polynomial),
BeEB
p(t) :== > es [ (t — v) Fehlerwertbestimmungspolynom, (error-evaluator-polynomial).
BeB v€B
Y#B

2.13 Satz. Fehlerstellen- und Fehlerwertbestimmungspolynom T bzw. p geniigen:
1. deg(T) =¢,
2. deg(p) <,

3. ggT(r,p) =1,
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Beweis. (1), (2) klar gemél3 Definition;
(3 klar,da7(t) = [[ (t —F)und p(B) =eg [[ (B —) #Oist,also (t — ) /4 p(t), gilt;

oer 1%
4)esist7'(t) = 6% [T (=), also7(8) = [ (8 — ) und damit p(3)/7'(5) = es;
b ek %
(5) s(t)7(t) = <ﬁZB 5 BHB(t —B) = p(t) mod G(t);
(6) Konsequenz von (3). O

2.14 Satz. Es seien 7(t), p(t) Fehlerstellen- bzw. Fehlerwertbestimmungspolynom. Hat dann der Feh-
lervektor ¢ ein Gewicht wt(e) < |35/, so gilt T(t) = At;(t), p(t) = Ar;(t), wobei r;,t; die Polynome
sind, die man beim Euklidischen Algorithmus fiir ro(t) = G(t), 1r(t) = s(t) # 0 erhdlt, und j
ist der kleinste Index mit deg(r;) < |5]. Die Konstante \ € F, bestimmt sich dabei, so dass T(t)

normiert wird.

Beweis. Wegen wt(e) < | 5] folgen aus (2.13) deg(7) +deg(p) < deg(G) = s,7p # 0 sowie 75 = p
mod G. Also ldsst sich der Haupthilfssatz anwenden. Er liefert in dieser Situation 7(¢) = A(¢)t,(¢),
p(t) = A(t)r;(t) mit eindeutig bestimmtem Index j. Wegen (2.13)(3) muss hier A(¢) konstant sein.
Da 7(t) normiert ist, berechnet sich die Konstante A wie angegeben. Schlieflich erhalten wir die
behauptete Minimaleigenschaft von j:

j nicht minimal = 3k > j:s = deg(ty) + deg(rp—1) < deg(tx) + deg(r;)
< deg(ty) + [5] = deg(tx) > 5]
im Widerspruch dazu, dass die Fehleranzahl = deg(t;) < | ] sein sollte. O

Das ergibt unmittelbar einen
Decodierungsalgorithmus fiir Goppa-Codes:
Input: Empfangener Vektor y € F7, oy, ..., o € F mit G(a;) # 0 fiir G(t) € Fy[t].

1. Berechne Syndrom s(t) = > 37~ mod G(t).
i=1 ‘

2. Wende Euklidischen Algorithmus auf G/(t), s(t) an, bis erstmals deg(r;) < [s/2] wird.
3. Bestimme B := {3 € F]" | t;(3) = 0}.
4. Fiir alle 8 € B setze eg := 1;(8) /t;(5).

OfllI'Oéz¢B

5. Setze ¢; ::{ e fira;—BeB "
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6. Outputz :=y —e.
Bemerkungen

1. Die Bestimmung der Konstanten A kann entfallen wegen

7(8) = 0 <= A7(8) = 0und e = p(3)/7'(8) = A" p(B) /(A7) (B).
2. ImFall ¢ = 2: In Schritt 4 setzeeg =1 V3 € B.

Spezialfall: BCH-Codes mit Parametern (n = 2™ — 1, ¢) primitive Wurzel von F3* und ¢(t) = ¢*7.

Decodierungsalgorithmus fiir BCH-Codes:
Input: Empfangener Vektor y € Fy,n = 2™ — 1, « primitives Element von [F5".

1. Berechne Syndrome s; = Y y;a=Y7 (5 =1,...,27).
i=1

27
2. Wende Euklidischen Algorithmus auf t*” und s(t) = Y s;t*~! an bis deg(r;) < 7 wird.

i=1

3. Bestimme B := {§ € F' | ¢;(3) = 0}.

0 fir a0~V ¢ B

4. Berechne Fehlervektor e mittels ¢; := { L fira-GDepB "

5. Outputz =y +e.

Beispiel BCH-(15,3)-Code, a? = o + 1

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8
ai (0001) (0010) (0100) (1000) (0011) (0110) (1100) (1011) (0101)
i 9 10 11 12 13 14

o' (1010) (0111) (1110) (1111) (1101) (1001)

Annahme: y = (111 000 11 00 11 11 0) wurde empfangen. Berechnung des Syndroms:

15
5= 3 el (G=1,....0)
=1
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s1 = a’+at+a’+(@P+at)+ (@@ +a+l)+(@®+a+l)+(@®+a®+a)+
(@P+a?+a+1)+a®+a?+1
= l+a+a=a’
Sg = 1+a2+a4+a12+a14+a5+0z7+a9+a11
= 1-14+1+1+1+)4al+1+14+14+14+1)+a*(1+1+1+1)+a?
(1+1+1+1+1)

= 1+a®=a"
al3

S4 =
s3 = 1+a®2+al+ad+al+14+a+a8%+a”
= &+ttt +P+a=a+a?+a=alt
Sg = Oé7
s5; = 1+a’°+a’+1+a’+a®+a®+1+a°=1

Also erhalten wir das Syndrom
s(t) = a" + oMt + o+ Bt Q.

Wir wenden den Euklidischen Algorithmus auf G(¢) = ¢% und s(t) an:
Dabei stellen wir die Polynome durch die Exponenten ihrer Koeffizientendar ( 0 = o*) : G’(¢)=(0 *
x % & ok %), s()=(701311147)

i ti(t) ri(t) (1)
0 (%) (0, %, %, %, %, %, %) —

1 (O) (7, 0,13,11,14, 7) (8, 1)
2 (8,1) (11,9,2,*,8) (11,14)
3 (4,2,%) (8,6,9, %) (3, %)
4 (7,5,8,1) (7, %, 8)

6 (@™t + 1 + a3 + a2 + Mt + a") = Bt + q,
B + oSt + oM+t + ¢
alltt + % + a?t? + b

ot + a''t? + ot + o
ot + abt? + ot

(Bt + ) - (oMt + o) + 1 = a’t? + a?t + 0.

(@Mt + %13 + o®t2 + a®) : (¥ + o5t? + %) = o,
a’t? + b

(a*t? + a?t)(a3t) + aBt + a = a™t3 + 12 + bt + a.
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1011
. . . 73 52 8 . 0 0110
Hiernach sind die Nullstellen von 7(t) = a't® + &’t* + a®t + a zu bestimmen. 7(a’) = 0101 £ 0,
0010
0111 0011
1011 1000
1y _ 1y _
T@)= 1919 #O7@7) = 191 7O
0010 0010
1101 0010 0010
1010 0010 1110
2\ -2\ __ 3\ _
T(@) = g1y #OT@T)= 1150 #OT@)= 115 =0
0010 0010 0010
1101
1001
-3y _ _
T(a™?) = 0110 = 0.
0010

Durch Division erhilt man o® = o9 als dritte Nullstelle, also existieren Fehler in den Positionen

4,10,13,d.h. B = {a*, a”, a'?}, der Output besteht aus (111100110111010).

2.15 Definition. Es sei F = [, ein endlicher Kérper und n = ¢™ — 1 (m € N). Ferner sei « eine
Primitivwurzel von F" /F,. Fiir festes 7 € N bilden die Vektoren z € (F")" mit ) z;al™"7 =
i=1

0 (j=1,...,27) einen linearen Code, den sogenannten Reed-Solomon-Code RS(n,;').

2.16 Satz. RS(n, ) besteht aus allen Vektoren ¢ € F.., fiir die das zugehorige Polynom C(t) :=
n 27

S xit"t die Gestalt C(t) = I(t) [[(t — o?) besitzt und 1(t) € Fyn|t] einen Grad < n — 1 — 27
i=1 j=1

besitzt. RS(n, 7) besitzt die Parametern = ¢ — 1, k=n — 27, dypin = 27 + 1.

Beweis. Esist C(a?) =0 (5 =1,...,27) nach Definition. Fiir jedes Codewort ¢ wird C'(¢) daher

2T
durch ] (t — o?) =: g(t) geteilt. Die Koordinaten von ¢ liegen jetzt in F = - im Gegensatz zu den
j=1
BCH-Codes - so dass g(t) gerade das angegebene Produkt ist, nicht mehr der ggT der Minimalpoly-
nome der o/. Die Dimension k& = n — 27 ergibt sich dann wie friiher in (2.3). dp,;, > 27 + 1 folgt
wie in (2.1). SchlieBlich besitzt 1 - g(¢) # 0 - als Codewort hingeschrieben - das Gewicht < 27 + 1,

so dass dp,;, = 27 + 1 folgt. Dass der Code zyklisch ist, folgt ebenfalls wie friiher. ]

Damit lassen sich RS-Codes wie BCH-Codes mittels Shift-Registern codieren. Die Arithmetik in Fym
ist allerdings schwieriger zu realisieren.

2.17 Satz. ¢ € F}.. ist Codewort des RS-Codes aus Definition (2.15) dann und nur dann, wenn

n

> =% =0 mod °7 gilt. RS(n, 7) ist zyklisch.

=1
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Beweis. vgl. S.2.23, Ubungen.
Damit lésst sich aber das Decodierungsverfahren fiir Goppa-Codes - geeignet
modifiziert - anwenden. ]

Decodierungs-Algorithmus fiir Reed-Solomon-Codes RS (n, 7)
Input: Empfangener Vektor y € Fi...

1. Berechne Syndrome s; := > ;a7 (j=1,...,27).
i=1
2. Wende Euklidischen Algorithmus auf t2” und s(t) = s; + Sot + ... + so,°" ! an, bis erstmals
deg(r;) < 7 wird. Setze 7(t) = t;(t), p(t) = r;(¢).
3. Bestimme B := {§ € Fm | 7(3) = 0}.
4. Fir jedes 5 € B setze ez := p(3)/7'(().

0fira™ ¢ B

5. Firt=1,...,nsetze e; ::{ egfiira_i:ﬂeB .

6. Outputz =y —e.

Beispiel: RS(7, 2) mit ¢™ = 23.
Fs={0,1,c,...,a%}, a0 = a+ 1.

1 2 3 4 > 6
a o a+l &*+a o®+a+1 a?+1
Erzeugendes Polynom:
g(t) = (t—a)(t—a?)(t —a?)(t —a?)
= (+at+ad) (P +aSt+1) =t + 2 + 12 +at + a3

Annahme der empfangene Vektor ist y = (o®, a,1,0%,0,0°,1).

Syndrome:
57 = ad+a’+a’+aP+ab+ab=ad
s = ad+ad+at+at+a®+al2=at
53 = ad+attab+all 4al®4ald=qgl

s = A+l +dlf+at+aB+a?r =+l +a+1+al+ad=0

Euklidischer Algorithmus fiir t* und s(t) = o + a*t + o*t?

7 t; i qi

0 (%) (0, %, *.%, *) —

1 (0) (4.4.3) (3,3,5)
2 (3,3,5) (0,1)
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th: (@' +att+ o) =Pt + Pt + o
t+ % + ¢

2+ t* + ot
?t?+ ot +a
t+ o
Also:
7(t) = a3t* + a3t + o® hat Nullstellen o, o°.
p(t) =t+ .
Es folgt e,4 = a:% =ab ey = O‘:ga = o und gemiR Schritt 5. des Algorithmus
Output:
T = y—e
= (& a,1,0%0,0% 1)+ (0,0,0? a° 0,0,0)
= (a3 a,a,1,0,03,1)

Anwendung bei Fehlerexplosionen, d.h. gehduftem Auftreten von Fehlern.

Im obigen Beispiel haben wir RS (7, 2) als einen linearen (7, 3) - Code iiber Fg behandelt, der dann 2 -
Fehler korrigierend war. Aber genauso lésst sich jedes Codewort als Vektor aus F3! schreiben, indem
man jede « - Potenz als Linearkombination von 1, a, o®  (mittels o® = 1 + «) schreibt.

Beispiel:

z=(a? a,a,1,0,a 1) — (011 010 010 001 000 011 001). Wurde nun die Binirversion gesendet
und trat etwa der Fehler

e = (000 000 011 101 000 000 000)
—
Fehler-Explosion

auf, so ist das Ergebnis an 4 Positionen falsch. Nun ist es nahezu unmoglich, in einem Codewort
der Lange 21 (bei einem ausreichenden Informationsgehalt) 4 Fehler zu korrigieren. Zur Erinnerung:
Singleton besagte k +d < n + 1.

Konnen wir jedoch davon ausgehen, dass die Fehler gehéduft auftreten, so ldsst sich Abhilfe schaf-
fen, indem man die Vektoren als Elemente von FJ; auffasst: Es wird e = (0,0, %, a,0,0,0) vom
Gewicht 2, also korrigierbar! Auf diese Art wird RS(7,2) ein (21, 9) linearer Code iiber Fy, der sehr
viele gehduft auftretende Fehler zu korrigieren vermag.

Verallgemeinerung:

Der Reed-Solomon-Code RS(n, 7) iiber F,m ldsst sich auch als (m(¢™ — 1),

m(q¢™ — 1 — 27)) linearer Code iiber F, implementieren, der dann alle gehauft auftretenden Fehler
korrigiert, die in nicht mehr als 7 der urspriinglichen Koordinaten des Codeswortes iiber IF ;- auftreten.
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2.1 Golay - Code

InF2* (Fi') enthilt eine Kugel vom Radius 3 (2) gerade

2 2
BY () (B) 4 () =14 234253+ 1771 = 2048 = 21
0 | 2 3
((101>+2(111)+4(121):1+22+220:243:35)

Vektoren. Demnach kénnte es moglich sein, dass man F2*  (F}') mit k = 27 = 2! (3%) Kugeln
vom Radius 3 (2) vollpackt. Die Kugelmittelpunkte bilden dann einen Code der Linge 23 (11)

mit dem Verhéltnis 9 6
k/n 53 0,5 (11 : ) ;

der 3-Fehler korrogierend  (2-Fehler-korrigierend) ist. Erstaunlicherweise ist ein solcher Code sogar
linear!

Die Konstruktion erfolgt wie bei zyklischen Codes.

Wegen 2! — 1 = 23-89 (3° — 1 = 11 - 22) enthdlt F}' (F3) eine primitive 23 - ste (11 - te)
Einheitswurzel ¢. Dann sieht das Minimalpolynom fiir  iiber [F, folgendermal3en aus:

yeEB

Entsprechend gilt

me-1e,(t) = [ (t =) mit B = {¢7 | j € {22,21,19,15,7,14,5,10,20, 17, 11}},

vEB

also auch t* — 1 = (t — L)m¢(t)me-1(2).

Faktorisieren nach dem Berlekamp-Algorithmus liefert

me(t) =t + 0+ 1T+ + 0+ 141,

me-1(t) =t 10+ 0 5+t 2+ 1.

(Entsprechend fiir den terndren Golay-Code:

Aus B := {¢’ | j € {1,3,9,5,4}} und B = {¢ | j € {10,8,2,6,7}} folgt t'' — 1 = (¢t —
yme(t)me-1(t). Esist mep, (t) = ¢ + ¢4 — 3 + % — 1,

me-1yp,(t) =t° — 2 + > —t — 1.)

2.18 Definition. Der (23, 12) - Golay - Code ((11,6) - ternidre Golay - Code) besteht aus allen Vek-
toren x = (z1,...,79) € F3®  (x = (z1,...,211) € Fi), fiir die z(t) := z1 + 2ot + ..., +x,t"
durch m(t) teilbar ist (n = 23 bzw. 11).
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Der Golay-Code besteht daher aus allen Polynomen I (t)m,(t) mit deg(/(t)) < 11 (< 5), so dass
der Code die Dimension 12  (6) besitzt. Es bleibt zu zeigen, dass der so definierte Code die behaup-
teten Fehlerkorrekturfahigkeiten besitzt.

2.19 Lemma. Jedes Codewort # 0 hat ein Gewicht > 5 (> 4).

Beweis. Jedes Codewort x erfiillt x(¢) = z(¢?) = z(¢®) = z(¢*) = 0 (betrachte B)  (z(¢?)
z(¢*) = x(¢®) = 0), und die Behauptung folgt mittels (2.2). (Ubungen)

oo

2.20 Lemma. Fiir n = 23 gllt Az = A237i (Z = O, NN 11)

22
Beweis. Wegen m(t)me-1(t) = ti?’__ll = > t"ist der Vektor 1 € C. Mit x ist dann auch 1 + x
i=0

Codewort vom Gewicht 23 — wt(x) und umgekehrt. O

2.21 Lemma. Es sei n = 23 und x € C' Codewort des Golay-Codes von geradem Gewicht w. Dann
gilt w =0 (mod 4).

Beweis. Es sei z(t) =t 4+ ...+t mit0 < e; < ey < ... < e, < 22. Hierfiir gilt z(t) = 0
mod m¢(t). Da x gerades Gewicht hat, gilt auch z(1) = 0, d.h. z(t) = 0 mod (¢t — 1). Fiir &; :=
—e; +23sei Z(t) =t + ...+ ™. Dann ist 0 = z(¢) = Z(¢™1), dh. Z(t) = 0 mod me-1(t).
Insgesamt folgt also z(¢)Z(t) = 0 mod (¢t** — 1). Ausrechnen ergibt:

:L’(t):i(t) = Z tetéi — 23 4+ Z feités
5,5=1 i,j=1
w i
= Y t%7% in Fy[t], da w gerade ist.
ij=1
i

22
Esfolgtz(t)z(t) = Y. a,t”  mod (t**—1),dafiiri # j stets e;+¢; = e;—e;+23 £ 0 mod 23 ist.
v=1
Wegen z(t)Z(t) = 0 mod (t** — 1) folgt daher, dass
a, =t{(i,j) |es+ €& =v mod23; 4,j€{l,...,w}i#j}

gerade ist (v =1,...,22).
Wegen e; + éj =€ — € -+ 23, €; -+ él =€; — € + 23 fOlgt QO = 93—y
(v =1,...,11). Damit erhélt man w(w — 1) = Anzahl d. Summanden in

w B , 22

Sotats = N a,
zl;:; v=1
11

= 2> a,=0 mod4.

v=1

Da w gerade ist, muss folglich w = 0 mod 4 gelten. [
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2.22 Satz. Die Anzahl A; der Codeworte vom Gewicht i im (23,12) - Golay - Code ist 0 mit Ausnahme
vont=0,7,8,11,12,15, 16. Folglich ist dieser Code perfekt und 3 - Fehler - korrigierend.

Beweis. Ay = Ay = A3 = Ay = 0 gemiB (2.19).

= Aoy = Aog; = Agy = Ay = 0 gemiB (2.20).

Nach (3.13) folgt: Ag = A19g = A4 = A1s = 0 und somit

nach (2.20) auch Ay; = Aj3 = Ag = A5 = 0. u

Bemerkung Codieren als zyklischer Code einfach. Decodieren i.a. mittels Syndrom-Tabelle.

11
2.23 Lemma. Sei x = (z1,...,x,) Codewort des terndiren (11,6) Golay - Codes. Ist > x; = 0 (in
i=1

11
F3), so ist wt(x) = 0 (mod 3). Ist Y z; = a € F3 = (v1 + «, ..., 11 + «) ist Codewort X mit
=1

wt(x) = 0 (mod 3). Der Code enthiilt daher keine Codeworte vom Gewicht 4,7 oder 10.
Beweis. 1. > x; = 0 = wt(x) = 0 (mod 3) folgt wie im ersten Teil des Beweises von (3.13):
i=1
10
0=x)z(t) = wt't + > a,t” mod (tH — 1)Fs[t].
v=1

11 11
(t) | 2(t). Alsoist x Codewort mit > 7; = > z;+1la = 12a = 0

i=1 =1

2. 7(t) = z(t)+

in ]F?,.

3. Sei x € C mit wt(x) = 4. Dann lassen sich die Komponenten # 0 in der Gestalt (1,1,1,1)
oder (1,1,1,2) annehmen. (Keine zwei, eine zwei: zyklischer Shift, vier zweien Mult. mit 2,
drei zweien Mult. mit 2+ Shift, 2 zweien = wt(x) = 0 (mod 3) Widerspruch.)
Imersten Fall ist x =x+1mit) 7, =7-1+4-2=10
— wt(x) = 11 = 0 (mod 3) Widerspruch.

Im zweiten Fall istx =x+2-1mit ) 7, =3-0+1+7-2 =0 (mod 3)
— wt(x) = 8 = 0 (mod 3) Widerspruch.

Sei x € C' mit wt(x) = 7. OBdA sind hierzu mindestens 4 Koordinaten
Eins (sonst x — 2 - x).

(4%1,3%x2)+1 = (4*x1+4+4%2), wt(8) #0 (mod 3) Widerspruch;
(5*1,2+2) Widerspruch;

(61,1 2) +2%x1 = (1x1,4%2), wt(5)# 0 (mod 3) Widerspruch;

(2 % ) = (4%x147x%2), wt(1ll)# 0 (mod 3) Widerspruch.

]

SchlieBlich sei x € C mit wt(x) = 10. OBdA sind mindestens fiinf x - Koordinaten Eins, sonst

Ubergang von x zu 2x.
(5% 1,5 2) Widerspruch; (6% 1,4%2)+2x1=(4dx1+1x2), wt(5) 0 (mod 3);
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(7T%x1,3%2)+1=(1*x1+7%2), wt(8) #0 (mod 3);
(8% 1,2 %2) Widerspruch; (9% 1,1%2)+2x1=(1%x1+1%2), wt(2)#0 (mod 3);
(10 * 1) + 1 Widerspruch.

Gewichtsverteilungen:
Golay-Code (23, 12)

¢ 07 8 11 12 15 16 23
A; 1 253 506 1288 1288 506 253 1

Golay-Code (24, 12) erweitert (parity-check)

t 0 8 12 16 24
A; 1 759 2576 759 1
ternirer Golay-Code (11, 6)

0 5 6 8 9 11
1

{
A; 132 132 330 110 24.
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Ausblick

1. Wir haben Block-Codes betrachtet, d.h. Codes, bei denen die Nachricht in Teile gleicher Lange
gegliedert und diese Teile dann in Codeworte gleicher Linge decodiert werden. Man erhilt
hierfiir eine besser entwickelte Strukturtheorie (nicht notwendig besser fiir Praxis).

Wie gut sind die besten Codes?
1950 waren die folgenden perfekten Codes bereits bekannt:

Nt N . Fehlerk%rrekturf. Art

1 2e + 1 2 bel. Wiederholungscodes [n, 1]
2 (@"—=1)/(¢g—1) g=p" 1 Hamming-Codes

3 23 2 3 Binérer Golay-Code

4 11 3 2 Ternédrer Golay-Code.

Dies sind bereits alle! D.h. es gibt keine weiteren perfekten Codes in dem Sinn, dass alle zu 1, 2, 3
oder 4 dquivalent sind oder die gleichen Parameter wie Hamming-Codes besitzen.

Im Fall ¢ # p" ist die Frage noch nicht ginzlich beantwortet, eine negative Antwort ist jedoch wahr-
scheinlich.

Da es keine weiteren perfekten Codes gibt, galt und gilt die weitere Untersuchung dem Problem, zu
gegebenen n und d,;;, Codes mit moglichst vielen Codeworten zu konstruieren.

A(n,d) := max{fC' | C ist Code der Lange n mit Minimalabstand d}.

Untere Schranken durch explizite Konstruktion von Codes, obere Schranken i.a. durch Optimierungs-
problem.

Wie konstruiert man nun gute Codes?

Codefolge, die Shannon-Satz entspricht, wurde bisher nicht gefunden!

BCH-Codes sind gut, da Decodierungsalgorithmus existiert.

Cyclic Codes: BCH, Reed-Solomon, Golay, Minimale Codes M ; = irreduzible Codes.

Die besten Codes zu gegebenem 7 und d sind jedoch i.a. nicht linear und ad hoc Konstruktionen.
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Decodierung:
e Goppa-Codes

e lineare, die nicht zu grof sind, mit Hilfe einer Syndrom-Tabelle

e Threshold Decoding (Reed-Muller-Codes) fiir lineare Codes.

(Generelle Voraussetzung: ¢ - drer symmetrischer Kanal ohne Gedichtnis.)

2.2 Zusammenhang von Idealen und zyklischen Codes

Wir betrachten
R, :=F,[f]/(t" — DF,[{]

als Algebra iiber F, mit Basis 1,¢,...,t""*. Lineare Codes als Teilriume von [, entsprechen jetzt
Polynomen vom Grad < n.

2.24 Satz. C' C ]FZ zyklischer Code <= C' Ideal in R,.

Beweis. 1. C zyklischer Code, c¢(t) € C; sei R, > f(t) = Y. fit""! beliebig; dann gilt

=1
f)e(t) = fi(tte(t)) € C, da Multiplikation mit ¢ einen Shift bewirkt (¢" = 1!) und C
i=1
Unterraum ist, d.h. es gilt C' + C C C.

2. C'ldeal, c(t) € C = tc(t) € Calsoist C zyklisch.
Beispiel: C' = {(000), (011), (101), (110)} C F3
—— {0,1+¢,1+ t*, ¢ + t*} ist Teilraum von Fy[t]/(t* + 1)F3[t] und sogar Ideal!
2.25 Satz. Es sei C' # 0 ein Ideal in R,,. Dann gilt:
1. Es existiert ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom g kleinsten Grades in C;
2. C=R,g;
3 g(t) | (" = 1);

4. VheC 13f€ R,,deg(f) <n —deg(g) : h = f-g; dim C = n — deg(g). Die Botschaft f
wird in das Codewort f - g codiert.
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5. Fiir g(t) = Y g;t" besitzt C die erzeugende Matrix

1=0
g(t) go Gi---9r
tg(t) 0 gogi - Gr 0
0 . 0 .
Geo = =
=l g(t) gogr - Gr
Beweis. 1. Haben g;, go € C beide die gewiinschten Eigenschaften, so ist g; — go = 0 wegen der

Gradminimalitit.

2. Fir f € C' mit f = qg + r folgt r = 0 wegen der Gradminimalitit von g.

3. In F,[t] gilt (t" — 1) = q(t)g(t) + r(t); in R, wird daraus: 0 = ¢(t)g(t) + r(t). Hiernach
gilt r(z) € C mit deg(r) < deg(g), d.-h. r(t) = 0in R,; wegen deg(r) < deg(g) < n muss
r(x) = 0 bereits in F,[¢] gelten.

4. Direkte Folge von 2., denn " — 1 = ¢(t)g(t) impliziert C > h = f - g = (f — kg)g.

5. g(t),tg(t),...,t"""1g(t) bilden eine Basis von C.

Bemerkung ¢(t) heifit erzeugendes Polynom des Codes C. (vgl. (2.4), (2.5))

Beispiel: Hamming-Code: ¢(t) = m,(t), o primitives Element von F%’;
7 - Fehler korrigierender BCH-Code: g(t) = kgV (ma, (), ..., ma2r—1(1)).

Zusammenhang zwischen 7, m und ¢: Die erzeugenden Polynome zyklischer Codes sind nach
(2.14)(3) Faktoren von t" — 1 fiir n = Codewortlidnge; die Dimension des Codes ergibt sich dann
zun — deg(g).

Fiir die weitere Untersuchung ist nun die Einschrinkung (n,q) = 1 erforderlich. Sie garantiert
zundchst, dass t" — 1 lauter einfache Nullstellen besitzt. Bei einer Faktorisierung von t" — 1 sind
die auftretenden Faktoren folglich paarweise teiler-fremd. (Im Fall ¢ = 2 geniigt also n ungerade.)

Ist nun q teilerfremd zu n, so liegt ¢ in der primen Restklassengruppe modulo n. (Die zu n teiler-
fremden Zahlen bilden eine multiplikative Gruppe der Ordnung ¢(n).) Also gilt: 3m € N minimal:
¢™ = 1 modulo n, bzw. Im € N minimal: n | (¢™ — 1). Es folgt (t" — 1) | (t" ! — 1) sowie
(" —1) /| T =1)fir0 < s < m.

Also liegen alle n - ten Einheitswurzeln in F7" und in keinem kleineren Korper. Fi* ist also der
Zerfdllungskorper von " — 1, es ist t" — 1 = [](t — a;) mit o; € F}* paarweise verschieden.
i=1



2.2. ZUSAMMENHANG VON IDEALEN UND ZYKLISCHEN CODES 45

Die o; bilden dann eine Untergruppe U von (IF;*)*, die dann natiirlich ihrerseits zyklisch ist. Folglich

existiert a € (F")* (primitive n - te Einheitswurzel) mit t" — 1 = [] (t — o).

i=1
D.h. in der Praxis sind n, ¢ gegeben, und m bestimmt sich dann entweder als kleinste Zahl aus N mit
n | (¢™ — 1); oder man gibt m vor und wihlt n = ¢"™ — 1, wie es bei den géngigen Codes geschieht.

2.26 Satz. Es sei C ein zyklischer Code mit erzeugendem Polynom ¢(t), « eine primitive n - te
Einheitswurzel. Ist dann g(o®) = ... = g(a®™2) =0 (s,7 € N), so ist das Minimalgewicht des
Codes mindestens .

Der Beweis verlduft analog zu dem von Satz (2.2).

Beweis. Die Priifmatrix zum Code enthilt die Teilmatrix (hdchstens weniger Zeilen):
1 o oot
1 ottt .. asthe-D
mitk =7—-2bzw.k+1=7—1.

1 Oés—i-/i a(s-l—r{)(n—l)

Es geniigt also zu zeigen, dass je » = k + 1 Spalten linear unabhingig sind. Wir wihlen Spalten mit
denIndizes 1 <11 <ip < ... <1, < n.
Wir bilden hiermit die Teilmatrix:

Sty

« « o
A a(s+1)i1 a(8+1)i2
aqstriin o (str)iz o (stR)ir
1 1 ... 1

al' Q. alr
mitdet A = o - ... )

am'1 Ode am’,«
=a’ .. .o ] (o™ —a™) #0. U

1<p<v<r

2.27 Korollar. Ein zyklischer Code der Liinge n mit Nullstellen (des erzeugenden Polynoms ¢(t))
o ot ot und (r,n) = 1 besitzt einen Minimalabstand > 7.

Beweis. Wir setzen 3 = o’. Da (r,n) = 1 gilt, ist 3 ebenfalls primitive n - te Einheitswurzel. Es
folgt a® = * fiir passendes u € Z=°, und der Code besitzt die Nullstellen 5%, gut1, ..., gut(7=2),
Nun folgt das Ergebnis aus (2.26). ]

Beispiel: Alle BCH-Codes der Liinge 15 mit s = 1 iiber Fy. Esistt!° + 1= (¢t + 1)(#* +t + 1)(t* +
t+ D)+ B3+ D)+ 2+ 2+t + 1) sowie m = 4.
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Als primitives Element wiihlen wir o mit o = 1 + o, o' = 1.

Die Minimalpolynome: Thre Nullstellen:

t 0
t+1 af
trHt+1 a,a?, at, o
I a' a3 ol o
e+ 4t41 a3,a8,a” al?
24+t+1 a®, alf
BCH-Codes:
T BCH - Distanz > Erz. Polynom g(f) Exponentend. Dimension dyy,
(nach Satz (2.2)) Wurzeln von g n — deg(g)
0 1 1 — 15 1
1 3 M, 1,2,4,8 11 3
2 5 MaMy3 1—-4,6,8,9,12 7 5!
3 7 MyM3 M5 1—-6,8—-10,12 5 7
4,5,6 oder 7 9,11,13 oder 15 (t* +1)/(t + 1) 1—14 1 15
= MaMM a3 a5110,7

Neben der Beschreibung zyklischer Codes durch ihre erzeugenden Polynome als Teiler von " — 1
gibt es einen weiteren Zugang, ndmlich den liber sogenannte Idempotente.

2.28 Satz. Es sei C ein Ideal in R,, sowie (n,q) = 1. Dann existiert in C' ein Polynom e(t) # 0 mit
den Eigenschaften

2. C' = Rye(t);
3.VfeR,: f(te(t) = f(t) <= f(t) € C.

Das Polynom e(t) ist durch (1) + (2) bzw. (1) + (3) jeweils eindeutig bestimmt. Es heifit Idempotente
von R,,.

Beweis. 1. Es sei C' = R,g; dann ist " — 1 = g(¢)h(t) mit ggT(g,h) = 1. Also existieren
u,v € Fy[t] mit 1 = u(t)g(t) +v(t)h(t). Wir setzen e(t) := u(t)g(t) mod (t" —1)F,[t]. Dafiir
giltin RR,:

e(t) =e(t) - 1= (u(t)g(t))” + u(t)v(t)g(t)h(t) = e(t)”.

2. Offenbar gilt C = R,e(t) C C; andererseits ist das normierte Polynom kleinsten Grades
in C gerade ggT(e(t),t" — 1) = g(t). (Die Polynome in C' sind ja gerade von der Gestalt
we + w(t" — 1), und es ist ggT(u, h) = 1.)
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3. Fir f € C gilt f @ w-e=we? = f-e. Fernerist fiir f € R, stets f - e € C nach (2), d.h. im
Fall f = fegiltauch f € C.
Zur Eindeutigkeit: Da (1) + (2) auch (3) implizieren, geniigt der Nachweis fiir (1) + (3). Also
mogen ey, e; die Bedingungen (1) + (3) erfiillen. Dann ist aber e; = eje; = es wegen (3).
O]

Der Vorteil, zyklische Codes durch Idempotente zu beschreiben, liegt darin, dass man nicht erst t" — 1
faktorisieren muss, um ein erzeugendes Element zu erhalten.

Bemerkung ist e¢(¢) # 1 Idempotente, dann ist es auch 1 — e(t). Wegen e(t)(1 — e(t)) = 0 enthilt R,,
dann notwendig Nullteiler.

2.29 Definition. Ein Ideal C' in R,, heilit minimal (bzw. der zugehorige Code minimal), falls es in
R, kein Ideal C' mit 0 # C' C (' gibt. Eine Idempotente zu einem minimalen Code heifit primitive
Idempotente. (Entsprechend: maximale Ideale).

2.30 Satz. Es sei t" — 1 = fi(t) - ... - f,(t) die Faktorisierung von t" — 1 in irreduzible Polynome.
Dann sind M; == R, f; maximale Ideale in R,,. Entsprechend sind M =R, H fi= Rnfi minimale
J#l

Ideale. Mi ist zu M; orthogonal.
M; ist isomorph zu einem Korper. Jedes ldeal ist Summe minimaler Ideale.

Beweis. 1. M, maximal klar wegen f; irreduzibel.

2. ]\Zfi minimal: Es sei 0 # C' C ]\ZZ- ein Ideal. Dann existiert ein erzeugendes Element g von C'
mit g | (" — 1). Wegen C' C M; folgt dann f; := [] fi | g, was wegen C' # 0 dann C' = M;
o
impliziert.
3. Essei f aus M;, d.h. f = uf;. Wegen (t" — 1) | f - f; gilt ff; = 0in R, d.h. f steht senkrecht
auf M,;.

4. Es geniigt zu zeigen, dass M; Integrititsbereich ist (denn da M; nur endlich viele Elemente hat,
muss es sodann Korper sein). Wihle f ;é 0 aus M; und C' := {g € M, | f-g=0} C M;. Cist
ein Ideal. Wegen der Minimalitéit von M,; geniigt es, C' # M; zu zeigen, denn dann folgt sofort
C =0.

Esist aber f ¢ C, denn wegen f # 0 gilt mit (¢ — 1) / f auch (t" — 1) / f?,dat™ — 1 mach
Voraussetzung nur einfache Nullstellen besitzt.

5. Induktiv! Wegen der endlichen Elementzahl von R,, muss der Prozess abbrechen!
Es sei C' ein Ideal von R, mit einer Idempotenten e. Es gilt also C' = R,e. Ferner enthilt C' ein
minimales Ideal M = R,ef mitef = (ef)? # 0. Wir bemerken noch fe = ef = cef =ef = f.
Wir schreiben e = ef + (e — ef) und erhalten

ef (e—ef) = ef—(ef)?=0,
(c—ef)? = ele—cf)—ef(c—ef)=c—cf.
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Istalso M C C, so gilt ef # e und wir erhalten eine Aufspaltung
C=R,e = Rylef+(e—ef)) = Ruef+ R,(e—ef)
= M+M
mit einem minimalen Ideal 0 # M C C'. (Man beachte zum 3. Gleichheitszeichen:

zef +yle—ef) = (x—y)ef +ye
= ((z—y)f +y)e € Rue )

Bemerkung Eine primitive Idempotente von ]\Zli wird mit 6;(t) oder 0; bezeichnet.

Beispiel Wir iibernehmen die Bezeichnung vom letzten Beispiel. Es sei
g(t) = ma(t)mas (t)mas ()
vom Grad 10 und C = R, g. Dann ist (¢! — 1)/g(t) = h(t), also
h(t) = (t+ 1)+ +1)
= P+tP 4+t 41

GemiB (2.28) bestimmen wir die zugehorige Idempotente mittels Division mit Rest abgewandt auf
gt) =t + 8+ttt 2+t + lund h(t) =5 + 2+t + 1.

O+ B+ 5+t 4+ 2+t + 1) (P + B+t +1) =15+t
0+ + 0+ #°

O+ttt 4t

el el il

1
Es ergibt sich also 1 - g(t) + (£5 + t)h(t) = 1, d.h. g(t) ist selbst [dempotente. Man rechnet leicht
g* = gin Ry5 nach.
Demnach ist auch
l—e=1+e=t"+8+"+t"+1* +1¢

Idempotente, es ist offenbar
1—e =0+t -+t + 8+t +1* = (1 —e).
Also gilt
R15 = R15€ ‘I— R15(1 - 6).
Fir f =" —1)/(t—1)=1+¢+...+t"ist

= -1/ -1)
128 12 4 41

Esist f = (t+1) = (B +t"+9 41"+ +83+t)+1also 1 = 1- f+ (#8310t + 15+ 13 +1) (L +1)
und f nach Satz (2.28) Idempotente.
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2.31 Satz. Es seien C', Cy Ideale in R,, mit Idempotenten e, es. Dann bestitzt
1. Cy N Cy die Idempotente eqey (fiir C; N Cy # 0);
2. Cy + C, die Idempotente eieq + eyeq (nur fiir char Fy, = 2).

Bewelis. 1. Esistejes € C) N Cy; (e1e9)? = eeg und fiir f € C; N Cy, dh. f = uje; = uges,

fOlgt €1€2f — €1€2U9€Ee = €1U9€E2 = €1U1€1 — U161 = f; also ist €162 Idempotente fiir Cl N CQ
nach (2.28).

2. BEsiste; + ey + e1eq € Ch + Cf, ferner gilt

(e1 4+ ex+e1e)? = €f +ejen + ey + exeq + €3 + ere3
+eley + ejeld + eled = ey + ey + Tejes.

Ist f = f1 + fomit f; € C} und f; € Cy, so wird
(e1 +ex+erer)f =erfi +eafi +ereafi +erfo+eafo+eeafs =

hitefitehteafot+foteafo=f+f=/]
Die Behauptung folgt wieder mit (2.28).

2.32 Satz. Fiir die primitiven Idempotenten 01, ..., 0. in R, gilt:

i=1
3. 1+06;, +...+ 0, ist Idempotente von Ry, f;,-...- fi,. (Char F, = 2)

Beweis. 1. Klar nach Definition wegen (t" — 1) | (6,6;).

2. R,=>_ Mi; wende (2.31)(2) und (2.32)(1) iteriert an. Wir wissen nach (2.31), dass R,, direkte

i=1

Summe von minimalen Idealen ist. Nach (2.30) sind Ml, e MT mit Mi =R, ﬁ gerade die
minimalen Ideale von R,,. Da der Durchschnitt verschiedener minimaler Ideale O ist, ist M 1+
o+ ]\7[T direkt; und fiir die Idempotenten ¢; von ]\7[i gilt e;e; = 0.

(Beachte: R, selbst Kérper =—> R,, minimales Ideal.) Alsoist 1 = ¢é; + ... + €,, wie es sich
auch aus der Zerlegung in (2.31)(5) ergibt.

hat Idempotente >~ 6, @4 O, +...+6;,.
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Damit ldsst sich nun ein Algorithmus zur Bestimmung aller primitiven Idempotenten herleiten. Zunichst
berechnen wir die Anzahl r der primitiven Idempotenten. Sie ist gleich der Anzahl der normierten
irreduziblen Teiler von ¢" — 1 in F,[t]. Wir haben n = 2™ — 1, und es ist t*" — ¢ das Produkt al-
ler normierten irre-duziblen Polynome vom Grad d mit d | m (Algebra). Deren Anzahl A, betrigt
Ag=1 Z‘ (k)25 Aus diesen Angaben lisst sich r leicht bestimmen.

k|d
Algorithmus zur Berechnung der primitiven Idempotenten eines zyklischen biniren Codes un-
gerader Lange n = 2™ — 1.

Es seien zunichst 7, . . ., 7, die Idempotenten, die zu den Zyklentypen von n mod 2 gehoren. Fiir
j € {1,...,n} erhalten wir als Zykel gerade {kj | 1 < k <n} =: {ji,...,j,} mitder Idempotenten
A SN L

Beispiel m,, (t) = t* +t + 1 hat die Nullstellen o, a2, a?, o8, also ist 7, = t +t? +t* +t® Idempotente
in Fy[t]/(t'° — 1)Fy[t]. Dannist 1 = 79 + (1 + 1) eine Zerlegung der 1 in orthogonale Idempotente.
Wir nehmen an, dass wir bereits die 1 in s < r orthogonale Idempotente zerlegt haben:

1= "¢, &&=0 (i#})).
j=1
¢ sei irgendeine (weitere) I[dempotente.

1. Fall:

dje{l,...;s} : EEAONE (1 +E) # 0. Dann ist
§i(&€) =0,65(1+8) =0 Vi#j;

€€, &(1+ &) sind Idempotente mit

§ = &E+ &1 +8) und E6(1+ &) = 0;

d.h. wir erhalten s + 1 orthogonale Idempotente, indem wir fiir £; die Elemente ££; und &;(1 + ) in
unsere Menge aufnehmen.

2. Fall:

Es gelten ;6 = 0V (1 +¢&) = 0firj = 1,...,sund alle £ € {m,...,n}. Wir setzen

s={je{l,....s} | & =0} T = {1,...,s}\Sund erhalten 0 = > &§E+ > &(1+€) =
jeT

JjES

( > €j>§+Z§j=§+Z§j:>§= > &
jESUT jET JET JET
Aber 1y, ..., n, sind iiber 5 - linear unabhingig, da sie verschiedene Grade besitzen. Falls der Algo-
rithmus abbricht, sind 7y, ..., n, Linearkomb. von &;,...,§{ mit 1 = &§ + ... + &, & = 0;5&. Da
M,...,Nr o -linear unabhingig sind, folgt s > r. Aus der Theorie (Min. Ideale <= %) folgt
s < r, also sind wir gemiB der folgenden Bemerkung fertig.
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Bemerkung Sind zunichst ) # S, T C {1,...,r}, so gilt:

O 0= > 0 (=0 SnT=9).

jes jeT jesnr

Sind andererseits &1, . . ., &, Idempotente mit £;§; = 0 (i # j), so ist jedes {; Summe von gewissen
¢;, und kein 6, kann in der Darstellung von & und &; (j # ¢) auftreten! Folglich ist {&,...,&.}
eine Umordnung von {0y, ...,6,}.

Beispiel: Fiir n = 15 gilt: 1 = (0), 172 = (1,2,4,8), 13 2 (3,6,9,12), n 2 (5,10), 755 =
7,11,13,14 (also 0y = t + t2 + t* 4 ¢® usw.). Wir starten mit 1 = 7, + (1 + 7).
Anwendung des Algorithmus mit { = 73 auf (1 + ) liefert 1 = ny + (72 +n3) + (1 +n3)  (beachte

2n3 = 12)-
Anwendung mit £ = 7, (beachte 191, = 13 + 1)5) auf 7, und 7y auf (1 + n3) (beachte n3ny = 12 + 15)
liefert

L= m3+ns5)+m2+n3+ns)+ (M2 +n3) + (m2 +na +15) + (1 + 12 + 13+ 104+ 15).

Damit sind wir fertig. Im {ibrigen war der letzte Summand zu erwarten, denn fiir den Faktor 1 + ¢ von
t" — 1 erhalten wir

=0+t 2+t +. )+ 1 (T+t+.. . +t")

und damit n; + 72 + 13 + 14 + 15 als primitve Idempotente fiir M 14t
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Kapitel 3

Algebraisch-geometrische Codes

3.1 Hilfsmittel algebraischer Funktionenkorper

3.1 Definition. Ein algebraischer Funktionenkorper /' in einer Variablen iiber einem Korper K ist
ein Oberkorper von K, zu dem ein iiber K transzendentes Element 1" € F existiert, so dass F'// K (T')
endlich ist.

Im folgenden schreiben wir nur “Funktionenkorperf3tatt “algebraischer Funktionenkorper”. Die Ele-
mente von K heiflen Konstanten.

3.2 Lemma. Es sei '/ K ein Funktionenkirper.

1. K = {2 € F' | z/K algebraisch } heift Konstantenkorper zu F'/K. K heifit im Fall
K = K algebraisch abgeschlossen in I, bzw. voller Konstantenkorper zu F'/ K.

2. Fiir z € F gilt: z/ K transzendent <= [F : K(z)] < oc.

F

endl.

K(T,z2)
K(T) \K(z)
K /

Beweis. 1. Offenbar ist K ein Korper.

53
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2. Wir werten das obenstehende Diagramm aus:
Es ist [F' : K] = oo. Fir z/K algebraisch ist K(z)/K endlich, also [F' : K(z)] = oo. Fiir
z/ K transzendent ist wegen co > [F': K(T)] > [K(T, z) : K(T')] dann z/K (T') algebraisch.
Dies impliziert aber auch 7'/ K (z) algebraisch (!). Folglich ist [K (T, z) : K(z)] und damit auch
F/K(z) endlich.
[]

3.3 Definition. Ein Bewertungsring eines Funktionenkorpers F'/ K ist ein Teilring R von F’ mit den
Eigenschaften:

1. KCRCPF,
2.VzeF: zeRVz'eR.

3.4 Lemma. Ein Bewertungsring R von F'/K ist ein lokaler Ring (mit maximalem Ideal p). Es gilt
K C Rund KNp ={0}.

Beweis. 1. Wir zeigen, dass p := R\U(R) ein Ideal ist. Zu 2,y € pund z € R ist zz €
R\U(R) =p;wegenz +y=2z(1 +%) =y(1+ ) giltauchz +y € p.

2. Bsseiz € K.ImFall 2 ¢ Rist % € R.Daaber z/ K algebraisch ist, ist es auch % und es besteht
eine Gleichung 2z~ !(a,27""' + ... + a;) = —1 mit a; € K. Hiernach ist z € K[z7!] C R.
Widerspruch.

Also gilt fiir alle z € K\ {0} sowohl z € Rals auch z~! € R, also z € U(R).
O

3.5 Lemma. (ohne Beweis) Ein Bewertungsring R von F'/K ist Hauptidealring. Jedes Ideal I # 0
von R ist von der Form (mR)™ fiir p = mR und m € Z=° geeignet.

3.6 Definition. Eine Stelle p eines Funktionenkorpers ist das maximale Ideal eines Bewertungsrings
R. 7 € p mit p = 7R heilit Primelement von p, lokaler Parameter oder uniformisierendes Ele-
ment. Mit Pr bezeichnen wir die Menge aller Stellen von F'/K.

Bemerkung Eine Stelle p legt den zugehdrigen Bewertungsring R mittels R = {z € F | 27! & p}
eindeutig fest.

3.7 Definition. Eine diskrete Bewertung von F'/ K ist eine Funktion v : F' — Z U {00} mit den
Eigenschaften:

l. v(z) =00 <=2 =0;
2. v(zy) =v(z)+v(y) Vo,yeF;
3. v(z+y) > min{v(z),v(y)} Vx,ye€ F;

4. 3ze F v(z)=1;
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5.v(x)=0 Vze K~
Bemerkung Es gelten v(1) = 0, v(1) = —v(z), v(—z) = v(z). Gilt v(z) # v(y), so ist
v(x +y) = min{v(z),v(y)}.

(Beweis. Es sei v(z) < v(y). Dann folgt v(z) = v(z + y + (—y)) > min{v(z + y),v(+y)} =
vizx+y) >v(x).) O

Bemerkung Es sei p eine Stelle von F'/K mit Primelement 7. Dann ldsst sich z € F* eindeutig in
der Form z = 7"u mit n € Z und u € U(R) schreiben.

3.8 Satz. Die Funktion v, : F — 7 U {o0} : { 0 L} — {°°} ist eine diskrete Bewertung von F.

Fiir sie gilt )
R=R,={2€ F|v(z) >0}, p={z€F|v(z) >0}

Fiir jede diskrete Bewertung ist p := {z € F | v(z) > 0} eine Stelle von F'/K mit zugehirigem
Bewertungsring R = {z € F' | v(z) > 0}.

3.9 Definition. Fiir p € Pr heift die Abbildung = : F — R/p U {0} : {;g} — {7P)
Restklassenabbildung. [R/p : K| heifit Grad degp von p.
Bemerkung (ohne Beweis)

1. degp < [F: K(T)].

2. Fiir 2 € F und p € Pp heiBt p Nullstelle, Polstelle von z, falls v,(2){ 20 } gilt.

3. Fiir z € F' transzendent iiber K besitzt z wenigstens eine Nullstelle und einen Pol. Die Anzahl
von Null- bzw. Polstellen ist endlich. {Pr = oo.

Beispiel: Rationaler Funktionenkorper und seine Bewertungen.

Im folgenden sei K der volle Konstantenkorper zu F'/ K.
3.10 Definition. Die additive freie Gruppe
Dp = {D = Z npp | np € Z, ny =0 fiir fast alle p}
pePR
heif3it Divisorengruppe zu F'/ K, ihre Elemente Divisoren. Unter dem Support supp D eines Divisors

D verstehen wir suppD := {p € Pp | n, # 0}. D = p fiir ein p € Py heillt Primdivisor.

Auf Dy erhalten wir eine partielle Ordnung “<mittels

D1:anpSDgzZmpp@VpePF:npgmp.

PGPF pEIP’F
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Wir schreiben zudem v,(D;) = n,. Ein Divisor D > 0 heifit positiv bzw. effektiv.
Die Abbildung

deg: Dp — Z: anp»—> andegp

pePR pePR

heiBt Grad und ist ein Homomorphismus.

3.11 Definition. Fiir v € F* heift (z) := ) v,(z)p Hauptdivisor. Die Gruppe Pr der Haupdivi-
pePF

soren von F'/K ist eine Untergruppe von Dp. Die Faktorgruppe Cr := Dp/Pr heifit Divisorklas-

sengruppe von F'/K.

Bemerkung Zwei Divisoren Dy, D; € Dy heillen dquivalent, falls D, Pr = D, Pp gilt, d.h. falls
r € F* mit D, = Dy + (x) existiert.

3.12 Definition. Unter dem Riemann-Roch-Raum £(A) eines Divisors A € Dy verstehen wir den
K - Vektorraum
L(A)={xe€F|(x)+A>0}U{0}.

dim A := dim £(A) heiit Dimension des Divisors A.
Bemerkungen
l. Firzx € Fgilt v € L(A) <= vp(z) > —15(A) Vp € Pp.
2. L(A) ist genau dann nicht trivial, wenn A € APp mit A > 0 existiert.
3. VA€ APy : L(A) = L(A).
4. L(0) =K.
5. A<0= L(A) ={0}.

3.13 Satz. (ohne Beweis) Fiir x € F* \ K gilt deg(z) = 0. (Dies folgt etwa aus der Produktformel
fiir die Bewertungen von F'.)

3.14 Korollar. /. A € APy impliziert dim A = dim A und deg A = deg A.
2. deg A < 0 impliziert dim A = 0.
3. Fiir deg A = 0 sind dquivalent:
()A€ Pp, (B)dimA>1, (vy)dimA=1.
Beweis. 1. Klar nach obiger Bemerkung (3) und (3.13).

2. Im Fall dim A > 0 existiert nach obiger Bemerkung (2) ein Ae APr mit deg A > 0. Nach (1)
folgt deg A = deg A > 0 im Widerspruch zur Voraussetzung.
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3. (o) = (B) : Fiir A= (a) mita € F*ista™! € L(A).

(3) = (7): Es existiert A € APy mit A > 0. Wegen deg A = 0 ist nach (1) auch deg A = 0,
also notwendig A=0.
Nach obiger Bemerkung (4) A (3) ist L(A) = K, also dim A = 1.
(7) = (a): Wegen dim A = 1 existiert 0 # z € L(A), also gilt () + A > 0. Jedoch
ist deg((z) + A) = 0 nach Voraussetzung und (3.13). Dies bedingt (z) + A = 0, also ist
A=—(2)=(z7") € Pp.

[

Bemerkung Fiir den Nulldivisor 0 gilt deg(0) — dim(0) + 1 = 0.

3.15 Satz. (ohne Beweis) g := max{deg A — dim A + 1 | A € Dp} existiert in Z=°. g heifit
Geschlecht von F/K. Es existiert c = ¢(F/K) € Z=° mit dim A = deg A + 1 — g fiir alle A € Dr
mit deg A > c.

Beispiel ' = K(T') hat das Geschlecht g = 0. Dazu sei p,, der Poldivisor zu T'. Fiir r € Z=°
betrachten wir L(rp). Offenbar gilt 1,7',..., 7" € L(rps), was 7+ 1 < dim(rps) = deg(rpoo) +
1 — g =r+ 1 — g fiir hinreichend groBes r impliziert. Wegen g > 0 muss also g = 0 gelten.

3.16 Definition. Zu A € Dy heiit i(A) := dim A — deg A — 1 + ¢ Spezialitiitsindex von A. Im Fall
i(A) = 0 heiBt A nicht-speziell, fiir ;(A) > 0 speziell.
Wir werden spiter sehen: Fiir A € Dp mit deg(A) > 2g — 1 gilt i(A) = 0 (vgl. 3.30 (2)).

3.17 Bemerkung. . Fiir A € APy gilt i(A) = i(A).
2. Fiir A € Dp mitdim A > 0 und deg A < g ist i(A) > 0.

3.4(0)=g.

3.2 Geometrische Codes

Geometrische Goppa Codes lassen sich als Verallgemeinerungen von Reed-Solomon-Codes deuten.
Zur Erinnerung: Wir hatten n = ¢ — 1, FX =< 3 >,zuk € {1,...,n} betrachteten wir & — dim
Vektorrdume Ly := {f(z) € Fy[z] | deg f < k — 1} nebst Spezialisierungen o : L, — Fy : f
(f(B),..., f(B")). o ist F, - lineare Abbildung; o ist zudem injektiv, da ein Polynom vom Grad < n
keine n Nullstellen besitzt (mit Ausnahme des 0 - Polynoms). Es ist C, := (L) Unterraum von
[y der Dimension k, also ist C, ein [n, k| - Code. Zur Bestimmung des minimalen Abstands d¢ sei
x € Cy mitx = o(f). x genligt

wt(x) n—ﬁ{ie{l,...,n}\f(ﬁi):()}

> n—degf>n—(k—1).

Also gilt do > n + 1 — k, andererseits haben wir do < n 4+ 1 — k nach Singleton, so dass (' ein
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maximum distance separable Code ist.
Bemerkung Die Codeldnge n ist klein im Vergleich zur AlphabetgroBe q.

Wir kommen nun zur Verallgemeinerung auf globale Funktionenkorper. Notation: F'/FF,, algebraischer
Funktionenkorper vom Geschlecht g; py, . .., p,, paarweise verschiedene Stellen von F'/F, vom Grad
1; D =p; + ...+ p,; G Divisior von F'/F, mit suppG N suppD = .

Damit konnen wir nun einen Geometrischen Goppa Code C(D, G) - assoziiert zu den Divisoren
D, G - wie folgt erkldren:

Ce(D,G) :={(x+p1,...,x+p,) | v € LIG)} C T
mittels der Restklassenabbildung
0:L(G) — TFy iz (x+p1,...,7+pn).
Man beachte, dass v, (z) > 0 wegen x € £(G) und supp(G) # p; fiir 1 <i < n gilt.
3.18 Satz. C(D, G) ist ein [n, k, d] Code mit k = dim G — dim(G — D),d > n — deg G.
Beweis. Nach Definition ist o linear mit 0(L(G)) = Cz(D, G). Es ist zudem

kero = {z € L(G)]|v,(x) >0, 1<i<n}
L(G— D).

Als Konsequenz erhalten wir k = dim Cz(D, G) = dim £(G)—dim £(G—D) (Homomorphiesatz fiir
Vektorrdume). Die Aussage iiber den Minimalabstand macht nur im Fall C(D, G) # {0} Sinn. Wir
setzen dies im folgenden voraus. Dann sei € £(G) mit w(o(x)) = d. Hierfiir sind dann gerade n—d
Stellen p;,, ..., p;,_, € supp(D) Nullstellen von z, folglich gilt: 0 # x € L(G — (p;, +...+pi,_,))-
GemiB 3.14(2) erhalten wir so 0 < deg(G — (p;, + ... +pi,_,)) = degG — (n — d) und damit
d>n—degG. ]

3.19 Korollar. Fiir deg(G) < n ist die Restklassenabbildung o : L(G) — Cr(D, Q) injektiv; es
gelten:

1. Cp(D,QG)istein [n,k,d] - Code mitd > n—deg(G), k = dim G > deg(G) + 1 — g. Also folgt
k+d>n+1—g.

2. Ist zusdtzlich 2g — 2 < deg(G) < n erfiillt, so ist k = deg(G) + 1 — g.

3. Ist{x1,...,x} eine Basis von L(G), so ist
Tr+p1 T1t+P2 .. TrtPa
M = : : :
Tp+Pr TetP2 -0 TptPn

eine Erzeugermatrix von C(D, G).
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Beweis. Wegen deg(G — D) = deg(G) —n < 0ist L(G — D) = {0}. Wegen L(G — D) = ker o ist
o injektiv. Der Rest folgt unmittelbar aus 3.18 und 3.30 (2). O

Bemerkung Fiir deg(G) < n haben wir n + 1 — g < k + d (Singleton) < n + 1. Im Fall ¢ = 0
(rationale Funktionenkorper) sind die konstruierten geometrischen Goppa Codes also MDS-Codes
(maximum distance separable).

3.20 Definition. d* := n — deg(G) heiBt designierter Abstand von C,(D, G).

3.21 Bemerkung. Es seien dim(G) > 0 und d* = n — deg(G) > 0. Dann ist genau dann d* = d,
falls D' € Dpmit0 < D' < D, deg(D') = deg(G) und dim(G — D’) > 0 existiert.

Beweis. “==" Es existiert 0 # x € L(G), so dass das Codewort (z + p1,...,x +p,) € Cc(D,G)
genau n — d = n — d* = deg(G) Nullkoordinaten besitzt, etwa x + p;; = p;; (1 < j < deg(G)).
deg(G)
Setzen wir D' := Y~ p;,sogelten: 0 < D' < D, deg(D’) = deg(G) sowie dim(G — D') > 0
j=1

(wegen z € L(G — D")).

“«=" Besitzt D’ die angefiihrten Eigenschaften, so wihlen wir 0 # y € L£(G — D’). Das Gewicht
des entsprechenden Codewortes (y + p1, ...,y + p,,) ist dann n — deg G = d*, also gilt d = d*.

]

3.22 Definition. Ein Adel von F'/ K ist eine Abbildung o : P — F': p — o, mit oy, € R, fiir fast
allep.  (Schreibweise: a = () = (ap)pery)

Die Adele bilden bzgl. komponentenweiser Verkniipfung eine K - Algebra Ap. F' ldsst sich hierin
diagonal einbetten. Bewertungen von F’ lassen sich auf .4 fortsetzen mittels vy (av) 1= vy(0y).

3.23 Definition. Fiir A € Dy definieren wir einen Teilraum Ap(A) :
Ap(A) ={a e Ap | vp(a) > —1,(A) Vp € Pp}.

Beispiel: Fir A € Dpist Ap N (F) = «(L(A)), wenn ¢ : F — Ap : © — (z), die Einbettung
von F'in Ay ist.

3.24 Satz. (ohne Beweis) Fiir den Spezialititsindex i(A) von A € Dy gilt: i(A) = dim(Apr/(Ap(A)+

Bemerkung Hiernach ist
dim(Ar/(Ar(0) + F)) = i(0) = dim(0) — deg(0) + g—1=1-0+g—1=g.

3.25 Definition. Ein Weil Differential von F'/ K ist eine K - lineare Abbildung w : Ap — K, die
fiir einen geeigneten Divisor A € Dp auf Ap(A) + F verschwindet.
Qp := {w | w Weil Differential von F'/ K} heiit Modul der Weil Differentiale. Wir setzen noch

QF<A) = {w € Qp | w |AF(A)+F: 0}
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3.26 Bemerkungen. 1. Qp ist ein K - Vektorraum, Qp(A) Unterraum von Qp.

2. Fiir A € Dy gilt dim Qp(A) =i(A).
(Qp(A) ist isomorph zu Hom(Ap/(Ar(A) + F), K), und die Aussage folgt somit aus (3.24).)

3. Qp #0.
(Fiir A € D mit deg(A) < —2 erhalten wir dim Qp(A) =i(A) =dim A—degA+g—1>
1.)

4. Mittels F X Qp — Qp : (zv,w) — zw := (x- ) wird QO zu einem F - Vektorraum.
(Falls w auf Ap(A) + F verschwindet, so verschwindet xw auf Ap(A+ (z)) + F.)

5. dimgp Qp = 1 (ohne Beweis).
3.27 Definition. 1. Divisor (w) eines Weil Differentials w # 0 ist das A € Dy mit

e w verschwindet auf Ap(A) + F,
o fallsw auf Ar(B) + F fiir B € Dy verschwindet, gilt B < (A).

2. Fir0 # w € Qp und p € Pp setzen wir vy(w) 1= vp((w)).

3. p € P heilit Nullstelle (Pol) von w im Fall v,(w) > 0 (y(w) < 0). Im Fall vy(w) > 0 heifit
w regulir in p € Pp. w heiBit regulér, falls es an allen p € Pp regulir ist.

4. W € Dp heifit kanonischer Divisor, falls W = (w) fiir ein w € Qp gilt.

3.28 Bemerkungen. /. Qp(A) ={w € Qr|w=0V (v) > A},
Qr(0) = {w € Qp | w reguldir }.

2. dim Qg (0) = g gemdf3 Bemerkung (3.26)(2).

T xeF*0#4weQp: (aw) = (z) + (w).
(Denn w | a,(ay+r= 0 impliziert 2w | 4, (a+(z))+r= 0, also gilt (w) + (z) < (zw). Analog folgt
(zw)+(z71) < (27 'aw) = (w) und insgesamt (w)+(z) < (2w) < —(z71)+(w) = (2)+(w).)

4. Je zwei kanonische Divisoren sind dquivalent.
(Konsequenz von 3.26(5) und 3.28(3).)

3.29 Satz. (Riemann-Roch) (ohne Beweis) Es seien A/ W € Dpg und W kanonisch. Dann gilt
dim A = deg(A) +1 — g + dim(W — A).

3.30 Korollar. /. Fiir W € Dp kanonisch gilt degW = 2g — 2, dimW = g, also i(W) =
dim(W) —deg(W)+g—1= 1.

2. Fiir A € D mit deg(A) > 29 — 1 gilt i(A) = 0.
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Beweis. Riemann-Roch liefert fir A = 0: 1 = dim(0) = deg(0) + 1 — g + dim(W — 0) bzw.
dim(W) = g. Fir A = W folgt g = dim(W) = deg(W)+1—g+dim(W —W) bzw. deg W = 2¢g—2.
Wegen deg(A) > 2g — 1,deg(W) = 2¢g — 2 ist deg(WW — A) < 0, also dim(W — A) = 0 nach
3.14(2). [
Bemerkung Die Abschitzung in (2) ist nach (1) bestmoglich.

3.31 Definition. Es sei p € Pr. Wir setzen
b F— Ap:a—amitoy=aundog=0 Vq#p.
Dann heifit w, : F' — K : 2 — w(1y(x)) lokale Komponente von w € Q.

3.32 Hilfssatz. (ohne Beweis) Es seien w € Qp und o = (o) € Ap. Dann ist wy(v,) # 0 hdchstens
fiir endlich viele p, und es gelten:

w(a) = Z wp(ap), Z wp(1) = 0.

pePpr pePp
Ein Weil Differential ist durch jede seiner lokalen Komponenten bereits eindeutig bestimmit.

3.33 Definition. Es seien G und D = p; + ... + p,, Divisoren aus Dy wie zuvor. Dann erhalten wir
einen Code Cq(D, G) C FFy mittels

Ca(D,G) = {(wp, (1),...,wp,. (1)) |w e Qr(G — D)}

3.34 Satz. (ohne Beweis) C (D, G) ist ein [n, k', d'| - Code mit den Parametern k' = i(G—D)—i(G),
d' = deg(G) — (29 — 2).

Gilt zuscitzlich deg(G) > 2g — 2, so erhalten wir k' = i(G — D) > n+ g — 1 — deg(QG). Ist auferdem
deg(G) < n, sowird k' =n+ g — 1 — deg(G).

3.35 Satz. (ohne Beweis) Es ist C;(D,G)*+ = Cq(D, G).

Goppa Codes iiber dem rationalen Funktionskorper F ()
3.36 Bemerkung. 1. Es existieren q+ 1 Stellen vom Grad 1, nimlich P, = x — o (v € F,), Px.

2. Es sei C = Cr(D,G) Goppa-Code mit Parametern [n,k,d]. Fiir 0 < degG < n — 2 gilt

k (319 1+degG, d=n—degG, C ist ein Maximum Distance Separable Code . (Letzteres

folgt aus 3.21 mittels D' = p1+. . .+py_1, dadann dim(G—D') = deg(G—D')+1—g=1>0
gilt.)

3.37 Satz. Fiirn < q existieren paarweise verschiedene Elemente oy, . . ., o, € F,sowievy, ..., v, €
[y mit

O = {(Ulf(al)v cee ’Unf<an)) | f(T) € FQ[T]vdegf S k - 1};

—1
Ge = (v;05 )i<i<k, 1<j<n-
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Beweis. Essei D = p1+...+p,undp # p; (1 <i < n)eine weitere Stelle vom Grad 1. Wihle q #
p vom Grad 1, etwa q = p;. Riemann-Roch: dim(q — p) = 1, g — p ist nach 3.14 (3) Hauptdivisor,
etwa (z). Dann erzeugt z den Funktionenkorper F,(77), p ist Poldivisor zu z. Schreibe p = p... Nach
der Vorbemerkung ist deg G = k — 1 > 0, also ist deg((k — 1) Px, — G) = 0, wegen Riemann-Roch
und 3.14 (3) demnach Hauptdivisor (u) mit 0 # u € F,(T). Die Elemente u, zu, .. ., 2" 'u liegen
in £(G) und sind F, - linear unabhingig. Wegen dim G = k bilden sie eine Basis von £(G). Dies
liefert L(G) = {uf(z) | f € Fylz] mitdeg f < k — 1}. Mittels o := 2z +p;, v; = u+ p; wird
(uf(2))+pi = (u+p;)(f(2) +p:) = vif (). Das Codewort von C, welches zu uz? korrespondiert,
ist (Uloz{, ..., v, ), woraus die Gestalt von G folgt. [

3.38 Definition. Es seien o, ...,«, € F, paarweise verschieden, vy,...,v, € Fy. Dann heift
GRSk(a,0) = {(vif(a1),...,vnf(awn)) | f(z) € F,[z],deg f < k — 1} verallgemeinerter Reed
Solomon Code.

Bemerkung
1. GRSk(a,v) wird ebenso durch G¢ aus Satz 3.37 festgelegt.

2. Firn = ¢ — 1,FY =< 8 >a = (8,6%...,0"),0 = (1,...,1) wird GRS}, zu einem
gewohlichen Reed-Solomon-Code.

3.39 Satz. Jeder verallgemeinerte Reed Solomon Code ist geometrischer Goppa Code (und vice versa
gemdf} Satz 3.37).

Beweis. Betrachte F = F (T), p; 2T —a; (1 <i<n),p=po. Wihle u € F mit u + p; =
v; (1 < i < n) (Approximationssatz). Setze D := p; + ... + p,, G := (k — 1)po — (u). Dann
liefert der Beweis des vorangehenden Satzes die Aussage GRSk (a,0) = C(D, G). O

3.40 Definition. Es sei C' ein Code der Linge n iiber dem Erweiterungskdrper Fym von [F;. Dann
heit C' [g,:= C N T Teilkorpercode zu C.

Bemerkung Der Minimalabstand von C' |, ist mindestens so groff wie der von C, die Dimension
dagegen im allgemeinen kleiner.

3.41 Definition. Es sein | (¢ — 1) und § € F;m eine primitive n-te Einheitswurzel. Fiir [ € Z und
d > 2 definieren wir einen Code C'(n, [, J) liber F,~ mittels Erzeugermatrix

Hy = (fU-D0+-D)

1<i<6—1, 1<j<n
Der Code C' := C(n,,6)" |r, heiBt BCH-Code mit designiertem Abstand .
Bemerkung Es ist C' = {c¢ € F} | H;c = 0}.

3.42 Satz. Es seien n, m, 3 wie in 3.41. Wir betrachten den rationalen Funktionenkorper F' = T ym (T')
iiber Fym. po bzw. po seien Nullstelle bzw. Polvon T. Fiiri = 1,. .., n sei p; Nullstelle von T — 3.
Wir setzen Dy := p1 + ... + py. Ferner seien a,b, € Z mit0 < a + b < n — 2. Dann gilt:
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1. Cr(Dg,apg+bps) =C(n,1,0) mitl = —a,0 =a+b+ 2.
2. (ohne Beweis) Cz(Dg, apo+bpoo)™ = Cr(Dg, mpo+ $Ppoo) mitr = —(a+1) und s = n—b—1.

Beweis. 1. Die Elemente 777 mit 0 < j < a + b bilden eine Basis von L(apg + bp. ). Folglich
ist die Matrix

i—1)(i—1—a
(60 . ))1§j§a+b+1, 1<j<n
eine Erzeugermatrix von C(Dg, apo + bpoo). Mit [ := —a und ¢ := a + b + 2 erhalten wir die

Matrix aus (3.41).
]

3.43 Definition. Es sei L = {«,...,a,} C F,m mit 1L = n sowie g(7') € Fym [T mit deg(g) =
re{l,...,n—1}und g(oy;) #0 Vo, € L.

Wir definieren einen Code C'(L, g) C (F,~)" mittels Erzeugermatrix

Hy = (o g(ay) hgizr, 1<jzn-

Hierzu heiBt I'(L, g) : C'(L, 9)* |r, klassischer Goppa Code zum Polynom g : I'(L, g) = {¢ € F, |
HQC = 0}

Bemerkung H, ist ein Spezialfall von G aus 3.37 fiir v; = g(a;) L.
3.44 Satz. Zusdtzlich zu den Voraussetzungen in 3.43 seien p; die Nullstellen von T — o; Vo, €
L, pooPolzuT,Dy = p1+ ...+ py. Ferner sei Gy der Nulldivisor von g(T) : Go = > vp(g)p.

pePp
vp(9)>0

Dann gelten:
1. C(L,g) = Ce(Dr,Go — poo),
2. F(L,g) - CE(Dlm GO - pOO)J_ |Fq'

Beweis. Wegen 3.43 geniigt der Nachweis von (1). Fiir 0 < j <t — 1ist T7g(T) " in L(Gy — poo)
wegen (T7g(T)™1) = j(po — Poo) — (Go — thoo) = —Go + Poo. Wegen dim L(Gy — poo) = ¢
bilden die Elemente T7¢g(T)~! eine Basis von L£(Gy — poo). Folglich ist H, Erzeugermatrix von
Cr(Dp,Go — poo). Es gilt O(L, g) = Cr (D, Gy — Poo). O

3.45 Korollar. (1) (BCH Schranke) Der Minimalabstand eines BCH-Codes mit designiertem Abstand
0 ist mindestens 9.

(2) (Goppa Schranke, ohne Beweis) Der Minimalabstand eines klassischen Goppa Codes I'(L, g) ist
mindestens 1 + deg(g).

Beweis. (1) GemiB 3.42(2) betrachten wir den Code Cr(Dg, rpo + Spoc) \Fq. Der Minimalabstand
von Cr(Dg, rpg + Spoo) ist nach 3.36 und 3.42(2)

d=mn—deg(rpo+ spoo) =n—r—s=n+a+1—n+b+1=a+b+2=0.

Dies gilt dann mindestens auch fiir den Teilkorpercode. O]
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Bemerkungen

1. Mittels der Teilkorpercodekonstruktion lassen sich Codes tiber IF, von beliebiger Linge reali-
sieren.

2. Ubergang vom rationalen Funktionenkorper auf beliebige Funktionenkorper bringt eine Reihe
von Problemen mit sich.

Probleme: Es sei F' = F (z,y), p(z,y) € F [z, y] mit ¢(z,y) = 0.
1. Ist IF, voller Konstantenkorper zu ['?
2. Geschlecht g ist zu berechnen.
3. Beschreibe Stellen von F' (vom Grad 1) explizit!
4. Konstruiere Basis von £(G)!
5. Beschreibung der Weil Differentiale.

6. Wie viele Stellen vom Grad 1 kann es geben?

3.3 Lange Codes

3.46 Definition. Fiir einen [n, k, d] Code C iiber IF,, setzen wir fest: R = R(C) := k/n (Informations-
rate), § = §(C') := d/n (relativer Minimalabstand). Ferner seien V, := {(§(C), R(C)) € [0,1)* | C
Code iiber F,,} sowie U, :C [0, 1]*> Menge der Hiufungspunkte von V.

3.47 Satz. (Manin, ohne Beweis) Es gibt eine stetige Funktion o, : [0,1] — [0,1] mit U, =
{(6,R)|0<6 <1, 0<R<ayd)}. Hierfiir gelten: a,(0) =1, «,(0) =0fiirl—q¢ ' <45<1,
 ist monoton fallend fiir 0 < § <1 —q L

Die exakten Werte fiir a,(9) sind nicht bekannt. Wir zitieren einige Schranken. Dazu benétigen wir
noch die ¢ - dre Entropie Funktion H, : [0,1 — ¢~!] — R definiert durch H,(0) := 0, H,(z) :=
zlog,(q —1) — zlog,(z) — (1 —x)log (1 —x) fir0 <z <1—¢g "

3.48 Satz. E gelten fiir0 <6 <1—q ':
1. Plotkin Schranke o,(5) < 1 — _434;
2. Hamming Schranke o, (0) <1 — H,(6/2);
3. Bassalygo-Elias Schranke o, (0) <1 — H, (0 —\/0(0 — 0)) mit 6 :=1— ¢ .

4. Gilbert-Varshamov Schranke o, > 1 — H,(9).
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Gilbert—Varshamov
Bassalygo—Elias
Plotkin

Hamming

Y
0 0.5 1
Fig. 1. Bounds for ¢ = 2

Zeichnung aus Stichtenoth

Wir betrachten nun lange geometrische Goppa Codes. Dazu sei F'/F, ein algebraischer Funktio-
nenkorper mit N = N(F) Stellen vom Grad 1. Die Liange von Cz(D, G) ist offensichtlich durch
N beschrinkt.

3.49 Lemma. Es seien py,...,p, paarweise veschiedene Stellen vom Grad 1 in F. Dann existiert fiir
jedes r > 0 ein Divisor G mit deg(G) = r und p; & supp(G) fiir 1 < i < n.

Beweis. Falls eine weitere Stelle ¢ vom Grad 1 existiert, setzen wir G = rq. Ansonsten wihlen wir
einen Divisor G ~ rp; mit v, (G) =0 (1 <4 < n), was nach dem Approximationssatz moglich
ist. O]

Es seien N,(g) := max{N(F) | F'/F, Funktionenkorper vom Geschlecht g}, A(q) := limsup, . N,(g)
Es ist bekannt:

A(q) < |2¢"?] (Serre-Schranke), abgeleitet aus | N (F) — (¢ + 1) |< g|2¢/?];

A(q) < ¢'/? — 1 (Drinfeld-Vladut-Zink).

Bemerkung Ist ¢ ein Quadrat, so gilt A(q) = ¢'/2 — 1. Stets gilt A(q) > 0.
3.50 Satz. Fiir A(q) > 1 gilt a,(6) > (1 — A(q)™") — d im Intervall 0 < 6 <1 — A(q)™"

Beweis. Wir wihlen eine Folge von Funktionenkorpern F;/F, mit Geschlecht g;, so dass fiir n; :=
N(F;) gilt: g; — o0, n;/g; — A(q). Hierzu wihlen wir eine Folge r; > 0 mit r;/n; — 1 — 0.
Es sei D; Summe aller Stellen vom Grad 1 in Fj, also gilt deg(D;) = n;. Nach (3.49) existiert
ein Divisor G; € Dp, mit deg(G;) = r; und supp(G;) N supp(D;) = 0. Wir betrachten dazu den
Code C; := Cr(D;, G;). Dessen Parameter [n;, k;, d;] erfiillen dann die Abschitzungen: n; > k; >
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deg(Gi) +1—g; = r; + 1 — g; sowie d; > n; — deg(G;) = n; — r;. Wir erhalten R; := R(G;) >
%,(2 =6(C;) >1— 11,

OBdA (sonst geeignete Auswahl von Teilfolgen) konnen wir annehmen, dass die Folgen (R;) und
(6;) konvergieren, etwa R, — R, §; — 6. Zusammenfassend ergibt dies fiir ¢ gentigend grof3
R >+ ni - fL—i, alsoauch R > 1 — 0 — A(q)~! sowie 5 > 6. Es folgt wegen aq(S) > Rund oy

monoton fallend o, (0) > a,(6) > 1 -3 — A(q)~". O

Um 3.50 anwenden zu konnen, bedarf es unterer Schranken fiir A(q). Tsfasman-Vladut-Zink bewie-
sen A(q) = ¢"/? — 1, falls ¢ eine Quadratzahl ist. In diesem Fall erhalten wir dann

ag(0) > (1 — (¢ =1 ) —sfiro<s<1—(¢"*—1)!

(Tsfasman-Vladut-Zink-Schranke). Letztere ist fiir Quadratzahlen ¢ > 49 in einem geeigneten
Intervall groBer als die Gilbert-Varshamov-Schranke.

Gilbert—-Varshamov

Tsfasman—Vladut-Zink

lll
0 1'—;;1

Fig. 2. Bounds for ¢ = 64

Zeichnung aus Stichtenoth

Hermitesche Funktionenkorper und Codes

Es seien K = F,2 und K{[u,v] der Polynomring in 2 Variablen. Dann wird durch die Gleichung
u?™ + 97! + 1 = 0 ein hermitescher Funktionenkdrper F' = K (v)(u) definiert, der iiber dem
rationalen Funktionenkdrper K (v) den Grad ¢+ 1 besitzt (Eisenstein-Kriterium). £ ist ein maximaler
Funktionenkorper, da - wie wir zeigen werden - in ihm die Serre Schranke ¢*+1+2¢q fiir die Anzahl
N(F) der Stellen vom Grad 1 angenommen wird.
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3.51 Hilfssatz. Ist £ /F 2 ein maximaler Funktionenkirper, so gilt fiir sein Geschlecht g:
9<qlg—1)/2.
Wir werden zeigen, dass das Geschlecht des hermiteschen Funktionenkorpers £ gerade g(g—1)/2 ist.

Statt w9t 409! +1 = 0 betrachten wir dazu u4*! = v?*! — 1. Dies ist moglich, da IF 2 ein Element §
mit §7t! = —1 enthilt. In F 2 (v) existieren ¢* + 1 Stellen vom Grad 1. Es sind diesv —a  (a € F2)
sowie %

Wir untersuchen deren Fortsetzungen nach F' mittels Kummers Satz aus der Zahlentheorie. Der be-
sagt, dass unter bestimmten Voraussetzungen, die hier vorliegen, die Zerlegung der Stellen v — « aus
der Faktorisierung von 41 — (v971 —1) mod (v—«) abgelesen werden kann. (Die Grade der Stellen
in F entsprechen dabei genau den Graden der Faktoren.)

1.Falla € K Aot =1.
Dann ist « einfache Nullstelle von v7™! — 1 € K[v], also ist u?™ — (v9* — 1) = w9 mod (v —a),
v — « ist voll verzweigt in F'/K (v), und v — « hat eindeutige Fortsetzung ‘3 € P vom Grad 1.

2.Falla € KA o™ #£ 1.

Es giltord(a?*!) | (¢—1), alsoist a?"! und damit a?*' —1 € F,. FirF), =< A > giltord(\) = ¢*~1
nebst ord(\?™) = ¢ — 1, folglich hat y¢*! — (a?"! — 1) in F,> eine und damit dann ¢ + 1 paarwei-
se verschiedene Nullstellen. Die Stelle v—« besitzt also ¢+1 verschiedene Fortsetzungen vom Grad 1.

3.Fall L.

Hier ist Kummers Satz nicht direkt anwendbar, da v — (v?*! — 1) nicht im zugehorigen Bewer-
tungsring liegt. Wir substituieren z = ¥ und erhalten

B e (' >q+1 also 27 — 1+ (v — 1)‘1Jr1 241 —1 mod v~

Nun hat z7"' — 1 genau ¢ + 1 Nullstellen in F 2, also hat auch 1 - genau g + 1 verschiedene Fortset-
zungen ‘B, € Pp, die alle vom Grad 1 sind.

Insgesamt bekommen wir
(¢ + 1) Stellen vom Grad 1 im Fall 1,
(¢> — (¢ +1))(¢+ 1) Stellen vom Grad 1 im Fall 2,
(¢ + 1) Stellen vom Grad 1 im Fall 3,
was bedingt
N(F) = g+ 1)+ @+ D ==+ (g+1)
g+ 1)1+ ¢ —q-1+1)
q —+a+a®—q+1
¢+ 1.

F ist also maximal.
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Fiir das Geschlecht von F' erhalten wir mit der Hurwitzschen Geschlechterformel: g = 1+ (¢+1)(0—

D1 Y (41— ry)degp.
pePR

Dabei bezeichnet die Null das Geschlecht des rationalen Funktionenkorpers K (v) sowie 1, := ged(g+
L0t — 1)) Vp € Pr. Es gilt
0 fiir p aus den Fillen 2, 3
g+l __ — )
vp(v 1 { 1 fiir p aus Fall 1

a+1
Esfolgtgzl—(q+1)+%2q=—q(qgl) —q:—q(q;).
i=1

Hermitesche Funktionenkorper lassen sich in der folgenden Form: y? +y = 29" F = K(x)(y)
leichter behandeln. Wir zeigen zunéchst, das beide Formen dquivalent sind.

Umrechnung verschiedener Darstellungen Hermitescher Funktionenkorper:
Lowd™ 407t 1 = 0;
2.yl 4y =azr

(1) = (2) Wir wihlen v,§ € Fp mit 47 + v = §971 = —1. Setzen wir dann z := ﬁ,y =

S(I+yu—yv

5.5 SO erhalten wir

(v = 6u) "™ (y? +y — a?*)
= (v—0u)(6(1+7y)u—yv)? + (v —du)4(6(1 + v)u — yv) — 67!

= (= 0G4+ (=1 )t = (=1 =)o) + (07 — SO+ ) 70) + 1
= (v —ou)u? + (v + 1) (v — du)v? + v46(1 + v)u — vy + w14 v) — Tou? 4 1
= —qul™ + (v + Do — (v + 1)duv? + viud(l + ) — o0y +utt (1 + ) — 1

— UQ+1+UQ+1+1:07

also muss
yq +y= wq+1
gelten.
2) = () Aus y = D =y — g = O folgenu = 2 und v = 2 4 9% =

%(y + (v + 1)). Wir erhalten dann
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ut™ 4ttt 41
= (T + )y +7) + 0 Y+ (Y + D) (y + (v + 1)) + 29t

= 7T Ty oyt T =yt — (v + 1)y — (7 + 1)y
—(v1+1)(y + 1) +27)

= (Y -y ="y -1+
= sar(y!+y—atth),

also notwendig y? + y = x4t

Zur Analysierung der neuen Darstellung von F' bendtigen wir einige Eigenschaften von Fgo. Fy2 ist
eine quadratische Erweiterung von [F, und somit galoissch (Algebra). Die Galoisgruppe ist zyklisch
von der Ordnung 2. Sie wird erzeugt vom Frobenius Automorphismus

T :Fp —Fp:z— 2%

Fir x € Fp ist dann T'r(z) := Trg , 5, (2) = v + 7(2) = v + 2. Esist Tr(x) € F,. Da Tr ein
additiver Homomorphismus ist und F 2 eine primitive (¢> — 1) - te Einheitswurzel enthilt, ist ker(7'r)
eine additive Untergruppe von I 2 der Ordnung g. Folglich ist 77 notwendig surjektiv.

Eine Gleichung 27 + x = (¢ € F,2) hat genau dann eine Losung = € Fp2, wenn 1 € F, ist.
Wegen (pt1)4~1 = ;@1 = 1 ist dies jedoch stets fiir 1 = o' mit o € I erfiillt. Besitzt die Glei-
chung 29 + x = 1 eine Losung 3 € 2, so hat sie bereits ¢ paarweise verschiedene Losungen. Denn
x + 27 = ( hat ¢ paarweise verschiedene Losungen 3y, ..., 5, € Fp, alsosind 5+ 5; (1 <i<gq)
Losungen von 2% 4+ x = p.

In der Darstellung Hermitescher Funktionenkdrper mittels F' = F 2 (y, «) mit y?+y = 29t gilt dann:

1. F/Fp(z) ist zyklisch vom Grad g. Die Automorphismen werden gegeben durch o(y) = y + (3,
mit 3, € ker 7. F 2 ist der volle Konstantenkdrper zu F.

2. F hat ¢3 + 1 Stellen vom Grad 1, niimlich je ¢, die zu x — o (v € qu) korrespondieren sowie
den gemeinsamen Pol q,, von y und x. (p, ist hier total verzweigt. Dies wird allerdings nicht
explizit gezeigt.)

(Nach Kummer spaltet jede Stelle p, = 2 —a  (a € Fp2)in F =Fp(x)(y) mity? +y = z9t!
in g paarweise verschiedene Stellen p, 3 2 p, auf. Diese sind notwendig vom Grad 1. Es gilt
x—i_pa,ﬁ = a7y+pa,ﬁ = 6)

3. Das Geschlecht von F/F2(z) ist ¢(¢ — 1)/2. Damit ist F//F2(x) ein maximaler Funktio-
nenkorper.

4. Fiir r > 0 bilden die Elemente 2y’ mit 0 < i, 0<j <q¢g—1lundig+ j(q+ 1) < r eine
Basis von £(7q)-
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Begriindung: 1,y,...,y?"! bilden eine Ganzheitsbasis von F'/K (z), da das Minimalpolynom y? +
y — 9% € K|z][y] ist, dessen Ableitung an allen endlichen Stellen p den v, - Wert 0 hat.

q—1

Istnun z € L(rqe), s0ist vy(2) >0 Vp € Pra) \ {Poo}- Also gilt z = Y z;47 mit z; € Kz], d.h.
j=0

z = qf (Z %‘I‘i> ¥ (ay € K).

j=0 \i>0

Die Elemente 2'y/ mit 0 < j < ¢ — 1 haben paarweise verschiedene Polordnungen wegen v, _(z) =
—q,Vq..(y) = —q+ 1und

ig+j(qg+1)=pg+v(g+1)

= (i—pg=(v—7)lg+1)

— | (v —j).aber | v—j |<q

=—> v = 7 und damit auch 7 = p.

Es folgt vy (2) = min{—iq — j(¢ + 1) | a;; # 0}.

Hermitesche Codes: y9 +y = x4*1

Fiir r € Z setzen wir C,. := C(D,rq), wobei D := > p, g der Divisor ist, der Summe aller
Ba+B=adt1

endlichen Stellen vom Grad 1 des Funktionenkorpers ist. Die Linge von C, ist n = ¢°, C,. ist Code

liber F 2.

Fiir r < s ist offenbar C, ein Unterraum von C. Im Fall » < 0 ist £(rq.,) = 0, also C,, = 0.
Firr > ¢3 + ¢ — ¢ — 2 = ¢® + (29 — 2) gilt wie friiher

dimC, = dim(rqs) — dim(rqe. — D)
= (r+l-g)—(r—-¢+1-g)
= ¢ =n.

3.52 Proposition. (ohne Beweis) Setzen wir [ = {n € Z=° | 32 € F : (2)s = nqoo}, Sowie fiir
s€Z2:I(s)={necl|n<s} danngiltfir0<r<q¢+q¢—q—2:

1. Die Dimension von C, ist
: #1(r) fiir 0 <r < ¢*
d =
e {qg_ﬁ[(s)ﬁzrqgSrul’ld52:q3—|—q2_q_2_r_

2. Der Minimalabstand d von C,. geniigt d > ¢ —r. Fiir 0 < r < ¢ und r,q®> —r € I ist
d = ¢® — r. Speziell ist letzteres stets fiir ¢*> — q < r < ¢ — ¢ + q erfiillt.

Unter einem Funktionenkorperturm iiber IF, verstehen wir eine Folge von Funktionenkodrpern F =
(Fi)ien mit:

. HC kR CFC..,

2. Vn € Nist F,,1/F, separabel mit [F},; : F,,] > 1,
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3. das Geschlecht g(F;) ist groBer als Eins fiir ein j € Z=!,
4. F, ist der volle Konstantenkorper fiir alle F;.

Bemerkung Die Hurwitzsche Geschlechterformel liefert g(F;) — oo fiir i — oc.

Essei A\(F) := lim N(F;)/g(F;).

1—00

Ein Turm heift asymptotisch gut im Fall \(F) > 0, er heiBt optimal fiir A(q) = A(F).

Ein Funktionenkorperturm wird durch ein Polynom f(z,y) € F,(z,y) definiert, falls I} = IF,(z) ist
und fiir n > 1stets £, = Fy(z1,...,2,) mit f(z;,2,41) =0 (1 <i<n)gilt

3.53 Satz. (Li, Maheraj, Stichtenoth, Elkies) Jedes der folgenden Polynome definiert einen optima-
len Turm:

L 2zy? + (22 + 2 + 1)y + 2% + = + 2 iiber Ty,
2. (4z+ 1D)y* + (22 + 2+ 2)y + = + 3 diber Fos,
3. (2 +6)y* + zy + +a® + 4 iiber Fy,
4. 2?4+ (2° + 2* + 2)y* + (x + 1)y + 2° + x iiber Fy.
3.54 Satz. (Bezerra, Garcia) Es seien Fy = K(z1) mit K = Fp sowie F,,.1 = F,(x,41) mit
Zagr-l _ % Dann gilt \(F) =q—1 (= A(q)).

zn+1

Bemerkung Im letzten Korperturm treten Erweiterungen auf, die nicht galoissch sind.
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Anhang: Beispiel aus Liitgebohmert

Reed-Solomon-Codes haben hohe (optimale) Informationsrate bei gegebenen relativen Abstand. Die
Komplexitidt nimmt zu, wenn man die Blocklidnge vergroBert, weil der zugrunde liegende Korper
groBer gewihlt werden muss.

Wir wollen den RS-Code [16, 8, 9] vergleichen mit einem geometrischen Code iiber [F14. Der RS-Code
wird gegeben durch das Erzeugerpolynom

z

g(z) = H(z —a') € Fyg2]

=0

wobei a € 4 primitive 15 - te Einheitswurzel ist. Man kann diesen Code auch als geometrischen
Code iiber die Auswertungsabbildung

ev: L(7) == {f € Fylz] | deg f < T} — Fig: f = (f(a®),..., f(a)))

finden.

Andererseits betrachten wir den geometrischen Code zur Hermite-Kurve
X = V(I3 + TP +T3) C P2,

tiber F16(q = 4). Sie hat card (X (Fy6)) = 65 rationale Punkte und Geschlecht g(X) = 6.

Zum rationalen Punkt z, := (0,1,1) € z(IF14) betrachten wir den 14 - Vektorraum £(37 - x¢) der
rationalen Funktionen auf X, die hochstens in z einen Pol bis zur Ordnung 37 haben r» = 37. Dann
gilt dim(L£(37 - zp)) = 37 — 6 + 1 = 32. Setzt man D := x; + ... + @4, s0 hat der Fy5 - Code
Cr(D, 37 - xg) die Ldnge n = 64, Dimension 32 und Minimalabstand d > 64 — 37 = 27. Eine Basis
von L(37 - -zg) wird durch

-7

fo= gy 0Sis4 0<§ 5-(i+7)—i<3)

gegeben.
Man beachte, dass auf X die Relation

(TE+ T3Ty + T2T2 + TVTS + T - (T) + T+ = 700+
gilt.

Daher hat f; ; in o einen Pol der Ordnung 4: + 5;. Auswertung dieser Funktion an den rationalen
Stellen x1, . . ., 234 liefert eine konkrete Darstellung dieses Codes mit den Parametern [64, 32, 27].



3.3. LANGE CODES

Vergleich der Codes:
[16,8,9] - RS-Code | [64,32,27] AG-Code
Informationsrate: 0,5 0,5
relativer Abstand 0,5625 0,4219
Fehlerwahrscheinlichkeit
im Kanal mit:
p=0,04 ~3-107* ~2-1077
p=0,02 ~1-107° ~3-1071
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