Einfiihrung
in die
Algebra

Vorlesung im
Wintersemester 2006-2007
Technische Universitat Berlin

gehalten von
Prof. Dr. M. Pohst






Chapter 3. Korper

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.
3.6.
3.7.
3.8.
3.9

3.10.
3.11.
3.12.
3.13.
3.14.
3.15.
3.16.
3.17.
3.18.
3.19.
3.20.
3.21.
3.22.
3.23.
3.24.
3.25.
3.26.
3.27.
3.28.
3.29.
3.30.
3.31.
3.32.
3.33.
3.34.
3.35.
3.36.

Definition
Satz (Gradsatz)
Definition
Hilfssatz
Hilfssatz
Definition
Hilfssatz
Definition
Hilfssatz
Definition
Hilfssatz
Hilfssatz
Hilfssatz
Korollar
Satz
Definition
Hilfssatz
Korollar
Satz
Korollar
Definition
Satz
Satz
Satz
Definition
Hilfssatz
Satz
Definition
Satz
Korollar
Definition
Theorem
Lemma
Theorem
Korollar
Satz

Contents

© 0 IO O TLUU i i W W W NN~ R~

I e e e oy Sy —t
OO OO0 I I J T30 WWwWwWwhh —=rFrHHoOoo



ii

3.37. Korollar
3.38. Definition

3.39. Satz
3.40. Lemma
3.41. Lemma
3.42. Satz

3.43. Korollar
3.44. Korollar
3.45. Definition
3.46. Hilfssatz
3.47. Hilfssatz

3.48. Satz
3.49. Satz
3.50. Definition
3.51. Satz
Appendix. Bibliography

CONTENTS

19
21
21
22
22
23
23
24
25
25
26
26
27
27
28

31



CHAPTER 3
Korper

Bereits als bekannt werden die folgenden Aussagen vorausgesetzt:
Definition in (2.17): K kommutativer Ring mit 1 und K* = K\{0}.

Charakteristik: Durchschnitt von Korpen ist wieder einer, der kle-
inste Teilkorper eines Korpers K heifit Primkérper P(K) von K, fiir
X (K) =0gilt P(K) = Q, fir x (K) =pgilt P(K) = Z/pZL (vgl. (2.21),
(2.22)).

(Unter-) Teilkorper, (Ober-) Erweiterungskorper, Zwischenkorper:
K CLCM (mit P(K)= P(L) = P(M)); jeder Erweiterungskorper
L O K von K ist in natiirlicher Weise ein K-Vektorraum, besitzt also
speziell eine K-Basis B, damit ist die Konstruktion eines charakteris-
tischen Polynoms fiir algebraische € L mittels reguléarer Darstellung
moglich.

3.1. Definition

Als Grad einer Korpererweiterung L iiber K definiert man
[L: K] :=dimg L. Liiber K heifit endlich fir [L : K| < oo, andernfalls
unendlich.

Beispiele:

(1) [C:R] =2, [R:Q] =00, [Q(V2): Q = 3 (vergleiche
Bemerkung nach (3.2)).

(2) K endlich mit x (K) =p = $K = p" fiir passendes n € IN.

3)[L:K]=1 & K =L.

(4) Wie in der Ringtheorie unter Irreduzibilitat gezeigt, hat das
Minimalpolynom von e?*/?(p € IP) iiber @ den Grad p — 1.
Finden Sie den Grad von Q(e?™/%) iiber Q.

3.2. Satz (Gradsatz)

Es seien K, L, M drei Korper mit K € L C M. Dann gilt die
Gradformel
[M: K|]=[M:L|[L:K].
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Beweis:
Ist {e;}ier eine Basis von M {iber L und {3;},c; eine Basis von
L iiber K, so ist {®;0;}ierjes eine Basis von M {iber K (vergleiche
Ubungen).
U

Bemerkung:
Ist L eine Zwischenkorper der endlichen Korpererweiterung M tiber

K, so teilen [L : K| und [M : L] beide [M : K]. Ist speziell [M : K]
Primzahl, so folgt L = K oder L = M.

3.3. Definition

Es seien L iiber K eine Korpererweiterung und A eine nicht leere
Teilmenge von L. Dann bezeichnet K(A) den kleinsten Teilkérper von
L, der K und A enthélt. (Schreibweise: K(a) statt K({a}).)

3.4. Hilfssatz

Es seien K C L zwei Korper und () # A C L. Dann gilt:
K(4) = {fe) e

g(ut,..., Ur)

frg€ Kl[t1,....t.J,u; e A(1<i<r),re N g(uy,...,u) #0}.

Bemerkung:
Analog definiert man K[A] als kleinsten Ring in L, der sowohl K

als auch A enthélt. K[A] ist diejenige Teilmenge von K(A), bei der
stets ¢ = 1 gewéhlt wird. Etwa: K(t) = Q(K]t]).

Beweis:
K(A) ist in jedem Teilkérper M mit K C M C L enthalten, der K
und A umfasst. Ferner ist K (A) selbst Korper.

O

3.5. Hilfssatz

Es sei K ein Korper, [ ein Integritatsring mit I O K. Ist dann [
ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, so ist I bereits ein Korper.

Beweis: Ubungen.

Bemerkung:
Besitzt K[A] tiber K endliche Dimension, so gilt K[A] = K(A).
(Beachte: A C L, L Oberkorper von K.)

Die Definition von algebraischen und transzendenten Elementen er-
folgte in (2.53).
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3.6. Definition

Eine Kérpererweiterung L iiber K (Schreibweise: L/K) heiit algebraisch
(L algebraisch iiber K), falls jedes x € L algebraisch tiber K ist. An-
dernfalls heifit L /K transzendent.

3.7. Hilfssatz

Ist z tiber dem Korper K transzendent, so gilt:
(1) (K(x): K) = oo,
(2) ¥ (k € IN) ist transzendent iiber K mit K(z*) C K(2') fiir
Uk, | <k, l €N

Beweis:

(1) Die Potenzen z* (k € Z=") sind linear unabhingig iiber K.

(2) 2* transzendent folgt direkt aus (i); fiir &k = mil (m € Z=?)
gilt offenbar 2% = ()™, also K (2*) C K(2'). Bei Gleichheit
existieren f, g € K[t] mit g(2*) # 0 und

o' = f@h)/g(a*) & g(a¥)a’ = fh).
”Gradvergleich (in z)” liefert
deg (g(z¥)2") = 1 mod k,
deg (f(z*)) = 0mod k.
Widerspruch!

Bemerkung:
(1) Ist x iiber K transzendent, so besitzt K (z) tiber K unendlich

viele Zwischenkorper.
(2) Jede endliche Erweiterung L/K ist algebraisch.

3.8. Definition

Eine Erweiterung L/K heifit endlich erzeugbar, falls in L Elemente
aq, ..., q, existieren mit L = K(aq,...,q,). L/K heifit einfach, falls
L = K(a) mit « € L gilt. In diesem Fall heifit o primitiv.

Beispiele:

C/TR ist einfach mit primitivem Element i,

K(t)/K ist einfach mit primitivem Element ¢,

L = K(a) = mit « ist auch ka primitives Element fiir alle k €
K\ {0}.

Einfache transzendente Erweiterungskorper iiber K sind isomorph
zu K(t).
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3.9. Hilfssatz

(1) Jede endliche Untergruppe G von K* ist zyklisch.
(2) Jede endliche Erweiterung L/K ist endlich erzeugbar.
(3) Jede endliche Erweiterung L/K mit §K < oo ist einfach.

Beweis:

(1) Es sei |G| = n und m minimaler Exponent fiir alle z € G.
Hierzu existiert € G mit ord(a) = m (Ubungen). Wegen m|n
folgt m < n. Alle z € G sind Nullstellen von t™—1 = m > n.
Also gilt m =n, G =< a >.

(2) Ist etwa wy, ..., w, eine K-Basis von L, so gilt L = K (w1, ..., w,).

(3) L und K besitzen beide die gleiche Charakteristik p.

GeméB (i) ist L™ zyklisch mit L* =< z >. Offenbar ist
dann L = K(x).
O

Ist = algebraisch tiber K, so bilden alle Polynome f € K[t] mit
f(z) = 0 ein Ideal a in K[t]. Dieses ist dann Hauptideal, wird also von
einem Element m erzeugt, welches 0.B.d.A. als normiert angenommen
wird. Dann ist m irreduzibel und teilt alle f € a. Ist andererseits f € a
normiert und irreduzibel, so gilt f = m.

3.10. Definition

Ist « algebraisch iiber K, so heifit das normierte irreduzible Poly-
nom me(t) € K[t] mit my(a) = 0 Minimalpolynom von « iiber K.

Beispiele:
(1) a=1i = my(t) =t*+ 1 tber Q, IR;
a =2 = my(t) =t> -2 iiber Q bzw. my(t) =t — /2
iiber IR, Q(v2).

p—1
(2) a=e"P pelP = my(t)=>_t iiber Q.
i=0

3.11. Hilfssatz

Es sei « algebraisch iiber K. Dann gilt:
(1) K(a) = Kla] = K[t]/ma(t) K],
(2) [K(a) : K] = deg (ma),
(3) 1,a,...,adem)=L ist eine K-Basis von K (a).

Beweis:
Der Einsetzungshomomorphismus K[t] — Klo] @ f(t) — f(«) ist
hier surjektiv, geméf (2.14)(i) gilt also

Kla] = K[t]/(m,).
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Da K[t]/(ms) Koérper ist (m, irreduzibel = (m,) maximal), ist
auch K[a| Korper, also gilt K[a] = K(«). Teil (i) und (iii) folgen
dann daraus, daB 1,z,...,2%8 )1 fiir & = t/(m,) cine Basis von
K[t]/(m4) bilden, und bei besagtem Isomorphismus wird « auf x abge-
bildet.

Konstruktiver Aspekt: Ist % € K(a), so ist g(a) # 0 und damit

g(t) in K[t] zu m,(t) teilerfremd. Mit dem Euklidischen Algorithmus
konstruiert man u, v € K[t] mit 1 = ug+vm, und erhalt 1 = u(a) g(«)
oder 1/g(a)) = u(a) € Kla].

U

Aufgabe:
Wie sieht Ka] aus, falls f(«) = 0 mit reduziblem Polynom f ist?

Bemerkung:
[K(«): K] < 0o < «a algebraisch tiber K.

3.12. Hilfssatz

Eine Korpererweiterung L/K ist genau dann endlich, wenn L =
K(ay,...,q.) mit iiber K algebraischen Elementen «; (1 < i <r; r €
IN) ist.

"=" Esist L= Kwi+...+ Kw, = K(wy,...,w,) fir jede K-Basis
wi,...,w, von L. Hierbei sind dann alle w; iiber K algebraisch gemaf3

der voranstehenden Bemerkung.
7<" Wegen K(oy,...,q;) = K(o,...,a;-1) (o) und (3.11), (3.2)
folgt die Behauptung:
L: K] =]][IK(u,...,q): K(ou,..., ;1))
i=1

O

3.13. Hilfssatz

Sind K C L C M drei Kérper und M/L sowie L/K algebraisch, so
ist auch M/K algebraisch.

Beweis:
Es sei a € M algebraisch iber L mit Minimalpolynom

me(t) =t" +ait" ' +... +a, €L[t.

Hierbei sind ay,...,a, € L algebraisch tiber K. Also ist K; :=
K(ay,...,a,) eine endliche Erweiterung von K geméaf (3.12), und o
ist algebraisch tiber K;. Also ist K(ay,...,a,, «) endliche Erweiterung
von K und folglich « algebraisch tiber K.

O
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3.14. Korollar

Es sei L/ K eine Korpererweiterung und A(L) die Menge aller {iber
K algebraischen Elemente aus L. Dann ist A(L) ein algebraischer
Erweiterungskorper von K.

Beweis:

Es bleibt “A(L) ist Korper” zu zeigen. Sind aber a, b € A(L),
so ist K (a,b) algebraisch iiber K, also gilt K(a,b) C A(L), d.h. a +
b, ab, ab™' = ¢ (fiir b # 0) sind iiber K algebraisch (gehdren zu L),
damit gehoren sie auch zu A(L).

O

Kennzeichnung einfacher algebraischer Erweiterungen:

3.15. Satz

Eine Korpererweiterung L/K ist genau dann einfach algebraisch,
wenn es zwischen K und L nur endlich viele Zwischenkorper gibt.

Beweis:

(1) Es sei L = K(a). Wir zeigen, dafl es eine surjektive Abbil-
dung auf die Zwischenkorper von L/K von den Teilern des
Minimalpolynoms mq = mq/x (in L[t]) gibt. Ist etwa K ein
Zwischenkorper von L/K, so ist das Minimalpolynom maqx,
(von « iiber K;) ein Teiler von mq/k in Lt]. Sind a4, ..., am
(iiber K algebraisch) die Koeffizienten von mq,/k, € Kit], so
gilt K, = K(ay,...,a,) € K; C L und

K, : K| =[L:K]/[L:K\]=1 ([L:K)|=I[L:K]=m)

(wegen (3.11)(ii)), und damit gilt: K; = K;. Da L[t] euklidi-
scher Ring und folglich ZPE-Ring ist, besitzt mq,/x in L[t] nur
endlich viele Teiler. Also konnen fiir L/K nur endlich viele
Zwischenkorper existieren.

(2) L/K muB algebraisch sein geméf (3.7) und daran anschliefende
Bemerkung. Ferner ist L iiber K endlich erzeugbar, da man
sonst eine nicht abbrechende Kette

KCK(O@) CK(OéhOéQ) C ...

erhielte. Wir konnen also L = K(ay,...,q®,) mit iber K
algebraischen «; (1 < i < r) annehmen. Ferner sei r hierin
minimal gewéhlt. Nach (3.12) ist dann speziell [L : K] <
oo und die Behauptung fir §K < oo bereits wegen (3.9)(iii)
bewiesen. Also sei K = oo und r > 2. Fir z € K betrachten
wir die Erweiterungskorper K, := K(ajq + zas). Diese konnen
nach Voraussetzung nicht alle verschieden sein; es existieren
folglich y, z € K, y # 2, mit K, = K. Dafiir gilt speziell:

a; +yag € K, dh. og +yas — (a1 + zap) € K,
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und damit an € K, o = (o1 + yag) — yas € K,. Also ist
= K(a1+zag, a, ..., )

und  K(ayq,...,0) =

Kz g K(&17a2) g Kz
im Widerspruch zur minimalen Wahl von 7.
U

In (2.66) haben wir gezeigt, dass zu einem Korper K und einem
Polynom f € K[t] mit deg (f) > 0 stets ein Erweiterungskorper L von

K existiert, iiber dem L in Linearfaktoren zerfallt.

3.16. Definition

Es sei K ein Korper und f € K[t] mit deg(f) > 0. Ein Er-
weiterungskorper L von K heifit Zerfallungskoérper von f, falls

deg (f)
) =us) TI (¢ =) in LY
.. uIdeg(f)) ist.

gilt und L = K (x4, .
-1 Taeg (f)) bedeutet, dass es keinen

Bemerkung:
Die Bedingung L = K(z1,..
echten Teilkorper von L gibt, iiber dem f in Linearfaktoren zerfallt.

(L entsteht durch Adjunktion aller Wurzeln von f zu K.) Die Wurzeln
brauchen i.a. nicht verschieden zu sein.

Beispiele:
(1) € ist Zerfallungskorper von t241 € R[t], ebenso R[¢]/(t*+1).
t

Q(1) ist Zerfillungskorper von t2 + 1 € Q[t].
(2) Ist K € L € M und M Zerfallungskorper von f € K]t], so ist
t

—1 4+ /=
hat in C die Wurzeln ¢ = +23 €2, —¢, =€

M auch Zerfallungskorper von f € Llt].
(3) Essei f(t) =t*+t*+1=(*+t+1)(t* —t+1) € Q[t]. Dies
Also ist L = Q(&) Zerfallungskoérper von f iiber @ mit [L

4w

3

Q] = 2, und es gilt mg g (t) = >+t + 1.2 |
(4) t* — 2 € Q[t] hat Wurzeln v/2, v/2 e V2 er
_ —1+v-3 _ —1-v=3

2 2

Uber Q(4/2) gilt
(t2—2): (t —V/2) =+ V2t + V4.

Die Diskriminante des Quotientenpolynoms ist

V4 — a4 =-3V4<0.
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Die beiden iibrigen Nullstellen von 3 — 2:

sind demnach komplex.

Q(v/2) ist kein Zerfallungskorper von t* — 2 € Q[t], wohl
aber

o (V2 2= ) g (v ),

(5) Q(y/m) ist Zerfallungskorper von t2 —m € Q|t].

Bemerkung:
Der Beweis zu (2.66) lehrt, dass fiir einen Zerfallungskorper L von

f € K[t] stets [L : K] < deg (f)! gilt. Hierbei kann < gelten, vergleiche
Ubungen.

Wir zeigen im folgenden, dafl Zerfallungskorper bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt sind.

3.17. Hilfssatz

Es seien K, K’ zwei Korper und ¢ : K — K’ ein Isomorphismus.
Dieser lasst sich kanonisch zu einem Isomorphismus von K[t| auf K'[t]
fortsetzen, den wir wiederum mit ¢ bezeichnen. (vgl. Reduktionssatz
im Kapitel Ringe). Ferner sei f € K[t] irreduzibel und f" := ¢ (f).
Sind dann «, o’ Wurzeln von f bzw. f’ in Erweiterungskorpern L
bzw. L', so 1ait sich ¢ fortsetzen zu einem Isomorphismus

P K(a) = K'(d) + > ko' — Z(p(ki)o/i.
i=0 i=0

Bemerkung: Es ist K (a) = Kla], K'(¢/) = K'[/].

Bewelis:
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® ist offensichtlich surjektiv. ® ist wohldefiniert und injektiv wegen

Z kiOéi = Z ljozj 4 Z(kl — ll) Oéi =0
i=0 =0 i=0
T[> k)t
=0
p Isom. - i
TET o) Do (ki =)t
1=0
of irred. “ /i
=0
o ek =Y e)a”
=0 7=0

® ist zudem Homomorphismus, wie man leicht durch Nachrechnen
erhalt, da ¢ Homomorphismus ist.

0

3.18. Korollar

Es seien f € K][t] irreduzibel und «, # Nullstellen von f in einem
Erweiterungskorper L von K. Dann existiert ein K-Isomorphismus
K(a) — K(f) mittels a +— [ und k — k Vk € K.

Beweis: Wende (3.17) an mit ¢ = idg, o/ = f.

3.19. Satz

Es seien ¢ : K — K’ ein Kérperisomorphismus und f € K[t]
mit deg (f) > 1. Ist dann L ein Zerfallungskoérper von f tiber K, L'
ein Zerfallungskorper von [ = ¢ (f) tiber K’, so 1afit sich ¢ zu einem
Isomorphismus ® von L auf L’ fortsetzen.

Beweis: Per Induktion iiber n = deg (f).

n=1 &=y tut’'swegen L = K, L' = K'.

n—1=n

Es sei ¢ ein irreduzibler Faktor von f in K[t] mit deg(f) > 2.
Dann ist ¢’ := ¢ (g) irreduzibler Faktor von f" = ¢ (f) in K'[t]. Ist
L Zerfallungskorper von f tiber K, so besitzt g eine Wurzel « in L;
das gleiche gilt fiir ¢ (g) (mit o/ € L'). Geméaf (3.17) existiert ein
Isomorphismus ®; von K («) auf K'(/) mit &1|x = ¢ und &1 (o) = .

Nach Induktionsvoraussetzung 1af3t sich daher ®; wegen

L:K|  n
[K(a) : K] deg(g)

L : K(o)] = <n
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zu einem Homomorphismus ® von L auf L' fortsetzen. (Falls kein
solches g existiert, ist L = K und die Beh. trivial.)

O

3.20. Korollar

Essei f € K[t] mit deg(f) > 1. Sind dann L, L’ zwei Zerfallungskorper
von f iiber K, so sind sie K-isomorph.

3.21. Definition

Es sei f € K]Jt|] mit deg(f) > 1. Ist dann « eine Wurzel von
f (in einem Erweiterungskorper L von K), so heifit & := k(a) die
Vielfachheit von «, falls (t — a)* | f(¢) in L[] und (t — a)**! { f(¢) in
L[t] gilt.
Bemerkungen:
(1) f € K[t] mit deg(f) > 1 besitzt genau dann mehrfache Wurzeln
(in einem Erweiterungskorper L), wenn ged(f, f’) positiven
Grad besitzt.
Beweis:
“=” Klar,
“<” Es sei h(t) € K[t] mit deg(h) > 0 und h|f, h|f’
gegeben. Ferner sei a Nullstelle von h in einem Erweiterungskorper
L/K.
Dann ist f(t) = (t — «) fi1(t) in L[t] sowie f'(t) = fi(t) +
(t — o) fi(t).
Wegen f'(a) = 0 folgt fi(a) =0, d.h. (t — )] fi(t), also
£ = (t—a)? (&9 in L[t).
(2) Ist x(k) = pund f € k[t] irreduzibel mit mehrfachen Wurzeln,
so gilt f(t) = g(t?) mit g € K|[t].
Beweis:
Wegen ged(f, f') # 1 muB notwendig ged(f, f') = f gel-
ten, also wegen deg(f’) < deg(f) dann f’ = 0 sein.

Fiir f(t) =) a;t" bedingt dies ia; =0 (0 <i <n), d.h.

=0
a; # 0 hochstens fiir p|i.
[n/p] .
Also gilt f(t) = > ap(t?) =: g(t").

1=0
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(3) x(K) =0, f € K[t] irreduzibel = f besitzt nur einfache Null-
stellen.
Zur Erinnerung an endliche Korper K
(a) x(K) ist eine Primzahl p;
(b) K enthélt ¢ = p" Elemente (n € IN), Bezeichnung IF;
(c) IFS ist zyklisch von der Ordnung ¢ — 1,

at=1 VaeF; =a'=a Yacly
ist Iy =< & >, so gilt speziell I, = IF,(£) = IF,[¢].

Im folgenden seien stets p eine Primzahl, n € IN, ¢ =

p.

3.22. Satz

(1) Der Zerfallungskorper von t9 —t € IF,[t] besitzt p™ Elemente.
(2) Ist K ein Kérper mit p™ Elementen, so ist K Zerféllungskorper
von t? —t € P(K)[t].
(3) Je zwei Korper mit p™ Elementen sind isomorph.
Beweis:

(1) Es sei L Zerfallungskérper von t9 — ¢ € IF,[t]. Dieser enthélt
alle Wurzeln von t? — t. Wir zeigen, dafl L gerade aus allen
solchen Wurzeln besteht. Zunéchst gilt fiir v € IF), stets 2 = x
und damit 2?¥ = x Vv € N, also 2" = z. Sind ferner z, y
Wurzeln des besagten Polynoms, so gilt:

(zdy)" = aP+y?, also (x£y)? = aty; (ey~ ')’ = 2"(y )P, also (xy™)T = zy ™.

Also bilden die Wurzeln einen Teilkérper von L, der IF,, enthalt.
Dieser muf} folglich gleich L sein.

Besagtes Polynom besitzt aber in seinem Zerfallungskorper
g = p" Wurzeln, die alle verschieden sind, da ja ged(t? —
t,qt ! —1) = ged(t? — t, —1) = 1 ist.

(2) Fir z € IF, gilt 29 = z, also ist = Nullstelle von t9 —t € IF,[t].
Besagtes Polynom zerfallt also in IF, in Linearfaktoren. IF, ist
also der kleinste Erweiterungskorper, der alle Nullstellen des
Polynoms enthalt.

(3) Per (3.19), da die Primkorper jeweils isomorph zu Z/pZZ sind.

O

3.23. Satz

In IF, gibt es zu jedem Teiler m von n genau einen Unterkorper mit
p™ Elementen, und alle Teilkorper von IF, sind von dieser Gestalt.

Beweis:

(1) Ist K ein Teilkérper von IF,, so ist [K : IF,] Teiler von [IF, :
IF,] = n. Also gilt #K = p™ mit m|n. K besteht dann
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aus allen Elementen y € IF, mit " = y und ist hierdurch
eindeutig bestimmt.

(2) Fiir m|n folgt (##" —t) | (#*" —t), und die Wurzeln von #*" —¢
(aus IF;) bilden einen Unterkdrper von IF, mit p™ Elementen.

g

Um irreduzible Polynome kleinen Grades tiber IF'; zu bestimmen, lasst
sich folgender Satz benutzen.

3.24. Satz

Uber TF, ist #9" —t das Produkt aller normierten irreduziblen Poly-
nome aus IFy[t], deren Grad m teilt.
Beweis

(1) Es sei f(t) € IF,[t] normiert, irreduzibel und vom Grad d|m.
In einem Erweiterungskorper vom Grad d hat f eine Nullstelle
a. Sie erfiillt dann a9 — o = 0 und ist wegen d|m auch Null-
stelle von ¢7" — ¢ (!). Hiernach ist ged(f(¢),t?7" —t) in TF,[t]
nicht konstant. Da f(t) irreduzibel ist, muss jener ged folglich
mit f(t) iibereinstimmen und f(¢) daher t9" — ¢ teilen.

(2) Essei f(t) € IF,[t] ein normierter irreduzibler Teiler von 4" —¢
vom Grad d. In einem Erweiterungskorper IF ¢ hat dann f eine
Nullstelle a. Wegen f(t)](¢7" —t) ist IF . Teilkorper von IFgm,
und wir erhalten mit dem Gradsatz:

m = [Fgm : IFy| = [Fgm : IF ] [IF,a : Fy] = [IFgm : IF 4] d,

q q

also d|m.
(3) Wegen ged(t9" — ¢, (9" —t)) = ged(t?" —t,q™t9" 71 - 1) =
ged (19" —t,—1) = 1 besitzt t9" — ¢ keine mehrfachen Teiler.

4

Wir benutzen dieses Resultat, um alle normierten ireduziblen Poly-
nome von Grad < 4 uber IFy zu erhalten.

d 1 2 3 4
fit) t,it+1 2+t+1 B+t+1,83+2+1 th+t+1
th+ 3 +1

4+t P+t L

AuBerdem ist es damit einfach zu zeigen, daf iiber IF, zu vorgegebenem
Grad d stets normierte irreduzible Polynome vom Grad d existieren.
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3.25. Definition
(M6bius Funktion) Wir setzen

1 fir n=1
p:IN—{0,1,-1}:n—< (=1)" fir n=p---p (pi €P).
0 falls p € P mit p?|n existiert.

3.26. Hilfssatz
Fir n € IN gilt

> u(d) =

{ 1 firn=1
dln

0 sonst.

Beweis Es sei n = pi"* -+ p". Dann wird

Su(d) = p()+ X pp)+ S pow)

din 1<i<j<r
= (14 () ED+(5) 1+
= (1-1). 0
3.27. Satz

(Mobuissche Umkehrformeln) Es seien f, g : N — R, R kommu-
tativer Ring. Dann gilt:

S f(d) = g(n) Vn e N <=3 u(d)g <Z> — f(n)V¥n € N.
din din
Beweis
Wir haben i
Su@g(3) = = pldg(d
= X wd) X f(ds)
dd=n ds|d
= > flds) > pld)
ds|n da| 3
= f(n),
und andererseits
> f(d) = > X p(da)g(ds)
djn dy d2 d3 =n da
= T ols) ¥ ud)
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Dies wird angewandt auf: f(m) = A, ,,m = (# norm. irr. Pol. vom Grad m)x
Grad, g(m) = ¢™. Wir erhalten geméaf obigem Satz

Y Ayad=q", alsomA,, = X p(d)qd
dlm dlm
bzw. Aym > i(qm - Y ¢
1<d|m
m—1
> (q" = X q%)
= L(g" -1
> ("= (g™ —1))
= L>0.

Was noch fehlt, ist ein Irreduzibilitétstest. Vorgelegt sei ein (normiertes)
Polynom aus IF[t] vom Grad d > 1.

1. Schritt: Berechne ged(f, f’). Falls dieser von 1 verschieden ist,
ist f reduzibel. (Fir f = 0 liegt dies daran, daf§ die injektive Frobe-
niusabbildung x + 29 auf endlichen Korpern IF, surjektiv ist. Vgl
dazu die Ausfithrungen nach der Definition von Separabilitéit.) Man
kann dann f in Faktoren kleineren Grades aufspalten.

2. Schritt: Wir konnen jetzt voraussetzen, dass das vorgelegte Poly-
nom f(t) € IF,[t] vom Grad n > 1 in IF[¢] in r irreduzible, paarweise
verschiedene Polynome zerfallt:

f@) = hH@) - ().

Nach dem Chinesischen Restsatz erhalten wir

R:=T[]/(f) = @ R mit R; :=TF,[t]/(f).
i=1
Beide Seiten sind IF,-Vektorraume, die Frobenius Abbildung ¢, :
x — 27 ist auf ihnen jeweils ein Endomorphismus. Ist dann g(t) 4 (f)
ein Ele-ment auf R, welches von ¢, reproduziert wird, so gilt fiir den
Vertreter g(t) offenbar f(t) | (g(t)? — g(t)) und wegen ¢(t)? — g(t) =
[T (g(t) — x) sodann, dass der irreduzible Teiler f;(¢) von f(t) (i €

z€elF,
{1,...,r}) das Polynom g(t) — z; fiir passendes z; € IF, teilt.

Hiervon gilt auch die Umkehrung: Ist ¢(t) € IF,[t] vom Grad
deg(g) < n mit g(t) = 2; mod f;(¢t) mit z; € F, (1 < i < 7r), so
folgt ()7 = g(t) mod f1(t) und weiter f(t) | (g(t)? — g(t)).

Es gibt folglich genau ¢" Kandidaten fiir solche Polynome g(t).

Zu ihrer Berechnung bestimmt man zunachst eine Matrix der lin-
earen Abbildung ¢, auf R beziiglich der Basis t* + (f) (0 < i < n).
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Man erhalt so A € ]FZX” mit

AL+ (), " () = L+ () 7+ (f), - D+ ().

Dann entsprechen die g(¢) mit f(¢) | (g(t)?—g(t)) gerade den Elementen
aus

ker(A —1I,,).

Dieser Kern hat die Dimension » > 1. Fir r = 1 ist f(¢) in IF,[t]
irreduzibel. Fiir > 1 spaltet f(¢) in r irreduzible Faktoren f;(¢)(1 <
i <r)auf. Wegen ¢(t) = x; mod f;(t) fiir passendes z; € IF, gewinnt
man eine Aufspaltung von f(t) tiber die Berechnung von ged(g(t) —
z, f(t)) fir x € IF,.

Algorithmus (Berlekamp)

Eingabe: f(t) € IF [t] quadratfrei mit deg(f) =n > 1.
Ausgabe: 7 f irreduzibel” oder echter Faktor von f.

1. Schritt: Berechne zur Frobenius Abbildung ¢, die Darstellungs-
matrix A € ;™" bzgl. der IF,-Basis ¢~ + (f) (1 <i < n) von R.

2. Schritt: Berechne eine Basis by, ..., b, von ker(A — I,,).

3. Schritt: Fiir r = 1 return ” f irreduzibel” und terminiere. Fiir

r > 1 wahle 0 # b € ker(A — I,,) und berechne fir z € IF, jeweils

h(t) == ged (fj biti~! — z, f(t)) bis deg(h) > 1 wird. Return A(f) und
i=1

terminiere.

Beispiel zum Berlekamp Algorithmus.

Es sei f(t) =t* +1 € F5[t].

Wegen t° = t(t* + 1) —t folgt t° + (f) = —t + (f) in R.
Wir erhalten die Darstellungsmatrix

1 0 0 0 0O 0 0 O
0 -1 0 0O ) 0 -2 0 0
A= 00 1 0 sowle A—1= 00 0 0
0 0 0 -1 0 0 0 -2

Es gilt rg(A — I) = 4 — dim(ker(A — I)) = 2. Die Elemente aus dem
Kern entsprechen Polynomen der Gestalt g(t) = go + got>.

Fiir eine Faktorisierung von f konnen wir oBdA g = 1 wahlen.
Wegen f(0) # 0 starten wir mit g(¢) = t> + 1 und erhalten ged(t* +
1,t* +1) = 1, jedoch dann ged(t? + 2,t* + 1) = t* + 2 und damit die
vollstiandige (!) Zerlegung t* + 1 = (t? + 2)(t* — 2) in IF5]t].
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3.28. Definition

Ein Polynom f € K|[t] heifit separabel, falls fiir jeden irreduziblen
Faktor g von f der ged von g und ¢’ Eins ist. Ein tiber K algebraisches
Element x heifit separabel tiber K, falls sein Minimalpolynom m,
separabel ist. Schliellich heifit eine algebraische Korpererweiterung
L/K separabel, falls jedes z € L separabel iiber K ist. Ist L/K al-
gebraisch und nicht separabel, so heifit L/K inseparabel. Ein Kérper
K heifit vollkommen, falls er keine inseparablen Erweiterungskorper
besitzt.

Bemerkung. Sind K C L C M drei Kérper und ist M /K separabel,
so ist auch M/L separabel.

3.29. Satz

Genau die Korper K mit x(K) = p und K? = K und die Korper
der Charakteristik 0 sind vollkommen.

Beweis:
Es sei x(K) =0 und L eine algebraische Erweiterung von K.
Ist dann = € L, so folgt ged(my, my) = 1, also m! (z) # 0, x ist
iiber K separabel.
Andererseits sei x(K) = p. Wir unterscheiden zwei Falle.
(1) KP :={a? |z € K} = K.
Wir nehmen an, dal x € L inseparabel tiber K ist. Dann

folgt m,, = 0 und m,(t) = > a;it”. Wegen a; = a (0 <i <
=0
n n p

n) folgt my(t) = > (&i ti)p = (Z a; ti> im Widerspruch
zur Irreduzibilitat zV(g)n my. =

Also ist in diesem Fall L/K separabel.

(2) Es sei K vollkommen.

Zu a € K betrachten wir das Polynom # — a € K[t].

Wir nehmen an, daf es keine Wurzel in K besitzt. Ist nun
g € K]Jt] ein irreduzibler Teiler von t* — a, so bilden wir eine
Erweiterung L/K, in der g eine Nullstelle b besitzt. In L[t]
ist dann t? —a = t? — b* = (t — b)?, d.h. ¢(t) = (t — b)™ fur
einen Exponenten m € Z=2. Dann ist jedoch b eine mehrfache
Nullstelle des irreduziblen Polynoms g € K[t] im Widerspruch
zur Vollkommenheit von K. Also mufl K = K gelten.

O
3.30. Korollar

Alle endlichen Korper sind vollkommen.

Beweis:
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Die Frobenius-Abbildung z + 2P ist dort wegen der Endlichkeit
notwendig surjektiv.

U
Beispiel eines nicht vollkommenen Korpers: IF,(t), t # (%)p.

Bemerkung:
Algebraische Erweiterungen vollkommener Korper sind separabel.

3.31. Definition

Es sei L ein Erweiterungskorper von K. Ein algebraisches Element
a ¢ L heifit rein inseparabel iiber K, wenn sein Minimalpolynom
fayi(t) € K[t] in L[t] die Form f(t) = (t — a)™ hat. L ist eine rein
inseparable Erweiterung von K, wenn jedes Element von L rein
inseparabel iiber K ist.

3.32. Theorem

Es sei L ein Erweiterungskorper von K. o € L ist sowohl sepa-
rabel als auch rein inseparabel iiber K genau dann, wenn o € K gilt
und « € L iiber K algebraisch ist.

Beweis: Es ist definitionsgemaf8 mq/x(t) = (¢t — a)™. Dieses ist
genau fiir m = 1 separabel. Jedes av € K hat andererseits mg k(1) =
t—a. 0

3.33. Lemma

Es sei L ein Erweiterungskorper von K mit y(K) = p # 0. Wenn
a € L algebraisch iiber K ist, dann ist a?* separabel iiber K fiir einen
geeigneten Exponenten e > 0.

Beweis:

Essei a € L tiber K inseparabel mit m,(t) € K[t]. Es folgt m,(t) =
fi(t?) mit fi(t) € K|[t]. Hierbei ist fi(t) natiirlich irreduzibel, es ist
fi(t) = man ().

Ist a? nicht separabel tiber K, folgt fi(t) = fo(t?) mit fo(t) €
K[t], folt) =m0 ().

Nach endlich vielen Schritten (deg(m,) < co) erhalten wir f.(t) =
Mmape (t) € K[t] mit o?° /K separabel. O

3.34. Theorem

Wenn L ein algebraischer Erweiterungskorper von K vom Charak-
ter p # 0 ist, dann sind die folgenden Behauptungen dquivalent:

(1) L ist rein inseparabel iiber K;
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(2) das irreduzible Polynom von o € L ist von der Gestalt
" —a € Klt];

(3) fiir a € List a? € K fiir ein e > 0;

(4) die einzigen Elemente von L, die separabel iiber K sind, sind
die Elemente von K selbst;

(5) L wird iiber K durch eine Menge rein inseparabler Elemente
erzeugt.

Beweis:

(1) = (ii) Es ist ma/x(t) = (t — @)™ in L[t] tber K irreduzibel.
Es sei m = p°r mit p Jr. Dann folgt

(t—a)™ =" — ) = 7" —ra? U4

in K[t], also ist wegen p /7 bereits o in K. Damit ist auch t** —a? €
Kt] und wegen der Irreduzibilitit von mg,x notwendig r = 1.

(i) = (iii) Trivial.

(iii) = (i) Es ist a Nullstelle von (t — a)P* = t*" — o in L[t].

Also ist mqa/k(t) = (t —a)™ mit 1 < m < p", das heifit a/K rein
inseparabel.

(i) = (iv) Gemafl Satz 3.32.

(iv) = (i7i) Gemafl Lemma 3.33.

(1) = (v) Trivial.

(v) = (i1i) Es ist L = K(S) mit einer Menge S von iiber K rein
inseparablen Elementen.

Fiir o € L existieren dann f,g € K{ty,...,t.] und zy,...,2, € S mit

g(x1,...,z;) # 0und o = H Nach Voraussetzung existieren
n; € Z=° mit xfm € K (1 <i<r). Fire:= maxj<<,n; ist dann
a? € K (Frobenius-Isomorphismus!). O

3.35. Korollar
Ist L/K endlich und L/K rein inseparabel = [L : K| ist p-Potenz.

L/K endlich impliziert L = K(aq,..., ) mit algebraischen Ele-
menten o;.

Setze K; := K(ay,..., o), Ko =K, K, = L.

oy ist rein inseparabel {iber K, also gilt [K; : K| = deg(myg,) =

€1

P
Ist a; rein inseparabel iiber K, so folgt mg,(t) = (t — ;)P €
K|t], also ist das Minimalpolynom von «;/K;_; eine Potenz von t —
a;, a;/K;_1 rein inseparabel, [K; : K;_ 1] p-Potenz.

Also folgt die Behauptung nach dem Gradsatz.
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3.36. Satz

L/K separabel impliziert K'LP = L.
L/K endlich mit K'LP = L impliziert L/K separabel.

Beweis:

Zunéchst sei L/K separabel.

Wegen [P C KLP C L ist of € KLP fir alle o € L, also ist jedes
solche o nach 3.34 rein inseparabel iiber K LP.

Daher ist L/ K LP separabel und rein inseparabel, es folgt L = K L?
mittels 3.32.

Es sei nunmehr L/K endlich mit L = KLP.
Wir nehmen an, dass o € L mit m,(t) € K][t] existiert, welches
iiber K nicht separabel ist.

Es muB notwendig mq (t) = > a;pt? (amp = 1) gelten!
i=0
Dies bedeutet, dass 1, o?, ..., o € L K-linear abhangig sind.

Fernersind 1, a, ..., a™ € L K-linear unabhéngig wegen deg(m,) =
mp > m.

Es sei nun wy, ..., w, eine Basis von L/K. Wir erhalten fiir § € L:
6 = bw +...+bw, € Kin+...+ Kw, =1L,
pr = Wl +...+ P wk,

also ist w?, ..., wP ein Erzeugendensystem von LP/K?.
Nach Voraussetzung gilt:

L = KL’ = K(KPJ)+...+ KPwP)
C Kw+...+KuwkCL,
folglich ist auch wf, ..., wP eine Basis von L/K.
Erganzen wir also 1, a;, ..., ™ zueiner Basis 1, «, ..., @™, Bpni1, -+ Bno1
von L/K,soist 1, o, ..., o™, Bb ., ..., Bb_, wieder eine, und speziell
sind 1, o, ..., @ K-linear unabhangig. Widerspruch!

O

3.37. Korollar

(1) Die folgenden Aussagen fiir « € L/ K algebraisch sind dquivalent:

(a) K(a) = K(a?),

(b) K(«)/K ist separabel,

(¢) a/ K ist separabel.

(2) M/L und L/K endlich separabel = M /K endlich separabel.
(3) ai,..., ap € Liiber K separabel = K(ay,..., a,)/K separa-

bel.
(4) M/L und L/K separabel = M /K separabel.
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(5) Fiir L/K beliebige Erweiterung ist

Le, = {a€L|a/K separabel}
= Lsep/K

ein Teilkorper von L, der K enthélt. L/L,., ist rein insepara-
bel.

Beweis:

(1) (a) — (b)
Es ist K (o) = K(a?) und K(a)/K endlich.
Wegen K(a) = K(of) € KK(a)? C K(a) gilt KK(a)? =
K(a), und die Behauptung folgt mittels 3.36.

(b) = (c) trivial.

(¢) = (a) a € L ist iiber K separabel, also tiber K (aP).
Wegen of € K(aP) ist o/ K(a®) rein inseparabel.
Folglich ist @ € K(a?) und K(a) C K(o?) C K(«).

(2) Wir haben LM? = M, KLP = L, folglich KM? = KLPMP =
LM? = M und M/K ist nach 3.36 separabel.

(3) Setze Ky = K, K; = K(aq,...,q;) mit K, = L. Nach (i)
ist K/K, separabel. Ferner ist «o;/K, und damit iber K;_4
separabel, also K;/K,;_;. Damit folgt die Behauptung nach
(ii).

(4) Esseia € M. a/L ist separabel mit Minimalpolynom my /1 (t) =

Z a; tz

i{ioerbei sind ag, ..., a,, iber K separabel.

Also ist L := K(ao, ..., an) iiber K nach (iii) separabel.
Ferner ist m, ; () = mq,r(t), also o/ L separabel.

Demnach ist nach (i) L()/L und somit L(a) nach (iii) iiber
K separabel, also ist a/ K separabel.

(5) Sind «, € L tiber K separabel, so ist K(«, 3)/K separabel
nach (iii), also sind afﬁ, a B~ (fiir B # 0) separabel iiber K.
Ly, ist somit Kérper. K C Ly, folgt nach (3.32). Geméf
3.33 ist fiir @ € L stets a?" € Ly, fiir geeignetes e € /i
Nach 3.34 (i) und (iii) (Lsp in der Rolle von K) ist demnach
L/ Lge, rein inseparabel.

]
Bemerkungen:
(1) Lsep = Lgep/i heifit separabler Abschluss (separable Hiille)
von K in L.

(2) Ist L/ K algebraisch, so ist L/ L., rein inseparabel. (Fiirxz € L
ist eine geeignete p—Potenz tiber K separabel gemafi Lemma
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3.35, also ist etwa aP° € L, und x demnach tiber L., rein
inseparabel.)

(3) [L : Klsep := [Lsep : K| heifit Separabilitdtsgrad von L/K.
Entsprechend heifit [L : K, := [L : Ly,] Inseparabilitatsgrad
der Erweiterung L/K.

(4) Ist [L : K]; < 00, so ist es eine Potenz der Charakteristik.

Ist [L: K] <oomitp f[L: K], soist L/K separabel.

3.38. Definition

Eine Kérpererweiterung L/K heifit normal, falls L /K algebraisch
ist und jedes irreduzible Polynom f € K|[t], welches in L eine Wurzel
besitzt, in L[¢] in Linearfaktoren zerfallt.

3.39. Satz
Es sei L/K algebraisch. Dann sind dquivalent:

(1) L/K ist endlich und normal,
(2) L ist Zerfallungskorper eines Polynoms f € K[t].

Beweis:

(i) = (i)

Essei L = K(aq,..., ap) und f; =m,, € K[t] (1 <1i<n).

Da L/K normal ist, zerfallt jedes Minimalpolynom m,, in L[t].

Also zerfallt auch f := [] f; in L[] in Linearfaktoren, und L ist dann

i=1
definitionsgemafl Zerfallungskorper von f tiber K.

(i) = (i)
Es seien ay, ..., o, die Wurzeln von f, d.h. L = K(aq,..., ay).
Ferner sei ¢ € K|t] irreduzibel mit g(5) = 0, § € L. Es sei M
Zerfallungskorper von g tiber K und 7 eine Wurzel von g in M.
Geméf 3.18 existiert dann ein K-Isomorphismus ¢ von K (/) auf
K () mit 6(3) = 7.
Nun ist L = L(f3) ein Zerfallungskorper von f € K(3)[t] und L(7) :
= K(ay, ..., ag, 7) ein Zerfallungskorper von ¢ f = f iiber K (7)[t].
Nach 3.19 existiert dann ein K-Isomorphismus ¢ von L auf L(v),
der ¢ fortsetzt. Wegen L C L(v) und dimg L = dimg L(y) (
Isom.!) folgt also L = L(v), d.h. v € L. Also zerfillt g in L[t] in
Linearfaktoren. Ferner war [L : K| < oo, damit L/K algebraisch, also
normal.
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L—¢>L('y) = K(aq,...,qn,7)

Beispiele:
Kreiskorper, quadratische Korpererweiterungen.

3.40. Lemma

Es sei L/K eine endliche normale Erweiterung.

Ferner seien F/, F' K-isomorphe Zwischenkorper dieser Erweiterung.
Ist dann ¢ : F — F ein K- Isomorphismus, so lafit er sich zu einem
K-Automorphismus von L fortsetzen.

Beweis:

Es sei L Zerfallungskorper von f € K[t].

Dann ist L auch Zerféllungskorper fiir f € E[t] bzw. f € F[t], und
die Behauptung folgt wie im Beweis von 3.19.

O

Ist L/ K eine endliche normale Erweiterung, so bilden die K-Automorphismen
von L beziiglich Hintereinanderausfithrung eine Gruppe G = G(L/K).
Diese Gruppe ist endlich. Denn ist etwa L Zerfallungskorper von
f € K]Jt], so permutiert jedes ¢ € G die Wurzeln von f, man erhélt
unmittelbar #G < deg(f)!

3.41. Lemma

Es sei L/K eine endliche Korpererweiterung. Dann existiert hierzu
eine minimale normale (endliche) Erweiterung M/K mit M O L, d.h.
ist E eine normale Erweiterung iiber K, die L enthélt, so existiert ein
K-Monomorphismus von M in E.

Beweis:
Es sei L = K(a,..., a,) und f =[] ma,.

=1

Es sei M der Zerfallungskorper von f iiber K. M ist dann geméaf3
(3.28) normal iiber K.

Ist dann E O L eine normale Erweiterung iiber K, so zerfallt
jedes m,; und damit f in E[t] in Linearfaktoren, d.h. E enthilt einen
Zerfallungskorper von f als Teilkorper Ej.

GemaéB (3.19) existiert ein K-Isomorphismus zwischen M und Ej.

O
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3.42. Satz

Es sei L eine endliche separable Erweiterung tiber K und M/K
normal mit K C L C M.

Dann existieren genau n := [L : K] verschiedene K- Isomorphis-
men von L auf Teilkérper von M.

Wegen 3.41 kénnen wir auch [M : K| < oo annehmen.

Der Beweis erfolgt mittels Induktion iiber n.

n=1: L= K, die Identitat ist die einzig mogliche Abbildung.

n > 1: Sei zundchst L/K einfach, d.h. L = K(a) und n =
deg(ma).

Wegen L /K separabel besitzt m,, gerade n verschiedene Nullstellen.
Jeder K-Isomorphismus ¢ von L bildet notwendig o auf eine der Null-
stellen von m, ab, und ¢ ist durch ¢(«) eindeutig bestimmt. Also
existieren genau n = [L : K] Isomorphismen.

Man beachte, dafl alle Nullstellen von m, in M liegen!

Ist schlieBlich L = K(ay,...,q,), so bilden wir L; := K(«ay),
und L ist iiber Ly separabel mit K C Ly C L. Ferner ist M normal
tiber Ly. Wegen [L : Ly] < [L : K] existieren genau m = [L :
Ly] L;-Isomorphismen von L auf Teilkérper von M, die sich zu L;-
Automorphismen oy, ..., 0, von M fortsetzen lassen. Ferner existieren
genau r = [Ly : K] K-Isomorphismen von L; auf Teilkérper von M.

Diese lassen sich ebenfalls zu K-Automorphismen ¢1, ..., ¢, von M
fortsetzen.

Setze 7;; 1= ¢, 0; (1<i<m, 1<j5<r).

Ist nun p ein K-Isomorphismus von L, so gilt p|L; = ¢, |1, mit
v =uv(p) € {1,...,r} und ¢, p 1aBt L, invariant, also ist ¢, p|;
gleich einem o, |, mit u = p(p, v) € {1,...,m}. Es bleibt zu zeigen,
daf alle 7;; |, verschieden sind. Wiére etwa 7;; |1, = 7, |1, also ¢; 0; |1, =
¢y 0, |1, so folgte ¢; |1, = ¢, |1, also v = j und damit o; |,= 0, |-

O

3.43. Korollar

(2. Satz vom primitiven Element) Jede endliche separable Er-
weierung L/ K besitzt ein primitives Element.

Beweis:

Gemaf 3.15 gentigt es zu zeigen, dafl nur endlich viele Zwischenkorper
existieren. GeméaB 3.41 sei M /K eine minimale normale K-Erweiterung,
die L enthélt. Diese ist dann {iber K separabel (vgl. 3.37(iii))) Die
Gruppe G(M/K) ist endlich von der Ordnung n = [M : K]. Ist nun
E ein Zwischenkérper K C E C M, so ist M/FE normal und separabel,
und die Gruppe G(M/E) ist eine Untergruppe von G(M/K).
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Wir zeigen, dal verschiedene Zwischenkorper verschiedene Auto-
morphismengruppen besitzen. Da G(M/K) nur endlich viele Unter-
gruppen hat, beendet dies den Beweis.

? C M und E # F.

Sei oBdA x € E\F. Da M/F separabel ist, exisiert 0 € G(M/F)
mit o(x) # x (!). Dies beweist G(M/F) # G(M/E).

Seien also E, F' zwei Zwischenkorper K C

U

3.44. Korollar

Es sei L/K endlich mit ng := [L : K]ls,. Ferner sei M/K nor-
mal mit M O L O K. Dann existieren genau ng verschiedene K-
Isomorphismen von L auf Teilkorper von M.

Beweis: Wie im Beweis des Satzes konnen wir [M : K] < oo an-
nehmen. Die Erweiterung L/K spalten wir auf in L.,/ K und L/ L.
Es ist dann L,.,/K endlich und separabel, also nach dem vorange-
henden Korollar einfach. Wir haben L., = K(«) fiir ein passendes
a € L. Nach dem letzten Satz existieren genau ngy verschiedene K-
Isomorphismen von Ly, etwa o1, . . ., 0y, , die sich zu K-Automorphismen
01, .., 0n, von M fortsetzen lassen. Wir zeigen, dass d;|;, (1 < j < ny)
alle K-Isomorphismen von L auf Teilkorper von M sind.

Esist L/ Lgep endlich, also gilt L = Ly, (ay, ..., a,). Esselenmq,/r,.,(t)
die zugehorigen Minimalpolynome aus Lg,[t] (1 < ¢ < 7). Wegen
i/ Lsep rein inseparabel ist mq,/r..,(t) = ¥ — a;, und diese Poly-
nome zerfallen in M[t] in der Form (t — ;)P mit a; € M, ™ = a;.
Jeder K-Isomorphismus o von L auf einen Teilkorper von M lasst
M, /L., iNVariant, seine Fortsetzung ¢ zu einem K-Automorphismus
von M erfiillt notwendig 6(a;) = oy, also &|p(a;) = () = ;. Damit
ist o bereits durch seine Bilder auf L., eindeutig festgelegt, es folgt
7| = 7| fiir passendes j € {1,...,no}.

O
Bemerkungen:

(1) M/K normal und K C L C M impliziert M /L normal. (Das
Minimalpolynom mg,;, eines Elements o € M ist ein Teiler
von Mg k. Da me k in M(t] in Linearfaktoren zerféllt, leistet
dies auch mq,r.)

(2) Fiir M/K endlich und normal gilt #G(M/K) = [M : K]sp.

(3) Es sei M/K endlich und normal. Gilt fiir ein & € M dann
o(a) = a fiir alle 0 € G(M/K), ist o/ K notwendig rein in-
separabel. Ist also zusétzlich M /K separabel, so folgt bereits
a € K. In jedem Fall ist L := {a € M|o(a) = a Vo €
G/(M/K)} ein Korper, sowie L/K rein inseparabel.

Normen und Spuren
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Im folgenden sei L/K endlich mit [L : K]|s, = no und I'/ K endlich
und normal mit I' O L. Gemaf 3.43 existieren gerade ng K-Isomorphismen
o1, ...,0n, von L auf Teilkorper von I', die K enthalten.

3.45. Definition

Fir Elemente o € L definieren wir

LK]z
ng
Norm Npjk(a) = (H aj(a)) und
j=1

Spur Tryk(a)=[L: K] i_o: oj(a).

3.46. Hilfssatz
Ist ma r(t) =t +c t" 1+ ...+ ¢ € K[t], so gilt

r O\ K ()]
Nyxla) = ((=1)c) :
Trik(e) = —[L:K(a)le.

Beweis:

Esseimg = [K(a) : Klgep. Also existieren gerade 7y, . .., T, K- Iso-
morphismen von K («) in Teilkérper von F'. Deren Fortsetzungen (fix-
iert!) zu I'~Automorphismen seien T, ...,T,,,. Ist 7o = [L : K(&)]sep,
so existieren genau ry K (a)-Isomorphismen x; von L auf Teilkérper
von I', und wie im Beweis zu (3.46) sind dann p;; := T;k; alle K-

Isomorphismen von L. Also erhalten wir:

mo o [L:K]; o ro[L:K];
Nola) = (Hnww) _ (H w)) |

=1 j=1 j=1
mo To mo
Trix(a) = [L:K]i Y ) Tikjla) = r[l: K] Y mi(e)
i=1 j=1 i=1

= [L: K(@)]sep [L: K(a)]s [K (@) - K]i 22535 7i(

Andererseits ist in I'[t]
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mo [K(a):K];
magie(t) = (H (t—n(a))> also

o (K0, o
Cr = ((—1)m0 (1:[ Ti(a))) , a=—[K(a): K; ) na),

i=1

(-D)"¢, = (:ﬁl Ti(a)>[K(a):K],‘.

O

Bemerkungen:

(a) Norm und Spur sind Elemente des Grundkorpers K.
(b) Norm und Spur sind unabhéngig von der Wahl von T'.

Eigenschaften von Norm und Spur

3.47. Hilfssatz
Es seien M/L/K endlich, a € K, a,f € L, x € M.
Dann gilt:

(1) Npyx (o) = Npjx(a) Nk (B), Triyx (a+8) = Trrjx (o)+
Tri/x (B);
(2) N/ (a) = ™, Trp i (a) = [L: Kla;

(3) Nag/ie () = Niyie(Nagye (), Tragyie () = Trogie (Tragy (@)

Beweis:  Ubungen.

Sind L/K endlich vom Grad n und ag, ..., «a, eine K-Basis von L,
so heiBt d(av, ..., a,) 1= det (TTL/K(OQ ocj)) Diskriminante der Ba-

sis.

Sind a, . . ., a, sowie fy, . .., 3, zwei Basen von L/K | soist d(aq, ..., a,) =
d(ﬁla s 7ﬁn) CL2

mit a € K, a # 0.

Man kann also als Diskriminante d(L/K) von L/K die Quadratk-

lasse d(ay, . .., ay) (K*)? erklaren.
3.48. Satz
d(L/K) =0« TT’L/K (Oé) =0V ael.
Beweis: “ <7 trivial.

“ =7 Die Spalten der Matrix (T’I“L/K (o aj)) sind linear abhéngig.
Also existieren by, ...,b, € K, nicht alle gleich 0, mit
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ijT'r’L/K (o) =0 (1<i<n).
j=1

Folglich ist 3 := ) bja; # 0. Fir a € L existiert demnach
7j=1

chal € L mit a = 3.
Es folgt

Trik (o) =Trp i (Z ci oy Z b; aj) = Z ¢ Tro i (Z bj oy Ozj) =0.
i=1 j=1

O
3.49. Satz
d(L/K) # 0 < L/K ist separabel.
Beweis:
(1) L/K inseparabel = Trp/x (o) =0V aw € L =35 d(L/K) =
0
(2) L/K separabel = (332) L = K (), mq,k (t) hat keine mehrfachen
Wurzeln.
Esist 1,a,...,a" ! (n = deg(ma,K)) eine Basis von L/K.
Hierfiir ist d(1,,...,a" ') Quadrat einer Vandermonde De-
terminante, also von 0 verschieden.
O
Beispiel:
K=@Q, L=Q(y/m), [L: K|=2, L/K separabel.
Eine Basis ist 1, /m.
Fir a = a + by/m ist
Tr(a) = 2a, N(a) = a®>—mb?
B Tr(1) Tr(a B 2 2a
d(l, a) = ( Tr(a) Tr(a?) ) N ( 2a 2(a® + mb?) )
= 4mb?

_ t—afirb=0
Es ist my g (t) = { t? — Tr(a)t + N(«) sonst.

3.50. Definition

Ein Korper K heifit _algebraisch abgeschlossen, falls fiir jede alge-
braische Erweiterung L/K

bereits L = K gilt. K heifit algebraischer Abschlufl des Kérpers K,
falls K/K algebraisch und K algebraisch abgeschlossen ist.
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3.51. Satz

Ein Kérper K besitzt einen algebraischen Abschlufi K, und je zwei
algebraische Abschliisse von K sind K-isomorph.

(1)

Beweis:

Existenz

Wir konstruieren zunéchst eine Korpererweiterung L, /K, in
der jedes Polynom f aus K[t] mit deg(f) > 1 eine Null-
stelle besitzt. Dazu bilden wir eine Indexmenge I = {f €
K|t]|deg(f) > 1} und betrachten dazu ein unendliches System
S = (xy)fer von Variablen nebst Polynomring K[S], (Kon-
struktion als Halbgruppenring wie in Kapitel 2.) K[S] enthélt
das Ideal A = (f(zy)|f € I), wobei die Variable ¢ jeweils durch
xy ersetzt wird.

Es gilt A € K[S]. (Denn fir 1 € A existieren Polynome
gi € K[S] sowie fi € A (1 <i<r) mit

1= ggi i (xf)

Es existiert nun ein Erweiterungskorper K von K, indem jedes
der f; eine Nullstelle o; besitzt. Einsetzen von a; fiir (zy,) in
Gleichung 1 liefert den Widerspruch 1 = 0.)
Also ist A in einem maximalen Ideal M von K|S] enthal-
ten. Hierfir ist Ly := K[S]/M ein Korper. Mittels der
Einbettung K — K[S] und dem kanonischen Epimorphismus
K[S] — K|[S]/M lasst sich L, als Erweiterungskorper von K
auffassen. Fiir f € A ist dann xy + M eine Nullstelle in L.
Diese Konstruktion iterieren wir, falls L; noch nicht alge-
braisch abgeschlossen ist, und erhalten so eine echt aufsteigende
Kette von Korpern K = Ly C Ly C Ly C ..., wobei jedes
Polynom f € L,[t] mit deg(f) > 1in L, eine Nullstelle hat.
Wir bilden dann L := OLj L,. Esist L Korper (!), und wir
n=0

zeigen, dass L algebraisch abgeschlossen ist. Ist dazu f € L[t]
mit k := deg(f) > 1, so liegen die k + 1 Koeffizienten von f
in Teilkorpern, etwa L;,, ..., L;,,,. Ist ip := max{i, |1 < v <
k + 1}, so gilt bereits f € L;[t], und f hat nach Konstruk-
tion eine Nullstelle in L;,y; € L. Folglich ist L algebraisch
abgeschlossen.
Eindeutigkeit bis auf Isomorphie.

Wir nehmen an, daf K und K beides algebraische Ab-
schliisse von K sind. .

Es bezeichne 9 die Menge aller geordneten Tripel (L, L, 1)
mit K C L C K,
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KCLC K, ¢ : L — L Isomorphismus.

Es ist () # o wegen (K, K, id) € m.

Wir ordnen 9t partiell gemif (L, L, ) < (Ly, Ly, ) fiir
LC L, LCLy, ¢ |L=1.

Es sei (F, F, ®) maximales Element in 9 gemif Zorn’s
Lemma (!).

Ist F' = K, so ist notwendig F' = O (F) algebraisch abgeschlossen,
also F = K.

Existiert jedoch x € K\F, so besitzt = ein Minimalpoly-
nom My p(t).

Hierfiir ist ®(m,,r(t)) € F[t] irreduzibel, und ® it sich
fortsetzen zu einem Isomorphismus ® : F(z) — F(Z) (fiir eine
Nullstelle & von ¢(m,/p(t))) im Widerspruch zur Maximalitét
von (F, F, ®).

Also muB F = K, F = K gelten.

=

>
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