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Winkeltreue zahlt sich aus

Felix Gilnther

Nicht nur Seefahrerinnen, auch Computergrafikerin-
nen und Physikerinnen wissen Winkeltreue zu schat-
zen. Doch beschrankte Rechenkapazitaten und Ver-
einfachungen in theoretischen Modellen erfordern es,
winkeltreue Abbildungen nur mit einer iiberschauba-
ren Datenmenge zu beschreiben. Entsprechende The-
orien werden in der diskreten Mathematik untersucht.
Im Folgenden lade ich Sie auf eine Reise in die faszi-
nierende Welt der winkeltreuen Abbildungen ein.

1 Winkeltreue in der Seefahrt und in der Computergrafik

Stellen Sie sich vor, Sie befdnden sich in einem Flugzeug, welches Sie von
San Francisco zum kiirzlich eréffneten Berliner Flughafen BER bringt. Abbil-
dung 1 (a) veranschaulicht Thnen die Flugroute, die auf dem Monitor vor Thnen
angezeigt wird. Sie mogen sich vielleicht wundern, weswegen der kiirzeste Weg
in einem groflen Bogen tiber Island und seinen Vulkan Eyjafjallajokull verlauft.
Waére unser aller Leben denn nicht einfacher, wenn wir Karten nutzen wiir-
den, auf denen die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Orten stets eine gerade
Strecke wire? Abbildung 1 (b) zeigt Ihnen eine solche Kartenprojektion, die
bereits Thales von Milet im 6. Jahrhundert vor Christus gekannt haben soll. Als
gnomonische Projektion ist diese geradentreue Karte heutzutage Astronominnen
und Satellitengeodétinnen ein wichtiges Werkzeug.

Seefahrerinnen in der frithen Neuzeit, die von Satellitennavigation nicht ein-
mal zu trdumen wagten, hiatten mit einer solchen geradentreuen Karte dagegen
nicht viel anfangen kénnen. Um die korrekte Lage ihrer Schiffe auf hoher See
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Abbildung 1: Kiirzeste Verbindung zwischen San Francisco und Berlin.

bestimmen zu kdnnen, standen ihnen meist nur ein Kompass und ein Jakobsstab
oder ein Oktant zur Verfiigung. Letztere sind beides Vorldufer des Sextanten.
Mit diesen Instrumenten konnten sie lediglich Winkel in Bezug auf den Nord-
pol, Fixsterne und Kiistenlinien messen. Daher war es fiir die Navigation auf
hoher See erforderlich, dass die gemessenen Winkel auf der Erde mit denen
auf den Seekarten iibereinstimmten. Eine solche Karte nennt man winkeltreu.
Im Jahre 1569 stellte Gerhard Mercator die erste Abbildung der Erdoberfliche
vor, die die von Abbildung 2 veranschaulichte Eigenschaft der Winkeltreue
besitzt. Diese heutzutage Mercator-Projektion genannte Karte kénnen Sie in
vielen Atlanten finden. Auch Kartendienste im Internet nutzen die winkeltreue
Mercator-Projektion, um die rechten Winkel der meisten Straflenkreuzungen
korrekt wiederzugeben. Stellen Sie sich nur einmal vor, wie das Straflennetz
von New York aussdhe, wenn die Kreuzungen nicht rechtwinklig dargestellt
werden wiirden!

Ideal wére nun natiirlich eine Karte, die gleichzeitig winkel- und geradentreu
ist. Doch leider kann es keine Abbildung von der gekriimmten Erde auf ein
flaches Blatt Papier geben, die diese beiden Eigenschaften besitzt. Es lésst
sich ndmlich zeigen, dass eine solche Abbildung verhdltnistreu ware und die
Erde mafistabsgetreu abbilden wiirde. Jede, die schon einmal versucht hat, eine
Orangenschale platt zu driicken, weif}; dass dies nicht méglich ist. Allerdings
besitzen winkeltreue Karten die Eigenschaft, dass die Langenverzerrung an
einem Punkt nicht von der Himmelsrichtung abhédngt. Daher stimmen die



Abbildung 2: Veranschaulichung der Winkeltreue der Mercator-Projektion.

Grofenverhéltnisse in kleinen Ausschnitten der Karte mit der Realitdt nahezu
iiberein. Auf gréfleren Skalen gilt diese Aussage nicht. So wird in der Mercator-
Projektion eine Region verhéltnisméafig umso groBer dargestellt, je nidher sie sich
an einem der beiden Pole befindet. Obwohl Gronland auf der Karte fast grofier
als Afrika erscheint, ist es tatsdchlich kleiner als das Kongobecken. Aus diesem
Grund nutzen internationale Organisationen wie die UNESCO fldchentreue
Kartenabbildungen wie zum Beispiel die Gall-Peters-Projektion.

Fiir diverse Anwendungen in der Computergrafik reicht es aus, wenn sich
zumindest die Proportionen von kleinen Formen nur wenig &ndern. Aus diesem
Grund werden fiir die Abbildung ebener Bilder auf gekriimmte Flichen, gewis-
sermaflen umgekehrte Kartenabbildungen, oft winkeltreue Darstellungen wie
im Falle von Abbildung 3 verwendet. Als Beispiel sei hier die Gestaltung der
Oberflachen von dreidimensionalen Objekten in Computerspielen und Anima-
tionsfilmen genannt. Um eine hochstmogliche Detailtreue zu erreichen, miissten
Computergrafikerinnen mit einer unendlichen Zahl von Punkten rechnen, was
jeden Computer iiberfordern wiirde. Daher werden die Fldchen nur mit einer
iberschaubaren Zahl an Datenpunkten dargestellt, wie etwa den Gitterpunkten
der Léngen- und Breitengrade im Falle der Erde. Die Fachfrau nennt dieses Vor-
gehen Diskretisierung. Passionierte Geometerinnen des 19. Jahrhunderts hatten
dieses Vorgehen womoglich fiir eine Diskreditierung der Mathematik gehalten,
heutzutage ist es aus der angewandten Mathematik und aus der Kartografie
nicht mehr fortzudenken.



Abbildung 3: Winkeltreue Abbilder zweidimensionaler Muster auf Oberflachen.

2 Numerik versus diskrete Differentialgeometrie

Unter den verschiedenen Teilgebieten der Mathematik befasst sich vornehmlich
die Numerik mit dem computergestiitzten Losen von mathematischen Problemen,
deren genaue Losung ein Ubermaf an Variablen und Daten benétigen wiirde.
Obwohl numerische Methoden sehr effektiv sein konnen, sind sie manchmal nicht
auf die konkrete Fragestellung zugeschnitten und kénnen bereits bei kleinen
Ungenauigkeiten in den Eingabedaten grofle Fehler im Ergebnis hervorrufen.
Fiir geometrisch motivierte Fragestellungen sind daher Verfahren im Vorteil, die
sich ebendiese geometrische Struktur zunutze machen. Ein sehr schones Beispiel
hierfiir ist die Simulation von Rauch. Auf den ersten Blick wirkt es {iberraschend,
dass die mathematische Beschreibung von Fliissigkeitsstromungen sehr eng mit
der von elastischen Stiben und der Bewegung von Kreiseln verkniipft ist [3].
Just auf dieser Idee basiert ein effizienter Algorithmus zur Berechnung von
Flissigkeitsstromungen, mit welchem die Rauchwolken und Autoabgase im Film
Megamind simuliert wurden [12].

Zu solchen und weiteren Verfahren, die fiir spezielle geometrische Probleme
zuverldssiger und praktikabler als numerische Techniken sind, gelangen wir
mithilfe von neuen Erkenntnissen aus dem noch jungen Feld der diskreten
Differentialgeometrie. Diese befasst sich mit der geeigneten Diskretisierung von
Objekten aus der klassischen Geometrie. Um den Unterschied zwischen den
Herangehensweisen der Numerik und der diskreten Differentialgeometrie zu
veranschaulichen, mochte ich Thnen eine Analogie aus dem Alltag vorstellen.
Dazu stellen Sie sich bitte vor, dass Sie sich aus Ihrer Wohnung ausgesperrt
hétten. Die Numerik wird nun durch den Schliisseldienst personifiziert, der Thr
Schloss aufbohrt. Dieses Verfahren ist unbestreitbar effektiv und fiihrt selbst
dann zum Erfolg, wenn Sie abgeschlossen hétten oder es eigentlich gar nicht



Thre Tir wéire. Auf der anderen Seite miissen Sie anschlieffend ein neues Schloss
kaufen. Die diskrete Differentialgeometrie hingegen ist Ihre nette Nachbarin
von nebenan, von der Sie schon immer einmal wissen wollten, womit sie sich
eigentlich beruflich beschéftigt, und die Thnen die Tir geschickt mit ihrer
Kreditkarte 6ffnet. Dieses Vorgehen bedarf Uberlegung und Geduld — Tugenden,
wie sie auch in der mathematischen Forschung vonnéten sind. Thre Nachbarin
macht sich die spezielle Situation, dass die Tiir nur zugefallen ist, zunutze und
erhélt die Struktur Ihres Schlosses, sodass Sie Thre Kreditkarte nachher nicht fiir
den Kauf eines neuen verwenden miissen. Mit Fug und Recht kann die diskrete
Differentialgeometrie daher als Schliisseltechnologie bezeichnet werden.

Natiirlich hatte Thre Nachbarin auch einen Draht oder andere Instrumente
verwenden kénnen, um Thre Tiir unbeschadet zu 6ffnen. Genauso werden in der
diskreten Differentialgeometrie verschiedene Diskretisierungen verwandt, die
jeweils ihre eigenen Vorziige und Nachteile haben. So wurde eine diskrete Theo-
rie winkeltreuer Abbildungen entwickelt, die auf Kreispackungen beruht [11].
Kreispackungen sind iiberlappungsfreie Anordnungen von sich beriihrenden
Kreisen. Meine Forschung basiert hingegen auf Zerlegungen der Fléche in Vier-
ecke. Eine diskrete Abbildung bildet hierbei die Eckpunkte der Vierecke der
gekrimmten Fldche auf Punkte in der Ebene ab. Winkeltreue ist dadurch defi-
niert, dass sich im Bildviereck die Diagonalen im gleichen Winkel schneiden wie
im Ausgangsviereck und ferner das Verhéltnis der Langen der beiden Diagonalen
erhalten bleibt. Abbildung 4 ist ein Beispiel hierfiir. Auf diesem einfachen Gedan-
ken aufbauend arbeite ich an einer umfassenden diskreten Theorie winkeltreuer
Abbildungen, die moglichst viele Konzepte der im 19. Jahrhundert begriindeten
klassischen Lehre auf glatten Flichen bewahrt. Eines Unterschiedes werden wir
uns gleich bei der Definition gewahr: Anders als in der klassischen Theorie folgt
in der diskreten die gleichméfige Verzerrung der Diagonalen nicht bereits aus
der Erhaltung ihres Schnittwinkels.

B

Abbildung 4: Diskrete winkeltreue Abbildung von einem Viereck auf ein anderes.



3 Ein neuer Zugang zu diskreten winkeltreuen Abbildungen

Die Idee, Winkeltreue durch die Wahrung des Schnittwinkels und des Lén-
genverhéltnisses der Diagonalen eines jeden Vierecks zu beschreiben, wurde
zuerst vor iiber siebzig Jahren auf die Unterteilung der Ebene in Quadrate
angewandt [7]. Spater wurden groe Fortschritte fiir Zerlegungen in Rauten
erzielt [6, 8, 4]. Erst in den letzten zwanzig Jahren wurden Diskretisierungen
gekriimmter Fléachen untersucht und Ansétze fiir die Theorie mit beliebigen
konvexen wie auch konkaven Vierecken anstelle von Rauten skizziert [9, 10]. Auf-
bauend auf diesen Arbeiten fanden wir in dem Artikel [1] einen neuen, intuitiven
Zugang zu diskreten winkeltreuen Abbildungen in der Ebene, den wir wenig
spéter auf gekriimmte Flachen erweiterten [2]. Mit diesem Ansatz konnten wir
nicht nur die bekannten Resultate wiedergeben und bisherige Notationen zusam-
menfithren, sondern gelangten selbst fiir die schon zuvor erforschten Spezialfille
zu weiteren Ergebnissen.

Die Kernidee besteht darin, eine zusétzliche Unterteilung der einzelnen Vier-
ecke zu betrachten. Dazu verbinden wir die Mittelpunkte von je zwei benach-
barten Seiten eines Vierecks miteinander, wie Ihnen Abbildung 5 exemplarisch
darstellt. Mit dem aus dem Schulunterricht bekannten Strahlensatz kénnen
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Abbildung 5: Zusitzliche Unterteilung (griin) zur Ausgangszerlegung (rot).



wir zeigen, dass diese neu hinzugefiigten Verbindungslinien in jedem Viereck
der Ausgangszerlegung ein Parallelogramm formen. Die vier Innenwinkel und
das Verhéltnis der Seitenldngen des Parallelogramms entsprechen genau den
vier Schnittwinkeln und dem Léngenverhéltnis der Diagonalen des urspriing-
lichen Vierecks. Unter einer diskreten winkeltreuen Abbildung bleiben diese
Groflen erhalten, folglich &ndern sich auch die Proportionen des Parallelogramms
nicht. Dieselbe Eigenschaft kennen wir bereits von klassischen winkeltreuen
Abbildungen. Dies illustriert, wieso das Betrachten dieser auf den ersten Blick
komplizierteren Zerlegung letztlich zu einer Vereinfachung der Theorie fiihrt.

Mithilfe der soeben beschriebenen Struktur konnten wir erstmals die wesent-
lichen Objekte der Lehre winkeltreuer Abbildungen im Prinzip genauso beschrei-
ben, wie Mathematikerinnen es aus der klassischen Lehre des 19. Jahrhunderts
bereits kennen. Definitionen, Sétze und ihre Beweise im Diskreten entsprechen
nahezu eins zu eins ihren klassischen Pendants. Der besondere Nutzen unserer
Arbeiten [1, 2] liegt somit darin, dass sie sich Mathematikstudentinnen als leicht
verstdndliche Einfithrung in die diskrete Theorie und Wissenschaftlerinnen in
angrenzenden Fachrichtungen als Werkzeugkasten anbieten.

4 Bezlge zur statistischen Physik . ..

Unter anderem fiir seine Arbeiten zum Ising-Modell [5] erhielt Stanislav Smirnov
die Fields-Medaille, eine der hochsten Auszeichnungen in der Mathematik. Das
Ising-Modell ist das Standardmodell zur Beschreibung von Magnetismus und
wurde von ihm auf solide mathematische Grundlagen gestellt. Im Zuge dessen
erarbeitete er auf diskreten winkeltreuen Abbildungen basierende Methoden [4],
die ihre Schlagkraft auch in der Untersuchung anderer Modelle der statistischen
Physik zeigen. In der Arbeit [1] entwickelten wir einige dieser Resultate weiter
und verallgemeinerten sie, sodass sie auf Zerlegungen in beliebige Vierecke
anwendbar sind. Zusammen mit unseren anderen Ergebnissen verspreche ich mir
davon neue Erkenntnisse und ein besseres Verstédndnis der in der theoretischen
Physik untersuchten Modelle.

Ein Beispiel eines solchen Satzes ist die in der klassischen Theorie winkeltreuer
Abbildungen fundamentale Cauchysche Integralformel, die durch Abbildung 6

verbildlicht wird: )
fle)=— ?{ EiQ) dz.
v

21 z—c

Sie gibt an, wie einzig aus den Werten einer winkeltreuen Funktion f auf dem
Rand v eines ebenen Gebietes ihr Verhalten fiir alle Punkte ¢ im Innern dessel-
bigen berechnet wird. Das heifit, dass wir allein aus einer &ufleren Betrachtung
der winkeltreuen Funktion auf all ihre inneren Werte schlielen kénnen — ist
das nicht Liebe auf den ersten Blick? Im Falle von Zerlegungen in allgemeine



Abbildung 6: Ilustration der Cauchyschen Integralformel.

Vierecke konnten wir zum ersten Mal eine diskrete Integralformel aufstellen, die
die Werte der Ableitung der winkeltreuen Funktion angibt. Fiir den Spezialfall
des Quadratgitters leiteten wir Formeln fiir simtliche Ableitungen her, was im
Allgemeinen nicht moglich ist.

5 ...und zur Politik

Tatséchlich ist die diskrete Theorie umso néher an der klassischen, je spezieller
die Vierecke der Zerlegung gewéhlt sind. Allein den Unterteilungen der Ebene in
Parallelogramme widmen wir in dem Artikel [1] ein ganzes Kapitel. Andererseits
gibt es Aussagen, die sich vereinfachen, wenn die Diagonalen jedes Vierecks
senkrecht zueinander sind. Deswegen verwundert es nicht, dass die diskrete
Theorie winkeltreuer Abbildungen zunéchst fiir Zerlegungen in Rauten entwi-
ckelt wurde. Denn Rauten sind genau die Parallelogramme, deren Diagonalen
senkrecht aufeinander stehen. Dies ist auch bei der wohlbekannten Handhaltung
von Angela Merkel der Fall. Allerdings sind ihre Daumen gar nicht so lang
wie ihre Zeigefinger, sodass es sich bei ihrer Geste streng genommen um einen
Drachen handelt. Drachenvierecke wiederum bilden die Grundlage einer anderen
Diskretisierung von winkeltreuen Abbildungen, ndmlich einer, die auf speziellen
Kreispackungen basiert.

Trotz der jungsten Erkenntnisse sind diskrete winkeltreue Abbildungen fiir
uns alle Neuland. Wie ein Seefahrer in der frithen Neuzeit hoffe ich, auf meiner



Reise durch dieses Land weiterhin unbekannte Gebiete zu entdecken und zu
ergriinden. Anstatt einer Karte wird mir dabei die klassische Lehre winkeltreuer
Abbildungen den Weg weisen.

Kommentar der Editorinnen:

Um die verschiedenen Kartenprojektionen geht es auch im Exponat ,Karten
der Erde“, das Daniel Ramos fiir die Open-Source-Ausstellung ,,Mathema-
tik des Planeten Erde“ entwickelt hat. Von der Seite https://imaginary.org/
de/program /karten-der-erde konnen Sie Poster sechs verschiedener Karten-
projektionen herunterladen, darunter sind auch die Mercator-Projektion, die
gnomonische Projektion und die Gall-Peters-Projektion. Auflerdem ist dort
ein Computerprogramm erhéltlich, mit dem Sie die unterschiedlichen Verzer-
rungen fiir die sechs Projektionen mit Hilfe der Tissotschen Indikatrix (siehe
https://de.wikipedia.org/wiki/Tissotsche_ Indikatrix) interaktiv vergleichen
koénnen.


https://imaginary.org/de/program/karten-der-erde
https://imaginary.org/de/program/karten-der-erde
https://de.wikipedia.org/wiki/Tissotsche_Indikatrix
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