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1 Einfiihrung: Differentialgleichungen

Integraltransformationen sind ein wesentliches Hilfsmittel zur Losung von Differentialglei-
chungen und die Behandlung partieller Differentialgleichungen setzt vielfach die Vertraut-
heit mit den gewdhnlichen Differentialgleichungen voraus. Wir beginnen deshalb mit einer
Einftihrung in die Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen, die Ihnen in Einzel-
aspekten ja bereits aus der Analysis und Linearen Algebra bekannt ist.

1.1 Differentialgleichungen in den Anwendungen

e Wo in den Anwendungen kommen welche Differentialgleichungen vor?

Ein kriftefreier Massenpunkt bewegt sich nach Newron mit konstanter Geschwindigkeit v.
Wirkt auf ihn eine Kraft F , 50 bewirkt diese eine zeitliche Anderung der Geschwindigkeit
(=Beschleunigung) proportional zur Kraft. Die Geschwindigkeit ¥ wird jetzt eine Funktion
U = 9(t), und es gilt

miv = F. (1)

Dieser so einfach erscheinende Sachverhalt ist fundamental fiir unsere Methode, Natur-
vorgiénge und damit technische Vorgéinge zu modellieren: Die momentanen (infinitesimalen)
Anderungen eines Systems werden ,ergriindet und beschrieben, um aus ihnen die ,ma-
kroskopische* Entwicklung des Systems zu bestimmen. Durch (triviale) Integration von
findet man die Entwicklung der Geschwindigkeit

mi(t) = tF + mio.

Wenn allerdings F nicht konstant ist, sondern selbst von ¢ oder, wie bei Reibungsph&nomenen,
auch von ¢ abhéngt, bekommt man eine kompliziertere Beziechung

mi(t) = F(t, ).

Dann wird die Integration schwieriger, oder ¥(t) 1d8t sich gar nicht mehr durch Integration
finden. Darauf gehen wir im néchsten Abschnitt ein.

Aufgrund der gerade erklirten fundamentalen erkenntnistheoretischen Methode ist es of-
fenbar, dass Differentialgleichungen in den Ingenieurwissenschaften eine prominente Rolle
spielen.

Die Newronsche Gleichung ist in allen Bereichen der Dynamik von fundamentaler Be-
deutung, wie Sie in den Mechanik-Vorlesungen sehen [Muell, Abschnitt 13]. Vor allem
gewohnliche lineare Differentialgleichungssysteme sind das Kernstiick der Regelungstech-
nik, vergleichen Sie [Regelungstechnik I] oder [Regelung in der Luft- und Raumfahrt].

Andere Gebiete werden von partiellen Differentialgleichungen bestimmt, also Differentialglei-
chungen fiir Funktionen von mehreren Variablen, deren partielle Ableitungen gewisse Glei-
chungen erfiillen. Die Theorie elektromagnetischer Felder beruht auf den MaxwerLschen-
Gleichungen, vgl. [Theoretische Elektrotechnik ]. Die Ausbreitung von Radiowellen wird
durch die Wellen- oder Schwingungsgleichung beschrieben. Warmeleitungsprozesse und
gleichermaflen Diffusionsprozesse zum Beispiel zur Erzeugung von Fremdstoffkonzentra-
tionen in Halbleiterkristallen werden durch die Warmeleitungsgleichung beschrieben, vgl.
[Werkstoffe II].

Etwas zugespitzt formuliert:

Sie haben in den ersten Semestern die Differentialrechnung nur deshalb lernen miissen, weil
Differentialgleichungen fiir Ingenieure so ungeheuer wichtig sind.




1.2 Erster Blick auf die Mathematik von Differentialgleichungen

e Wir kldren die einfachste Terminologie ...
e ... und wir l6sen die einfachsten Differentialgleichungen.
e Wir prizisieren, was wir unter Losungen verstehen wollen ...

e ... und formulieren einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz.

Zur Terminologie:

e Differentialgleichungen sind Gleichungen fiir eine gesuchte Funktion, welche Ableitun-
gen dieser Funktion involvieren.

e Wenn die Funktion vektorwertig ist, wenn also mehrere Komponentenfunktionen ge-
sucht werden, spricht man von einem System von Differentialgleichungen, sonst auch
von skalaren Differentialgleichungen.

e Wenn die Funktion von mehreren Variablen abhingt und partielle Ableitungen auftre-
ten, spricht man von partiellen, andernfalls von gewdhnlichen Differentialgleichungen.

e Die hiochste auftretende Ableitungsordnung der gesuchten Funktion heifit die Ordnung
der Differentialgleichung.

1.2.1 Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Wir beginnen mit einigen Bemerkungen zu Differentialgleichungen 1. Ordnung.

Beispiel 1. Das einfachste Beispiel ist

Y = f(x)

mit einer Funktion f : [, 8] — R. Die Losungen sind die Stammfunktionen von f, die man
(bei stetigem f) durch Integrieren finden kann:

) =+ [ " f(u)du.

Dabei ist yg eine beliebige Konstante. Sie wird eindeutig bestimmt, wenn man aufler der
Differentialgleichung noch eine Anfangsbedingung

y(a) =yo
vorgibt. O

Beispiel 2. Das néchste Beispiel ist anders geartet, hier kommt die gesuchte Funktion auch
auf der rechten Seite vor:
y =ay, acR.

Das ist leicht zu 16sen, y(z) := e* ist offenbar eine Losung. Aber es ist nicht die einzige:
y(x) = yo e*®=*0) ist auch eine, die iiberdies die Anfangsbedingung

y(zo) = Yo

erfiillt. Sind das nun alle Losungen? Ja: Vgl. Modul Analysis fiir Ingenieure, Abschnitt
6.3. O



Beispiel 3. Wie losen Sie

y = a(z)y (2)
mit einer auf [« 3] stetigen Funktion a? Konnen Sie eine Losung finden, fiir die y(a) = g
mit vorgegebenem g ist? O

Beispiel 4. Wenn Sie das letzte Beispiel geschafft und eine Losung gefunden haben, die wir
mal yg (z) nennen wollen, was machen Sie dann mit

y' = a(x)y + b(),
wobei a,b : [o, 3] — R stetig sind?

Dies ist die allgemeine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung. ,Linear” deshalb, weil die
gesuchte Funktion y nur linear darin vorkommt.

Wenn Sie an die Produktregel der Differentiation denken, ist es nicht so abwegig, als Losung

y(r) = A(z)ym(z)

zu versuchen, d.h. den Ansatz y(x) = A(x)yy(z) zu machen. Dann ist ndmlich

y'(x) = A@@)yn (z) + A'()yu(z)
= A(@)a(z)yu(z) + A'(z)yn (z)
= a(@)y(x) + A'(2)yn (z).

Wir miissen nur ein A(z) finden, fiir das
A'(z)yn (z) = b(x)

ist. Das tut

_ T bE)
A(l’) = Ay +L yH(f) dé.

Allerdings darf yp keine Nullstellen haben. Wie steht es damit? (Sie hatten doch gelost!)
O

1.2.2 Separable Differentialgleichungen

Wir sehen uns noch ein wenig bei (nichtlinearen) Differentialgleichungen erster Ordnung um
und behandeln eine Verallgemeinerung des Beispiels [3] ndmlich Differentialgleichungen der
Form

y' = f(x)g(y).

Wir wollen annehmen, dass die Funktionen rechts stetige Ableitungen haben (,technische®
Voraussetzung). Dann hat nach einem allgemeinen Existenz- und Eindeutigkeitssatz (vgl.
Abschnitt [1.4]) das Anfangswertproblem

Y = f(x)g(y), yl(zo) = vo,

eine eindeutig bestimmte Losung. Um sie zu finden, betrachten wir

Dazu nehmen wir an, dass g(yo) # 0, also g(y) # 0 fiir kleines |y — y0|E| Wir integrieren
beide Seiten. Dabei beriicksichtigen wir, dass nach der Kettenregel

d (Y@ 1 1
dx /y0 o "= @ Y (=)

1Finden Sie die eindeutig bestimmte Losung im Fall g(yo) = 0.
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Damit finden wir

/y j(x) = [ jf(f)df-

Stellen Sie sich die Integrale geldst vor. Dann ist das eine Gleichung fiir y(z) ohne Ableitun-
gen. Zu abstrakt? Betrachten Sie folgendes konkrete

Beispiel 5. Wir betrachten
y =x(1+y%), y(0)=0.
Dann liefert die vorstehende Uberlegung

T

( ) y(z) 1 x 2
arctan y(x :/ 7d77:/ Edé = —.
o 1+n? 0 2

2

Daraus folgt

x

y(2) = tan( ).
Beachten Sie, dass die Losung dieses Anfangswertproblems nicht auf ganz R definiert ist,
sondern bei = £/ ins Unendliche verschwindet. O

Verhéltnisméfig héufig trifft man separable Differentialgleichungen, bei denen f konstant
ist.

Beispiel 6 (Kettenlinie).

Miiller: Mechanik I, Abschnitt 4.6.2 oder Ziegler: Mechanik, Abschnitt 21

Die Form eines an zwei Punkten befestigten (homogenen) Seils unter dem Einfluss seines Ei-
gengewichtes sei gegeben durch den Graphen einer Funktion y(z), wobei y(0) der Tiefpunkt
des Seils sei. In der Mechnik untersucht man die Kréfteverhéltnisse in dieser Situation und
findet fiir die Ableitung v(z) = y'(x) die Bedingung

v = é\/l—i-vQ,

mit einer Konstanten a, die durch Seilléinge und Position der Befestigungspunkte bestimmt
ist. Das ist eine separable Differentialgleichung, und mit

dx
——  — Arsinh(z) = sinh ! (z
/ 1+ 22 (@) &
finden wir

L T
sinh v == +¢.
a

oder v(x) = sinh (£ + c1).
Im Tiefpunkt ist v(0) = ¢’(0) = 0 und daher ¢; = 0,

also "
= sinh —.
v(z) = sin . \

Durch nochmalige Integration erhilt man

y(x) = acosh Tie
a

Das ist die sogenannte Kettenlinie.
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1.3 Lo6sungen von Differentialgleichungen

Die meisten Beispiele im letzten Abschnitt, besonders die skalaren linearen Differentialglei-
chungen mit konstanten Koeffizienten waren relativ leicht zu 16sen. Anders das folgende
Beispiel:

Beispiel 7 (Pendelgleichung).
Miiller: Mechanik II, Abschnitt 15.2
Der Ausschlagwinkel ¢ eines (ebenen starren) Pendels erfiillt die Differentialgleichung

mL$ = —mgsin ¢. (3)

Wenn man nur kleine Ausschlagwinkel betrachtet, ist
sin ¢ ~ ¢ und man kann die Gleichung linearisieren:

mLéS = —mgao.

Das ist mit dem Exponentialansatz und trigonome- \

trischen Funktionen leicht zu l6sen, ganz im Gegen- mg
satz zur Originalgleichung :

Fiir die kénnen Sie aus den Funktionen, die Sie kennen, keine Losungsfunktion ¢(¢) zusam-
menbasteln, die Gleichung ist nicht mit elementaren Funktionen l6sbar.

Das kommt nicht iiberraschend. Sie kennen diese Situation schon von einem simplen Spezi-
alfall der Differentialgleichungstheorie, ndmlich aus der Integralrechnung. So einfache Funk-
tionen wie sin(2?) haben keine elementare Stammfunktion. Und dieser Fall kommt in der
Praxis durchaus héufig vor, vor allem, wenn man die partiellen Differentialgleichungen mit
einbezieht.

Unter diesen Umsténden ist es von besonderer Bedeutung sich iiber folgende Fragen Klarheit
zu verschaffen:

e Existenz: Gibt es iberhaupt Losungen? (Sonst ist auch ein etwaiges ,, Ergebnis® eines
numerischen Verfahrens bestimmt keine Losung!)

e Eindeutigkeit: Wenn es Losungen gibt, durch welche zusétzlichen Forderungen ist dann
eine Losung eindeutig bestimmt. Wann kénnen wir sicher sein, die ,richtige” Losung
gefunden zu haben?

e Eigenschaften: Welche Eigenschaften haben die Losungen? Ist es moglich dariiber In-
formationen direkt aus der Differentialgleichung zu gewinnen, auch wenn wir sie nicht
explizit 16sen kénnen?

(Beispiel: Die Losungen von y' = 1 + y* sind sicher alle monoton wachsend.)

e Stabilitdt: Gleichgewichtslosungen einer Differentialgleichung sind zeitlich konstante
Losungen. Was passiert bei Storungen des Gleichgewichts? Kehrt das System dann
wieder in die Gleichgewichtslage zuriick? Solche Fragen sind etwa in der Regelungs-
technik von groflem Interesse.

e Sensitivitit: Diese Fragestellungen sind verwandt mit denen nach der Stabilitédt. Zum
Beispiel fiir die Anwendung numerischer Verfahren ist es wichtig zu wissen, wie emp-
findlich die Losungen auf kleine Stérungen der Differentialgleichung (also der Koeffi-
zienten) und der zusitzlichen Anfangs- oder Randbedingungen reagieren.
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1.4 Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen

Wir betrachten zwei der eben angeschnittenen Fragen, nédmlich die nach der Existenz und
Eindeutigkeit von Losungen einer Differentialgleichung. Wir beschrénken uns dabei auf Dif-
ferentialgleichungen 1. Ordnung. Das ist keine wesentliche Einschrankung, wie das folgende
Beispiel zeigt:

Beispiel 8 (Newronsche Bewegungsgleichung, Phasenraum).
Miiller: Mechanik II, Abschnitt 12.2
Die Gleichung fiir die Bewegung eines Massenpunktes an der Stelle (¢) unter dem Einfluss

einer von Zeit und Ort abhéingigen Kraft F(¢,7) ist
myj = F(t,§).
Das ist also ein 3-dimensionales System 2. Ordnung.

Definieren wir den Impuls durch ' := mij, so erhalten wir ein 6-dimensionales System 1. Ord-
nung;:

Mit den Abkiirzungen

schreibt sich das als & = G(t, T).

Offensichtlich kann man diesen Trick auf jede Differentialgleichung héherer Ordnung anwen-
den. Wir halten fest:

Jede Differentialgleichung hoherer Ordnung lédsst sich durch Einfithren neuer abhingiger
Variablen umschreiben in ein (hther-dimensionales) System 1. Ordnung der Form

z=G(t,T). (4)

KONSTRUKTION EINER LOSUNG. Nun zur Frage nach der Existenz von Losungen.
Wir betrachten .

=G 7), (to) = To. (5)
Wenn G konstant ist, bekommen wir durch

B(t) = Zo + (t — t0)G

eine Losung. Diese ist ein Streckenzug.

Wenn G nicht konstant aber stetig ist, konnen wir uns vorstellen, dass G wenigstens immer
»ein Stiick weit® konstant ist, und kénnen dann die Losung (von der wir noch gar nicht
wissen, ob sie existiert!) ein Stiick weit geradlinig ,,approximieren®. Genauer betrachten wir
eine Zeitsequenz

to<ti=tot+th<to=tg+2h<...ty =tg+ Nh
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mit positiver Schrittweite A > 0. Damit definieren wir rekursiv
Th(to) := To,
Fn(t) == En(ts) + (t — t)G(ti, Tn(t),  ti <t <tipr.

Zp(t) ist dann also ein Polygonzug, und dieses Verfahren heiit das EvLersche Polygonzug-
verfahren oder kurz EuLerverfahren.

Beispiel 9. Fiir das Anfangswertproblem

! —

y =—wy, y0)=1

zeigen die beiden folgenden Abbildungen die Ergebnisse des EuLerverfahrens mit verschie-
dener Schrittweite im Vergleich mit der exakten Losung

y(z) = e w2,
1 1
0.8 n=4 0.8 n=10
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0.5 1 1.5 2 0.5 1 1.5 2 O

Man kann nun fiir ,,halbwegs anstdndiges*“ G beweisen:

e Wenigstens fiir t-Werte nah bei tg, also auf einem Intervall [tg,tg + €] existiert der
Grenzwert

#(1) = lim (1) (6)

und definiert eine Losung des Anfangswertproblems
=Gt ), Z(tg) = Zp.

e Je zwei Losungen dieses Anfangsproblems sind gleich, jedenfalls auf dem Durchschnitt
ihrer Definitionsintervalle.

Die Konvergenz fiir gegen 0 konvergierende Schrittweite wird im vorangehenden Beispiel
glaubhaft vermittelt. Dennoch hat das EuiLersche Polygonzugverfahren als numerisches Ver-
fahren gewisse Schwéchen, zum Beispiel beziiglich der Konvergenzgeschwindigkeit oder der
Stabilitéit gegeniiber Rundungsfehlern. Softwarepakete zur numerischen Losung von Diffe-
rentialgleichungen benutzen deshalb Weiterentwicklungen des EuLerschen Verfahrens, insbe-
sondere das sogenannte Runce-Kurra-Verfahren, vgl. den Modul Numerik I fiir Ingenieure.
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Wir schliefen mit einer Prézisierung der obigen Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen im
folgenden

Satz 10 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz). Sei é(t,a‘c’) auf einer offenen Menge
U C R x R" stetig diﬁerenzierbavﬂund (to,Zo) € U ein Punkt dieser Menge. Dann ist
das Anfangswertproblem .

i=G(t,T),  I(t) = To. (7)

eindeutig losbar. Genauer gilt:
(i) Es gibt ein Intervall J mit to € J, so dass das Anfangswertproblem auf J eine
Lésung Z(t) hat, wobei

(t,Z(t)) € U fiir alle t € J.

(ii) Jede weitere Lisung von auf einem Intervall um ty mit dieser Eigenschaft ist die
Beschrankung der Lésung aus (i) auf ein Teilintervall von J.

Die Lésung in (i) ist also eine eindeutig bestimmte mazimale Lisung.

In den letzen Abschnitten dieser Einfithrung behandeln wir die hiufig auftretende Klasse
linearer Differentialgleichungen, fiir die man die Struktur der Losungen noch besser kennt,
und fiir die man bei konstanten Koeffizienten sogar explizite Losungsverfahren hat.

2Die Voraussetzung der stetigen Differenzierbarkeit kann wesentlich abgeschwicht werden. Zum Beispiel
geniigt es, wenn G stetig und nach den z-Komponenten stetig differenzierbar ist.
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1.5 Gewohnliche lineare Differentialgleichungssysteme

e Lineare Differentialgleichungen besitzen eine starke Analogie zur linearen Gleichungs-
systemen und wie diese einen sehr einfach strukturierten Losungsraum.

e Die Linearen Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten bilden die
einzige grofiere Klasse von Differentialgleichungen, die man mit einer elementaren Me-
thode 16sen kann.

e Wichtiges Hilfsmittel dabei ist die Theorie von Eigenwerten und -vektoren einer qua-
dratischen Matrix.

Wir untersuchen gekoppelte Systeme aus mehreren linearen Differentialgleichungen der Form

.’Ell = all(t)xl —|—a12(t)x2 —+... —|—a1n(t)xn +b1 (t)
xh =an ()1 tawt)re +... +as(t)z,  +bo(t) (8)
x =an(t)r1 Fame(t)z2 +... Fapa(t)zn  +b,(1)

mit stetigen Funktionen a;; und b; auf einem Intervall I C R. Die t-Ableitung bezeichnen
wir in Zukunft wegen bequemerer Notation mit einem Strich statt mit einem Punkt.

Mit Matrizen schreibt sich das kurz als

T = AT + b(2). (9)

Solche Systeme kommen in der Praxis sehr hdufig vor, nicht zuletzt deshalb, weil man iiber
ihre Losungen eine Menge weifl, und deshalb bei der Modellierung physikalische Probleme
gern so lange vereinfacht, bis sie sich durch lineare Systeme beschreiben lassen. Natiirlich
ist das in der Regel nur eine erste Annidherung an die realen Verhéltnisse.

Wir fragen also, wie die Losungsmenge von (8])/ @ aussieht, und ob und wie man Lésungen
explizit finden kann.

—

Ist b(t) = 0, so nennt man das System homogen, andernfalls inhomogen. Zu jedem inhomo-
genen System gehort ein homogenes, bei dem einfach b(t) durch 0 ersetzt ist.

Warnung. Genauso wie bei gewthnlichen linearen Gleichungssystemen hat man auch bei

Differentialgleichungssystemen ein kleines Problem mit der Bezeichnung: Eine Lésung von
/ @[) ist eine vektorwertige Funktion

mit den Komponentenfunktionen z1(t),. .., x,(t). Wenn man dagegen verschiedene Losun-
gen von oder @ betrachtet, bezeichnet man die gern als &, Zo, . ... Jetzt numeriert der
Index also verschiedene Losungen und nicht verschiedene Komponenten ein und derselben
Losung. Die Komponenten von #; bezeichnen wir, wenn es notig ist, mit 11 (t), ..., 2,1 (¢).
Der zweite Index soll dann die Losungen, der erste die Komponenten numerieren:

z1;5(t)
Zit) =
Zn; (1)

Schreibt man mehrere Losungen in eine Matrix, so stehen sie dort also als Spalten.
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1.5.1 Struktur des Lésungsraumes

Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz, der Satz garantiert die eindeutige Losbarkeit des
Anfangswertproblems, ohne etwas dariiber zu sagen, wie lange die Losung lebt: Auf einem
Intervall um ¢y herum eben, aber es ist unklar, wie grof3 das ist.

Erinnern Sie sich an Beispiel Die rechte Seite der Differentialgleichung 2’ = (1 + x2) ist fiir
alle (t,z) € R? definiert und wunderbar. Trotzdem lebt die Losung des Anfangswertproblems

mit 2(0) = 0, namlich z(t) = tan(¢?/2), nur auf dem Intervall | — \/g, \/g[

Ganz anders bei linearen Differentialgleichungen. Dort leben die Lésung ,,so weit wie die
Differentialgleichung®:

—

Satz 11 (Existenz und Eindeutigkeitssatz). Haben A(t) und b(t) auf dem Intervall I
stetige Koeffizienten a;;(t) und b;(t) und ist to € I, so hat das Anfangswertproblem

= A()Z + b(t) (10)
Z(to) = 7o (11)
710
fiir jedes 1jp = g genau eine auf ganz I definierte Lisung.
"m0

Weil alle Losungen auf demselben Intervall definiert sind, kann man auch iiber Linearkom-
binationen von Loésungen reden, und es gilt:

Satz 12 (Losungsraum der homogenen Gleichung). Der Lisungsraum der homogenen

Gleichung
7 = A(t)7. (12)

ist ein Vektorraum der Dimension n. Das heifit:

e Linearkombinationen von Ldésungen sind wieder Lésungen: Es gilt das Superpositions-
Prinzip.

e Es gibt n linear unabhdingige Losungen.

o Sind die Lésungen Z1(t), ..., T, (t) linear unabhingig, so ist jede andere Lisung eine
Linearkombiantion von diesen:

Z(t) = a1 Z1(t) + ...+ cadin(t) (13)

Man nennt Z1(t), . .., Z,(t) eine Losungsbasis oder ein Fundamentalsystem von Lésun-
gen und wdie allgemeine Losung von “.

Die Vorgabe eines Anfangswertes Z(to) = 7o bestimmt die Koeffizienten ¢; in der allgemeinen
Losung eindeutig.
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LINEARE UNABHANGIGKEIT: WRONSKITEST. Wir betrachten Losungen

von und wollen wissen, ob sie linear unabhéngig sind. Sind zunéchst die Vektoren

an einer Stelle ¢y linear unabhéngig, so sind #(t),...,Z,(¢) als Funktionen linear un-
abhéngig:

Aus
MZI(E)+ ...+ A\Zn(t) =0

fiir alle t folgt ndmlich insbesondere
AT (to) + ...+ Anfn(to) = 6
WEeil diese Vektoren linear unabhéngig sind, ist Ay = ... = A, = 0.

Aus dem Eindeutigkeitssatz fiir das Anfangswertproblem folgt fiir Losungen von auch
die Umkehrung. Daher sind die Losungen Z(t),...,Z,(t) genau dann linear unabhingig,
wenn die Funktionswerte #1(tg), . .., Zn(to) an einer Stelle (und dann an jeder Stelle) linear
unabhiingig sind. Also sind die Losungen 7 (¢),...,Z,(t) genau dann linear unabhingig,
wenn die aus ihnen gebildete Matrix

die sogenannte Wronskimatrix, an einer und dann an jeder Stelle ¢ vollen Rang = n bzw.
Determinante # 0 besitzt.

Machen Sie sich klar, warum Linearkombinationen von Losungen des inhomogenen Systems
im allgemeinen keine Losungen liefern. Und rechnen Sie nach, dass wenn & (¢) und Z»(t)
zwei Losungen des inhomogenen Systems sind, dass dann x(t) = &1 (t) —Z2(t) das zugehorige
homogene System 16st. Dann haben Sie bewiesen:

Satz 13 (Lésungsraum des inhomogenen Systems). Sei Zp(t) eine Losung der inho-
mogenen Gleichung

—

7 = A@)T + b(t). (14)

Man nennt das auch eine partikulédre oder spezielle Losung von . Dann findet man alle
Lésungen von , indem man zu Tp alle Losungen Ty der homogenen Gleichung
addiert. Man sagt,

T==Zp+TH

1st die allgemeine Losung von , wenn Ty die allgemeine Losung von 1st.
Ist &1,...,%Z, eine Ldsungsbasis fiir die homogene Gleichung, so ist also die Menge der
Losungen der inhomogenen Gleichung gegeben durch

T = “p—i—clfl—i—...—i—cna_c'n

mit beliebigen Konstanten ci,...,cy.

Damit ist die Struktur des Losungsraumes linearer Differentialgleichungssysteme geklért.
Bleibt die Frage, wie man Losungen von finden kann. Wir erkldren im néchsten Ab-
schnitt, wie man bei konstanter Systemmatrix A und g(t) =0 vorgeht, um eine Losungsbasis
fiir das homogene System zu finden. Wenn man die hat, gibt es (auch bei variabler Matrix
A) ein Verfahren zur Bestimmung einer partikuliren Losung des inhomogenen Systems:
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Satz 14 (Variation der Konstanten). Sei Z1,..., %, eine Lisungsbasis der homogenen
Gleichung . Mit der Wronskimatriz der @; bilde man das lineare Gleichungssystem

11 ... Tin Cll b1
/
c by
21 ... X9n 2 (
=] 15)
Tpl - Tpn c, bn,

Die (eindeutig bestimmten) Lisungsfunktionen ¢} integriere man. Dann erhdlt man mit
Zp(t) =1 (O)@1(t) + ... cn(t)Zn(t)

eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung .

Beweis. Wir machen den Ansatz Z(t) = Zp(t) = c1(£)Z1(t) + ... cn(t)Zpn(t) und setzen dies
in das Differentialgleichungssystem ein. Zun#chst berechnen wir

#(t) = c1 ()T (L) + ... cn(®)T, (1) + A OT1(E) + ... e (H)Tn(t)

a (AT () e (AT () + e (O)T1(E) + ... ¢, (D) Tn(t)
At)(e1(®)T1(t) + .. ea(O)Tn(t)) + L (OT1(E) + . .. (1) Tn(t)
= A)T() + GO T1(t) + ..., ()T (t).

Also ist Z(t) genau dann eine Losung des inhomogenen Systems , wenn

—

ARFL() + ...+ ()T (t) = b(t).

In Matrixschreibweise ist das aber gerade . U
Beispiel 15. Gegeben sei das Gleichungssystem
r]  =ax1+ 3w+ 2cos?t
/ 1.2 (16)
Ty =3T1+ T2+ 2sin”t

Losung des zugehorigen homogenen Systems. Das zugehorige homogene System hat folgen-

de Losungsbasis
N 64t N 672t
B = (L), 0= ().

Wie wir die gefunden haben, erkliren wir spéter.

Variation der Konstanten. Wir machen den Ansatz Zp(t) = ¢1(¢)Z1(t) +c2(t)Z2(f) und losen
et g2t e\ _ (2cos?t
et —e2t ) \c) = \2sin?t)"

) =e ", cy(t) = (cos®t — sin® t)e?’ = cos 2t €'

Wir finden

Nun miissen wir die ¢(¢) integrieren:

1 1
c(t) = 7167“, co(t) = Z(sin 2t 4 cos 2t)e*

Einsetzen in den Ansatz liefert

. 1 B At 1 . —2x 1 2 2t — 1
Zp(t) = 716 4t (241:) + Z(sm 2t + cos 2t)62t (_eef2t) = < 41(?;111 ;fffi ;t + i))

als eine spezielle Lésung von (16)). O
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Eine andere ,,Methode“, um eine partikuldre Losung zu finden, ist das

ERRATEN EINER LOSUNG. Wir wollen hier nur folgenden Fall betrachten:
i = AT — et (17)

mit konstanten A und b. Der Parameter w1 kann reell oder auch komplex sein, so dass der
Fall einer “trigonometrischen® rechten Seite mit erfass ist. Wir machen den Ansatz

Z(t) = ety (18)
mit einem konstanten Vektor ¢. Einsetzen liefert

p ety = el AT — etth

oder .
AV — puv = b.
Das sieht in Komponenten so aus:
(a11 — p)vi+ a2+ ...+ ainVy =b;
as1V1+ (a22 — /J,)’U2+ A aanVy, = b2
ap1V1+ Ap2v2+ ...+ (ann - M)Un = bn

Also ist genau dann eine Losung von , wenn ¥ dieses lineare Gleichungssystem 16st.
Beachten Sie aber, dass das Gleichungssystem nicht unbedingt 16sbar sein muss; dann fiithrt
der obige Ansatz nicht zum Ziel. Das kann passieren, wenn g ein Eigenwert der Matrix A
ist, d.h. wenn das System mit Schwingungen in Eigenfrequenz angeregt wird (Resonanzfall).

Beispiel 16. Fiir eine Gleichung der Form
i = A7 — coswtb

mit reellen A und b 16st man ‘
7 = A7 — ™%

mit der vorstehenden Methode und nimmt dann den Realteil der Losung. O
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1.5.2 Konstante Koeffizienten: Der Exponentialansatz

In diesem Abschnitt behandeln wir die Eigenwertmethode zur Losung homogener linearer
Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten.

Wir betrachten das homogene lineare Differentialgleichungssystem

.%'/1 =a1121 +aie2x2 +... Fa1pTp
33/2 = a91x1 +agexrs +... Fa2,Tp
= apnr1 Famexa ... FappTn

mit Konstanten a;;. Mit Matrizen und Vektoren schreibt sich das kurz als

7 = Az (19)

Weil bei der Differentialgleichung 2’ = ax offenbar der Exponentialansatz z(t) = e** erfolg-
reich ist, ndmlich mit A = a eine Losung liefert, probieren wir fiir etwas dhnliches. Weil
die Losungsfunktion Z(t) vektorwertig sein muss, versuchen wir den Ansatz

Z(t) = M. (20)

Einsetzen in die Differentialgleichung zeigt, dass dies genau dann eine Losung liefert, wenn
AeMT = A(e*), d.h. wenn nach Division mit e* # 0 gilt

AT = \U.

Diese Gleichung fiir A und @ hat natiirlich immer die Losung ¥ = 0 und X beliebig, aber die
liefert auch nur die triviale Losung der homogenen Differentialgleichung. Daran sind wir nicht
interessiert. Interessant sind Losungen mit ¥ # 0, bei denen also A ein Eigenwert und ¥ ein
zugehoriger Eigenvektor von A ist. Wie man zu einer gegebenen Matrix die Eigenwerte und
Eigenvektoren bestimmen kann, wissen Sie aus dem Modul Lineare Algebra fiir Ingenieure.

Wir haben also gefunden:

Z(t) = eM4 ist genau dann eine (nicht-triviale) Losung der
Differentialgleichung

7 = Az, (21)

wenn A ein Eigenwert und ¢ ein zugehoriger Eigenvektor von A sind.

Beispiel 17. Wir betrachten das homogene lineare Differentialgleichungssystem ¥ = A%
mit der Matrix

-2 2 =3
A=1 2 1 -6
-1 -2 0

Die charakteristische Gleichung ist
det(A — AE) =45+ 21\ — \* = X3 = 0.

Sie hat die Losungen —3 und 5, wobei —3 eine doppelte Nullstelle des charakteristischen
Polynoms ist.

21



Eigenvektoren zum Eigenwert —3. Wir erhalten das Gleichungssystem

1 2 =3\ /.
A-(-3)E)o=[2 4 -6 <y> =0
-1 -2 3 Z

Man sieht mit bloem Auge, dass die zweite und dritte Gleichung Vielfache der ersten sind.
Es bleibt also nur die Gleichung
r+2y—32=0

und wir kénnen zwei Parmeter frei wihlen: Der Losungsraum, der sogenannte Eigenraum
zum Eigenwert —3 ist zweidimensional.

z2=0y=1 —= z=-2
z=1y=0 = z=3

Mit diesen Wahlen erhalten wir zwei linear unabhéngige Eigenvektoren
-2 3
=1/, v2=]0
0 1

Eigenvektoren zum Eigenwert 5. Wir erhalten das Gleichungssystem

-7 2 =3\ /s
(A-5E)7=|2 -4 —6 <y>=0

-1 —2 -5/ \z

zum Eigenwert A = —3.

Mit dem GauBalgorithmus ergibt sich das dquivalente System

1
mit der Losung 3 = ( 2 ) als Eigenvektor zum Eigenwert 5.
-1

Die allgemeine Losung von & = AT ist daher
—2 3 1
Ft)=e ey 1) Fea|0]) +ese®| 2 ).
0 1 -1

Wie viele unabhingige Losungen liefert die Eigenwertmethode? Im optimalen Fall

O

hat eine n-reihige Matrix n-verschiedene Eigenwerte Aq, ..., \,. Die zugehorigen Eigenvek-
toren ¥y, ..., U, sind nach einem Satz der linearen Algebra dann linear unabhéngig, und der
Wronskitest liefert, dass

My, . et

eine Losungsbasis bilden. Aber es kann folgende Probleme geben:

1. Auch bei reeller Matrix A konnen komplexe Eigenwerte auftreten. Dann sind die zu-
gehorigen Eigenvektoren auch komplex, und man erhélt eben eine komplexe Lésungs-
basis. Wenn man aber an einer reellen Losungsbasis interessiert ist, muss man noch
ein wenig arbeiten.
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2. Das charakteristische Polynom kann mehrfache Nullstellen haben, und dann sind es
eben nicht mehr n verschiedene. Aber zu einer k-fachen Nullstelle, man sagt zu einem
FEigenwert der algebraischen Vielfachheit k, kann es durchaus k linear unabhéingige
Eigenvektoren geben. Dann sagt man, die geometrische Vielfachheit sei gleich der al-
gebraischen, und alles geht problemlos wie oben, der Eigenwert liefert k linear un-
abhéngige Losungen.

3. Ein Eigenwert der algebraischen Vielfachheit £ > 1 kann aber auch nur weniger als k
linear unabhéngige Eigenvektoren besitzen, die geometrische Vielfachheit kann kleiner
sein als die algebraische. Wie findet man dann dazu k& unabhingige Losungen der
Differentialgleichung?

Dem ersten und dritten Fall wenden wir uns jetzt zu.

Komplexe Eigenwerte. Sei A eine reelle Matrix. Wenn das charakteristische Polynom
komplexe Nullstellen hat, treten diese in komplex-konjugierten Paaren A = a + iw und
A = a —iw auf. Auch die entsprechenden Eigenvektoren sind dann konjugiert-komplex.

Fiir die Losung der Differentialgleichung kann man von komplex- konjugierten
Paaren von Losungen je eine vergessen, wenn man von der verbleibenden den
Real- und Imaginérteil nimmt.

Das ist klar, weil Linearkombinationen von Losungen wieder Losungen sind, die Gleichung
ist ja homogen(!), und weil fiir komplexes z

1 1
= — — I = —2z — —7Z.
Rez 2z+2,z, mz 22’2 2Z_z

A:G —11).

hat die charakteristische Gleichung (1 — A\)? + 1 = 0. Sie hat die Lésungen

Beispiel 18. Die Matrix

Ao =1%i.

U = G) und Ty = (?)

zugehorige Eigenvektoren. Das Differentialgleichungssystem

Offensichtlich sind

) =21 — X9
Th =11 + X9
hat daher die allgemeine komplexe Losung

Z(t) = 01€(1+i)t<§) + 026(171-”(71@'), c1,c0 € C

Die Lésung
(1 G) = e'(cost +isint) (i) = (;;?) + e (Z?ﬁ;)

liefert die allgemeine reelle Losung
F(t) = are (_ Sint) + aget (COSt), ai,as € R.

cost sint

komplexe Losung e —9? (_lz) kann man also vergessen. O
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Defizite bei den Eigenvektoren. Die Eigenvektoren sind Losungen der Eigenvektorglei-
chungen
(A= AEYW=0

zu den verschiedenen Eigenwerten A der n-reihigen Matrix A. Im Idealfall gibt es n linear
unabhéngige Eigenvektoren. Wenn das aber nicht so ist, gibt es mehrfache Eigenwerte, zum
Beispiel einen Eigenwert A der algebraischen Vielfachheit & > 1, zu dem weniger als k
linear unabhingige Eigenvektoren existieren. In der linearen Algebra zeigt man, dass es in
diesem Fall zu A immer noch k linear unabhéngige Hauptvektoren gibt, die gewissermaflen
einen Ersatz fiir die Eigenvektoren bilden. Ein Hauptvektor ist eine nicht-triviale Losung
der Gleichung
(A-XE)*v =0,

woraus man sofort ersieht, dass Eigenvektoren auch Hauptvektoren sind, weil ja
(A= AE)*3 = (A - AE)*"1(A - \E)¥
ist.

Wir beschreiben ein Verfahren zur Gewinnung einer Losungsbasis des homogenen linearen
Differentialgleichungssystems , wenn es nicht geniigend linear unabhéngige Eigenvekto-
ren gibt.

Satz 19 (Hauptvektorlosungen). Ist A eine k-fache Nullstelle des charakteristischen
Polynoms von A und ¥ eine Lésung von

(A= AE)f5 =0, (22)
also ein Hauptvektor, so ist
k=l g . th—1
F(t) =My (A= ABE) T =M (17+ t(A=AE)T+ ...+ (A— AE)’f—lﬁ) (23)
=7 (k—1)!
eine Losung von
v’ = AZ.

Es gibt immer k linear unabhdngige Lisungen von , und solche fiithren zu linear un-
abhingigen Lésungen der Differentialgleichung.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch einfaches Nachrechnen. Dabei hat man es leichter, wenn
man beachtet, dass (A — AE)™¢ = 0 fiir alle m > k. Deshalb kann man die Summe in
einfach bis co laufen lassen. Wir schreiben

o0

Fo(t) = (A= AEYT
— "
J
Dann folgt
oo tj71 oo —
Z (A AE) T = (A — AEZ (A AE)I~
j:l j:l
(A /\E)z;)ﬁ(A \E) (A — AE)To(t)
J
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Daher ist
Z'(t) = — eMio(t) = A\E(t) + (A — AE)Z(t) = AZ(t).
O
So einfach dieser Beweis im Grunde ist, so mysterios erscheint die Formel . Wie ist

man darauf gekommen? Dahinter steckt wieder eine ganz einfache Idee, deren technische
Umsetzung aber einige Erklarung erfordert. Wir behandeln sie im Anhang [5.1

Die direkte Anwendung des Satzes mit den Hauptvektoren ist mithsam, denn man muss die
Matrixpotenzen bis (A — AE)* bilden. Einfacher geht es bei doppelten Nullstellen, und es
lohnt, sich diesen h&ufiger auftretenden Fall zu merken:

Beispiel 20. Ist A ein zweifacher Eigenwert bei beliebiger Dimension, so berechnet man
zunéchst einen Eigenvektor ;. Dazu muss man die Matrix A — AE bilden. Gibt es nun zu A
keinen zweiten linear unabhéingigen Eigenvektor, so gibt es einen von v linear unabhéingigen
Hauptvektor v5. Fiir den gilt

0= (A—\E)U, = (A — \E)((A — \E)).

Das heifit, (A — AE)¥; ist ein Eigenvektor zum Eigenwert A, also von der Form a#;. Wir
haben daher

(A= AB)(-#) = .

Weil es auf Vielfache # 0 bei Eigen- und Hauptvektoren nicht ankommt, kénnen wir den
Faktor 1/a vergessen.

Fazit: Fiir einen Eigenvektor ¥ zu einer doppelten Nullstelle ist das Gleichungssystem

(A= AB)T, = 7|

16sbar und liefert uns ,,den“ fehlenden Hauptvektor zum Eigenwert \. Die zugehorige Losung
ist dann

g(t) = eM(Ty + ty).

Achtung: Bei dreifachen und héheren Nullstellen kann man ebenfalls versuchen
(A= AE)Uy, =1

und dann weiter (A — AE)¥U3 = ¥ etc. zu 1osen. Wenn’s klappt hat man Hauptvektoren
gefunden, aber es ist in diesem Fall nicht sicher, dass das System lésbar ist! Dann muss man
doch auf (A — AE)*% = 0 zuriickgreifen. O

Beispiel 21. Wir betrachten

0 1 -1
A=|-2 3 -1
-1 1 1

Diese Matrix hat die Eigenwerte A\; = Ao = 1 und A3 = 2. Die Gleichung

-1 1 -1\ /4 0
(A-1EYw=[-2 2 -1 <y>:<0>
-1 1 0 z 0

1
liefert einen linear unabhéngigen Eigenvektor <1> zum Eigenwert 1. Daher liefert
0

-1 1 =1\ /s 1
-1 1 0 z 0
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0
einen Hauptvektor ( 0 ) zum Eigenwert 1. Das Differentialgleichungssystem
-1
7(t) = A%

hat in diesem Fall eine Losungsbasis aus

0 1
fl(t):et<>, fg(t)zet(<0>+t<1>)
-1 0

0
und einer weiteren Losung #'3(t) = e? <1> zum Eigenwert 2. Die allgemeine Losung ist
1

cret + cotet
Z(t) = | cre’ + cate! + caet

—cget 4 czet

O = =
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1.6 Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung
e Skalare lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung kann man durch Einfiithren von
Hilfsvariabeln dquivalent umschreiben als ein lineares System 1. Ordnung.
e Dann iibertragt sich die Losungstheorie von den Systemen auf den skalaren Fall.
e Fiir die konkrete Losung skalarer Gleichungen kann man diese aber auch - und einfacher

- direkt behandeln.

Wir betrachten nun gewo6hnliche lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung fiir reell- oder
komplexwertige Funktionen. Im Gegensatz zu den Differentialgleichungssystemen spricht
man auch von skalaren Differentialgleichungen.

Die allgemeine Form ist diese:
2™ a2V 4 a, )z = b(2) (24)

mit stetigen reell- oder komplexwertigen Funktionen ax(t) und b(¢) auf einem Intervall I.
Ist b = 0, so nennt man die Gleichung homogen, andernfalls inhomogen.

Beispiel 22. Ein Beispiel liefert die Bewegungsgleichung fiir ein Federpendel der Masse m
mit Federkonstante k£ und Reibungskoeffizient a:

mz"” + azx’ + kx =0, (25)
die nach Normierung mit % in die vorstehende Form tibergeht.

Wenn man in diesem Beispiel die Geschwindigkeit mit v = 2" bezeichnet, ist die Gleichung
dquivalent zu einem linearen System, ndmlich

T=v
b a
V=——x— —0
m
oder
! 0 1
G =(5 %)) @
Jede Losung (fgg) dieses Systems liefert durch “Vergessen” der zweiten Komponente eine
Losung von . Umgekehrt liefert jede Losung z(t) von zusammen mit ihrer Ableitung

eine Losung (;,((?)) von . O

SKALARE GLEICHUNGEN UND SYSTEME. Allgemein ist
2™ 4 a ()2 Y 4 4 a1 ()2 + an(t)z = b(t) (27)

nach Einfithrung von “Hilfsfunktionen” z1(t) := z(t), z2(t) := x(t)’, ...,z (t) := (=D (t)
dquivalent zu

1\ 0 1 0 e 0 x1 0
T2 0 0 1 . 0 2 0
: - ... o+ ] (28)
Tr_1 0 0 0 . 1 Tr_1 0
Tn —Qp (t) —an_l(t) —a,n_g(t) L. —an (t) Tn b(t)

Als Konsequenz ist die Theorie der skalaren Differentialgleichungen n-ter Ordnung ein Spe-
zialfall der Systeme 1. Ordnung, und beide Theorien stimmen weitgehend {iiberein. Der
néichste Abschnitt ist deshalb einfach eine mehr oder weniger wortliche Ubersetzung des
entsprechenden Abschnitts iiber Systeme.
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1.6.1 Struktur des Lésungsraumes

Satz 23 (Existenz und Eindeutigkeitssatz). Gegeben sei Gleichung
2™ a2V 4+ a, () = b(t) (29)

mit stetigen reell- oder komplexwertigen Funktionen ay(t) und b(t) auf einem Intervall I.
Sei tg € I und seien Anfangswerte

I(to) = Tlo,il(to) =M,--- am(nil)(to) = Mn-1

vorgegeben. Dann gibt es genau eine Losung x(t) von mit diesen Anfangswerten.

Weil alle Losungen auf demselben Intervall definiert sind, kann man auch iiber Linearkom-
binationen von Loésungen reden, und es gilt:

Satz 24 (Losungsraum der homogenen Gleichung). Der Lisungsraum der homogenen
Gleichung
™ +ay ()Y 4 4,z =0 (30)

ist ein Vektorraum der Dimension n. Das heifit:

e Linearkombinationen von Ldésungen sind wieder Lésungen: Es gilt das Superpositions-
Prinzip.

e Es gibt n linear unabhdingige Losungen.

o Sind die Lésungen x1(t),...,x,(t) linear unabhingig, so ist jede andere Lisung eine
Linearkombiantion von diesen:

x(t) = crx1(t) + ... + cpxn(t) (31)

Man nennt x1(t), ..., z,(t) eine Losungsbasis oder ein Fundamentalsystem von Lisun-
gen und wdie allgemeine Losung von “.

LINEARE UNABHANGIGKEIT: WRONSKITEST. Wir betrachten Losungen

21(t), ..., zn(¢)

von und wollen wissen, ob sie linear unabhingig sind. Wir erinnern uns an die Um-
schreibung der Differentialgleichung als System und bilden die Matrix

T (t) .Ig(t) PN xn(t)

4 (t) zo(t) ... a(t)
W= : :
R ) N S Sd (3 W el ()

Die Losungen sind genau dann linear unabhingig, wenn diese Matrix an einer (und dann an
jeder) Stelle 2z den Rang n, also eine Determinante # 0 hat.
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Satz 25 (Lésungsraum des inhomogenen Systems). Sei xp(t) eine Losung der inho-
mogenen Gleichung
2™ a2V 4+ an () = b(t) (32)

Man nennt das auch eine partikulidre oder spezielle Ldsung von . Dann findet man alle
Losungen von , indem man zu xp alle Losungen xy(t) der zugehdrigen homogenen
Gleichung addiert. Man sagt,

l‘(t) = .Ip(t) + J)H(t)

1st die allgemeine Losung von , wenn Xy die allgemeine Losung von 1st.
Ist x1(t),...,z,(t) eine Losungsbasis fir die homogene Gleichung, so ist also die Menge der
Losungen der inhomogenen Gleichung gegeben durch

x(t) = zp(t) + c1z1(t) + ... + cran(t)

mit beliebigen Konstanten cq,...,Cp.

Damit ist die Struktur des Losungsraumes linearer Differentialgleichungen n-ter Ordnung
geklért. Bleibt die Frage, wie man Losungen von finden kann. Wir erklédren im néchsten
Abschnitt, wie man bei konstanten Koeffizienten und b(t) = 0 vorgeht, um eine Losungsbasis
fiir die homogene Gleichung zu finden. Wenn man die hat, gibt es (auch bei variablen a;)
ein Verfahren zur Bestimmung einer partikuliren Losung des inhomogenen Systems:

Satz 26 (Variation der Konstanten). Sei x1(t),...,z,(t) eine Liosungsbasis der homo-
genen Gleichung . Mit der Wronskimatriz der x; bilde man das lineare Gleichungssystem

1 Ce Tn ) 0

/ / ! 0
x R T )

! " =1 (33)
gn—l) o '137(1”_1) C'In b(t)

Die (eindeutig bestimmten) Lisungsfunktionen ¢} integriere man. Dann erhilt man mit
xp(t) =cr(t)z1(t) + ... cn(t)zn(t)

eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung .

Beispiel 27. Wir betrachten
2" + x = tant. (34)

Offenbar sind x1(t) = cost und z2(t) = sint Losungen der zugehorigen homogenen Glei-
chung. Die Wronskimatrix ist

mit Determinante = 1, also haben wir eine Losungsbasis. Das Gleichungssystem

cost
—sint

hat die Losungen

¢y = —sinttant,

cost
—sint

sint
cost

sinx (c’l) . (
cost ) \cx)

29
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Nach Integration findet man

cos(t/2) + sin(t/2)
cos(t/2) — sin(t/2)’

¢y =sint —In ¢y = —cost.

und damit die partikulidre Losung

cos(t/2) + sin(t/2)
cos(t/2) — sin(t/2)
cos(t/2) + sin(t/2)

cos(t/2) — sin(t/2)"

—costsint

yp(t) =sintcost — cost In

= —cost In

Das héitte man nicht so einfach geraten. Die allgemeine Losung der Gleichung ist

1 int
y(t) = —cost hlﬂ + ¢y cost + cosint.
cost

O

ANSATZ vVOM TYP DER RECHTEN SEITE. Natiirlich kann man versuchen, eine par-

tikuldre Losung von
2™ 4+ a ()2 Y 4 4 an(t)z = b(t)

zu raten. Bei einfacher rechter Seite mag das gelingen. Weiter kommt man mit der Uberlegung,
dass die linke Seite fiir z(t) = q(t)e"* mit einem Polynom ¢(t) wieder einen Ausdruck der-
selben Form p(t)e** mit einem anderen Polynom ist. Ist also b(t) = p(t)e** von dieser Form,
so kann man den Ansatz y(t) = q(t)e** mit einem allgemeinen Polynom ¢(t) machen und

versuchen, dessen Koeffizienten durch Koeffizientenvergleich entsprechend zu bestimmen.

Welchen Ansatz wiirden Sie versuchen, wenn b(t) = cos z?
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1.6.2 Konstante Koeffizienten: Der Exponentialansatz

Wir betrachten nun das Problem, Losungen der homogenen Gleichung n-ter Ordnung zu
finden:
2™ 4+ a2 Y 4 4 a,z =0. (35)

Wenn die Koeffizienten a; konstant sind, und nur diesen Fall wollen wir jetzt betrachten,
liefert die Umschreibung in ein System 1. Ordnung

z1 \ 0 1 0 0 z1
z2 0 0 1 - 0 T2
: = . s (36)
Tr_1 0 0 0 o 1 Tn1
Tn —Qp —Qp—1 —Qnp—2 . —aq Tn
kurz
¥ = AZ,

eine konstante Systemmatrix A, und wir wissen schon, wie die Losungen dann aussehen:
Man erhilt Losungsbasisfunktionen der Form z(t) = e**, “schlimmstenfalls” zusitzlich noch
solche der Form x(t) = t*e* | wenn nimlich beim System Hauptvektorlosungen erforderlich
werden. Dabei sind die A die Eigenwerte der Systemmatrix. Es ist nicht so einladend, das
charakteristische Polynom einer Matrix der Form aus (36]) zu bestimmen. Aber wenn man
in den Ansatz

z(t) = eM

einsetzt, findet man sofort, dass genau die Losungen der Gleichung
AN a4 a, =0. (37)

auch Losungen der Differentialgleichung liefern, und tatséchlich ist dies (bis auf ein mégliches
Vorzeichen der linken Seite) die charakteristische Gleichung auch der Matrix A.

Hat diese n verschieden Losungen, so erhélt man eine Losungsbasis, moglicherweise allerdings
mit komplexen Funktionen

plativ)t _ e (coswt + isinwt),

die man wieder in Real- und Imaginérteil zerlegen kann, um eine reelle Losungsbasis zu
gewinnen.

Beispiel 28. Betrachte
z” 4+ 62’ + 10z = 0.

Die charakteristische Gleichung A% + 6\ + 10 = 0 hat dann die Losungen
A =—-3+1i, =—-3—1,

und die liefern die allgemeine Losung

z(t) = e 73 4 gyl =371, (38)
Die allgemeine reelle Losung erhilt man aus e(=379% = ¢=3(cost + isint) durch Zerlegen.
Sie ist
z(t) = cre 3t cost + coe 3 sint.
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MEHRFACHE NULLSTELLEN DES CHARAKTERISTISCHEN POLYNOMS. Bei Ma-
trizen der Form kann die Situation mehrfacher Eigenwerte mit mehreren linear un-
abhéingigen Eigenvektoren nicht auftreten, man ist immer in der Hauptvektor-Situation, die
im skalaren Fall aber sehr einfach ist:

FEine k-fache Nullstelle A\ der charakteristischen Gleichung liefert linear unabhéngige
Losungsbasisfunktionen
e)‘t7 te)‘t, .. ,tk_le)‘t.

Fiir ein parameterabhéngiges charakteristisches Polnom erkldren wir im Anhang wie im
Grenzwert die te*-Losungen entstehen.

Beispiel 29. Betrachte
" + 62" + 9z = 0.

Die charakteristische Gleichung A% + 6\ + 9 = 0 hat dann die Losungen
A1 =—-3= o
Die liefern fiir die Differentialgleichung die allgemeine Losung

x(t) = c1e¥ + cote®. (39)
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2 Integraltransformationen

Integraltransformationen machen aus einer Funktion f(t) eine neue Funktion F(s) auf die
folgende Weise:

b
F(s) = / FUOK (s, 1)dt.
Dabei ist K(s,t) eine feste, von f(t) unabhingige Funktion, die sogenannte Kernfunktion.

Das Interesse an solchen Transformationen hat mehrere Griinde, von denen wir zwei hier
ansprechen wollen.

e Sei f(t) die gesuchte Losung einer Differentialgleichung. Kann man diese Differential-
gleichung durch eine einfacher zu l6sende Gleichung fiir F'(s) ersetzen, und beherrscht
man die Transformation

f(t) = F(s),
so hat man ein Hilfsmittel fiir die Losung von Differentialgleichungen gefunden. Ins-

besondere kann man bei partiellen linearen Differentialgleichungen die Zahl der ,,dif-
ferentiellen“ Variablen reduzieren.

Zum Beispiel wird in der Netzwerktheorie oder der Regelungstheorie die Wirkung
von Systemkomponenten durch Systeme von Differentialgleichungen beschrieben. Die
sogenannte Laplacetransformation macht daraus algebraische Gleichungen. Oft for-
muliert man die ganze Theorie sogar im laplacetransformierten Bereich, muss nicht
mehr transformieren und die Wirkung der Systemkomponenten wird durch algebrai-
sche Gleichungen beschrieben.

e In der Fourieranalyse werden Schwingungen f(t) der Periode T' = %’“ zerlegt in eine
harmonische Schwingung e? = coswt + isinwt und deren Oberschwingungen e**«?
mit k € Z:

f(t): i Ckeikwt.
k=—oc0

Die Amplituden der beteiligten Schwingungen, die sogenannten Fourierkoeffizienten
¢k, berechnen sich dabei als

1 /T ] T 1 .

o 7/ f(t)e *tds = / f(t) —e et dt = F(kw).
———
=:K (kw,t)

Will man aperiodische Funktionen auf diese Weise ,,fourier-analysieren, so treten nicht
die diskreten Frequenzen kw (zu welchem w denn??) auf, sondern ein kontinuierliches
Frequenzspektrum —oo < w < oo:

Flw) = /_ T et

F(w) liefert die Intensitét, mit der die Frequenz w € R an der Funktion f(t) beteiligt
ist, und die Riicktransformation auf f sieht fast so aus wie die Hintransformation:

[e.9]

f(t) = const. / F(w)e™tdw.

— 00

Vieles aus diesem Kapitel finden Sie wieder in der Netzwerktheorie, Nachrichtentechnik
oder Regelungstechnik, vergleichen Sie [Einfihrung in die Netzwerktheorie |, [Signale und
Systeme |, [Regelungstechnik I] oder [Regelung in der Luft- und Raumfahrt |.
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2.1 Die Laplacetransformation
2.1.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

e Wir definieren die Laplacetransformation und zeigen ihre wichtigsten Eigenschaften.

e Wir definieren auch eine Klasse von Funktionen, die Funktionen von exponentieller
Ordnung, fiir die das uneigentliche Integral der Laplacetransformation immer existiert.

e Der Ableitungssatz erklért, warum die Laplacetransformation beim Losen linearer Dif-

ferentialgleichungen helfen kann.

Definition 30. Fiir eine Funktion f : [0,c0[— C definiert man die Laplacetransformation
folgendermaflen: Fiir s € C sei

cmwwzémfmaﬁw

falls das Integral existiert, d.h. falls
lim /ﬂ f(t)e stat
B—+oo Jy
existiert.

Notation: Héufig schreibt man einfacher F'(s) statt £[f](s). Die komplexe Variable s wird
auch mit p oder z bezeichnet.

FEine einfache Konsequenz der Definition ist der

Satz 31 (Linearitét). Die Laplacetransformation ist linear:
Ezistieren L[f] und L[g], so existieren auch L[f + g] und Llaf] fir beliebiges a € C und es
gilt
L[f + 9] = LIf] + Llg],
Llaf) = aLlf].

Matrixwertige Funktionen. Fiir vektor- oder matrixwertige Funktionen definiert man
die Laplacetransformation einfach komponentenweise.

Wir berechnen nun die Laplacetransformation einiger Funktionen.

Satz 32 (Laplacetransformierte). Es gilt fiir a € C und n € N
1

Lle)(s) = — Res > Rea (40)
L[sin at](s) = 32;#@2 Res > |Imal (41)
L[cos at](s) = SHLQQ Res > |Imal (42)

Ll(s) = é Res > 0 (43)

Lt")(s) = 8% Res > 0 (44)
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Beweis. Zu (@)

g 1 5
/ eate—stdt — e(a—s)t
0 a— S 0
_ 1 (e(Re a—Res)Bei(Im a—Ims)B _ 1)
a— S

Falls Re s > Rea, geht fiir 8 — +o0o das Glied mit den Exponentialtermen gegen null, also

+oo
1 1
/ ete™dt = —— (0—1) =
0

a—s s—a

Zu . Aus und der Linearitdt von L folgt

Llsin(at)](s) = E[%(eiat —e"")](s)
1

_ Z (L[eiat](s) _ E[e*i“t](s))

1 1 1
T 2% \s—ia s+ia

1  2ia
2i 52 4 a2
_a
s2 4+ a2’

Zu (@ Analog.
Zu . Folgt aus (42]) mit a = 0.

Zu . Mit vollstandiger Induktion. Den Fall t° = 1 haben wir gerade erledigt. Zum
Induktionsschritt beachte, dass mit partieller Integration fiir n > 0

B —st B
—e n
/t”e*“dt:[t" ]§+f/ " lestdt
0 s s Jo

—6" n /B L w
= ——7 4+ — th" e St dt.
sesP s Jo

Fiir # — oo geht der erste Summand gegen 0, der zweite gegen ZL[t"~!](s), also ist
n n n—
LIt")(s) = LIt (s)-

Das vollendet den Induktionsschritt. O
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Existenz: Funktionen von exponentieller Ordnung Jetzt wollen wir auf die Frage
nach der Existenz der Laplacetransformierten eine einfache Antwort geben. Dazu miissen
wir zwei Dinge sicherstellen:

Fiir alle 3 > 0 muss foﬁ f(t)e *tdt existieren. Das
ist der Fall, wenn f(¢) auf jedem endlichen Intervall
beschrankt und stiickweise stetig ist. Beispiele liefern
natiirlich die stetigen Funktionen f : [0, co[— R, aber
auch die nebenstehende ,,Sigezahnfunktionen*. -

2. Der Grenzwert

B—o0

B
lim / f(t)e stat
0

muss existieren, und das heifit, der Integrand muss ausreichend schnell gegen 0 gehen.
Nun ist mit s =z + 1y

[f(Oe™ = If@E)] - le™] - [e™"].
——

=1

Je groBer z ist, um so schneller fillt e~** und um so mehr Wachstum kann sich f(¢)
serlauben®. Aber natiirlich darf f(¢) nicht schneller wachsen, als es die Exponential-
funktion kompensieren kann. Das fiihrt zu folgender

Definition 33. Sei f : [0,00[— R eine Funktion.

(1) f(t) heit stickweise stetig, wenn es in jedem beschrinkten Intervall nur endlich viele
Unstetigkeitsstellen hat, und wenn an jeder Unstetigkeitsstelle ¢ der linksseitige Grenz-
wert f(t—) und der rechtsseitige Grenzwert f(t+) existieren.

(ii) f(t) heifit von exponentieller Ordnung, wenn es Konstanten C' und ~y gibt, so dass fiir
allet >0

[f(B)] < Ce.

Beispiel 34. Die Funktionen t*, e** oder "¢ fiir komplexes a sind von exponentieller Ord-
nung. Damit sind alle Losungen homogener linearer Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten von exponentieller Ordnung. Die Funktion f(t) = () ist nicht von exponen-
tieller Ordnung, aber es ist kaum denkbar, dass Sie ernsthaft mit ihr zu tun bekommen. O

Unter den jetzt diskutierten Voraussetzungen
existiert die Laplacetransformation vielleicht
nicht fiir alle Werte von s, aber doch fiir alle
Werte mit hinreichend groflem Realteil, also
rechts von einer Geraden xz = 7 in der kom-
plexen Ebene:
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Satz 35 (Funktionen von exponentieller Ordnung). Sei f : [0, co[— C von exponenti-
eller Ordnung und stickweise stetig. Dann gibt es ein v € R, so dass L[f](s) fiir alle s € C
mit Re(s) > v existiert.
Weiter gilt fir reelles x

lim L[f](x) = 0. (45)

xr—00

Beweis. Die Existenz der eigentlichen (endlichen) Integrale ist nach den gemachten Voraus-
setzungen klar. Seien nun C und v wie in der Definition und sei s = x + iy mit > 7. Seien
weiter 0 < o < 8. Dann ist

B B C Jé;
< / |f(t)|e "tdt < / Cer—otg — 2 (-a)t|  _~ —a(e—)
« o T e =7

s
/ f(t)e stdt

Bei festem s mit Res = z > v wird also der Beitrag der Teilintegrale ff ... beliebig klein,
wenn wir a grofl genug wihlen. Daher existiert das uneigentliche Integral bis 4+o00; und mit
a = 0 findet man

e C
/ f(t)e‘“dt’ < —— — 0 fiir z — oo.
0 =7

O

Generalvoraussetzung. Einstweilen setzen wir voraus, dass alle betrachteten Funktionen
von exponentieller Ordnung und stiickweise stetig sind. Die Gleichungen fiir die Laplace-
transformierten gelten fiir hinreichend grofien Realteil von s, ohne dass wir das immer wieder
anmerken.

Wenn f von exponentieller Ordnung ist, erhélt man fiir ¢ > 0
[tf(t)] < tCe? < et Cet = Cer TV,

Das ist die erste Behauptung vom

Satz 36 (Multiplikationssatz). Ist f(t) von exponentieller Ordnung, so auch t f(t), und
es gilt
d

LIFONs) = - o

L[f](s)-

Beweis.
> —st _ > ge—st
CEF®)(s) = / f(testdt = / F(t) e
=g | et = - Leine)

Der vorletzte Schritt, das Herausziehen der s-Ableitung aus dem Integral, bedarf einer ma-
thematischen Rechtfertigung, auf die wir aber nicht eingehen. O

Wir kommen nun zur Schliissel-Eigenschaft der Laplacetransformation in Bezug auf Diffe-
rentialgleichungen. Die Ableitung von f nach der Zeit bezeichnen wir dabei mit f’ statt mit
f, weil das bei den hoheren Ableitungen bequemer zu notieren ist.
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Satz 37 (Ableitungssatz). Sei f : [0,00[— R.

(i) Ist f stetig differenzierbar und f' von exponentieller Ordnung, so auch f und es gilt
L[f'] = sL[f](s) = f(0).
(i) Ist f n-mal differenzierbar und £ von exponentieller Ordnung, so auch f und es gilt

L[f™](s) = s"LIf)(s) = 5" F(0) = " 2f1(0) — ... = F7(0).

Bis auf die additive Konstante —f(0) entspricht der Differentiation von f also die Multi-
plikation von F(s) = L[f](s) mit s. Differentialgleichungen werden damit zu algebraischen
Gleichungen.

Beweis. Zu (). Ist |f'(t)] < Ce™, so folgt

/Ot f(r)dr

Also ist auch f von exponentieller Ordnung. Weiter ist

¢
lf(®)] = < / Celrdr = g(e”t -1)< gewt.
0 v

gl

B B
| =g~ [ so-se
0 0
B
= f(t)e 5 +5 / f(t)e stdt.
0
Weil f und f’ von exponentieller Ordnung sind, folgt
L[f')(s) =0~ f(0) + S/O f(t)e=tdt = sL[f](s) — f(0).

Zu (it). Folgt aus (i) durch vollstindige Induktion. O

Satz 38 (Dampfungssatz). Fir komplezes a gilt

L™ f)(s) = LIfI(s — a).

Beweis.

0

el (o) = [ e i = [ fe o = 21— o)

O

Wir schlieffen mit einem Satz iiber Grenzwerte der Laplacetransformierten. Insbesondere
findet die ,,Endwertformel “ Anwendung in der Regelungstechnik bei der Berechnung der
bleibenden Regelabweichung, vgl. [Regelungstechnik I, Abschnitt 4.5 ].
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Satz 39 (Anfangs- und Endwerte).

(i) Fiir reelles x gilt
lim_o£[f]() =l £ (0.

(i) Existiert der Grenzwert lim_, o f(t), so ist fir reelles x

lim 2L[f](z) = lim f(¢).

z\,0 t——+oo

Um das zu sehen, beachten Sie, dass fiir positives x nach der Substitutionsregel gilt

2L{f)(x) = / " f(t)wewtdi = / " Dy rar.

/ e Tdr = 1.
0
0

11?/000 f(g)e”df:/ hglgnf(%)e”dr

Nun ist

Also geniigt der Nachweis, dass

fir x N\, 0 bzw. z — +4o00.

Man kann einen Limes nicht immer in das Integral ziehen. Unter den hier fiir f gemachten
Voraussetzungen (stiickweise stetig und von exponentieller Ordnung) ist das aber moglich,
wie aus einem tieferen Satz der Mathematik (dem Konvergenzsatz von Lebesgue) folgt.
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2.1.2 Anwendungen der Laplacetransformation I

e Wir behandeln Anwendungen der Laplacetransformation auf auf verschiedene Diffe-
rentialgleichungsprobleme.
Das wichtigste Anwendungsgebiet der Laplacetransformation sind
LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN.

Beispiel 40. Lose das Anfangswertproblem
y' =6y’ +9y =t y(0)=0,y(0)=1

Wir wenden auf die Differentialgleichung die Laplacetransformation an. Dabei benutzen wir
die Linearitdt und den Ableitungssatz. Wir schreiben zur Vereinfachung

Y= Ly(®)](s)

und erhalten 1
s2Y — sy(0) — v/ (0) — 6(sY — y(0)) +9Y = =

Einsetzen der Anfangswerte und Auflésen nach Y liefert

1 1

Y= GG TG

Partialbruchzerlegung des ersten Terms der rechten Seite mit dem Ansatz
1 A B C D
2632 s £ i3 Eap
fiefert 2/27 1/9 2/27 1/9 1
s tetygt (s —3)2 + (s —3)2°
Die Riicktransformation ergibt

2 1 2 1 2 1
T . Tl . N 0 2t 4 ¢
Y 27+9 57 € +9e + te 27+9 +( + e

Y

O

Natiirlich kann man das vorstehende Problem auch mit Exponentialansatz und Ansatz vom
Typ der rechten Seite losen. Einen Vergleich beider Methoden (bei komplizierterer rechter
Seite) finden Sie im Anhang. Er ergibt einen kleinen Vorteil fiir die Laplacetransformation,
aber Computer schaffen das natiirlich noch einfacher:

DSolvel{ y”[t]-6y"[t] +9y[tl==t.y[0]==0y"[0]==1}y[t]
fyw-> ((3+2%) -2+ 2 )0

Daraus ersehen wir, dass die Bedeutung der Laplacetransformation heute sicher nicht mehr
in der Losungspraxis fiir lineare Differentialgleichungen wie die obige liegt. Wenigstens zwei
Griinde lassen sie trotzdem sehr niitzlich erscheinen:

e Die zu Beginn aus der Netzwerktheorie geschilderte Modellbildung im s-Bereich. Da-
durch verschwinden die Differentialgleichungen iiberhaupt, man braucht nicht mehr
hin- und erst recht nicht riickzutransformieren, es bleiben nur algebraische Gleichun-
gen.
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e Zum anderen ist die Laplacetransformation ideal fiir die Behandlung von linearen Dif-
ferentialgleichungen mit unstetiger rechter Seite (Impuls). Wir kommen darauf zuriick.

Zuvor miissen wir allerdings noch einen Punkt aus der Losung der Beispielaufgabe kléren,
némlich die Frage nach der , Riicktransformation“. Wir haben Y berechnet und dann eine
Funktion y angegeben, fiir die L[y] = Y ist. Dabei haben wir unterstellt, dass es nur eine
solche Funktion y gibt, dass also die Laplacetransformation injektiv ist. Zum Gliick ist das
so:

Satz 41 (Eindeutigkeitssatz von Lerch). Wenn f und g unsere Generalvoraussetzung
erfillen und wenn

L[f1(s) = Llgl(s)

fiir alle s mit hinreichend grofiem Realteil gilt, dann ist

in allen Punkten t, in denen beide Funktionen stetig sind.

Auf den Beweis verzichten wir hier (vgl. Ende des Abschnittes [2.2.2]), die Bedeutung des
Satzes sollte jedenfalls deutlich geworden sein.

Bemerkung zur Riicktransformation rationaler Funktionen. Beim Beispiel 0] war

das Hauptproblem die Riicktransformation einer gebrochen-rationalen Funktion F'(s) = Z EZ;

mit Polynomen p(s) und ¢(s). Das ist in diesem Zusammenhang ein typisches Problem. Aus
lim, o F(x) = 0, vgl. Satz folgt, dass der Ziahlergrad kleiner ist als der Nennergrad,
und daher ist F'(s) nach Partialbruchzerlegung eine Summe von Termen der Form

_*
(s =)0

Dabei sind die s; die Nullstellen von ¢(s), und wenn n; die Ordnung von s; bezeichnet, ist
1 <1 < njy. Vergleichen Sie dazu den Anhang|[5.3] Wegen

[ e

ist damit das Problem der Riicktransformation von gebrochen-rationalen Funktionen erle-
digt, sobald man die Partialbruchzerlegung hat. Schon die Nullstellen des Nenners allein
geben wichtige qualitative Information: Wegen ei* = e®i*(cos y;t + i siny;¢) bestimmen der
Realteil x; das Stabilitéts- und der Imaginérteil y; das Frequenzverhalten der Losung.

Anwendung auf lineare Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffizien-
ten. Bei solchen Systemen kann man die Laplacetransformation natiirlich auf jede einzelne
Zeile anwenden. Die Notation vereinfacht sich, wenn man £ auch fiir vektorwertige Funk-
tionen definert durch

fi L[f1]

L = R (46)

fn Lfn]

Insbesondere hat man dann wieder

—

LI 0)](s) = sLIf(B)](s) = F(0).
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ANWENDUNG AUF PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. Natiirlich kann
man die Laplacetranformation auch auf lineare partielle Differentialgleichungen anwenden,
indem man sie auf eine der Variablen beschriinkt.

Beispiel 42. Lose das Rand-Anfangswertproblem
U + T uy = t, u(z,0) =0 =u(0,1).

Wir bezeichnen die Laplacetransformierte von u beziiglich ¢ mit

“+o0
U(z,s) = / u(z,t)e Sdt.
0

Dann erhalten wir

sU(z, s) — u(zx,0) +2U,(z, s) = %
N—_—— S
=0

Wir betrachten dies fiir festes s als Differentialgleichung in x. Die Bedingung u(0,t) = 0
liefert die Anfangsbedingung U(0,s) = 0. Wir machen deshalb nach kurzem Nachdenken
den Ansatz

U(z,s) =Cx

mit von s abhéngiger Konstante C. Einsetzen liefert
x

sC+ Qe = —,

(sC+ O =5

also C = . Damit erhalten wir

N S
s2(s+1)

x r x
Ulz,s) = 5——=——— :
(z,5) s2(s+1) s2 s+s+1

Die Riicktransformation liefert nun
u(z,t) =at—x+ze  =x(et —1+1).

O

Das vorstehende Beipiel ist sehr einfach (und mathematisch dafiir konstruiert). Das folgende
ist um einiges komplizierter, aber dafiir ist es eine typische Anwendung.

Beispiel 43 (Diffusion im Halbleiter).

Werkstoffe 1I, Abschnitt 8.3

Bei der Anreicherung von Fremdstoffen in einem Halbleiter durch Diffusion in einem Halb-
raum ,rechts von der yz-Ebene“ geniigt die Konzentration an der Stelle x zur Zeit t der

Diffusionsgleichung

ou 0%u

ot " ox?’
Dieselbe Gleichung beschreibt auch die Temperaturentwicklung bei der Warmeausbreitung
und heifit deshalb auch die Wirmeleitungsgleichung. Ist zur Zeit ¢ = 0 kein Fremdstoff
vorhanden, und beginnt man zu diesem Zeitpunkt, eine ebene Oberfliche des Halbleiters

mit konstanter Dichte T' zu dotieren, so hat man die Rand- und Anfangsbedingungen

u(z,0) =0, u(0,t) =T = const.
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Wir versuchen, mit einer Laplacetransformation beziiglich ¢ dieses Problem zu l6sen. Wir

setzen also

U(z,s) :z/ u(z,t)e”tdt.
0

Dann ergibt sich

02U
sU(z,s) — 0= )\W’
Die Anfangsbedingung bei « = 0 liefert
T
U(O,S) = E[T] = ;

und die Losung der gewohnlichen Differentialgleichung liefert

U(z,s) = %e_\/s/)‘”.

Das ist natiirlich nicht die Losung des Anfangswertproblems. Wir haben ja nur den Funkti-
onswert, nicht auch die Ableitung bei x = 0 vorgeschrieben, so dass es gar keine eindeutig
bestimmte Loésung gibt. Die allgemeine Losung der Differentialgleichung enthélt auch eine

etVs/A T-Komponente.

Aber aus physikalischen Griinden ist es sinnvoll anzunehmen, dass u(z,t) fiir jedes = von
exponentieller Ordnung in ¢ ist. Und weil A und x positiv sind, folgt aus dem zweiten Teil von

Satz , dass der e™V5/AZ_Anteil der Laplacetransformierten verschwindet.

(47)

Die Funktion miissen wir jetzt zuriicktransformieren, um wu(z,t) zu erhalten. Die Riick-
transformation solcher Funktionen ist aber schwierig, vgl. z.B B. Davies, Integral Transforms

and Their Applications, Springer 1978, §6.2. Wir vertrauen uns Mathematica an:

gls] :=T Exp[-\/s/\ x] /s

InverseLaplaceTransform[g[s], s, t]

M<Erf<\{j§)_1>
Out= —-T .

(Beachten Sie, dass Mathematica nicht weifl, ob « und A positiv sind. Daher bleiben z.B.

Ausdriicke vom Typ v x? stehen.)

Im Output ist Erf die Gaufische Fehlerfunktion aus der Analysis II:

erf(x) := %/0 e_"zdn.

Mit \% f0+°° e_"zdn = 1 erhalten wir

2T [
u(z,t) = N e dn.
e
Mit der Substitution n = ;}% wird daraus
(z+£)2
2T [° e " axt
u(z,t) = < dg.

ﬁo 2Vt
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UNSTETIGE RECHTE SEITE, VERALLGEMEINERTE FUNKTIONEN (DISTRI-
BUTIONEN)

Ein wichtiges Anwendungsfeld sind lineare Differentialgleichungen mit unstetiger rechter
Seite. Dazu betrachten wir die Sprungfunktion oder Heavisidefunktion

Up (t) :

0 fiir t <90,
1 fir ¢t > 6.

mit positivem 6. Sie ist ideal, um die rechte Seite einer Differentialgleichung erst zum Zeit-
punkt 6 ,einzuschalten.

So sieht zum Beispiel u, /5 () cos(t — 7/2) aus: : - -
-0.5
R N

Satz 44 (Verschiebungssatz). Ist g(t) stiickweise stetig und von exponentieller Ordnung,
so gilt
Llug(t)g(t — 0))(s) = e~ L[g(t)](s)-

Beweis. Es gilt

Clun(t)alt = 0)(s) = | T uat)e gt - 0)dt = / emstg(e - o),

und daraus folgt mit der Substitutionsregel

Clug(t)g(t — 0)](s) = / e 0 g(1)dt = ¢ / " e tg(t)dt = 0 Llg()](5)

Beispiel 45. Die Differentialgleichung

mz” + ax’ + bz = h(t) (49)

kann man interpretieren als Gleichung fiir die
geddmpfte Schwingung einer Masse m an einer

Feder mit Federkonstante b und der ,,Zwangs- = 'TV".
kraft“ h(t). Wir nehmen an, dass der Rei- =
bungskoeffizient a > 0 und a? — 4bm < 0.
Dann hat die zugehorige homogene Gleichung
die allgemeine Losung
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a b
z(t) = e 2™ (¢ coswt + cpsinwt), —w? = — — —.

Mit dem tiiblichen Trick kann man das auch schreiben als
z(t) = Ae=% C™) cosw(t — to)

und sieht ganz deutlich, dass man eine geddmpfte harmonische Schwingung erhilt. Anfangs-
amplitude A und Phase tg ergeben sich aus den Anfangsbedingungen.

Aufgabe: Wie sieht die Bewegung mit
Anfangsbedingungen z(0) = z/(0) = 0
aus, wenn die Zwangskraft h(t) ein sehr
kurzer Impuls (FuBltritt) zum Zeitpunkst
0 > 0 ist:

Al

2 fird <t<0+r,
hor(t) = {6 sonst

mit sehr kleinem 7 > 0. 9 Py

Wir benutzen die Laplacetransformation. Es ist

1 [0 1 047 1
E[hoﬂ'](s) = _/ eiStdt = —eiSt = 6780_ (1 _ 6757-)
6

T —ST 0 ST
_ 1 5T (s7)? _ (s7)!
s6 s6
_ (2L +...)= 1——=+...
€ sr( 1! 2! J=eH 2! )

Fiir 7 X\, 0 folgt
Tli{% Llhe -)(s) = e=**.
Wir haben
0 fiir t # 0
0 fir t = 6.

e lt) = {

Der ganz in 6 konzentrierte Impuls ist also keine richtige mathematische Funktion mehr.
Trotzdem versieht man ihn mit dem Symbol dy(¢) und nennt

dp(t) die in 0 zentrierte Diracfunktion

nach dem englischen Physiker P. A. Dirac (1902-1984), der zuerst solche ,verallgemeiner-
ten“ Funktionen untersucht hat. Im mathematischen Sprachgebrauch nennt man sie heute
Distributionen und spricht von der Diracdistribution. Es ist also

L[6g] = e=*? und insbesondere L[dg] = 1.

Zuriick zu unserem Fuftritt-Problem, das wir jetzt so formulieren: Lose die Schwingungs-
gleichung fiir einen Einheitsimpuls

h(t) = 5s(2).
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Anwendung der Laplacetransformation auf liefert wegen z(0) = 2/(0) = 0

1
X(s)=e 0 —— 50
G =e ms2 4+ as + b ()

e—s@ 1
2
m(s+ 5=)2 +b— 1~

—s0 1 w
e s —_—
mw (s + 5= )% + w?

mit w = ,/% — 7oz- Mit dem Dampfungssatz ergibt sich

1 1
X _ —s0 —at/(2m) o; _ —a(t=0)/(2m) o — X
(s)=e - Lle sinwt](s) = L - ug(t)e sinw(t —0)| (s)

Dabei haben wir zum Schlu8 den Verschiebungssatz benutzt.
Also erhalten wir

1

_ —a(t—0)/2m _; _ 1

x(t) — ug(t)e sinw(t — 0). (51)
0.8
Das sieht dann so aus: 0.6
fI=3;a=1Lw=1m=3; S
x[t_] ;= If[t <0, 0, Exp[-a(t - 0)/(2m)] Sin[w(t - 9)]] 0.2

Plot[x[t], {t, 0, 20}, AspectRatio — >.7, 1 5 10

PlotStyle — > Thickness[0.01]] -0.2
0.4

Bemerkung zum Nachdenken. Das in diesem Beispiel beschriebene Problem 148t sich mit
den ,,normalen“ Methoden nicht 16sen, ja es 148t sich gar nicht richtig formulieren, weil eben
die Diracfunktionen gar keine Funktionen sind. Thre Laplacetransformierten sind hingegen
iiber jeden Zweifel erhaben, und deshalb ist die Laplacefunktion das ideale Werkzeug fiir
solche ,,Schockprobleme*.

Beachten Sie, dass die Losungsfunktion an der Stelle 6 nicht differenzierbar ist. Weil
dort die rechte Seite der Differentialgleichung eine “unendliche Spitze” hat, kann man das
auch wohl nicht erwarten. Wenn wir nun 6 = 0 wihlen, statt wie bisher 8 > 0, bleiben die
obigen Rechnungen giiltig und man erhélt

1
z(t) = —e 2 Mginwt, t>0. (52)

Diese Funktion ist plotzlich an der Stelle # = 0 differenzierbar, weil wir nur ¢ > 0 betrachten.
Allerdings ist z/(0) = % # 0, so dass wir keine Losung des Anfangswertproblems erhalten.
Grund fiir diesen scheinbaren Widerspruch ist, dass das Anfangswertproblem fiir ¢ als rechte
Seite im naiven klassischen Sinne eben sinnlos ist — wie ja schon die Delta“funktion”. Das
Problem wie seine Losung werden durch den obigen Grenzwertprozess definiert.

Noch einmal: Im s-Bereich wir § zu 1, und die Situation ist absolut harmlos.

46



Die charakteristische Eigenschaft der Diracdistribution. Ist f : [0, +oo[— R stetig,
so ist

Y . Lo
i [ ho () (1)t = Jim, ;L fdt = ().

Mittelwert von f auf [0, 0 + 7]

Wir schreiben das als f0+°o 0o(t) f(t)dt = f(0) und wollen diese Gleichung noch etwas um-
formulieren. Wegen dy(t) = do(6 — t) =: §(0 — t) gilt

+oo
| s -oswa - so)

Natiirlich kann man mit der Integration auch bei —oo beginnen. Dann gilt die Gleichung
auch fiir negative 6:

Satz 46 (Diracdistribution). Fir die in 0 zentrierte Diracdistribution 0 gilt

I
%
—

5
=

+o0
/ 50— 1) (t) dt

—00

und insbesondere
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2.1.3 Anwendungen der Laplacetransformation IT
e In der Signalverarbeitung oder der Systemtheorie bewegt man sich gern und am be-
quemsten nur in der Welt der Laplacetransformierten.

e Wir erkliren, was ein LTI-System ist, was eine Ubertragungsfunktion und was der
Frequenzgang eines solchen Systems.

Wir beginnen mit einer

Definition 47. Die Faltung f % g zweier Funktionen f,g: R — C ist definiert durch
+oo
(Fea)®)= [ f-09@)d. tekr,

falls dies Integral existiert.

Ist f(t) = g(t) =0 fiir ¢ < 0, oder sind f und g nur auf [0, +oo[ definiert und setzt man sie
fiir negative Werte mit 0 fort, so hat man

(f = g)(t) = / " f(t— 0)g(0)d0 = / £t — 0)g(6)ds.

Im Rahmen der Laplacetransformation kann man fiir die Faltung also auch diese Integrati-
onsgrenzen verwenden.

Beispiel 48. Zeigen Sie, dass fiir stetiges f : [0, +oo[ — R und g(t) := (z = f())(¢) gilt:

Satz 49 (Faltungssatz). Seien f(t),g(t) stiickweise stetig von exponentieller Ordnung.
Dann gilt
LLf g = LIfIL]g].

Wegen der Injektivitidt der Laplacetransformation folgt

Korollar 50.
frg=gxf (53)

Beweis des Faltungssatzes.

c [/Otf(t - e)g(a)da] = /OOO (/Ot Flt— 0)g(9)d9> e stdt

- /:Z /0t0 e f (¢~ 0)g(0)dbdt
- /:0 /:; e ' f(t — 0)g(0)dtdo.
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Fiir den letzten Schritt vergleiche die neben-
stehende Skizze. Wir nehmen ohne Beweis an,
dass diese Vertauschung der Integrationsrei-
henfolge erlaubt ist.

Nun kénnen wir die Rechnung mit der Substitution ¢t — 7 =t — 6 fortsetzen:

/9 O[ , e St f(t—0)g(0 )dtde_/:oog(g)/oo =500 £(7)drdo
:/9 Y —é9d9/ =57 F(r)dr

= LIf]L]g].
O
Beispiel 51. Nach Satz [40] ist
S« f=f (54)
Weiter war L£[1](s) = 1 fiir die Funktion [0, +oo[— R, ¢+ 1. Deshalb ist
£l #ryari(s) = £l F@)s) = SLLFO)G).
0
U

Der Faltungssatz kann im Prinzip fiir die Riicktransformation von Produkten benutzt wer-
den, aber seine Bedeutung liegt eher in der Theorie linearer Systeme, die eine fundamentale
Rolle in vielen Anwendungsbereichen spielen, wie ein Blick in eines der folgenden Skripten
[Signale und Systeme, Einfiihrung in die Netzwerktheorie, Regelungstechnik I] zeigt.

Matrixwertige Funktionen. Fiir matrixwertige Funktionen
a(t) = (ai;(t)) :R— M(m x k), b(t) = (b;;(t)) : R — M(k xn)

definiert man das Faltungsprodukt, indem man im gewohnlichen Matrixprodukt die Multi-
plikation durch die Faltung der Komponenten ersetzt.

(aij) * E :a” * ik

Die Laplacetransformation matrixwertiger Funktionen war komponentenweise definiert. Rech-
ne Sie damit nach, dass fiir solche Funktionen

Ll(a*b)(1)](s) = L]a(®)](s)L[b(1)](s)-
Wir beginnen mit einigen Beispielen.
Beispiel 52 (Greensche Funktion). Lose das Anfangswertproblem

y(") + aly(”_l) + ...+ any =h(t) (55)
y(0)=y'(0)=... =y D(0)=0
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mit konstanten Koeffizienten und einer stiickweise stetigen Funktion h von exponentieller
Ordnung,.

Die Laplacetransformation liefert mit Y := L[y] usw.

Y =(s"+a1s" ' +... +a,) H

Findet man also ein g(t), so dass

so folgt aus dem Faltungssatz

y(t) = (g = h)(?) =/0 g(t — 0)h(0)de.

Die Funktion g(t — 6) =: K (t,0) heifit auch die GREENsche Funktion fir das Anfangswert-
problem. Hat man sie einmal gefunden, so ist die Losung von fiir verschiedene rechte
Seiten auf eine Integration reduziert.

Hat man inhomogene Anfangswerte y(0),...,y™ 1 (0), so ergibt sich ebenso

A(s)
s 4 a5+ 4 ay

Y(s) =G(s)H(s)+

wobei A(s) ein Polynom ist, das nur von den Anfangsbedingungen und den Koeffizienten
der Differentialgleichung abhingt. Aufler ¢g(¢) braucht man in diesem Fall noch ein a(t) mit

Lla(t)](s) = A6 ynd die Losung der Differentialgleichung ist dann

s"tar1s" 1+ +ay
y(t) = a(t) + (g = h)(0).

Beispiel 53.

Im abgebildeten Stromkreis wird der Zusammenhang
zwischen dem Strom i(¢) und der aufgepréigten Span- R L

nung e(t) nach dem Ohmschen Gesetz gegeben durch f“
die Integrodifferentialgleichung c
L.,

e(t)

Li'(t) + Ri(t) + % /0 i(0)do = e(t).

Wir nehmen an, dass i(¢) = 0 fiir ¢ < 0. Dann ist 4(0) = ¢'(0) = 0 und wir erhalten mit der
Laplacetransformation

LsI(s)+ RI(s) + —I(s) = E(s).

(Vgl. Beispiel [51)). Es folgt
1
I(s)=(Ls+ R+ —)"'E
(5) = (Ls + R+ —)*E(s)

Damit ist man in der Situation des letzten Beispiels.
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Beispiel 54 (Netzwerktheorie). Betrachtet man statt des einfachen LRC-Kreises ein
Netzwerk mit verschiedenen Komponenten, etwa dieses

—

L |

«—

so lernt man in der Netzwerktheorie verschiedene Methoden, wie man mittels der Ohmschen
und Kirchhoffschen Gesetze dafiir ein System von Integrodifferentialgleichungen aufstellt.
Fiir das vorstehenden Netzwerk erhélt man zum Beispiel

Ril — Rig = €1

ng C’/ iodt — C/ igdt = eg

1
_Rzl—a/ zzdt+L23+R13+—/ 13dt = 0.
0

Durch Anwendung der Laplacetransformation ergibt sich ein lineares Gleichungssystem
R[l(s) —RI3(S) = El(s)
~ 1
SLRIl(S)—FEIQ(S) = EQ(S)

“RIy(s)— % Io(s)+ (sL+ R + %)13(5) —0.

Allgemein liefert ein solches Netzwerk nach Laplacetransformation ein Gleichungssystem
folgender Gestalt:

Zuh  +Zpply +... +Zy,l, =E
Zoly  +Zyly +... +ZzI, =E

Zoilh +Zols +... +Z,. 1, =E,.
Daraus kann man die Strome I; auf algebraischem Wege ausrechnen. Aus physikalischen

Griinden sollte die Matrix (Z;5) invertierbar mit inverser Matrix mit G = (G,) = (Z;x) !
sein. Damit erhélt man

Ii(s) = G1i(8)Er(s) + ... + Gpi(s) En(s)

oder, in Matrixform,
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Wenn man das zuriicktransformieren will, muss man den Faltungssatz beriicksichtigen:

-

i = (gjk) * €,
das heif3t

t
iy =3 g ren = Z/O 51 (t — 0)ex(6)do.
k k

Aber in der Regel will man das gar nicht. Die Matrix G = (Gy,) heifit die Ubertragungsmatriz
des Netzwerks. Sie beschreibt auf einfachste Weise den Output I(s) bei gegebenem Input
E(s). Im néchsten Abschnitt gehen wir nidher darauf ein.

LINEARE SYSTEME.

Vergleichen Sie das 7. Kapitel {iber ,, Kontinuierliche lineare Systeme im Frequenzbereich*
im Skriptum [Signale und Systeme ] oder den Abschnitt 2.1 iiber lineare Systeme in [Rege-
lungstechnik I].

Wir betrachten nun (erst einmal skalare) Systeme, d.h. Abbildungen, die einer reell- oder
komplexwertigen Eingangsfunktion e(t) eine Ausgangsfunktion (=Systemantwort) i(t) zu-
ordnen, symbolisch

S :e(t) — i(t).

Wir schreiben das wie iiblich als
i = Sle].

In der anwendungsorientierten Literatur findet man dafiir oft eine solche Darstellung:

e(t) i)

In den obigen Beispielen [45] oder (3] wird etwa

e der aufgeprigten Spannung e(t) der dadurch hervorgerufene Strom i(¢) oder

o der Zwangskraft h(t) die von ihr induzierte Schwingung x(t)
zugeordnet. Wir wollen aber solche Systeme ganz abstrakt betrachten und nur gewisse for-
male Voraussetzungen fordern. Wir werden sehen, wie sich dann die Wirkung des Systems
beschreiben 1id8t, ohne dass man sein ,Innenleben“ kennt. Der Vorteil einer solchen Ab-
straktion ist, dass die entsprechende Theorie sich in sehr vielen und sehr verschiedenen

Situationen anwenden 148t, zum Beispiel auf elektrische oder elektronische Systeme ebenso
wie auf mechanische oder andere.

Folgende Eigenschaften soll unser System haben:

1. Essoll linearsein. Das bedeutet, dass einer Linearkombination von Eingangsfunktionen
dieselbe Linearkombination von Ausgangsfunktionen entsprechen soll:

SD afrl = onS[fi].

FEigentlich bedeutet ,,Linearkombination®“ eine endliche solche Summe. Wir verlangen
aber Linearitét sogar fiir unendliche Summen, ja sogar fiir Integrale:

b b
SV a(k)f(k,t)dk] :/ a(k)S[f (k,t)]dk. (56)
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Dabei haben wir die Integrationsvariable in Anlehnung an die obige Summe mit k
bezeichnet, obwohl sie natiirlich das ganze reelle Intervall durchlduft. Und unter dem
Integral wirkt das S auf die Variable ¢. Weil sich also die Gleichheit von endlichen
Linearkombinationen auf unendliche ausdehnen 14f3t, ist das S mit der Grenzwertbil-
dung vertraglich, und man nennt solche S genauer stetig und linear. Wir unterdriicken
aber das stetig.

2. Das System soll zeitunabhdngig oder zeitinvariant sein, d.h. zu jeder Zeit dieselbe
Wirkung zeigen:
S[f(t—10)l(0) = S[f()](0 — to) (57)
fiir alle # und tg.
In diesem Sinne lineare zeitinvariante Systeme heiflen auch LTI-Systeme.
Insbesondere im Zusammenhang mit der Laplacetransformation werden wir noch for-

dern:

3. Das System soll kausal sein, d.h.
f@)=0firt<6 = S[f](¢t) =0 firt<6. (58)

Solange kein Eingang vorhanden ist, solange riihrt sich auch S nicht.

Ob ein gegebenes System diese Eigenschaften hat, muss man nachpriifen: Das ist eine Auf-
gabe fiir Mathematiker, wenn das System (wie oben) mathematisch formuliert ist. Bei phy-
sikalisch gegebenen Systemen muss man die Frage aufgrund von Experimenten oder bereits
vorliegender Erfahrungen entscheiden.

Satz 55 (Faltungssatz fiir LTI-Systeme). Es gilt

S[f gl = S[f1*g.

Beweis.
+oo
+oo
& [ sire-oiege w
+oo
<§MKWSU@WPWMWM0:@UH9W)

Wir wenden das (grofziigig auf die Delta-Funktion an und erhalten

|S[f] =Sl + ] = S[3] + f]

Aber das bedeutet, dass man die Wirkung von S auf allen (,einigermaflen anstéindigen®)
Funktionen schon kennt, wenn man sie fiir den Impuls ¢ kennt:
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Satz 56 (Impulsantwort). Fir ein LTI-System S sei
() == S19)()
die sogenannte Impulsantwort. Dann gilt
S[f] =hxf.

Die Wirkung des Systems ist die Faltung mit der Impulsantwort.

Weil schliefflich die Laplacetransformation die Faltung durch das Produkt ersetzt, macht sie
die ganze Situation noch einmal deutlich einfacher. Wir setzen voraus, dass S kausal ist.
Dann kann man S auf Funktionen f : [0,400[— R anwenden, indem man f(t) := 0 fiir
negative t setzt. S[f](t) verschwindet dann auch fiir negative t.

Satz 57 (Ubertragungsfunktion). Sei S ein kausales LTI-System.
Man nennt die Laplacetransformierte L[h] der Impulsantwort h : [0,+oco[— R die
Ubertragungsfunktion des Systems. Damit gilt

Im s-Bereich wirkt das System durch Multiplikation mit der Ubertragungsfunktion.

Vektorwertige Funktionen. (Kausale) LTI-Systeme mit vektorwertigem Ein- und Aus-
gang definiert man genauso wie oben die mit skalarem Ein- und Ausgang.

Fiir eine vektorwertige Funktion f(#) und eine skalarwertige Funktion g(t) ist (f*g)(t) wieder
eine vektorwertige Funktion, und dafiir hat man einen verallgemeinerten Faltungssatz fiir
LTI-Systeme:

— —

S[f+g]=Slfl*g,

und damit findet man

SIf]

SI> i1 =S (6+ £;)é]
=S[> e« f;] = Sloe; = f;] = S[o¢;]  f;.

Definiert man die Impulsantwort als die Matrix h(t) := (h;(t));,; mit

Spe;) = hijes,
so folgt

SIf1 = hij*fiéi=h*f
0,J

wie im skalaren Fall.

Aus der Ubertragungsfunktion wird ebenfalls eine Matrix, die Ubertragungsmatriz
L[h] = (L[Ri))i g,

und man erhéalt

L[S[f]] = L[h]LLf].

Beispiele von Impulsantworten und Ubertragungsfunktionen kennen wir bereits:
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e Bei den Netzwerken im Beispiel haben wir die Beschreibung durch eine Uber-
tragungsfunktion bereits ohne Benutzung der Impulsantwort hergeleitet.

e Im Beispiel tiber die durch einen Impuls angeregte Feder setzt man 6 = 0. Dann
geben die Formeln bzw. die Ubertragungsfunktion bzw. die Impulsantwort.

DER FREQUENZGANG EINES SYSTEMS. Sei h(t) = S[6](t) die Impulsantwort des
kausalen LTI-Systems S. Wegen der Kausalitét ist h(t) = 0 fir ¢ < 0.

Sei w € R und

ft) =

et fiir t > 0,
0 sonst.

Dann hat man, weil h(t) = 0 fiir ¢ < 0,

+oo

S = (h+ )(1) = / £t~ 0)h(6) do

— 00

t
= / e t=0n(0)do
0
= et / e “On(0)do
0

:eiwt/ e_iweh(O)dH—em/ e~ “On(0)do
0 t

= ™' L]h](iw) — ™" / e~ “0n(0)ds.
t

Wir haben die Existenz der uneigentlichen Integrale stillschweigend vorausgesetzt. Dann
geht das letzte Integral fiir ¢ — oo gegen null, beschreibt also einen Einschwingvorgang bei
zur Zeit t = 0 aufgeschalteter harmonischer Erregung e?!. Der erste Term rechts hingegen
beschreibt den stationdren Zustand nach Abklingen des Einschwingvorgangs.

Schreibt man L[h](iw) = |L[h](iw)|e*?, so ist die stationdre Antwort
|CIR](iw) |+

wieder eine harmonische Schwingung, und zwar mit derselben Frequenz w, der Amplitude
|£[h](iw)| und einer (von w abhéngigen) Phasenverschiebung ¢.

Definition 58 (Frequenzgang). Man nennt die Funktion
w — L[h](iw)

den Frequenzgang des Systems.
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Beispiel 59 (Butterworth-Filter).
Signale und Systeme, Abschnitt 10.4

Ein ideales Tiefpassfilter hat einen Frequenzgang, ILI](o)]
dessen Betrag so aussieht:

Durch welche Ubertragungsfunktion kann man das

moglichst gut realisieren? Und durch welches elektro-

nische Netzwerk kann man die Ubertragungsfunktion

realisieren? ®

Wir betrachten das Polynom
q(s) =1-s"

mit ungeradem n. Die Nullstellen von ¢ sind die 2n-ten Einheitswurzeln. Sie liegen auf dem
Einheitskreis. Es ist

qliw) =1 —i?"w?" =1 — (—1)"w™ =1+ " (59)

Daher liegen auf der imaginidren Achse keine Nullstellen von ¢(s). Andrerseits liegen die
Nullstellen symmetrisch zur imaginidren Achse, denn g(—s) = ¢(s) und

q(5) = q(s).
Daher 148t sich ¢(s) schreiben in der Form
q(s) = p(s)p(—s) (60)

mit einem reellen Polynom p(s), dessen sdmtliche Nullstellen negativen Realteil haben.
Zum Beispiel ist (Nachrechnen!)

16— (33 4252 4+ 25 + 1)((—5)3 + 2(—5)2 +2(—s)+1) (61)

p(s) p(—s)

Weiter folgt aus und , dass .

p(iw)p(iw) = p(iw)p(—iw) = 1 + "

und daher o
‘ 1|1 02
p(iw) - \/1—|—w2”. T 05 1 15 2 25 3

Filter mit der so definierten Ubertragungsfunktion p(ls) vom Grad n heilen Butterworth-

Filter der Ordnung n. Ihre physikalische Realisierung ist ein Problem der Netzwerksynthese.
Vergleichen Sie dafiir z.B. I. Holbrook, Laplace-Transformationen, Braunschweig 1970.
Fiir das Polynom p aus findet man mittels Vierpoltheorie

3/2 1/2
E —_—
Ein 413 1 EAus
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2.2 Die Fouriertransformation
2.2.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

e Die Fouriertransformation ist der Laplacetransformation dhnlich, gestattet aber eine
viel anschaulichere physikalische Interpretation.

e Diese wird gegeben durch die inverse Fouriertransformation, die auch erklért, warum
es dabei um Spektralanalyse geht.

e Wir erkldaren insbesondere den Zusammenhang mit den Fourierreihen.

Definition 60 (Fouriertransformation). Fiir f: R — C sei die Fouriertransformierte
F=F[f]:R->C
definiert durch -
i) = [ pwe
falls das uneigentliche Integral rechts existieren.Die Abbildung
F:f—F

heifit die Fouriertransformation.

Zur Erinnerung: Fiir reellwertiges f ist

/f(t)e*“”t =/f(t) coswtdt—i/f(t) sinwt dt.

Bei komplexwertigen f muss man den Integranden entsprechend in Real- und Imaginérteil
zerlegen.

Die Definition der Fouriertransformation ist in der Literatur nicht einheitlich. Man findet vor
1
Vor e

dem Integral auch den Faktor ﬁ oder

Eine einfache Konsequenz der Definition ist der

Satz 61 (Linearitét). Die Fouriertransformation ist linear: Exzistieren F[f] und Flg], so
existieren auch F[f + g] und Flaf] fiir beliebiges a € C und es gilt

Ff + gl = F[f] + Flgl,
Flaf] = aFlf].

Vergleich mit der Laplacetransformation. Wahrend die Laplacetransformation vor al-
lem auf Anfangswertprobleme zugeschnitten ist, weil sie nur Funktionswerte f(t) mit ¢ > 0
beriicksichtigt, treten bei der Behandlung von nicht-kausalen Systemen (z.B. in der Nach-
richtentechnik) Systeme auf, die den Funktionsverlauf auf der ganzen reellen Achse einbezie-
hen (Vergleichen Sie etwa [Signale und Systeme, Kapitel 4]). Weil die Fourier-Kernfunktion
e~ ! yvom Betrage 1 ist, leistet sie im Gegensatz zur Laplaceschen e~*! keinen wesentlichen
Beitrag zur Konvergenz des uneigentlichen Integrals. Also miissen die zu transformierenden
Funktionen f selber schnell genug gegen null gehen, wir kommen darauf zuriick.

Vergleich mit den Fourierreihen. Die Koeffizienten der komplexen Fourierreihe

9]
§ Ckezkut

k=—o00
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der Funktion f(¢) mit Periode T' = 27 /w sind gegeben durch

1 (T2 N
k= = f(r)e "7 dr.
T /T/2

Sie geben an, wie stark die Oberschwingung der Frequenz kw in f(t) vertreten ist. Ist die
Reihe gegen f konvergent, so hat man also

00 T/ 0 T/
f(t) = Z <11_1/ ? f(T)eikw‘rdT> eikwt _ Z (;T/ : f(T)eikwTdT> eikwt.

k=—o0 -T/2 k=—o0 =T/2

Weil fiir beliebiges k aber

konnen wir auch schreiben:

< (kt1)w T/2 _ '
ft) = Z /k (;ﬁ/ f(T)e_Zk“”dT> eFtdp.

e — oo bW —-T/2

Wenn wir nun sehr grofle T' betrachten, kénnen wir das innere Integral einfach iiber die
ganze reelle Achse erstrecken, und weil w = 2% dann sehr klein ist, ist kw annéhernd gleich

0 € [kw, (k + 1)w]. Damit erhalten wir

o (k+1)w 400 ) ] 400 400 ) )
ft) = X:Aw Qi[mfﬁw%wﬁa%wszi;([wfuw%wﬁa%w

k=—o0

Der Klammerausdruck ist die Fouriertransformierte F'(0) von f, und wenn wir die Integra-
tionsvariable 6 durch das gewohnte w ersetzen, erhalten wir

+oo
ﬂw:/) L pw)dw. (62)

e 2m

Beim Grenzprozess T — oo waren wir sehr grofiziigig, die Sache ist viel komplizierter. Des-
halb haben die vorstehenden Uberleqgungen nur heuristischen Wert. Wir werden aber die
Formel weiter unten noch einmal exakt beweisen.

Fazit:

e Man kann T-periodische Schwingungen f(t) als Uberlagerung von harmonischen Schwin-
gungen der Frequenzen 27k /T interpretieren, und dabei geben die Fourierkoeflizienten
von f die Intensitit der einzelnen Komponenten an.

e Ebenso kann man auch aperiodische Schwingungen als Uberlagerung von harmonischen
Schwingungen der Frequenzen w darstellen, wobei allerdings das w alle reellen Werte
in | — 0o, co[ annehmen kann. Die Intensitéit der Schwingung e™? wird (bis auf den
Faktor 27) durch die Fouriertranformierte F'(w) von f an der Stelle w gegeben.

Das gibt also eine physikalische Interpretation von F(w) und erklirt, warum man das Ar-
gument mit w bezeichnet.
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Wir gehen nun systematischer auf die Fouriertransformation ein.

Zunéchst definieren wir eine Klasse von Funktionen, fiir die die Fouriertransformation gewif3
definiert ist. Wie bei der Laplacetransformation wird sich allerdings herausstellen, dass man
in Anwendungen hiufig auch andere Funktionen (oder gar verallgemeinerte Funktionen)
betrachten muss.

Definition 62 (Schwartzsche Funktionen). Eine Funktion f : R — C heifit eine
Schwartzsche Funktion oder kurz eine S-Funktion, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i) f(t) ist beliebig oft differenzierbar.
(ii) Fiir jedes k € N und jedes Polynom p(t) ist p(t)f*)(t) beschrinkt.

Aus |p(t) ) (t)| < C folgt, dass fiir alle ¢ aufer den Nullstellen von p(t), insbesondere also
fiir grofles [¢| gilt
C
PO <
p(t)]

Deshalb gehen f(t) und alle seine Ableitungen fiir ¢ — +oo schneller gegen Null als jedes
Polynom wéchst. Man sagt, sie sind schnell fallend.

Klar ist, dass Ableitungen von S-Funktionen wieder S-Funktionen sind.

Beispiel 63. Die Funktion e~ ist eine S-Funktion, und ,,die meisten* S-Funktionen, die
man durch eine explizite Formel hinschreiben kann, benutzen die e-Funktion. Zum Beispiel
ist )

f(t) = plt)e
fiir jedes Polynom p(t) eine S-Funktion. Funktionen, die unendlich oft differenzierbar sind
und auflerhalb eines endlichen Intervalls verschwinden, sind ebenfalls S-Funktionen, aber es
ist nicht so leicht, solche Funktionen explizit anzugeben. O

Satz 64 (Existenz der Fouriertransformation). Die Fouriertransformation existiert
fiir jede S-Funktion.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es ein C, so dass

()

| < TTe fiir alle t.

WEeil aber das uneigentliche Integral ffooo 1C+°it2 = Cr existiert, existiert auch das uneigentli-

che Integral von f(t)e=™!. O

Der Beweis zeigt aulerdem |F[f](w)| < Cwr, d.h. die Fouriertransformierten von S-Funktionen
sind beschrénkt.

Satz 65 (Eigenschaften der Fouriertransformierten).
Sind f eine S-Funktion, a # 0 und tg € R, so gilt

Flf)w) = iwF[f](w), (63)

Flf (w) = Fl=itf (B))(w), (64)
f[f(é)](w) = |a|F[f)(aw), (65)
FIUf(t = to)l(w) = eT F[f ()] (w). (66)




Beweis. Zu @

Flf N w) = / flt)e ™t = f(t)e™™'| =+ iw/ ft)e ™ dt = iwF[f](w).
Zu @) Wir nehmen an, dass a < 0, fiir a > 0 ist die Rechnung noch etwas einfacher.

}'[f(é)](w) = /_OO f(é)e—iawt/adt = /_OO F(P)e T adr

> . - Foo .
= a/ f(r)e " Tdr = —a/ fm)e 7 dr = |a|F[f ()] (aw).
+00 -0

Die anderen Gleichungen kénnen Sie selbst beweisen. O

Nach ist die Fouriertransformierte einer S-Funktion differenzierbar und die Ableitung
ist wieder die Fouriertransformierte einer S-Funktion. Also sind Fouriertransformierte von S-
Funktionen beliebig oft differenzierbar. Nach ist weiter wF (w) und dann auch p(w)F(w)
fiir jedes Polynom p(w) die Fouriertransformierte einer S-Funktion, also nach einer obigen
Bemerkung beschrankt, Es folgt:

Satz 66. Die Fouriertransformierten von S-Funktionen sind wieder S-Funktionen.

Das ist einer der Griinde, warum man die Fouriertransformation gern auf dem Raum der
S-Funktionen studiert.

Wie fiir die Laplacetransformation beweist man auch fiir die Fouriertransformation einen

Satz 67 (Faltungssatz). Sind f,g : R — C zwei S-Funktionen, so ist auch f * g eine
S-Funktion, und es gilt

FIf =gl = FIf1Flgl.

Beispiel 68. Wir versuchen, fiir die einfachste S-Funktion f(t) = e~t*/2 die Fouriertrans-
formierte F'(w) zu berechnen. Der Versuch einer direkten Integration scheitert kléglich, wir
brauchen einen Trick und berechnen mit partieller Integration

F'(w) = Fl—itf(t)](w) = /_ (—it) f(t)e ™ dt
N /Zﬂi%dt = et /e io - /O:o ie 2 (—iw)e Tt dt
=u’(t) =v(t
= —wF[fl(w).

Das bedeutet, dass F[f] eine Losung der Differentialgleichung
Y (w) +wy(w) =0

ist. Die kennen wir aber; sie sind y(w) = A ¢=*/2 mit einer belichigen Konstanten A = y(0).
Also wissen wir jetzt
2
F(w) = Ae v /2,

Das Gauf3-Integral

oo
F(0) :/ e 124t = o
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ist aus der Analysis II bekannt, und wir erhalten

Fle ) (w) = Vare /2.

O

Die Fouriertransformation bildet die S-Funktionen bijektiv auf die S-Funktionen ab, und die
Umkehrabbildung 148t sich bequem explizit hinschreiben: Sie ist ndmlich beinahe gleich der
Fouriertransformation selbst. Das ist der Inhalt des folgenden Satzes.

Satz 69 (Inverse Fouriertransformation). Seien f:R — C eine S-Funktion und
F:=F[f]:R->C

thre Fouriertransformierte. Dann gilt

£(1) = 5= FIFI(1)
Also hat man o 1
ft) = [ %F(w)ei‘“tdw. (67)

Sie erkennen die Formel vom Anfang dieses Abschnittes wieder. Nun wollen wir sie beweisen.
Der Beweis ist wiederum trickreich. Wir fithren ihn trotzdem vor, weil seine Rechenschritte
bei den Integraltransformationen hiufig vorkommen.

Beweis. Wir betrachten zwei S-Funktionen f(¢) und h(t). Wir schreiben F(w) und H (w) fiir
deren Fouriertransformierte und berechnen fiir ¢ > 0

Flh(aw)F(w)](t) = /:_O_OO h(aw) (/TO_O_OO f(T)e_indT> e dw

= / h(aw) f(T)e™ T+ dr dw

=—00

= / h(aw) f(T)e " = dw dr.

=—00 =—

= y und erhalten

Wir substituieren aw = x und TTH

Fia) PO = [ [ h@slay - e G ady)
:/ T fay - / T h(@)e dudy

=—00 =—00

-/ " Hay - H) dy,

wobel H(y) = F[h(z)](y) ist.

Man kann zeigen, dass diese Gleichung stetig von a abhéngt, und wir betrachten den Limes
fiir a — 0. Dann folgt:

POFIFIO = F-0) [ Hdy (68)
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Wir wahlen nun fiir i die einzige S-Funktion, mit der wir uns besser auskennen, nidmlich

h(t) = e~*"/2. Dafiir ist 2(0) = 1 und
(o) oo 5
/ H(y)dy = / V2re ¥ /2 dy = 2r.

Einsetzen in liefert
FIF(w)](=t) =27 f(2).

Daraus folgt die Behauptung.

O

Beispiel 70. Die Funktion f(t) := e~*l ist keine S-Funktion, aber sie fillt schnell, und

deshalb existiert ihre Fouriertransformierte F'(w):

+o0 ) 0 ) +o0 )
F(w) = / e~ ltemwtgs — / ete™™“tdt —|—/ e te ™t

o'} —00 0
B e(l—iw)t 0 e(—l—iw)t +oo - 1 1 B 2
1w | “1—iw|, l1—iw 1l+iw 14w?

F(w) ist auch keine S-Funktion, denn (1 + w?)F(w) geht fiir w — oo nicht gegen 0.
Trotzdem existiert auch hier die Fouriertransformierte, und der obige Satz bleibt richtig, es

gilt F[F(w)](t) = 27 f(—t) und damit

F [ ! ] (w) = me~ ¥l

142
O
Als Konsequenz aus dem Inversionssatz und dem Faltungssatz [67] ergibt sich
Satz 71 (Produktsatz). Fir S-Funktionen f,g:R — C gilt
1
Flfgl = 5 FlfI+ Flgl. (69)

Beweis. Wir setzen F(w) = F[f(t)](w), G(w) = Flg(t)](w). Weil die Fouriertransformation
umkehrbar ist, miissen wir nur zeigen, dass die beiden Seiten von dieselbe Fouriertrans-

formation haben. Es gilt

FIFIfgllt) = 27(fg)(=1)

und

1 1 1

FlozF+Gl(t) = o~ (FIFIFIG)(t) = o=2nf(=t)2mg(—t) = 2m(fg)(—t).

2T 2 2
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2.2.2 Anwendungen der Fouriertransformation

e Wie die Laplacetransformation kann die Fouriertransformation bei der Losung von
Differentialgleichungen helfen. Wir zeigen das an einem fundamentalen Problem der
Wiirmeleitung oder Diffusion.

e Eine andere, in der Signalverarbeitung zentrale, Rolle spielt die Fouriertransformation
bei der Digitalisierung. Wir behandeln den dafiir wichtigen Abtastsatz.

Beispiel 72 (Anfangswertproblem der Diffusionsgleichung).

Werkstoffe II, Abschnitt 8.3

Wir betrachten das Diffusionsproblem aus Beispiel in einem beiderseits der yz-Ebene
ausgedehnten Raum und vorgegebener Anfangskonzentration f(x), also das Problem.

Ut = AUgg,
u(z,0) = f(z).

Wie die Laplacetransformation kann man auch die Fouriertransformation zur Losung be-
nutzen. Wie wenden sie aber nicht auf ¢, sondern auf z an und setzen

U(w,t) ::/ u(z, t)e”“dx.

— 00

Mit Satz ergibt sich dann aus der Differentialgleichung U; = —w?AU, und die ist leicht
zu losen:

Uw,t) = Fw)e ™,
Die Funktion F(w) = U(w, 0) ist offenbar gerade die Fouriertransformation von
f(@) = u(z,0).

Wir erinnern nun an

F [6_3”2/2} (w) = V2re /2,

Daraus erhalten wir

|

a3

(m)z] (w) — e—wzt)\.

1 1 _
Fl— —e 2
|:\/27T V2t

Mit dem Faltungssatz ergibt sich daher

1 _l(w)2:| [ 1 1z 2
Uw,t)=F|f(x)|(w) F e 2 Vaxt w)=F |f(x)* e 2\ Vax
() = @) F | e @) =F | 7)o
Fiir die Konzentration w(z,t) zur Zeit ¢ > 0 findet man:
- _(z=9)?
u(z,t) = f(z) * 1 e_%(\/%)z :/ JiG3) ﬁdﬁ. (70)
, 2V At —0 2V AL

Man rechnet durch Differenzieren unter dem Integral leicht nach, dass auch der ,Integral-
kern“

e*(ﬁ_ﬁ)z
T,t) = ——
9(2,t) 2V At
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fiir jedes feste £ € R eine Losung der Diffusionsgleichung liefert, die sogenannte in £ zentrierte
Fundamentallésung oder Grundlosung. Mit Hilfe der Diracfunktion 148t sie sich folgender-
mafen interpretieren. Fiir £, € R ist

+00 ree
/ 5(€ — £0)g(€)de = / 5(E)g(€ + £0)dE = g(&o).

—00

Daher ist ) 5
(z—¢) (z—£0)
o0 —ant e o

e
/_oo o =) W vl

Das ist nach also die Losung, die einer anfinglich im Punkt & lokalisierten Konzentra-
tion entspricht.

Das néchste Beispiel betrifft eine Erweiterung der Fouriertransformation auf eine Funktion
mit Unstetigkeiten.

Beispiel 73 (Rechteckimpuls). Sei 7' > 0 und

L fir |t| < T
rp(t) == ¢ 2T
r(t) {0 sonst.

Wir nennen rp den Rechteckimpuls der Breite 2T'. Fiir ihn erh&lt man

— t —u.utdt - —uutdt
Flrrl(w) /m rr(t)e o /4 e
T
1 _ 1 , ,
= — —iwt = — (esz o efsz>
21T _r 20T
_ sinwT
Wl
Die Funktion _
. = fiir x £ 0
siz =
1 firx =0
heiflt auch die Spaltfunktion.
1(2T) 0.5

Wir sehen: In der Fourieranalyse von r1(t) iiberwiegen die Frequenzen im Bereich |w| < 7/T.
Ein Bandpafifilter fiir diesen Frequenzbereich verzerrt also Rechteckimpulse arr, (t) nicht
sehr stark. Da aber die Breite des wesentlichen Frequenzbandes der Impulsdauer umgekehrt
proportional ist, ist fiir T' << Tj eine starke Verzerrung zu erwarten. O

[Fouriertransformierte der Diracfunktion. Fiir T'— 0 geht der Rechteckimpuls gegen
die Diracfunktion §, wihrend andererseits limr_,g si(wT) = si 0 = 1. Deshalb definiert man

Flo] = 1.
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Die Umkehrformel, deren Anwendbarkeit allerdings einer ausfiihrlicheren Erkldrung bedarf,
liefert

F1] = 27é.

Fouriertransformierte der Spaltfunktion. Aus dem Satz iiber die Inverse folgt mit
vertauschten Rollen von ¢ und w

Flsi(tT)|(w) = 2nrp(—w) = 27rp(w).

Die Fourieranalyse der Spaltfunktion zeigt also, dass an ihr nur Frequenzen in dem endlichen
Band zwischen —7T und T beteiligt sind. Damit ist sie ein Beispiel fiir den folgenden Begriff:

Definition 74 (Endliche Bandbreite). Eine Funktion f : R — C heifit von endlicher
Bandbreite, wenn es ein wqg gibt, so dass

Flf])(w) = 0 fiir alle w mit |w| > wp.

Beispiel 75. Der Rechteckimpuls ist nicht von endlicher Bandbreite, aber die Spaltfunktion
ist es.

Ein weiteres Beispiel liefert die Funktion

Sin(ﬂ' t) 0.4
f@t) = — -

(1 —t2) o
Zeigen Sie mit Hilfe der Umkehrformel,
dass 6 -5 P NZ) 6

Flo) = {—isinw fiir |w| <,
0 sonst.
O

In der Nachrichtentechnik m6chte man wissen, wieviel Information man verliert, wenn man
ein kontinuierliches Signal nur an diskreten Stellen ,abtastet, vgl. [Signale und Systeme,
Abschnitt 11]. Der folgende Satz besagt, dass Funktionen von endlicher Bandbreite ideal
sind: Wenn man ihre Werte an hinreichend eng gewihlten Stellen abtastet, hat man gar
keinen Informationsverslust: Man kann daraus die Funktion eindeutig rekonstruieren.

Satz 76 (Abtastsatz von Kotelnikov/Shannon). Seien fi, fo zwei S-Funktionen von
endlicher Bandbreite wy bzw. wy und wy > max(wi,ws). Gilt dann
T T
k—) = fok —
fulk ) = falk )

0 wo

fiir alle k € Z, so gilt f1(t) = f2(t) fir alle t € R. Genauer ist

[ =h)= > f1(—kw10)si(k7r+two).

k=—o0
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Beweis. Sei f eine S-Funktion von endlicher Bandbreite wy und F'(w) seine Fouriertrans-
formierte. Dann ist

1 [~ 4 1 [« -
fi) = —/ F(w)e™dw = — F(w)e™dw
27 J_ o 21 J_ i
Wir benutzen nun die endliche Bandbreite von f. Wir setzen F'(w) zu einer Funktion F(w)
mit Periode 2wq auf ganz R fort und entwickeln F' in eine Fourierreihe, die wegen der stetigen

Differenzierbarkeit von F' konvergent ist. Fiir |w| < wg gilt dann

Fw)=Fw)= Y cpe 55

k=—o00
mit den Fourierkoeffizienten
1 ©wo ik2m 2t 1 [ _, ik2 k
k= F( ye 2o dw = & — F(w)e™ 250 dw = Zop=-5y,
Qwo 2wg 21 wo wo

Einsetzen in die Integralformel fiir f(¢) liefert

y 1 kit — wo km wmd
= — —_— «o = — _— «o
1) =5 WOkZ wof e = g S / (-2)e ¥
0 w e _km i (km —i(km+tw
_ L Z _ki) | wo g kﬂ::},wo 0 _ Z f( U) et(km+two) _.e i(km+two)
2w wo " t(km + two) —wo km + two 2i
k=—o00 k=—o0
kﬂ')
Z k;7r ™ sin(km + twy) Z fl—— 51(k77 + twp).

k=—o00

Der Satz von Shannon in der Praxis. Zunichst bemerken wir

e Im obigen Satz verwendet man, wie {iberhaupt in der Theorie der Fouriertransforma-
tion, nicht die tibliche Frequenz v, sondern die KrelsfrequenzﬂJ = 2mv. Mit g = 52
ist also das zeitliche Abtastlntervall im obigen Satz

Die Abtastfrequenz muss das Doppelte der maximalen Frequenz sein.

e In der Mathematik sind Funktionen endlicher Bandbreite eher die Ausnahme. In der
Praxis gibt es dagegen keine beliebig grolen Frequenzen, und aus Kapazitétsgriinden
filtert man zum Beispiel Tondokumente wie CDs auf die physiologisch maximal rele-
vanten 20kHz. Ein solches Signal hat dann zwangsldufig beschrankte Bandbreite und
kann aus den Abtastwerten mit der Frequenz 40kHz rekonstruiert werden, wie dies in
den digitalen Wiedergabegeraten geschieht.

3 Ein Punkt, der mit der Geschwindigkeit w auf dem Einheitskreis herumlduft, liuft in der Zeiteinheit

v= Qi—mal herum.
s
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Umkehrung der Laplacetransformation. Wir schliefen diesen Abschnitt mit einer Uber-
legung zum Zusammenhang von Fourier- und Laplacetransformation, die auch einen Beweis
des Satzes [41] von Lerch {iber die Eindeutigkeit der Laplacetransformation liefert.

Sei f : [0,00[— R stiickweise stetig und von exponentieller Ordnung und sei die Laplace-
transformation F'(s) von f fiir Re(s) = a konvergent. Wir setzen f auf ganz R fort, indem
wir f(¢) =0 fiir ¢ < 0 setzen. Dann ist

Flativ)= [ f@e = [ eetpoe i = Fle (o)),
0

— 00

Obwohl e~ f(t) im allgemeinen in 0 unstetig und damit keine S-Funktion ist, kann man
zeigen, dass der Satz iiber die inverse Fouriertransformation gilt. Er liefert

e f(t) = L /OO F(a+iw)e™!dw

2 J_ o
oder ) -
ft) == / Flo+ iw)el@r @)ty (71)
T ) _ o

Rechts wird also die Funktion F'(s)e iiber eine Parallele zur imagindren Achse (mit der
Abszisse «) integriert.

Bemerkungen:

1. Wenn f nicht beliebig oft differenzierbar, sondern wie hiufig bei der Laplacetransfor-
mation nur stiickweise differenzierbar ist, liefert die rechte Seite an den Unstetigkeits-
stellen nicht f(t), sondern dhnlich wie bei den Fourierreihen

fl+) + f(t-)
5 .

2. In der Analysis III fiir Ingenieure lernen Sie, wie man das Integral ausrechnet,
ohne wirklich zu integrieren. Wir zitieren hier das Ergebnis, ohne auf die Bedeutung
der verwendeten Begriffe einzugehen: In vielen Féllen ist F'(s) bis auf isolierte Sin-
gularitdten auf ganz C definiert und analytisch, wobei die Singularitdten im Bereich
Re(s) < « liegen. In diesem Fall kann man den Residuensatz zur Berechnung des In-
tegrals benutzen. Das Integral {iber den Rand Ir UT'r des Bereiches By ist nach
diesem Satz gleich der 2mi-fachen Summe der Residuen von F(s)e®! in Bpg.

Fiir hinreichend grofies R enthilt By in vielen Féllen
alle Singularitdten sg, so dass die Residuensumme
fir R — oo konstant bleibt, wihrend das Integral -
iiber I'g gegen null geht. In diesen Féllen ist also fiir

hinreichend grofies R

F#)= > Res(F(s)e™,sk).

skEBR
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3 Partielle Differentialgleichungen

Die partiellen Differentialgleichungen bilden ein sehr umfang- und anwendungsreiches Kapi-
tel der Mathematik. Eine halbwegs systematische Theorie gibt es eigentlich nur fiir spezielle
Klassen oder Typen von Differentialgleichungen, aber selbst die Systematik jenseits von Ord-
nung, Linearitéit, also etwa eine Klasseneinteilung in sogenannte elliptische, hyperbolische
und parabolische Typen ist schwierig und nur sinnvoll, wenn man zu einzelnen Typen dann
auch substantielle Ergebnisse darstellen kann. Aber selbst bei Beschrinkung auf einen Typ
wiirde damit der Rahmen dieser Vorlesung bei weitem gesprengt.

Aufgrund der theoretischen Komplexitéit ist die unspezifizierte direkte Behandlung partieller
Differentialgleichungen mit mathematischer Software so gut wie unmoglich. Die meisten
PD-Probleme lassen sich nur numerisch behandeln. Die Auswahl der richtigen numerischen
Verfahren und deren Anwendung erfordern Kenntnis und Erfahrung. Gliicklicherweise treten
je nach Anwendungsgebiet spezielle Typen partieller Differentialgleichungen auf, so dass
solche Erfahrung sich bei Mathematikern und Ingenieuren im jeweiligen Bereich ausbilden
und sammeln kann.

Wir beschrinken uns daher darauf, zunéchst an zwei fundamentalen Beispielen, der Warme-
leitungs- oder Diffusionsgleichung auf der einen, der Schwingungs- oder Wellengleichung auf
der anderen Seite einige ebenfalls fundamentale Methoden und Phinomene zu erldutern.

Anschliefend behandeln wir fiir diese Gleichungen den Separationsansatz in zwei oder drei
Raumdimensionen im Falle symmetrischer Probleme ausfiihrlicher.

Eine umfangreiche Behandlung von weiteren Einzelbeispielen finden Sie im Meyberg/Vache-
nauer, eine systematisch sehr viel griindlichere Behandlung im Burg/Haf/Wille, vgl. Litera-
turverzeichnis.

Vieles aus diesem Kapitel finden Sie in #hnlicher Form in der Vorlesung iiber Theoretische
Elektrotechnik wieder [Theoretische Elektrotechnik, Abschnitt 7.1 ].

3.1 Separation und Superposition

e Wir betrachten die Schwingungsgleichung als eine in der ETechnik wie in der Mechanik
gleichermaflen wichtige partielle Differentialgleichung.

e An diesem Beispiel demonstrieren wir ausfiihrlich den Separationsansatz als eine Losungs-
methode.

e Wir diskutieren, wieviele Losungen es gibt, wie man sie alle(?) darstellen kann und
welche zusétzlichen Daten eine Losung eindeutig festlegen.

Beispiel 77 (Schwingende Saite).

Theoretische Elektrotechnik, Abschnitt 7.1, Popov: Mechanik III, Vorlesung 2

Die Ausbreitung elektromagnetischer wie akustischer und anderer Wellen wird durch die
Wellengleichung oder Schwingungsgleichung

1 0%u
v=2or (72)
beschrieben. Dabei ist w(zy,...,z,,t) eine Funktion der (rdumlichen Variablen 1, ...z,

und der Zeitvariablen ¢, und A ist der rdumliche Laplaceoperator
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0%u 0%u

Au=—+...+ —.
“ 836%4— +8x%

Offenbar ist eine homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung, der Prototyp
einer sogenannten hyperbolischen Gleichungﬂ

Dann ist die Gleichung:
0? 1 0%
gu_9u (73)
0x2 2 Ot?
Wir machen den Ansatz, dass u ein Produkt zweier Funktionen ist, die jeweils nur von einer
Variablen abhéngen:

u(z,t) = X (2)T(t).

Warum machen wir diesen Ansatz? Weil man seit Euler und Bernoulli, also seit 200 Jahren
weif}, dass man damit Losungen der Gleichung findet. Allerdings sehen nicht alle Losungen
so aus: Wellen dieser Form haben zu jedem Zeitpunkt bis auf den Faktor 7'(¢) dasselbe
réumliche Profil. Zum Beispiel bleiben die Knoten (=Nullstellen) der Welle stets an derselben
Stelle, und das ist bei manchen Wellen, zum Beispiel auf dem Meer, sicher nicht der Fall.
Vielleicht sind auch die Lésungen, die wir im konkreten Fall suchen, nicht von dieser Form.
Dennoch bringt uns der Ansatz der Losung naher, wie wir weiter unten sehen werden. Der
Ansatz klappt allerdings nicht bei jeder Gleichung, aber wir wollen und miissen ja auch nicht
»jede Gleichung® 16sen.

Setzen wir also den Ansatz in ein und teilen wir durch v = XT', wobei wir annehmen,
dass dieses Produkt keine Nullstellen hat. Wir erhalten wegen % = X"(x)T(t) und der
entsprechenden Gleichung fiir 7'

X" (x) 1 T"(¢t)

X(z) 2 T@)

Die linke Seite hingt nur von z, die rechte nur von ¢ ab, deshalb bezeichnet man den obigen
Ansatz auch als Separationsansatz: Er separiert, d.h. er trennt die Variablen. Andert man =z,
so andert sich Z;Tgt)) natiirlich nicht. Deshalb &ndert sich aber auch ); ((f)) nicht! Und wenn

man t dndert, gilt Entsprechendes. Also sind beide Seiten konstant, etwa

X//(x) _ A _ lT//(t)
X () 2 T(t)’

mit einer beliebigen reellen Konstanten A. Also
X" — XX =0, T" — A\T = 0.
Das sind zwei sehr einfache gewdhnliche Differentialgleichungen. Die Losungen sind
X(z) = aeV 4 be‘ﬁg”, T(t) = aeVet 4 /Be_ﬁc’f,
falls A > 0. Fiir A < 0 setzen wir A = —w? und erhalten als Losung
X (x) = acos(wz) + bsin(wz), T(t) = acos(cwt) + S sin(cwt).

Uberlegen Sie selbst, welche Losungen A = 0 liefert.

4 “Hyperbolisch”, weil z% + ...+ :s% = C%,t2 im R™"t1 mit den Koordinaten z1,...,xy,t ein Hyperboloid
beschreibt.Wir betrachten den einfachsten Fall, eine rdumlich eindimensionale Welle.
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Die cos / sin-Variante liefert im Grunde auch alle Losungen mit A > 0, wenn wir némlich
imagindre Werte w erlauben. Und weil wir hier besonders an dem Fall A < 0 interessiert
sind, beschriinken wir uns auf diese Variante. Es folgt

u(z,t) = (acos(wz) + bsin(wz))(a cos(cwt) + Bsin(cwt)). (74)

mit beliebigen Konstanten a, b, a, 8. Unsere Rechnung ging von der (bisher unbewiesenen)
Voraussetzung aus, dass tatséichlich eine ,, Produkt-Losung® besitzt. Aulerdem hatten
wir X (z)T'(t) # 0 vorausgesetzt, was bei den nun gefundenen trigonometrischen Funktionen
sicher nicht wahr ist. Deshalb miissen wir zeigen, dass w(z,t) wirklich eine Lésung ist.
Machen Sie die einfache Probe!

Wieviele Losungen konnen wir auf diese Weise finden?

Offenbar unendlich viele: Wir haben freie Wahl der Separationskonstante A— — w? und dazu
dann der Konstanten a = a,...,0 = (.. Man sieht sofort, dass Linearkombinationen von
Losungen wieder Losungen sind:

Die Losungen von bilden einen Vektorraum, es gilt — wie fiir alle linearen homoge-
nen Differentialgleichungen — das Superpositionsprinzip. Aber die Losungen fiir verschiedene
Werte von w? sind sémtlich linear unabhingig. Der Losungsraum ist unendlich-dimensional!
Entsprechend kann man nicht nur endlich viele Lésungen linear kombinieren, wie zum Bei-
spiel

n
u(x,t) = Z Ay, COS(Win, ) SIn(Cc Wi, t)
m=1
mit beliebigen a,, und w,,, sondern bei ,guter Konvergenz* liefern auch unendliche Linear-

kombinationen wie
oo

u(x,t) = Z Ay, COS(Win, ) sin(Ccwi, t)
m=1
neue Losungen. Ja, man kann — und muss héufig — sogar kontinuierlich viele Losungen
iiberlagern in der Form

u(z,t) = /000 a(p) cos(wyx) sin(cw,t)dp.

Dabei hat man also nicht mehr eine diskrete Folge von Frequenzen, sondern die Frequenzen
wechseln kontiniuerlich. Integriert wird {iber ,uElUnd natiirlich kann man die erwdhnten
anderen Losungen (A > 0) einbeziehen. Ob das dann alle Losungen der obigen Gleichung
gibt? In vielen Féllen schon. Wir gehen darauf aber nicht néher ein, weil es eigentlich nicht
unser Problem ist.

Dem Ingenieur (oder Physiker) geht es vielmehr in der Regel um Probleme, welche allein
durch eine Differentialgleichung wie die Schwingungsgleichung nicht vollstéindig erfafit wer-
den. Es kommen zusétzliche Gleichungen oder Bedingungen hinzu, und erst durch sie wird
aus der Fiille der mathematischen Losungen der wirklich interessierende Bereich herausge-
griffen.

Randbedingungen. Interpretiert man als die Gleichung fiir eine bei x = 0 und x = L
fixierte schwingende Saite, so hat man eine sogenannte Randbedingung.

w(0,t) = u(L,t) = 0. (75)

5Das erinnert an den Ubergang von den Fourierreihen zur Fouriertransformation, und hiingt damit in-
haltlich zusammen.
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Wir unterstellen, dass die Losung von der Form

o

= "(ax cos(wgx) + by sin(w)) (ak cos(cwit) + B sin(cwit)) (76)
k=0

ist. Einsetzen der ersten Bedingung aus liefert:
0=u(0,t) = Z ak (ag cos(cwyt) + B sin(cwyt))
k=0

Also miissen wegen der linearen Unabhéngigkeit alle ayay, = axfr = 0 sein. Weil a, = B = 0
zur Folge hat, dass der ganze k-Term verschwindet, ist also 0.E. a; = 0 fiir alle k. Einsetzen
von z = L liefert dann

o0

0=u(L,t)= Z by, sin(wy L) (o, cos(cwit) + B sin(cwyt)),
k=1

und ein analoges Argument wie oben liefert, dass wyL/m ganzzahlig sein muss. Insbesondere

scheiden fiir das Randwertproblem also die Separationslosungen mit A > 0 aus, weil der sinh

keine Nullstellen aufler 0 besitzt. Dagegen kommen alle A = — (’%)2 mit ganzzahligem k in

Frage. Damit erhalten wir, wenn wir noch die by in die ap und Gy stecken

ko kT
Z sin( ) (o cos(c—t) + B s1n(c—t)) (77)
L L
Machen Sie sich klar, warum man nur positive k beriicksichtigen muss. Die Werte g = (%’T) °

nennen wir auch die Eigenwerte des Randwertproblems

X" +puX =0, X(0)=X(L)=0.]

Anfangsbedingungen. Physikalisch ist es klar, dass die Schwingung der Saite eindeutig defi-
niert ist, wenn wir noch wissen, wie sie zur Zeit ¢ = 0 aussieht und sich bewegt. Man kann
also vermutlich Anfangsbedingungen in Form von zwei Funktionen wug(x), u;(x) fir 0 <2 < L
vorgeben, die an den Enden verschwinden, und dann eine eindeutige Losung u(z,t) mit

ou(z,0)

u(z,0) = ug(z), 5t

= uy (z)

finden. Wir versuchen, die Koeffizienten ay, [ in entsprechend anzupassen, und da
kommt tatséchlich die Fouriertheorie zum Einsatz. Mit und den Randbedingungen

erhalten wir -
0) = Z g sin(k—
k=1

und, wenn man die Reihe gliedweise differenzieren darﬂ ergibt sich

6 In der Analysis haben Sie gelernt, dass man zwar Potenzreihen gliedweise differenzieren darf, Fou-
rierreihen aber im allgemeinen nicht! In speziellen Fillen darf man das aber doch, zum Beispiel, wenn die
Koeffizienten schnell fallen. Im folgenden werden wir wiederholt Fourierreihen differenzieren, deren Koef-
fizienten wir noch gar nicht kennen. Damit leiten wir also nicht eine Loésung des Problems her, sondern
einen Kandidaten fiir die Losung. Wir miissten also eigentlich immer zum Schluss die Probe machen! Diese
Schwierigkeit iibergehen wir aber meistens.
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—u:v 0) Zﬂka—ﬂsm x).

Wir miissen also ug und u; gewissermaflen in Fourierreihen entwickeln, obwohl sie nur auf
[0, L] definiert und damit sicher nicht periodisch sind. Wie stellen uns aber einfach vor, sie
wéren nur ein Ausschnitt aus einer periodischen Funktion g bzw. @, mit der Periode 2L, die
iiberdies ungerade ist. Weil die Funktionen an den Enden des Intervalls [0, L] verschwinden,
gibt es so eine erweiterte Funktion:

Wenn uy und u; auch noch stetig differenzierbar sind, liefert die Theorie der Fourierreihen

i e . km 2 (L . km
o = Z/7L uo(:z:)sm(fm) dx = Z/o uo(z) Sln(fﬂﬁ) dx

und ebenso
ckm

L
_ng = 2/0 up(x) sin(k%:z:) dx.

Mit diesen Werten ist also
k k
x)(ak cos(%ct) + Bk sin(fﬂct)).

die Losung unsere Rand-Anfangswertproblems. Diese Losung ist also eine Superposition
(=Linearkombination) von Separationslosungen der Gestalt (76). Sie besteht aus einer
Grundschwingung (k=1) und einer Folge von Oberschwingungen. In der Akustik sind das
die Obertonen. Ihre Amplituden /a3 + 37 bestimmen die Klangfarbe des Tones.

Modifikationen der Randbedingungen. Wir bleiben bei der Schwingungsgleichung in
einer Raumdimension. Die im Beispiel geforderten homogenen Randbedingungen

u(0,t) =0 =wu(L,t)

waren durch die Beschréinkung auf sin ’%x—Terme mit ganzzahligem k besonders leicht zu
erfiillen. Aber es kommen natiirlich auch kompliziertere Randbedingungen vor. Dafiir zwei
Beispiele:

e Man kann verlangen, dass
uw(0,t) =a, wu(L,t)=5b

mit (a,b) # (0,0), vergleichen sie etwa [Theoretische Elektrotechnik, A 7.1]. Solche
inhomogenen Randbedingungen kann man ,homogenisieren“: Ist u eine Losung mit
diesen Randbedingungen, so ist

az, 1) = u(z, t) — (b;am—ka)

eine Losung mit 4(0,¢) = 0 = 4(L,t) und umgekehrt, weil der lineare Korrekturterm
beim zweimaligen Ableiten verschwindet.
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e Man kann auch verlangen, dass
w(0,¢) = 0 = uy (L, t).

Das liefert ein Modell fiir akkustische Schwingungen in einem Blasinstrument. In die-
sem Fall folgt wie oben

)= S (B (o (LD i (B Dr)
(78)

Aus den Uberlegungen im vorstgehenden Beispiel wollen wir festhalten:

e Der Losungsraum einer linearen homogenen partiellen Differentialgleichung ist in der
Regel ein unendlich-dimensionaler Vektorraum. Im inhomogenen oder sogar nichtli-
nearen Fall hat man unendlich viele Freiheitsgrade. Das ist nicht so {iberraschend, weil
man statt endlich vieler Anfangswerte hier Anfangsfunktionen vorgeben kann.

e Die Losung wird in der Regel durch eine Kombination von Rand- und Anfangswert-
vorgaben eindeutig bestimmt.

e Der Separationsansatz in Verbindung mit Superposition ist wenigstens im homogenen
linearen Fall einen Versuch wert.

Beispiel 78 (Klavier). Den Anschlag der Saite beim Klavier kann man modelieren durch

die Anfangsbedingungen
u(z,0) =0

und

1 -
() = 5o fiur (a—€e)L <z <(a+e€)L
0 sonst fiir z > 0

mit sehr kleinem e. Das entspricht einem (Einheits-)Impuls an der Anschlagstelle z = aL,
wobei 0 < a < 1. In der Losung

> km km km
u(z,t) = Y sin(—xz)(ay cos(—ct) + B sin(—ct)).
k; i N R

des Randwertproblems wird dann aj = 0 und

9 [fletal 4 km 2 sin(kam)sin(ker)
= — —— si e d S .
P ckm /(EE)L 2¢L sin L z)de cm2e k2
Es folgt
2 X sin(kma)sin(kme) | km . ckw
u(z,t) = p— ; 12 sm(fx) sm(Tt)
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Die Energie der k-ten Oberschwingung relativ zur Grundschwingung ist also

(sin(kﬂa) sin(ke) ) ?

k2 sin(7a) sin(me)

Durch Wahl der Anschlagstelle kann man unerwiinschte Obertone minimieren, z.B. den 7.
und den 13. (Sexte+3/8 Ton bzw. Sexte-1/4 Ton). Wir geben fiir zwei &hnliche Werte von
a die relativen Energiespektren der Oberschwingungen an. Es ist erstaunlich, wie stark sie
differieren.

0.5 0.5

0.4 0.4

0.3 a=0.67 0.3 a=0.73

0.2 0.2

0.1 0.1

123456 78 9101112131415 12345678 910111213 14 15

Beachten Sie die Skala auf der Ordinate. Die Hohe der Grundschwingung (k = 1) ist in
beiden Féllen 1.

Beispiel 79 (Diffusionsgleichung).
Werkstoffe II, Abschnitt 8.3
Wir betrachten die Warmeleitungs- oder Diffusionsgleichung

ou 0%u

Der Separationsansatz liefert hierfiir Losungen

u(z,t) = et cos L2

V2

Nach dem Superpositionsprinzip sind auch die Funktionen
+oo
u(z,t) = C(V)e_”2t cos 2=

—o0 2\
1

bei ,,guter* Konvergenz Lésungen von . Insbesondere erhilt man fiir C' = S (mit

dv,

Mathematica) die Losung

+oo
VT 1
u(z,t) = Ce " cos ——dv =

. VA 2V At

Diese Losung hatten wir bereits im Beispiel [T2]mit Hilfe der Fouriertransformation gefunden.
Sie ist sicherlich selbst nicht separiert, aber eben Superposition von separierten Losungen.

_ a2
e axt,

74



3.2 Ebene-Wellen-Losung nach d’Alembert

e Wir diskutieren fiir die Wellengleichung in beliebiger Raumdimension n einen
ganz anderen Losungsansatz.

Wir machen den Ansatz .
u(@,t) = f(k-Z—ct) (80)

mit einem festen Vektor k € R™. Einsetzen in die Gleichung liefert

2
:Aufia— Zk2 k- —ct)— f'(k-T— ct) ZkQ (k& —ct).

Wir sehen, dass fiir beliebige zweimal differenzierbare Funktionen f eine Losung liefert,
wenn nur »_ k7 = 1, d.h k ein Einheitsvektor ist.

Statt f(k - & — ct) tut es natiirlich auch f(k - Z + ¢t) und damit jede Linearkombination

—

af(k-& —ct) +bf(k- 7+ ct).

Die Interpretation dieses von d’Alembert entdeckten Sachverhalts ist die folgende. Die Funk-
tion f beschreibt das Profil (Amplitude) einer Welle. Weil fiir feste Zeit ¢ die Amplitude

f(k - & — ct) senkrecht zu k konstant ist, hat man (bei n = 3) ebene Wellenfronten, die sich
unverzerrt (=dispersionsfrei) mit der Geschwindigkeit ¢ in Richtung k ausbreiten.

N N~

f(kx-ct)

Beispiel 80 (Telegraphengleichung). Fiir die Signaliibertragung durch Kabel ergibt sich
eine modifizierte Wellengleichung, die sogenannte Telegraphengleichung

2, 0%u  0%u

v v — (a+ ﬂ) — afu = 0. (81)

Dafiir kann man ebenfalls den Ebene-Wellen-Ansatz versuchen, muss aber eine Ddmpfung in
Kauf nehmen, fiir die die Koeflizienten o (=kapazitive Dédmpfung) und 8 (=induktive D&mp-
fung) verantwortlich sind. Eine wichtige Frage ist die Verzerrungsfreiheit der Ubertragung.
Im Idealfall hat man

u(z,t) = e(t)f(x — ct) (82)

fiir beliebige Funktionen f mit einer Ddmpfung e(t), aber es ist gar nicht klar, ob es eine
solche Losung gibt. Wir testen das. Einsetzen in liefert
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3.3 Separation in Zylinder- und Kugelkoordinaten

e Wir behandeln symmetrische DGL-Probleme durch den Einsatz angepasster Koor-
dinatensysteme, wobei die Grundidee nach wie vor der Eulersche Separationsansatz
ist.

e Wir stoflen dann nicht nur auf Sinusgleichungen, sondern auf kompliziertere gewhnliche
Differentialgleichungen, mit denen wir uns anschliefend beschéftigen wollen.

Wir beschrinken uns auf die Wellengleichung, die Methode ist aber gleichermaflen auf die
Wiremeleitungsgleichung anwendbar, vgl. etwa [Energie-, Impuls- und Stofftransport, Ab-
schnitt 2.3 ]. Die Wellengleichung in diesem Zusammenhang wird behandelt in [ Theoretische
FElektrotechnik, Abschnitt 7].

3.3.1 Zylinderkoordinaten

Wir untersuchen die Hohlraumschwingung in einem Kreiszylinder vom Radius 1 und der
Hohe 7. Wir schreiben die Wellengleichung in Zylinderkoordinaten

pa P 100 10 Pu_ 10
0p2  pdp  p2Og? 022 2 Ot?

und machen einen Produktansatz

u(p, ¢,2,t) = R(p)®(9)Z(2)T(t).

Einsetzen in die Differentialgleichung und Division mit u liefert

R'(p) LR(p) 1@"¢) 2"(z) 1T"(t)

R(p) " pR(p)  p* ()  Z(z) A T()’

Die Zeit- und die z-Komponente. Wie im letzten Abschnitt folgt daraus
T"(t) = *const - T(t) =: —w*T(t),
wobei w? positiv oder negativ, d.h. w reell oder rein imaginir sein kann. Weiter ist
7"(2) = —h*Z(z)
mit einer (ebenfalls positiven oder negativen) Konstanten h2. Das liefert die Gleichungen

T (t) + W*T(t) = 0, Z"(2)+h*Z(2) = 0. (85)

Die Winkelkomponente. Weiter sehen wir, dass

R'(p)  1R(p)  19"(¢) 2
R(p) ~ p R(p)  p* ©(9)

fiir eine Konstante p? mit

w2

u? = o hZ. (86)
Es folgt
o R'(p)  R(p) | oo, ®(d)
Rip) PRp) THT e
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Wir finden
" (¢) + \*®(¢) = 0 (87)

e R'(p) | R(p)
2 P P 2 2 2
p +p—~ +pup =1 =0. 88
R U R() =
WEeil ¢ eine Winkelkoordinate in der Ebene ist, muss ® die Periode 27 haben. Die komplexe
Losungsbasis von (87)) ist e**?, so dass also notwendig

ANEZL
ganzzahlig sein muss.

Die radiale Komponente. Wir wenden uns nun der Gleichung fiir R zu. Aus erhalten
wir

PR (p) + pR'(p) + (1°p* = X*) R(p) = 0. (89)

Das ist eine homogene lineare Differentialgleichung, aber keine mit konstanten Koeffizienten.

e Falls 4 =0 =), ist die allgemeine Losung gegeben durch
R(p) =alogp+b

mit beliebigen a,b. Nur fiir a = 0 ist die Losung in 0 beschréinkt, was abhéngig vom
gestellten Problem eine physikalisch sinnvolle Forderung sein kann.

e Falls = 0 # A, ist die allgemeine Losung gegeben durch
R(p) = ap™ + bp*.

e Falls p # 0, setzen wir y(z) = R(). Dann ist

/ _l/f //x:iuf
yiz) =R v =5/

Mit der Substitution z = pu ist die Gleichung also dquivalent zu
2y () + 2y’ (2) + (2° = A)y(z) = 0. (90)

Das ist die sogenannte Besselgleichung, die wir im n#chsten Abschnitt untersuchen
werden. Thre Losungen heiflen aus einsichtigen Griinden auch Zylinderfunktionen. Die
Gleichung hat fiir jedes ganzzahlige A (bis auf Vielfache genau) eine bei 0 beschrdinkte
Losung

In(z) = Jx (pp)

die sogenannte Besselfunktion 1. Art zum Index A.

Zusammenfassung. Nun sammeln wir die einzelnen Bausteine fiir die Losung der Wellen-
gleichung zusammen. Dabei benutzen wir die einfachere komplexe Form und verzichten auf
doppelte Vorzeichen ebenso wie auf die Sonderfélle fiir p = 0:

T(t) =e™t, Z(z) =€, d(p) = (91)
R(p) = Jx(pp). (92)

Das liefert als Losungen

u(p, @, z,t) = Jx (p‘u)ei(Adﬂrthrwt) (93)
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mit den folgenden Bedingungen fiir die Separationskonstanten:

W2
MZZC—Q—hQ und A € Z. (94)

Randbedingungen. Zur Wellengleichung treten z.B. bei TM-Wellen die Randbedingungen

U(1,¢,Z,t) :U(Pv ¢70at) :u(pa(é,ﬂ-’t) = 0. (95)

Die Randbedingung, dass u auf dem Boden (z = 0) und Deckel (z = 7) des Zylinders
verschwinden soll, bedeutet, dass die reelle Z-Losung durch Z(z) = sin(hz) mit ganzzahligem
h € Z gegeben ist.

Die noch verbleibende Randbedingung, dass u auf dem Mantel des Zylinders, also fiir p = 1
verschwinden soll, bedeutet Jy(x) = 0. Nun werden wir sehen, dass J, unendlich viele
positive Nullstellen jy.,, mit n = 1,2,3,... hat. Wir setzen also yt = jy,, und erhalten zu

A, b und g = jy., aus
wi,n,h = 02(j§\;n + h2)

Zusammenfassend erhalten wir dann fiir jede ganzzahlige Wahl von A, h und n eine Losung
w(p,6,2,1) = Ja(pian) sin(h2)e ¢+ xnn

des Randwertproblems. Diese Losungen lassen sich linear kombinieren zu Lésungen der Form

U(p, 9, 2, t) = Z CA,h,nJ)\ (pj)\;n) Sin(hz)ei()\d)er/\m"ht)v
A hon

wobei die Koeffizienten cy p, durch geeignete Anfangsbedingungen festgelegt werden
konnen. Sie sind aber nicht so einfach zu bestimmen, wie bei der schwingenden Saite
(Fourieranalyse), weil das Problem mehrdimensional ist und aufilerdem noch die Bessel-
funktionen Jy auftreten. Wir kommen darauf im Abschnitt zuriick, wo Sie in auch
eine Veranschaulichung der Losungen finden.

Tritt an die Stelle des kompakten Zylinders ein unbeschréanktes Gebiet, wie etwa bei der
Ausbreitung von Radiowellen auf der Erdoberfliche, so hat man Randbedingungen “im
Unendlichen” (Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung), aus dem diskreten w-Spektrum

wird ein kontinuierliches und aus der unendlichen Reihe ein uneigentliches Integral.

3.3.2 Kugelkoordinaten

In Kugelkoordinaten sieht die Wellengleichung so aus:

0%u  20u 1 0%u 1 3(sin9‘g—g) _10%u

A = — _— _— = =5
Y= o + r Or * r2sin? § 02 + r2sin 6 00 c? Ot?

Der Separationsansatz

u(r,0,¢,t) = R(r)0(0)®(4)T(t)

fiihrt dhnlich wie oben zu folgenden gewohnlichen Differentialgleichungen:

T" + wQT =0 (96)
% 4 mz(I) =0 (97)
2
PR +2rR + (P2 — )R =0 (98)
c
m2
@'/+cot9@/—(m_l/2)®:0 (99)

79



mit Konstanten w,r und m. Weil die Losung in ¢ offensichtlich 27-periodisch sein muss,
muss m ganzzahlig sein. Offenbar kénnen wir annehmen, dass m > 0 ist.

Die radiale Komponente, Fall w = 0. Die Gleichung reduziert sich dann auf
r?R" +2rR — 1’R = 0.

Weil die r-Potenz der Faktoren gleich der Ableitungsordnung ist, liegt ein Ansatz R(r) = r¥
nahe. Er liefert Losungen genau dann, wenn v? = k(k + 1). Dabei muss k nicht ganzzahlig
sein.

Beachten Sie: Der Fall w = 0 deckt gleichzeitig die Potentialgleichung
Au =0
ab. Sie hat also Losungen der Form u(r, 0, ¢) = r*©(0)®(¢).

Die radiale Komponente, Fall w # 0. Dann setzen wir x = < und y(z) = zR(r).
Mit diesen Substitutionen wird zur oben schon aufgetretenen Besselgleichung mit
)\2 — 12 =+ %

4

Aus ihren Losungen erhilt man also mit R(r) = y(%r)/,/% r den radialen Anteil im Pro-
duktansatz.

Herleitung von (100 aus (98). Beachte % = £. Differentiation von y(z) = \/zR(r) liefert:

1
?y" +axy + (azz — (1 + )) y=0. (100)

/ _ 1 /
y'(z) = ﬁR(T) +Va R'(r)

.
#/ () = 3 y(@) + VErR (),

Differentiation davon ergibt

c C2.T
2y (@) 43/ (@) = S ¥/ (@) + 5 VE SR () + VAR ()]
—

2y(2) + 2 () = 5 2/ () + 5 VETR () + VAR (S 2)

= \/E(TQR”(T) +2rR'(r)) — % VorR (r) + %xy'(z)
= y(a) = Pyla) + @) == (22 = 02+ ) ) o).
O

Die 6-Komponente. Wir untersuchen nun noch . Hier machen wir die Variablen-
substitution

x = cosb, ©(0) = y(z) = y(cosb).
Dann wird
O'(y) = —y'(cos 0) sin 6
0" () = y"(cos ) sin? 6 — 3/ (cos ) cos 6.

Einsetzen in die Differentialgleichung gibt

m2
(2% — 1)y + 2z + <1 —3 1/2> y=0. (101)

Das ist die sogenannte allgemeine Legendregleichung. Thre Losungen heiflen Legendre- oder
Kugelfunktionen.
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Beachten Sie: Wir haben unter der Annahme, dass eine separierte Losung der Wellenglei-
chung existiert, die {iberdies keine Nullstellen hat (beim Teilen durch R(r)0(0)®(¢)T'(t)), als
notwendige Bedingungen gewisse Differentialgleichungen fiir die Faktoren hergeleitet. Es ist
nicht klar und auch nicht richtig, dass jede Losung dieses Systems von Differentialgleichun-
gen tatséchlich zu einer Losung der Wellengleichung fithrt. Zum Beispiel war es klar, dass
m ganzzahlig sein muss. Damit die Losungen der Legendregleichung zu Funktionen fiithren,
die auf der ganzen Kugel, insbesondere auf der z-Achse, also fiir # = 0 und § = 7 zweimal
differenzierbar sind, muss auch v eine zusétzliche Bedingung erfiillen: Es muss gelten

v? = k(k + 1) mit ganzzahligem k > m.

Die Herleitung dieser Bedingung ist allerdings so schwierig, dass wir darauf verzichten.

Dem Fall m = 0 (keine Abhéngigkeit von ¢) kommt eine besondere Bedeutung zu. Dann
wird (101]) zur Legendregleichung im engeren Sinne

(2 = 1)y" + 22y — k(k + 1)y = 0.

Die Losungen dieser Gleichung werden wir noch genauer studieren. Mit ihrer Hilfe lassen
sich auch die Losungen der allgemeinen Gleichung bequem angeben. (Vgl. Abschnitt
[42] iiber die Legendregleichung und insbesondere den Anhang [5.12] iiber die zugeordneten
Legendrefunktionen.)
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4 Spezielle Funktionen

4.1 Die Besselsche Differentialgleichung
e Wir finden fiir die Besselgleichung eine modifizierte Potenzreihenlosung und diskutie-
ren deren Eigenschaften.

e Die gefundenen Besselfunktionen modellieren zum Beispiel die radiale Komponenete
von Wellen um eine Stabantenne.

e Interessant ist das Verhalten dieser Wellen in groflerer Entfernung von der Quelle, ihr
asymptotisches Verhalten.

Vergleichen Sie zu diesem Abschnitt [Theoretische Elektrotechnik, Abschnitte 7.3 und 7.4 ].

Im vorangehenden Abschnitt haben wir gesehen, dass die Separation der Wellengleichung
(aber auch der Diffusionsgleichung und vieler dhnlicher linearer partieller Differentialglei-
chungen 2. Ordnung) bei Verwendung von Zylinder- oder Kugelkoordinaten fiir den radialen
Anteil auf die sogenannte Besselsche Differentialgleichung

22y + 2y + (2% = Ny =0 (102)

fiihrt. Um noch einmal den Zusammenhang deutlich zu machen: Ist y eine Losung dieser
Differentialgleichung, eine sogenannte Zylinderfunktion, so ist

w? _
u(p, ¢, 2,t) =y (pm> ei(Apthztwt)

eine (komplexe) Losung der Wellengleichung
1 0%u
0=Ru=5%
62+18+182+82 1 0%u
=l —=+"—+=—=+t=|v——S—=.
0p2  pOp p20¢% 022 c2 Ot2
Die Bedeutung der Besselschen Differentialgleichung fiir die E-Technik sollte damit deutlich

sein (zylindrische Hohlleiter, Skineffekt, Radiowellen etc.). Viel allgemeiner spielt sie offenbar
eine zentrale Rolle bei allen mehrdimensionalen Schwingungsvorgéingen.

Die Gleichung ist linear und homogen, aber die Koeffizienten sind nicht konstant, sondern
Polynome in z. Wenn man die Gleichung so normiert, dass der Koeffizient von y” zu 1
wird, sind sie rationale Funktionen in z. Fiir die allgemeine Lésung auf dem Intervall z > 0
brauchen wir nach der Theorie zwei linear unabhéngige Losungen.

Wir werden im folgenden

e eine Losungsmethode fiir diese Differentialgleichung vorstellen,
e das Verhalten der Losungen (=Besselfunktionen) beschreiben,

e Uberlagerungen von Besselfunktionen studieren, die fiir die Losung von Anfangswert-
aufgaben bei Schwingungsproblemen wichtig sind.

Alle diese Untersuchungen sind an der Besselgleichung exemplarisch fiir eine groflere Klasse
von Differentialgleichungen vorzufithren. Eine allgemeine Systematik wird im Modul Analy-
sis III fiir Ingenieure behandelt (Eigenwerttheorie fiir Sturm-Liouville-Probleme).
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4.1.1 Konstruktion einer Lésung

Es scheint nicht ganz abwegig, eine Losung y von
22y 4y + (22 =Ny =0

versuchsweise als Polynom anzusetzen Wenn das vom Grad n ist, so sind 22y” und 2y’ auch

vom Grad n. Allerdings ist (z2 — A?)y dann vom Grad n + 2, so dass dieser Ansatz nicht
klappen wird. Stattdessen kann man versuchen y als Potenzreihe anzusetzen, dann ist man
das Grad-Problem los. Der Versuch zeigt, dass die Rechnungen einfacher werden durch den

Ansatz
(o]
z) =z Z brx®,
k=0

weil das A? in der Differentialgleichung kompensiert werden muss.

Wir wollen diesen Ansatz in die Differentialgleichung einsetzen und berechnen dazu zunéchst

die Ableitungen:
oo oo
Y (z) = a1 Z bra® + 2 Z kb=t
k=0 k=0

Beachten Sie: Bei der Differentiation der Potenzreihe fillt der konstante Term weg. Wir
konnen aber die Summe trotzdem bei 0 beginnen lassen, weil der Faktor £ = 0 denselben
Effekt hat. Ebenso findet man

o0 (o) o0
y'(x) = AA =122 2 bt 202 kbt 42y k(R - 1)2h 2
k=0 k=0 -
Bevor wir dies in in die Differentialgleichung einsetzen, betrachten wir noch den dann ent-
stehenden Term
o0 o0
z) =z Z bzt t? = 2 Z bp—_oz.
k=0 k=2

Wir mochten auch diese Summe von 0 beginnen lassen, und definieren daher die bisher noch
nicht vorkommenden Koeffizienten durch

b_g = b_1 =

Nun setzen wir ein:

0 =22 (A()\ =122 bt 222 Y kbt 2ty k(- 1)bkxk2>
k=0 k=0

k=0
+ ()\m)‘l Z bea® + 2 Z kbpz~ ) + 222 Z bpz® — N2zt Z bpz®
k=0 k=0 k=0
Z — 1)by, + 20k + k(k — 1)by, + Abg + by, + by—o — X*by ) a*

Z 2\kby + Kby, + bj—2) =*

Nach dem Identititssatz fiir Potenzreihen miissen nun alle Koeffizienten = 0 sein:

k(k + 2>\)bk + bp_o = 0. (103)
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Aus b_; = 0 folgt, wenn 2 keine negative ganze Zahl ist,

b_1 bl

—mzo,bgz—izo,...

b1 = 3(3+2))

Beachten Sie, dass wir aber auch im Fall, wo 2\ eine negative ganze Zahl ist, einfach alle
bam+1 = 0 setzen konnen, und die Rekursionsformel (103]) ist dann fiir ungerade k erfiillt.
Das werden wir im folgenden so machen.

Fiir die geraden Indizes von b sieht die Sache anders aus, weil
0(0+2X)bp +b_2=0

keine Bedingung an by stellt. Also kénnen wir by beliebig wihlen und die bs,, rekursiv

berechnen:
bom—2

am(A+m)’
Diesmal wollen wir voraussetzen, dass A keine negative ganze Zahl ist, so dass der Nenner
niemals 0 wird. Wir finden

b2m —

b2m72 1 b2m74

bam = “am+m)  am+m)4m— DA +m—1)

N b
=(-1) Al + m)(n _|_Om_ 1)...(A+1)

Damit erhalten wir

B 00 (71)m T\ 2m
y(x) fb()xAmZ:Om!()\_;_l),,,()\—f—m) (5)

folgt leicht mit dem Quotientenkriterium, dass die Potenzreihe fiir alle x € R konvergiert.
Deshalb hat unser Ansatz tatséchlich zum Ziel gefithrt: Wir haben eine Losung unserer
Differentialgleichung gefunden.

Es ist {iblich, fiir by einen ganz bestimmten, dem A angepafiten Wert zu wihlen: Wenn
A =k € N ist, bietet sich

an. Dann wird \ oo (—1)
. _1ym TN 2m
v = (5) 2 e (2)

und diese Losung nennt man die Besselfunktion 1. Art Jy zum Index \. Thre Reihe ist nicht
viel komplizierter als zum Beispiel die Cosinusreihe.

Bei den Zylinderkoordinaten war A mit der Variablen ¢ gekoppelt und ganzzahlig. Bei den

Kugelkoordinaten kommen aber auch nicht ganzzahlige Werte A = /v2 + i vor. Dann ist

Al nicht mehr definiert. Wie soll man by in diesem Fall wihlen?
Man benutzt dann eine Extrapolation der Fa-

kultatsfunktion auf die ganze reelle Achse aus- U .
genommen die negativen ganzen Zahlen, die ,

sogenannte Gammafunktion T fiir die gilt:
I'(n+1)=n! firneN, ﬂ
MNz+1)=2l'(z) fir —z¢N. Ny
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Vergleichen Sie den Anhang[5.7]

Wie im ganzzahligen Fall setzt man damit nun

S —
22N+ 1)
Wegen
F'A+m+1)=A+mITA+m)=...=A+m)... A+ 1A+ 1)
erhdlt man Besselfunktionen:
Ia(x) = (g)k mz=o N 1();8 Y (g)m. (104)

Dabei ist A € R, aber zunéchst keine negative ganze Zahl.

Fiir ganzzahliges negatives A\ = —k kann man die Terme, bei denen I'(A 4+ m + 1) im Nenner
einen Pol hat, also die Terme mit m < k — 1, einfach als Null interpretieren. Dann liefert
die vorstehende Formel

-k 2 —_1)m T\ 2m
() = (’) n;cf(m+l)(l“(1—)k+m+l) (5)

\ —k & _1\n+k N 2m+2
:<§) kZF(n—l—Eﬂ—E)l)F(n—&-l) (5) -

=(0* G)k D Ty k(:))nr(n 1) @)M
(

8

[\

und das ist natiirlich auch eine Losung Jy von (102).

4.1.2 Die allgemeine L6sung

Da die Besselgleichung (102]) von zweiter Ordnung ist, braucht man fiir die allgemeine Losung
ein Fundamentalsystem mit zwe: linear unabhéngige Losungen. Wir beschreiben nun, wie
man eine zweite, von Jy linear unabhéngige Losung finden kann.

Dazu untersuchen wir zunéichst das Verhalten der Besselfunktionen fiir = N\, 0. Aus der

Reihenentwicklung
T\ 1
5@=(3) (romr )
sieht man
0 fir A >0
lim Jy(z) =<1 fir A=0 (105)

0
+oo fiir A < 0, nicht ganzzahlig.

Ist A\ nicht ganzzahlig, so sind Jy und J_, zwei Losungen derselben Gleichung , die
wegen ganz offensichtlich linear unabhingig sind. Damit wéire das Problem erledigt,
wenn man nicht gerade an ganzzahligem A\ besonders interessiert wére. In diesem Fall sind
aber Jy und J_, = (—=1)*J, linear abhiingig, und man muss sich etwas anderes einfallen
lassen.
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Sind a,b € R mit b # 0, so sind fiir A\ ¢ Z auch Jy und
aJy +bJ_y

linear unabhéngig. Zum Beispiel kann man folgende skurrile Koeffizientenwahl treffen:

1

a:=cot(Am), b= “sin(Am)”

(106)

Dann ist
cos(Am)Jy — J_x

JA und N)\ = sin()\ﬂ')

ein Fundamentalsystem von (102)).

Die N heilen die Neumannfunktionen oder Besselfunktionen 2. Art. Sie werden auch mit
dem Symbol
Ya(x) = Na(x)

bezeichnet.
Der Grund fiir die merkwiirdige Wahl der Koeffizienten in (106]) ist nun, dass fiir ganzzahliges

k der Grenzwert
Ni(x) := Ahrr}C Ny(z)

existiert und Jy, N auch dann noch ein Fundamentalsystem bilderﬂ

Zum Nachdenken. Die Potenzreihe fiir die Besselfunktionen Ji mit & € N, k£ > 1 beginnt
mit %(%)k +.... Also ist

Ji(0) = J4(0) = 0.
Andrerseits ist Ji aber eine Losung der Besselgleichung, d.h. einer homogenen linearen

Differentialgleichung 2. Ordnung, und die konstante Funktion y = 0 ist eine weitere Losung
mit diesen Anfangswerten. Legen nicht y(0) und y'(0) die Losung eindeutig fest?

7 Im Anhang Abschnitt demonstrieren wir anhand einer einfacheren Differentiagleichung, wie man
durch geschickte Wahl eines A-abhingigen Fundamentalsystems auch im Grenzfall die lineare Unabhéngigkeit
bewahren kann.
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4.1.3 Der asymptotische Verlauf der Zylinderfunktionen
Wir wollen nun den Funktionsverlauf der Losungen von (102)) fiir grofles  untersuchen. Die
Besselgleichung kann man dann schreiben als

1 A2
" - A —0.
vy oy -5y

Fiir groe « sieht das aber anndhernd aus wie
Y +y=0, (107)

und man kann vermuten, dass die Losungen der Besselgleichung fiir grofles x daher aussehen
wie Asin(z — x¢), denn das sind ja die Losungen der letzteren Gleichung. Das haben wir
nicht bewiesen, nur vermutet, und es stellt sich heraus, dass diese Vermutung falsch ist.

Trotzdem hat sie einen richtigen Kern. Es gibt einen Satz {iber Differentialgleichung, den
sogenannten Sturmschen Vergleichssatz, nach dem sich die Losungen von

y// + w2y =0
mit fast-konstantem w &hnlich verhalten wie die Losungen der Differentialgleichung mit
konstantem w, also wie Asinw(x — zo).

Um diesen Satz (auf dessen genaue Formulierung wir verzichten) anwenden zu kénnen,
miissen wir allerdings die Besselgleichung zuniichst so umschreiben, dass kein y’-Term auf-
tritt.

Dazu nehmen wir an, dass y eine Losung der Besselgleichung zum Index A ist. Wir nehmen
eine Funktion m > 0, {iber die wir gleich noch verfiigen werden, und schreiben

y(x) = m(z)v(z).

Wir setzen das in ein und erhalten nach kurzer Rechnung
?mv” + (22°m/ + am)v’ + (2*m” + am’ + (z* — A*)m) v = 0. (108)

Wir wihlen nun m so, dass der Faktor von v’ verschwindet, also so, dass

22%m’ 4+ zm = 0.
Das ist eine Differentialgleichung fiir m, die man auch schreiben kann als % = *i' Nun
ist % = (Inm) und —5- = —(In Vz)'. Also ist m(z) = \/g eine Losung, bis auf eine
multiplikative Konstante auch die einzige.

Einsetzen in (108)) und Teilen durch x?m/(z) liefert

2 _
yq-1—§—iﬁ v =0. (109)
$2

Wir halten fest: Ist v eine Losung von ((109)), so ist y(x) = ”\(/? eine Losung der Besselglei-
chung (102)) und umgekehrt.

Das vorstehende Verfahren kann man auf jede homogene lineare Differentialgleichung
2. Ordnung anwenden. Man erhélt eine Gleichung (109)) von der Form

v" + B(z)v = 0.

Die Funktion B ist eine charakteristische Invariante fiir den Typ der Differentialglei-
chung. Erhélt man fiir verschiedene Differentialgleichungen dasselbe B, so lassen sich
ihre Losungen durch einen festen multiplikativen Faktor ineinander umrechnen.
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Die Gleichung ((109)) ist also dquivalent zur Besselgleichung, und sie sieht der Sinusgleichung
(1107) wirklich sehr dhnlich. Der Sturmsche Vergleichssatz besagt, dass sich die Losungen

" ) A2—1/4\ _ 1 s T
von ([109) fiir groBes x, wenn also (1 — =—; ~ 1 ist, so verhalten, wie die Lésungen von

(107)). Also

v(x) ~ Asin(x — x0).

Fiir die Losungen y(z) = %u(m) der Besselgleichung ergibt sich:

Die Zylinderfunktionen verhalten sich asymptotisch wie eine Sinusfunktion
mit Phase und einer wie %c geddmpften Amplitude. Sie haben unendlich

viele Nullstellen, deren Abstand gegen 7 geht.

Man kann das noch prézisieren, wenn man die Zylinderfunktion prézisiert. Fiir die Bessel-
funktionen ergibt sich

Ix(z) ~ 1/%5111(37 - ZA+ 5,
Ni(z) ~ /2 cos(z — ZA+ ).

Die unendlich vielen positiven Nullstellen der Besselfunktion J) numeriert man der Grofle
nach als jx., mit n € N\ {0}.

Beispiel 81. Radiowellen auf der Erdoberfliche um eine Antenne sind Superpositionen von
Wellen der Form w
Jo(—=p) x Terme in ¢, z und ¢
c

wobei p den Abstand von der Antenne bezeichnet.

e Die Tatsache, dass bei grolem = der Nullstellenabstand & 7 ist, garantiert, dass Radio-
sender mit entfernungsunabhingiger Frequenz senden kénnen. (Die Besselfunktionen
machen Autoradios moglich!).

e Weiter ist die Energie einer Welle proportional zum Quadrat ihrer Amplitude.
Wihrend also die Linge des Kreises um die Antenne linear mit p wichst, nimmt
die Energie mit (\/iﬁ)2 ab. Die abgestrahlte Energie ist auf jedem Kreis (oder Zylinder)
um die Antenne dieselbe — wie der Energieerhaltungssatz erwarten 1a8t.

Wenn Sie sich diese zwei physikalischen Tatsachen vor Augen fiihren, brauchen Sie das
asymptotische Verhalten der Zylinderfunktionen nicht mehr auswendig zu lernen, es ist klar.
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Das Mathematica-Programm hat die Besselfunktionen ,,vorratig“ und liefert

2
1.5 2
X
1
0.5
e N e
~05 Jo J; J
1

Wegen der Singularitéit (Unbeschrinktheit) in 0 sind die Neumannschen Funktionen in den
Anwendungen weit seltener als die Besselschen. Thre Graphen sehen so aus:

=
)
©)
A
w
5%
a
Z
o)
=
—
T
O
w
—
=)

FRIEDRICH WILHELM BESSEL g
1784  Astronomund Mathematiker 1846 O

1984
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4.1.4 Entwicklung nach Besselfunktionen: Fourier-Bessel-Reihen

e Die Anpassung der mittels Separation gefundenen Losungen an gegebene Rand- und
Anfangswerte erfordert die Bestimmung der Koeffizienten fiir eine entsprechende Su-
perposition.

e Bei kartesischen Koordinaten muss man dazu Fourierkoeffizienten bestimmen.

e In Zylinder- oder Kugelkoordinaten ergibt sich entsprechend das Problem der Ent-
wicklung nach Besselfunktionen.

Vergleichen Sie hierzu [Theoretische Elektrotechnik, Abschnitt 7.4 .

’U/(p’ d)v Z, t) =Ji (p m) ei(k¢+hz+wt)
C

mit ganzzahligem k sind Losungen der Wellengleichung in Zylinderkoordinaten, sie beschrei-
ben zum Beispiel Schwingungen in einem Hohlzylinder. Wir betrachten der Einfachheit nur
solche, die in z-Richtung konstant sind, fiir die also A = 0 ist. Dann hat man also einfach die
Wellengleichung in ebenen Polarkoordinaten. Die Losungen beschreiben gleichermafien auch
die Schwingungen einer Membran, und wir betrachten aus Griinden der Anschaulichkeit
im weiteren dieses Modell. Wenn wir annehmen, dass die Membran in einen ebenen Kreis
vom Radius R fest eingespannt ist (bei elektromagnetischen Schwingungen wiirde man ent-
sprechend den Rand als geerdet voraussetzen), so erhélt man insbesondere Losungen der
Form

Die Funktionen

u’(p7 ¢a t) - Jk (jk‘R’np) ei(k¢+wk;nt).

Dabei ist ji;n die n-te Nullstellen von Jj und

w _ Cjk:;n

kin R .
Diese Schwingungen bezeichnet man auch als die Grundschwingungen oder Moden der Mem-
bran. Die beiden folgende Abbildungen beschreiben ein und dieselbe Grundschwingung mit

(ksn) = (3;4).

. S
= 7 AN
17 R
M (Y s A N
f|||{{{??\‘§\i{{{\\‘ N l/,'"l;»
WRNEF 7Y
A\ \\wsiy/ﬁ;///;

In der rechten Abbildung, einer Aufsicht auf den “geclippten” Graphen, werden die Kno-
tenlinien deutlich.
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Nicht jede Membranschwingung ist allerdings von diesem Typ, auch Linearkombinationen
(Uberlagerungen) sind moglich. Welche Schwingung wirklich vorliegt, héingt von den An-
fangsbedingungen ab, und wir gehen jetzt der Frage nach, wie man aus den Anfangsbe-
dingungen die richtigen Koeffizienten fiir die Linearkombination bestimmt. Vergleichen Sie
dazu das Beispiel [77}

Wir betrachten also Losungen der ebenen Schwingungsgleichung, die auf dem Rand des
Kreises vom Radius R verschwinden, ndmlich Losungen der Form

u(p, s t) = Z Z Ik (%LP) eik(ﬁ(ak;newk;"t + bk;ne_iwk;"t)~

k=—o0n=1

Beachten Sie, dass J, = +J_j ist, aber die Summation iiber —oco < k < oo erfasst sowohl
Terme mit e~ **? wie mit et?*¢.

Dann ist die Anfangskonfiguration

u(p, ¢,0) Z Z T (jk 3 ) €™ (akin + bin)

k=—o00 n=0

=iCkin

und die Anfangsgeschwindigkeit

ut(p, ¢,0) Z Z Jk (Jk - > ke iWiin (Qhsn — bk;n)

k=—o0n=0 M
=:Ck;n

Wir erkléren, wie man die ¢y, berechnet. Die Berechnung der ¢, geht dann genauso, und
aus beiden zusammen berechnen sich

1 1 Ch:n
Ak:n = 7(Ck;n + - )7 bk;n = 7(Ck;n - .
2 Wh:n, 2 Wh:n,

Sei also eine Funktion ug(p, ¢) auf der Kreisscheibe vorgegeben. Wir suchen Koeffizienten

Clyn Mit
Z ch ndk (Jkn ) et = UO(P, ¢)

k=—o0n=0

Fiir festes p ist ug(p, ¢) eine 2m-periodische Funktion, und 148t sich als Fourierreihe darstellen

1 [t

uo(p, @) = D fre™ mit fi = fi(p) = 5 / uo(p, 9+ do.

2 J_,

Damit ist unser Problem reduziert auf die Berechnung der Darstellung

)= cuni (]’;” p) ; (110)
n=0

also (nach einer einfachen Variablensubstitution) auf das Problem, eine vorgegebene Funk-
tion f(z) = fr(Rz) auf [0, 1] fiir gegebenes k darzustellen in der Form

x) = chJk(jk;nx). (111)
n=0

Das ist tatséchlich fiir jede einigermaflen ,,anstéindige* (zum Beispiel stetig differenzierbare)
Funktion f der Fall. Man hat auch hier so etwas wie eine Fourierentwicklung, genannt
Fourier-Bessel-Entwicklung nach den Ji(jg.nx).
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Wie bestimmt man die Koeflizienten c¢,,? Das geht &hnlich wie bei den Fourierreihen, weil
man so wie dort sogenannte Orthogonalititsrelationen hat: Es gilt

1
/ Ik (Grem @) Tk (Gemz)zdz = 0, falls m # n. (112)
0

Im Unterschied zu den Fourierreihen integriert man hier von 0 bis 1, und zwar das mit z
gewichtete Produkt der beiden Funktionen. Und im Unterschied zu den Fourierreihen ist
das Integral der Quadrate komplizierter, ndmlich

1
. 1 . 1 .
/ Jg(ﬂk;nx)xdx = ijl/c(.?k;n)Q = §JI?+1(Jk;n)- (113)
0

Multipliziert man die Gleichung (111) mit Jy(jg.me)z und integriert iiber [0, 1], so fallen
wegen ([112]) rechts alle Terme bis auf den m-ten weg, und man erhélt mit (113])

2 ! ,
Cp = Jk2+1(]kn)/0 f(@) g (Jrme)xde. (114)

Fiir die Koeffizienten in (110 findet man

2 /R jk:'n
Chin = =575 fr(p) T (===p)pdp. 115
5 W G Jy MR )

Eine Herleitung der Orthogonalitétsrelationen und weiterer Eigenschaften der Besselfunk-
tionen finden Sie im Anhang.
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Beispiel 82.

Theoretische Elektrotechnik Abschnitt 7./

Wir entwickeln die konstante Funktion f(z) = 1 auf [0,1] nach den Jy(jo,nz). Nach
sind die Koeffizienten gegeben durch

Cp —

2 /1 ,
—_— Jo(jo:nx)rdr.
TGom) Jo P2l0n®)

Wir substituieren ¢ = jo.,« und erhalten

s | " ooy
S — o(t)tdt.
" jg,n J12 (.70;”) 0

Mit Hilfe der im Anhang bewiesenen Identitéit (¢J1(t))’ = tJo(¢t) kann man das explizit
berechnen

2 /jO;n 9 . 9
Cn = 337 L) dt = 55— S (" = —F.
"’ ng’ﬂjf(-]o’") 0 ( 1( ) ) Jg,nJIQ(jO,n) 1( ) |O ]O;HJI(]O;n>
Es folgt
— 2Jo(jo;n)
1= —, O0<z<l
; JomJ1(Josn)

Hier geben wir eine Skizze der 10. Partialsumme der rechten Seite mit dem erstellenden
Mathematica-Programm. In der 1. Zeile wird ein Programmpaket zur Berechnung der Null-
stellen von Besselfunktionen eingelesen. Dann wird eine Liste (=z) der ersten 10 Nullstellen
von Jy berechnet. Die algebraischen Operationen der néichsten Zeile werden an Listen einfach
elementweise durchgefiihrt und dann summiert (Apply[Plus...).

<< NumericalMath‘BesselZeros*

z=BesselJZeros[0,10]; A
f[r J:=Apply[Plus,2 BesselJ[0,r z]/(z BesselJ[1,z])]
Plot[f[r],{r,0,1},PlotRange — >{0,2}] 0.5

Beispiel 83. In diesem Beispiel betrachten wir kein Randwertproblem, sondern versuchen
eine ebene Welle auf dem R? in y-Richtung, nimliche die Welle

u(a,y, 1) = cos(y + ct)

als Uberlagerung von Bessellésungen der Wellengleichung darzustellen. Wir vereinfachen die
Situation etwas, indem wir ¢ = 1 setzen und die komplexe Welle betrachten: Wir suchen
also eine Darstellung

o0
ei(y+t) _ ei(psin d+t) _ Z cka(p)eikd)eit.

k=—o0

Zu bestimmen sind die ¢;. Den Faktor e kann man kiirzen. Dann ergibt sich das Problem,
fiir festes p die 2m-periodische Funktion e*” "% in eine komplexe Fourierreihe zu entwickeln.

93



Die Formel fiir die Fourierkoeffizienten hilft nicht weiter, und wir benutzen unsere Kenntnis
der Exponentialreihe. Wir setzen €!® = 2. Dann ist 2z = [¢?|! = 1, also z = % und

. 1 _ 1 1

ising =—-(2—2)=-(z— —

6=5(—2) =50~

Damit erhalten wir weiter

eipSin¢ - egzeigé = io: (§>mzm io: wzfn

O B
m!n!

3 (S pmr) o

|
<
—~
S
~—~
B8
o
<

(117)

(Auf der rechten Seite von (116) darf die Summe iiber n eigentlich erst bei min(—k, 0) beginnen,

weil m = n + k positiv sein muss. Aber wir interpretieren m = 0, falls n + k < 0. Genauso
hatten wir die Jj fiir negatives k definiert.)
Uberraschenderweise ist also
cr, = 1 fiir alle k,
und wir erhalten -
W) = ¢ N J(p)e’? (118)

k=—oc0

oder

cos(y+t) = Re (e“ Z Ji(p) sin(k¢)> = Z Ji(p)(cos(ke) cost —sin(ke) sint). (119)

k=—o00 k=—o00

Man nennt die Funktion eg(z’i), deren Potenzreihe die Besselfunktionen als Koeflizienten
hat, auch die erzeugende Funktion fiir die ganzzahligen Besselfunktionen und die ganzzahli-
gen Besselfunktionen Besselkoeffizienten. Die nachstehenden Bilder geben den Graphen ei-
nerPartialsumme der rechten Seite (mit ¢ = 0) wieder, einmal in Draufsicht mit ,,Clipping*,
wie im Abschnitt [3.3.1] und einmal in einer schriigen Ansicht.

Aus der Formel ([118)) lassen sich sehr einfach wichtige Beziehungen zwischen den ganzzah-
ligen Besselfunktionen gewinnen. Das machen wir nun vor.
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Wir differenzieren

k=—o0
nach p und erhalten
i J(p)zk = 1(ac - l)eg(””_%) = 1gz: i Ji(p)z — L i Jr(p)z®
k 2 x 2 2
k=—o00 k=—o00 k=—o00
1 = 1 = 1

(120)

= > §Jk(0)$k+1— > §Jk(ﬂ)$k71= > §(Jk—1(P)—Jk+1)$k~

k=—oc0 k=—oc0 k=—oc0

Durch Koeffizientenvergleich folgt

]2,],; = Joot — Jpp1. \

Differentiation nach x liefert mit einer #hnlichen Rechnung

%Jk(p) = Jet1(p) + Ji—1(p)-

Aus beiden Gleichungen zusammen ergibt sich nach kurzer Rechnung

d

dfp(p’“Jk(p)) = " Te1(p)-

(121)

(122)

(123)

Zahlreiche weitere Identitédten fiir die Bessel- und Zylinderfunktionen finden Sie in den im

Literaturverzeichnis angegebenen Biichern.
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4.2 Die Legendresche Differentialgleichung

e Die f-Komponente von Wellen in Kugelkoordinaten wird durch die Legendregleichung
bestimmt, die wir nun l6sen.

e Die interessante Losungsschar ist durch Polynome gegeben, deren Verlauf wir unter-
suchen.

Die Separation der Potentialgleichung
Au=0
in Kugelkoordinaten liefert Losungen der Form
u(r, 0, ¢) = rFy(cos h)eF™?,

wenn y eine Losung der allgemeinen oder zugeordneten (assoziierten) Legendreschen Diffe-

rentialgleichung
2

(22 — 1)y + 2zy/ + (1”13:2 ~k(k+ 1)) y=0 (124)
ist. Vergleichen Sie dazu den Abschnitt und rechnen Sie das nach. Man kann zeigen,
dass die Separationskonstanten m und k natiirliche Zahlen mit m < k sein miissen, wenn die
Losungen im Raum wohldefiniert und singularitidtenfrei sein sollen. Ganz &hnlich bekommt
man Losungen der Wellengleichung oder der Warmeleitungsgleichung in Kugelkoor-
dinaten, vgl. Abschnitt

Fiir m = 0 erhilt man Losungen, die unabhéngig von ¢, also rotationssymmetrisch um die
z-Achse sind. Das ist physikalisch betrachtet ein sehr spezieller Fall, der aber mathema-
tisch von besonderer Wichtigkeit ist. Aus den Losungen der sehr viel einfacheren m = 0-
Legendregleichung, der Legendregleichung im engeren Sinne

‘ (? = 1)y" 4+ 22y —k(k+1)y=0 ‘ (125)

erhdlt man ndmlich auch die Losungen der Gleichung (124]), die sogenannten zugeordneten
Legendrefunktionen durch eine sehr einfache Formel. Wir erklaren das im Abschnitt im
Anhang und beschriinken uns jetzt auf die Losung der Gleichung (125]).

Im Gegensatz zur Besselgleichung liefert hier ein reiner Potenzreihenansatz Losungen, die
bei geeigneten Anfangswerten sogar Polynome sind. Wir benutzen im folgenden aber eine
andere Methode, die vielleicht weniger motiviert ist, dafiir aber den Rechenaufwand stark
reduziert. Wir werden ndmlich rekursiv aus Losungen der k-ten Legendregleichung solche
der k + 1-ten machen.

Wir schreiben (125]) in der Form

((2® =1y = k(k + 1)y. (126)
Beispiel 84 (Der Fall k£ = 0). Die konstante Funktion
y(z) = Py(z) :=1 (127)

ist offenbar eine Losung fiir £ = 0, weil dann ' = 0 ist. Die homogene lineare Gleichung
hat aber noch eine davon unabhéngige Losung. Mit der Kettenregel zeigt man leicht, dass

A n /32 = L auf dem Intervall | — 1, +1[. Daher ist auch
1+z
y(z) = Qo(z) =1n T (128)
—x
eine offenbar von Py linear unabhingige Losung auf dem Intervall | — 1, +1]. O
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4.2.1 Konstruktion von Lésungen fiir £ > 0 durch Rekursion.

Es gelte
((z* = V)yp)" = k(k + Dys. (129)
Definiere
2 -1,
Y1 2= Yk + TYp- (130)
Dann folgt
1
Yir1 = mk(k + Dyx +yx + 2yy, = (k + Dyg + 2y, (131)
und damit

((2* = Dyhyr) = (k+ D2zyr + (k + 1) (2 — Dy + (2% — Dyg + 2((2® — Dyp.)’

= (k+2)(z® = Vyj, + (k + 1) (k + 2)zys,
z?—1

=(k+1)(k+2) <k+1y; + a:yk>

= (k+ 1k +2)yrs1-

Also 16st yy+1 die “néchste” Legendregleichung. Ausgehend von einer Losung fiir k = 0, etwa
einer der oben gefundenen, erhélt man so rekursiv Losungen fiir jedes k. Wir iiberlegen, dass
die Rekursion nicht zu trivialen Losungen fithrt. Wir zeigen sogar:

Lineare Unabhiingigkeit bleibt unter der Rekursion erhalten. Ist y; eine Losung

und yx+1 = 0, so ist also
2

z¢—-1,
k+myk-

027
k+17

Durch Differenzieren folgt mit (129)
0 = kyr +yr + 2y, = 2y, + (k + 1y

Subtrahiert man das kL_H—fache dieser Gleichung von der vorangehenden, so folgt y;, = 0
und damit aus der letzten Gleichung y, = 0. Weil Linearkombinationen von Lésungen
bei der Rekursion erhalten bleiben, bleiben darum linear unabhéngige Losungen der k-ten
Legendregleichung unter der Rekursion auch linear unabhéngig.

Eine andere Formulierung fiir die Rekursion. Elimination der Ableitungen aus ((131))

mittels (130) liefert

k42
2 -1

k+1
(Y2 — 2Yrt1) = (B + Dyp + 2 (Yr+1 — TYx)

2 -1

und daraus
(k4 2)yrs+2 = (2k + 3)zyrr1 — (K + Dyg

oder

’ (k+ Dyg+1 = 2k + Dayr — kyr—1. ‘ (132)
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4.2.2 Die Legendrepolynome oder Legendrefunktionen 1. Art

Diese sind definiert durch die sogenannte Formel von Rodrigues

Py(z) = %Dk(;c2 — 1)k, (133)

wobei DF = % gesetzt ist. Py = 1 haben wir oben schon kennengelernt. P ist ein Polynom
vom Grad k£ und je nach der Paritdt von k gerade oder ungerade. Wir zeigen jetzt, dass
die Py die Rekursion erfiillen, also Losungen der Legendregleichungen liefern. Dafiir
miissen wir zeigen, dass

1 2—1 1 1
DRFL(2 _ )k+L DL (42 _ 1)k D*(22 — 1)*
Fg il @ Fri ol @ oD ey DR =)
oder 1
§Dk+1(m2 — DM = (22 = 1)DF T (2® — D)F + (k + 1)zDF(2? — 1)~ (134)

Nun ist einerseits
Dk+1($2 _ 1)k+1 _ Dk+1((x2 _ 1)(1‘2 _ 1)k)
= (2 = 1)DF M (2® — )% + (k + 1)22D* (2 — 1)*

+ (k ; 1) 2Dk (22 — 1)k

und andrerseits
Dk+1(.1‘2 _ 1)k+1 — Dk(2$(k‘ + 1)(3:2 _ l)k)
=2(k + 1)aD"(2? — 1)* + 2k(k + 1)D* 1 (2® — 1)".
Subtrahiert man die Hélfte dieser Gleichung von der vorangehenden, so erhélt man ((134)).

Damit erfiillen die Legendrepolynome die Rekursion, also ist das Polynom Py eine Losung
der k-ten Legendregleichung. Diese Losungen bekommt man also, wenn man die Rekursion
mit yo = Py = 1 startet.

Beispiel 85. Mit den Rekursionsformeln berechnet man

Py(z) =1, Py(x) =z,
Py(z) = $(32% — 1), P3(z) = (523 — 3x),
Py(z) = £(35a* — 302% +3), Ps(x) = (632" — 702° + 15z).

Mit dem binomischen Satz erhilt man eine explizite Formel fiir die Legendrepolynome:
(5]

1 (R (2k = 2)! 4,
P = g ()=
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4.2.3 Funktionsverlauf der Legendrefunktionen

Aus der Rodriguesformel ([133)) sieht man, dass Py fiir gerades k gerade und fiir ungerades
k ungerade ist.

Pi(—z) = (—1)*Py(2).

Insbesondere ist

Aus (130) folgt

also

Weiter gilt (vgl. Anhang [5.10))

Py, hat im Intervall | — 1, 41[ genau k verschiedene Nullstellen.
Die Nullstellen von Py und Py trennen sich gegenseitig.

Mathematica-Plots der Funktionsverldufe von P, und Q) sehen so aus:

Plot[{LegendreP[0,x],LegendreP[1,x], LegendreP[2,x],LegendreP[3,x],
LegendreP[4,x] },{x,-1,1}]

k=0
k=2

k=3 05

k=1

Das Bild suggeriert
|Pk (JJ)| <1,

und das kann man wirklich fiir alle & beweisen, vgl. Anhang [5.13]

Zum Schlufl versuchen wir noch die Veranschaulichung der entsprechenden Losungen der
Wellengleichung. Dazu geben wir das (geeignet skalierte) Profil von P; und Pg als Graph
iiber der Sphére im Querschnitt wieder. Beachten Sie, dass die Legendrepolynome Pj, zum
Fall m = 0, also zu von der ¢-Koordinate unabhéngigen Losungen gehoren:
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Wellen, die auch in der ¢-Richtung modelliert sind, haben in den Polen Knoten, vgl. Anhang
Die Darstellung von Pﬁ(g) sieht denn auch so aus:
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4.2.4 Entwicklung nach Legendrepolynome

Fiir die Entwicklung nach Legendrefunktionen sind die Orthogonalititsrelationen wichtig.
Es gilt

+1

1 0 sonst.

_2 . _
P’f(x)Pl(l‘)dx — {2k+1 fir k =1,

Einen Beweis geben wir im Anhang. Durch Substitution & = cos# erhélt man eine Version,
die zur Verwendung mit Kugelkoordinaten handlicher ist:

& 2 g _
/ Py (cos ) Py(cos 0) sin 0df = {2k+1 ur k=1,
0

0 sonst.

Beispiel 86. Wir haben zu Beginn des Abschnitts iiber die Legendregleichung gesehen,
dass die Funktionen r* P, (cos #) beziiglich der z-Achse rotatiossymmetrische Losungen der
Potentialgleichung Awu = 0 sind. Dann sind aber auch Linearkombinationen der Form

u(r,8) = Z ay Py (cos 0)r*
k=0

Losungen dieser Gleichung.

Will man Randbedingungen u(R, ) = ur(0) auf der Kugel vom Radius R vorgeben, so muss
man also eine Entwicklung

o0
ur(f) = ZakRkPk(cos 0)
k=0
finden. Fiir ,ansténdige“ (zum Beispiel stetig differenzierbare) Funktionen ug : [0, 7] — R
ist das moglich, und die Koeffizienten lassen sich aufgrund der Orthogonalititsrelationen

einfach bestimmen:
2%k 41

ap = W/o uR(0)Py(cos ) sin 6d6.

4.2.5 Die allgemeine Lésung, Legendrefunktionen 2. Art

Beginnt man die Rekursion (130)) mit Qp(z) = 1n / ﬂ'—i (vgl. Beispiel , so erhilt man die
mit Q bezeichneten Legendrefunktionen 2. Art. Weil Py und Qg linear unabhéngig sind,
bleiben Py, Qj fiir alle k£ linear unabhéngig und bilden daher ein Fundamentalsystem fiir die

k-te Legendregleichung auf | — 1, +1[.
Zur Darstellung der @QQ;, merken wir an, dass

1+

Qr(z) = Py(z) In e

+ (), (135)

k+1

mit einem Polynom ¢ (x) vom Grad < k und g;(—2z) = (—1)""gx(z). Insbesondere ist

Qr(~2) = (=) Qu(2).
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Die Darstellung (135)) stimmt sicher fiir Q9. Wenn aber @y bereits von dieser Form ist, so
folgt

2

Qi1(z) = ] Qk( ) + 2Q(z)
7x71 1+x :E*]. 7) 1 Jr31:271,()
= G ey A e R el
1
+ 2Py () Iny/ 1i_i + zqi(x)

I\ o (Bule) + (0 = D 0) + (o).

= Pry(x

=:qr+1(x)

Dabei ist gxy1 ein Polynom vom Grad hochstens k und gerade bzw. ungerade, wenn g
ungerade bzw. gerade ist. Es gilt

ilfml Qr(z) = 400 = (—1)FH1 zlin_ll Qr().

Wegen ihrer Unbeschréanktheit spielen die Funktionen 2. Art in vielen Anwendungen keine
Rolle.

k=2 1 k=3

0.5

Plot[{LegendreQ[0,x],LegendreQ[1,x], LegendreQ[2,x],LegendreQ[3,x]},
{x,-1,1}]

4.2.6 Die erzeugende Funktion der Legendrepolynome

Mit der Darstellung des Laplaceoperators in Kugelkoordinaten ergibt sich unmittelbar, dass
das Coulombpotential einer Ladung @ im Ursprung die Potentialgleichung erfiillt:

A

4dmer

Natiirlich gilt das dann auch fiir Ladungen in jedem anderen Punkt. Wir betrachten eine
Ladung im ,,Nordpol“ der Einheitskugel, also im Punkt (0,0, 1). Wir beschreiben nun das
Potential im Inneren der Kugel in den iiblichen Kugelkoordinaten. Aus

rsin 6 cos ¢ 0
rsinfsing | — | 0 :\/r2sin26+(rc05971)2:\/172rc089+r2

rcos 1

(oder aus dem Cosinussatz) erhalten wir

Q 1

0
u(r6,¢) = dme \/1 — 2rcosf + 12
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Das sollte sich schreiben lassen als (vermutlich unendliche) Linearkombination von Poten-
tialen r* Py, (cos 6):

Q 1 Q <« K
— = — ¢, Py (cos0)r
4dme /1 — 2rcosf +r2  4me I;) #Pil )

oder, mit x := cos ¥,

V1-— 2ra:+r2 ZCkPk

Wir betrachten bei festem x = cos 6 die linke Seite als Funktion von r. Mit Hilfe der bino-
mischen Reihe [(1 +7r)* =} (})r* fiir [r| < 1] kann man zeigen, dass man diese Funktion
fiir |r| < 1 in eine Potenzreihe entwickeln kann:

agr 136
m;ok (136)

Wir wollen die ay, berechnen und sehen, in welcher Beziehung sie zu den Py (z) stehen. Dazu
differenzieren wir die letzte Gleichung und erhalten

r—T
k . 137
1—2rx+r2\/m =2 haur"” (137)

Es folgt
(x—r Zakr 1727'sc+r Zkakr

Mit a_4 := 0 schreibt sich das als
Zakx—ak 1) Z k+ Daks1 — 2xkay, + (k — L)ag—1)r k
k=0 =0

Koeflizientenvergleich liefert
(k4 Dag+1 = 2k + Dzag — kag—1.

Das ist gerade die Rekursionsformel ((132)), und weil man durch Einsetzen von r = 0 in ((136))
und (137) die Anfangswerte ag =1 = Py und a; = « = Py (x) erhilt, folgt ar = Py (x). Man
bekommt

—_— Pi( . 138
\/1—2rm+r2 Zk (138)

Die Funktion links nennt man auch die erzeugende Funktion der Legendrepolynome und die
Entwicklung

Py (cosO)r 139
\/1—2r0089+r2 Z a (139)

die Multipolentwicklung.
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5 Anhang

Die Themen des Anhangs ergénzen den Vorlesungsstoff. Sie konnen allenfalls im Winterse-
mester in der Vorlesungs selbst behandelt werden.

5.1 Die Matrix-Exponential-Losung

Vergleichen Sie hierzu Regelung in der Luft- und Raumfahrt, Abschnitt 4.1.2 oder Regelungs-
technik II, Abschnitt 3.2.

Wir beschreiben eine sehr elegante Methode, um homogene lineare Differentialgleichungssy-
steme mit konstanten Koeffizienten zu l6sen, also Systeme der Form

Y =oanyr  +eyz: +... +ainYn
Yy =any1  +azny: +... +awmin

y;, = Gn1Y1 +a'm2y2 +... +annyn

oder kurz

¥ = Ag.
Fiir n = 1 ist das einfach

y' = ay,
und das hat die Losungen

y = e',

wobei b eine beliebige Konstante, ndmlich y(0) ist.

Im allgemeinen Fall kann man #(t) = e*4b versuchen, aber was soll das bedeuten? Nun,
(n,n)-Matrizen kann man miteinander multiplizieren und addieren, also kann man

K

S
|

— k!

wenigstens fiir endliches K bilden. Man erhilt wieder eine (n, n)-Matrix mit von = abhédngigen
Koeffizienten. Und man kann beweisen, dass diese Koeffizienten fiir K — oo fiir jedes x kon-
vergieren. Den Grenzwert nennt man e*4. Weiter kann man die entstehende Reihe einfach
gliedweise differenzieren und erhélt — wie bein =1 —

d
d—e“’A = Ae®*  (Produkt von zwei Matrizen).
x

Zuriick zu unserem Ansatz fiir die Differentialgleichung. Weil i eine vektorwertige Funktion
werden soll, mufl natiirlich b ein Vektor b = v € R™ sein. Und tatséchlich ist dann

J(x) = "7
eine Losung des Differentialgleichungssystems mit der Anfangsbedingung #(0) = v.

Die kann man also einfach so hinschreiben! Nur ist sie nicht so einfach auszurechen, weil man
alle die Matrixpotenzen bilden und addieren und schliefilich den Grenzwert der unendlichen
Reihe bilden muf8. Wenn allerdings Av' = A# ist, folgt

A Az =

e = e,

und man ist wieder bei der Eigenwertmethode angekommen.
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Weiter erhalten wir mit
oo

Myl
AE _ J AT
e = E 7l E) =e™E
=0
fiir beliebiges A € C
O pd
ewAU: eAwE+w(A—/\E),[—}»: 6/\1E6w(A_>\E)17: e)x;v § ﬂ'(A _ )\E)JU

° J:
Jj=0

Ist nun @ ein Hauptvektor, also etwa (A — AE)¥% = 0, so ergibt sich eine endliche Summe

J .
g =y %(A ~ AE)I7. (140)
j=0 7"

Dies liefert den Zusammenhang mit dem Satz [T9]

Warnung. Man kénnte meinen, wenn B(z) allgemeiner eine matrixwertige Funktion und B’(z) =

A(z) ist, dann sei F(z) = eB(®)F eine Losung von
7 = Az)y.

Das ist falsch, weil im allgemeinen %EB(Z) # B'(2)eB(®), Der Grund liegt in der Nicht-
Kommutativitdt der Matrizenmultiplikation. Es gilt

%32(1) = B'(z)B(z) + B(z)B’'(z) # 2B'(z)B(x).
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5.2 Ein Grenzwertproblem

Die Differentialgleichung
y' =2y + (1= Ay =0

hat die charakteristische Gleichung
p—=2p+(1—=X)=0

mit den Nullstellen
H12 = 1+

Sie hat daher fiir A\ # 0 eine Losungsbasis

— e(1+)\)x; — e(l—)\)x.

y1(2) Y2 ()

Fiir A — 0 riicken die beiden Nullstellen zusammen gegen eine doppelte Nullstelle 111 2 = 1,
und die Losungen werden im Grenzfall linear abhéingig. Wir wollen nun ein (natiirlich von
A abhéngiges) Fundamentalsystem angeben, das fiir A — 0 stetig in ein Fundamentalsystem
iibergeht. Wir betrachten fiir A > 0 das Fundamentalsystem

y1($) — 6(1+)\)I,
1 1
_ (1+XN)z - (1-Nz
va(z) = oxe A
L, —e ™ sinh)x
- )

Geht X gegen 0, so geht die Losung y () offensichtlich gegen e”. Nach der Regel von de

I’Hospital ist aber

. sinh \x . xcosh\z
lim = lim —— =z,
A—0 A A—0 1

und daher geht die zweite Losung gegen xe”.

0.4
0.2

Die nebenstehende Abbildung zeigt die Graphen

von ze® und ya(z) fir A = 0.5. N i
02
0.4

107



5.3 Partialbruchzerlegung

Wir wiederholen die Technik der Partialbruchzerlegung, weil sie fiir die inversen Integral-
transformationen wichtig ist.

Wir betrachten eine komplexe rationale Funktion f(z) = £ 8 mit

Gradp < Grad g
und nehmen an, dass wir die Nullstellen von ¢ kennen:
q(s) =(s—s1)" ...(s—sp)""

mit paarweise verschiedenen Nullstellen s1, ..., s, und mit den positiven Nullstellenordnun-
gen nl,...,nk.lﬂ

Der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung sieht dann so aus:

k
T ZZ (141)
(s — sg)™* — (s—sj

(8_81) j=1 ]

Zu einer n-fachen Nullstelle s; gehdren also n Summanden
A, A,
(s —s5) (s —s5)

Zur Bestimmung der Koeffizienten A;; kann man die Gleichung mit dem Hauptnenner
(s—s1)™ ...(s—sk)™ multiplizieren und dann Koeffizientenvergleich machen. Eine effekti-
vere Methode ist die “Zuhaltenmethode”: Man hélt der Reihe nach einen der Nennerfaktoren
(s — s;)™ auf der linken Seite zu und setzt s; in den verbleibenden Bruch ein. Der Wert
ist der hochste Koeffizient A;,;. Sind die Nullstellen alle einfach, so ist man damit bereits
fertig.

Beispiel 88. Wir betrachten

2 4s+4 S4s+d A B ¢
f(s)’(3—3)(32+1)*(3—3)(s—i)(s+i)*s—3+s—z’+s+i'

Nach der Zuhaltemethode ergibt sich:

A_32+3+4_§

32415

B_ Pitd 340 (349)(2-6i) __3+gz

C(i—3)(i+d) 2460 (24 60)(2—6d) 105
—i)2—i+4 3—i 32

oo COP-itd | 3-i 32,

(—i—3)(—i—i) 2—-6i 10 5

Die Partialbruchzerlegung ist also

S+s+d 3 +—13—0+§i+—1%—%i
s—3)(s2+1 s—3 5—1 s+1i
( )

O

8Den Koeffizienten der héchsten Nennerpotenz kénnen wir ,in den Zihler schieben“ und ohne Ein-
schrinkung annehmen, dass ¢(s) mit dem Term s™ beginnt.
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Hat der Nenner aber auch Nullstellen hoherer Ordnung, so bleiben noch weitere Aj; zu
bestimmen. Wieder kann man mit dem Hauptnenner durchmultiplizieren und Koeffizien-
tenvergleich machen, wobei es hilfreich ist, die hochsten Koeffizienten schon bestimmt zu
haben. Oft ist es aber einfacher, vor oder nach der Multiplikation mit dem Hauptnenner
spezielle Werte fiir s einzusetzen.

Beispiel 89.

5s2 —4s+7  bs?—4s+7 A N B N C
$3+82—-55+3 (s—1)2(s+3) s—1 (s—1)2 s+3

Die Zuhaltemethode liefert

5-4+7
o

451247
-2

B= 2, C 4.

Durch Multiplikation mit dem Hauptnenner finden wir
552 —4s+ 7= A(s — 1)(s+3) +2(s +3) +4(s + 1)2,

und s = 0 liefert
7=-3A+6+4.

Also ist A =1. O
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5.4 Laplacetransformation versus Variation der Konstanten

Wir wollen die ,, klassische Losunsmethode® fiir eine gewohnliche lineare Differentialgleichung
vergleichen mit der Losung mittels Laplacetransformation.

Beispiel 90. Wir betrachten das folgende Anfangswertproblem:

y" 44y’ + 13y = 2t + 3e > cos 3t,
y(0) =0, y'(0) = —1.

Klassische Losung.

1. L6sen der homogenen Gleichung. Die charakteristische Gleichung
M +4N+13=0

hat die Losungen

Mo2=—-2+V4-13=-2%3.

Das liefert eine Losungsbasis:

y1(t) = e cos3t, ys(t) = e *'sin3t.
2. Variation der Konstanten. Aus

—ot cos 3t sin 3t AN 0
€\ —2cos3t —3sin3t —2sin3t+3cos3t) \cy/) ~ \2t+ 3e2 cos 3t

folgt

¢ = —tan 3t d,

((2 cos 3t + 3sin 3t) tan 3t — 2sin 3¢ + 3 cos 3t) ¢, = 2te + 3 cos 3t

und
2 cos 3t + 3sin 3t) sin 3t — 2sin 3t cos 3t + 3 cos® 3t) ¢, = 2t cos 3te* + 3 cos? 3t.
2

Daraus erhélt man
;2 2t 2 / 2, . 2t _
Cy = gt cos 3te”" + cos” 3t, ¢} = - §t sin 3te“" — sin 3t cos 3t.

Durch etwas miihsame Integration findet man

1
cL = 2028 (7966% cos 3t + 312e2't cos 3t + 169 cos 6t — 40e?! sin 3t — 208¢2't sin 3t + al)
1
© = 555 (1014¢ + 40€" cos 3t + 208te" cos 3t — 96¢* sin 3¢ + 312te*" sin 3¢ + 169 sin 6t + as)

Dabei haben wir Integrationskonstanten ai, as eingebaut.

Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung ist
y(t) = c1(t)e 2 cos 3t + ca(t)e ™ sin 3t.

mit den gerade berechneten ¢;(t).
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3. Erfiillung der Anfangsbedingungen. Es soll gelten

1
0= y(O) = 01(0) = m(73+a1) — a1 = —-73
1
-1 =19'(0) = ¢} (0) — 2¢1(0) + 3c2(0) = 3c2(0) = %(40 +az) = ax=-716

Einsetzen ergibt schlieflich die gesuchte Losung

y(t) =555 (=96 + 3120) cos® 3t + 169e %" cos 6t cos 3t — T3¢~ %' cos 3t

+ (=96 4 312t) sin? 3t + 169¢ 2" sin 6t sin 3t — 716e =2 sin 3t + 1014te > sin 3t)
1
2028

2 8 e 2t

=t — —
13 169 * 2028

(=96 + 312t) + 96e 2 cos 3t — T16e ! sin 3t + 1014te 2 sin 3t)

(96 cos 3t — 716 sin 3t + 1014¢ sin 3t).

Loésung mit Laplacetransformation. Wir schreiben Y (s) := L[y](s). Nun wenden wir
die Laplacetransformation auf die Differentialgleichung an, wobei wir die oben bewiesenen
Sétze und die Anfangsbedingungen benutzen:

s2Y — 4/ (0) — sy(0) + 4(sY — y(0)) + 13Y = 2L[t] + 3L[e~** cos 3t]
1 s+2
Y +144sY +13Y =25 +3————
7Y +1+4sy + S2+ 542249
s+2
(s+2)2+9

1
Y(s®+4s+13) = —1+25+3
Auflésen nach Y liefert
Y(s) =

Nun miissen wir ,,Riicktransformieren®. Zunéchst ist
-1 -1 3 B
s24+4s5+13 3 (s+2)24+9

L ! 43 o t2
s2+4s+13 " s2(s2 +4s+ 13) (s2 +4s+13)%°

1
E[—ge*% sin 3t]

Auch der dritte Term bietet (mit einem kleinen Trick) keine Schwierigkeit:

s+ 2 B 3(s+2) 3d 1
(s24+4s+13)2 " ((s4+2)2+92  2dz (s+2)24+9

_ 34 Lo il oo
——2d2£[36 s1n3t}—£[2e sin 3t].

Miihsamer ist der mittlere Term. Den miissen wir erst in Partialbriiche zerlegen. Die Rech-
nung unterdriicken wir, so wie oben die Intergration der ¢;. Man findet

1 8 1 2 1 1 8546
22145+ 13) 1695 1352 169 (512249
81,21 8  s+2 8 10
T169s 1352 160 (512249 169 (s 12249
= E[—% + % t+ %6_% cos 3t — % ? e~ 2" sin 3t]
Insgesamt erhalten wir
y(t) = — %e_% sin 3t + %e_% sin 3t — % + % t+ %e‘zt cos 3t — % ? e ?tsin 3t
L S e 06 cos 3t — T16sin 3t + 1014 sin3t)
13 169 = 2028
wie oben. O

111



Das vorstehende Beispiel zeigt, dass die Laplacemethode einfacher ist als die Variation der
Konstanten. Mit Mathematica geht es aber noch viel einfacher:

Beispiel 91. In[1] ::DS2olve[{2 y” [t]+4y’[t]+13:2:0, y[0]==0,y’[0]=="-1},y[t],t]
e~ 2t(312e2% 41014 sin(3t)t—96e2* 496 cos(3t)—716 sin(3
Out[1]={ { y(t) — > 2 HHOONE IR +90con(3) TI030
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5.5 Die Laplacetransformierte der Besselfunktionen

Wir zeigen, wie man die Injektivitit der Laplacetransformation (Satzvon Lerch) benutzen
kann, um Laplacetransformierte zu berechnen.

Beispiel 92. Wenn wir Y = L[y] schreiben, ergibt das Anfangswertproblem
y'+y=0y(0)=0,4(0)=1
nach Laplacetransformation
Y —s-0-1+Y =0

oder
1
1482
Andererseits kennen wir natiirlich die Losung y des obigen Anfangswertproblems: Sie ist
y(t) = sint. Daher ist nach dem Satz von Lerch:

Y =

1
1482

Llsint] =
O

Dies Beispiel zeigt eine Methode zum Berechnen der Laplacetransformation, die allerdings
fiir die Sinusfunktion nichts neues liefert. In néchsten Beispiel wenden wir dieselbe Methode
auf eine etwas kompliziertere Differentialgleichung an:

Beispiel 93 (Besselfunktionen). Die Besselgleichung 0. Ordnung
2y 4ty + (2 = 0)y =0

hat genau eine Lésung y mit
y(0) =1, y'(0) =0,

némlich die Besselfunktion Jy. Sowohl Jy wie seine Ableitung J'(0) sind von exponentieller
Ordnung. Wir betrachten die gleichwertige Gleichung

ty' +y)+y =0. (142)
Laplacetransformation liefert
0= - Ly +y) + Lly)
ds
d
= — LY~ sy(0) 4 (0) £ Y) + 5 —y(0)
=-Y'(1+ %) — sY.
Die Differentialgleichung Y’ = —-°5Y hat die Lésungen Y'(s) = ﬁ mit einer Konstan-

ten ¢, wie man sofort durch Differenzieren bestéitigt. Also gilt
c

V14 s2

fiir eine geeignete Konstante c. Diese berechnet sich, weil Jj) von exponentieller Ordnung ist,
nach dem zweiten Teil von Satz [35] wie folgt:

L[Jo] =

0= wlg]g() L[J5)(z) = mlirrgo(xﬁ[Jo](m) — Jo(0)) = wlirg)lo <\/1xj7x2 - 1> =c—1
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Also ist ¢ =1 und

1
VI4s?

L[Jo] =

Mit Hilfe der Rekursionsformel
2J;, = Jr—1 — Jps1
findet man auch die Laplacetransformierten der htheren Besselfunktionen. Wir erhalten
25L[Jy] = 2J1(0) = LJg—1] = L[Jp+1],

also
L[Jk41] = L[Tk—-1] — 28L[Jx] + 2J5(0). (143)

Wegen J_; = —J; ergibt sich daraus

2
2L[J1) = —2sL[Jo] +2Jp(0) =2 — 2
[ 1] S [ 0] 0( ) m
oder
V1+s2—s
L[] = —F—=—.
V14 s?
Fiir kK > 1 ist der Anfangswert in (143) null und durch Induktion erhilt man
V1482 —s)kt V1452 —s)k
ClTeet] = L1k ] — 25L08] = ¢ PN A oL i)
V1+ 82 1+ s2
(VT2 =) 1 =25V T+ 52 +257)  (V1+ 82— )" H/1+ 52— s)?
V1+ g2 V14 s?
(V14 82— )kt
V14 s? .
Daher gilt fiir alle k € N
VIt — o)

L[Jy] =

Vits?

114



5.6 Die Parsevalsche Gleichung fiir die Fouriertransformation

Vergleichen Sie hierzu auch Abschnitt 4.9 Energie- und Leistungsdichtespektren in Signale
und Systeme.

Nach der Parsevalschen Gleichung fiir Fourierreihen ist die Energie einer T-periodischen
Schwingung f gegeben durch

oo

2 (T a?
f/O F()%dt = 2 +> (af +b}),
k=1

also im wesentlichen durch die Quadratsumme der Fourierkoeffizienten. Eine entsprechende
Identitéit gilt fiir aperiodische Schwingungen, wobei an die Stelle der unendlichen Reihe
wieder ein Integral und an die Stelle der Fourierkoeffizienten die Fouriertransformierte tritt.

Wir geben eine etwas allgemeinere Version dieses Sachverhalts: Seien f,g : R — C zwei
S-Funktionen mit Fouriertransformierten F(w),G(w), und sei g die komplex-konjugierte
Funktion zu g(t). Aus der Definiton der Fouriertransformation sicht man leicht, dass die
Fouriertransformierte zu g dann gegeben ist durch Flg](—w) = G(w). Damit gilt nach dem
Faltungssatz

= /_00 f®)gt)e “tdt = % _00 F(1)G(T — w)dr.

Fiir w = 0 erhélt man (wenn man nachtriglich die Integrationsvariable 7 wieder durch w
ersetzt)

Satz 94 (Parsevalsche Gleichung). Fiir S-Funktionen f,g: R — C mit Fouriertrans-
formierten F(w) und G(w) gilt

/_OO FOFt)dt = % _Oo F(w)G(w)dw

| wrora =g [ rePa.

und speziell mit f = g:

115



5.7 Die I'-Funktion

Fiir x > 0 definieren wir -
I'(z) ::/ et dt.
0

Weil die Exponentialfunktion schnell fallt, existiert das uneigentliche Integral von 1 bis oco.
Weil fol t*dt fiir a > —1 existiert, existiert auch fol e~ 't 1dt. Also ist I'(x) wirklich fiir alle
x > 0 definiert.

Zum Beispiel ist I'(1) = fooo e tdt =1.
Durch partielle Integration erhélt man

b b
/ et dt = — eH7|) + x/ e~ Lt
a

a

Fiir a \, 0 und b — oo verschwindet der erste Term rechts und es folgt
D(z+1) =2l (x).
Das ist ein verbliiffendes Ergebnis:
Fn+1)=nT'(n)=nn—-1T(n-1)=...=nIT(1) =nl

Die Gammafunktion extrapoliert also die fiir natiirliche Zahlen definierte Fakultit n!. Fiir
negative, nicht-ganze Zahlen setzt man I' so fort, dass die Funktionalgleichung

I(z+1) =al(x)
erhalten bleibt, also etwa I'(—1) = (—=3) 'I'(—1 + 1).
Mit Plot [Gamma[x],{x,-3,4},PlotRange->{-6,6}] liefert Mathematica:

U .
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5.8 Orthogonalitit der Besselfunktionen

Ist y eine Losung der Besselgleichung zum Index A, ist x4 € R und setzt man z(z) := y(uz),
so folgt aus der Besselgleichung

2?2 (z) + 22/ (2) + (pPa® — N\ z(z) =0

oder, fiir x > 0
)\2
2" + 2+ (P — =)z =0.
x

Das kann man auch so schreiben:

N/ 2 7)‘72 _
(x2") + (B x)zfo.

Das ist die sogenannte selbst-adjungierte Form der Besselgleichung, iiber die Sie in der
Analysis III fir Ingenieure Genaueres erfahren kénnen.

Bildet man
21 = y(pr),  2(z) = y(ve)

mit positiven Zahlen p # v, so hat man also

(z21)" + (u® S S
1 /’Lm I)Zl_ 9
I\ 2 _)‘2 —
(x29) + (V7 . Jzg = 0.

Multipliziert man die erste Gleichung mit zo, die zweite mit z; und subtrahiert, so findet
man
zo(22)) — 21(x2h) + (i — v z1202 = 0

oder
z1(xzh) — z9(x2])

212X =
,u2 _ V2

Durch Integration ergibt sich mit der Produktregel
1 / / 1 / /
z1(x)zh(x)x — zo9(x) 2] (x)x v v) — v
/ (@) 2 () dr = 1(7)25( )2 22( )@z vy(w)y'( ; 1y (wy(v)
0 pr—v 0 p?—v

Das bei der Rechnung auftretende Integral [ z{(x)z5(x)z dz hebt sich heraus. Sind nun g
und v zwei verschiedene Nullstellen von y, so folgt

/ y(px)y(ve)r dr = 0.
0

Insbesondere ergibt sich fiir m # n

1
/ Jk(jk;mx)t]k(jk;nl‘)x dx = 0.
0

Ist nur v eine Nullstelle, so folgt

' vy(wy' () _ y(w) = ZE% y' ()
/0 y(px)y(ve)x de = e =v v it
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Fiir p — v geht der mittlere Term gegen y'(v) und man erhilt

/0 (i) der = (y’(;)) .

Fiir die Besselfunktionen folgt aus (121)) und (122)), dass

Jllc(]kﬁn)z _ Jk+1(jk;n)2 _ kal(jk;n)z

2 2 2

also

1 ) 2
J n
/ Jk(jk;nx)zz dr = %
0
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5.9 Komplexe Zylinder- und verwandte Funktionen

Die Reihendarstellung fiir J), ist fiir ganzzahliges A > 0 eine Potenzreihe. Diese konvergiert
dann auch fiir komplexes Argument z anstelle von x. Daher kann man die (ganzzahligen)
Besselfunktionen und Neumannfunktionen auch mit komplexem Argument betrachten, so
wie man etwa auch den Sinus mit komplexem Argument betrachten kann:

sin z = -
2
Und so wie diese Sinusfunktion sich etwa fiir betraglich grofles z = iy vollig anders verhélt
als fiir grofles x € R, weil ja

e Y — eV

— i sinh
5 i sinhy

sin(iy) =
zum Beispiel alles andere als periodisch ist, so verhalten sich auch die Besselfunktionen Jj(z)
mit komplexem Argument anders als mit reellem Argument.

Die Funktionen
Ip(z) =i T (i)

heiflen (in Anlehnung an die trigonometrischen Hyperbelfunktionen) auch hyperbolische oder
modifizierte Besselfunktionen 1. Art. Neben ihnen spielen auch die Bassetfunktionen oder
modifizierten Besselfunktionen 2. Art

7T’ik+1

in den Anwendungen eine Rolle.

Neben dem Fundamentalsystem Jy, Ny kommt auch das System der Hankelfunktionen

H(z) = Jx(z) + iN(z),
Ia(x) — iNx(x)

T
>
c
—~
5
S~—"
Il

VOr.
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5.10 Die Nullstellen der Legendrepolynome

Wir nehmen an, dass Py(x) im Intervall | — 1,41[ mindestens k& Nullstellen z1 < ... < z
hat. Fiir Py = 1 ist das jedenfalls richtig. Weil P, vom Grad k ist, sind das alle Nullstellen,
und diese sind einfach: Pj(x;) # 0. Dann hat P} in benachbarten Nullstellen z; und x4
verschiedenes Vorzeichen. Nach der Rekursionsformel

22 —1

Prta(z) = Frl Py(z) + 2Py (z)
——

<0

hat dann auch Pjp4; in benachbarten Nullstellen z; und z;11 verschiedenes Vorzeichen,
némlich gerade das Negative von Pj.

Aus Py(1) = 1 folgt P(xx) > 0, also ist Pyyq(zx) < 0. Weil aber Py11(1) =1 > 0 ist, hat
Py41 eine weitere Nullstelle in |z, 1[. Weil aber Py(—z) = (—1)¥Py(z) ist z; = —z) und
Py11 hat eine weitere Nullstelle in | — 1, z1[. Damit hat Py; mindestens (also genau) k + 1
Nullstellen in | — 1, +1][, und die Nullstellen von Py und Py trennen sich.
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5.11 Orthogonalitit der Legendrefunktionen

Wir schreiben die Legendregleichung in der Form
((@® = 1)y) = k(k + D)y.

Hat man zwei Losungen y; bzw. y2 zu den Parametern k bzw [ # k, so folgt wie bei den
Besselfunktionen
+1

+1
b)) [l = [ (@ - @) e

—1 —1

+1
= (o — Dyl @) (@)| L - / (22 — 1)y (@) (x)da

+1
. / (22 — 1)y, (2)v} () de

-1
Dieser Ausdruck ist symmetrisch in y; und 9, also folgt
+1

+1
k(k+1) / y1(z)y2(z)dx = 1(1 + 1) / 1 (z)ye(x)dx.

-1 -1

Wegen k # [ sind die Integrale = 0. Insbesondere erhalten wir f_+11 Py (2)P(x)dz = 0 fiir
k#1.

Wir berechnen noch fjll P2(z)dz. Aus der Rekursion (132) folgt
kPy(z) = (2k — )xPr_1 — (k — 1) Py_o(x)
(k + I)Pk—i-l = (Qk: + 1)371:)/\C —kPy_1

Py(z), die zweite mit 52~ P,_1(z) und

1
2k—1 2k+1

k +1 ) k +1 )

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit
subtrahieren:

Daraus folgt

+ C2k—1 [ (2k—1)(2k—3)...1 [T} 2
/,1 Pf(x)d*’”*mf,l Pia(a)de = (2k+1)(2k—1)...3/ P () =

Damit erhalten wir die Orthogonalitétsrelationen

o _2 . _
Py (x)P(x)dx = {2k+1 fiir k=1,

1 0 sonst.

Durch Substitution x = cos 6 erhilt man eine Version, die zur Verwendung mit Kugelkoor-
dinaten besser ist:

g 2 fiir k=1
/ Py (cos ) P(cos 0) sin df = { orf1 T ’
0 0 sonst.
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5.12 Zugeordnete Legendrefunktionen

Durch m-maliges Differenzieren der Legendregleichung
0=01—-2%y" — 22y +k(k+1)y (144)
erhalten wir
(1 =22y —2(m 4+ Day™) — m(m +1) — k(k+1)]y™ = 0. (145)
Das ist eine Differentialgleichung 2. Ordnung fiir die m-te Ableitung einer jeden Losung y(x)
der Legendregleichung.

Machen wir andererseits fiir die zugeordnete Legendregleichung

m2

(1 =2y — (1 — k(k + 1)) y=0 (146)

den Ansatz y(r) = (1 — 2%)% u(x), so folgt aus

Hew — (1 —2%)% Tmau

)
y=>0-=z
=1 -22)% "Y1 -2 — mau)
(1—a2?)y = (1—2®)™? (1 - 2*)u’ — mau)
(1—2%)y) = —ma(l—2%)2 " (1 —2?)u' —mau) + (1 —2?)% (=22u/ + (1 — 2%)u” — mu — mav)

m2x?
=(1-2%)% <(1 — 2 = 2(m + Vv + Tt~ mu>
—x
Damit

m2

(=2 = (s ~ K1) )

m2x2 — m2

=(1-2?)% <(1 — 2 —2(m + Vv’ + 5
-z

u—mu+ k(k + 1)u>
=(1-2H)% (1 —2*)u" —2(m+ zu' — (m(m+1) — k(k + 1))u)

Der Ansatz ist also genau dann erfolgreich, wenn u die Differentialgleichung (145 erfiillt.
Ist also y eine Losung der Legendregleichung ([144)), so erfiillt

(m>m ym

die zugeordnete Legendregleichung (|146]).
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5.13 Eine Schranke fiir die Legendrepolynome

Wir wollen zeigen, dass
|Pi(cos0)| < 1 fiir alle 6.
Die Rekursionsformel (130)) liefert

—sin%0

E+1

sin@ dPy(cos )

P
k41(cos 0) = k+1  do

——— P/ (cos ) + cos 0Py (cos 0) =

+ cos 0 Py (cos ).

Die Funktion Py (cosf) ist gerade, und hat deshalb eine Fourierentwicklung

% (cos 0) Za’” cos(10).

Die Summe geht dabei nur bis k, weil Py(cos®) ein Polynom in cosf vom Grad k istﬂ

Wir setzen das in die obige Rekursion ein:

Py11(cosf) = zk: klcifll (—sin(16) sin0) + zk: ag cos(16) cos 6
1=0 =0
B k
= ; P (cos(l + 1)8 — cos(10) cos 6) + ; ag cos(16) cos O
k lakl k l
= ; P cos(l+1)8 + ;akl (1 — k—l—1> cos(16) cos 6
k lakl k l 1
= o cos(l+1)8 + ;akl <1 — k—|—1> E(cos(l + 1)0 4 cos(l — 1)6).

=0

Falls also die ay; alle nicht-negativ sind, sind auch die ag1; alle nicht-negativ. Weil das aber
fiir Py(cosd) = 1 der Fall ist, folgt ag; > 0 fiir alle k € N und [ < k. Dann ist aber

k k
| P (cos 6)] Z |ak; cos(10)] < Zakl = Py(1) =
=0 =0

9Das sicht man am einfachsten, wenn man cos™ a durch Potenzen von e** ausdriickt.
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