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Dieser Modul behandelt drei weitgehend voneinander unabhéngige Themenkreise:

¢ Komplexe Funktionentheorie

Hier geht es um analytische und harmonische Funktionen, um konforme Abbildungen
und den Themenkreis des Residuensatzes. Anwendungen finden Sie vor allem in der
Potentialtheorie. Die Laurentreihen begegnen Ihnen in der z-Transformation und damit
iiberall bei der Behandlung diskreter (digitalisierter) Probleme.

¢ Rand-Eigenwert-Probleme

Bei der Behandlung von Schwingungsproblemen, Diffusionsprozessen, Wérmeleitung
oder Schallddmpfung und vielen anderen Problemen geht es um die Losungen partieller
Differentialgleichungen mit vorgegebenen Rand- und Anfangswerten. In ITPDG ha-
ben Sie gelernt, unter gewissen Symmetrien die partiellen Differentialgleichungen auf
gewOhnliche Differentialgleichungen zu reduzieren. Es entstehen fiir diese dann Rand-
wert und Eigenwertprobleme. Vor allem geht es um die Entwicklung von Anfangsdaten
in Gestalt willkiirlicher Funktionen nach einem System von Eigenfunktionen der spezi-
ellen Differentialgleichung. Die Theorie der Fourierreihen kann man als einen Spezialfall
betrachten, dessen physikalischer Hintergrund das Modell der schwingenden Saite ist.
Andere Spezialfille haben Sie bereits in ITPDG kennengelernt. Hier geht es darum,
den einheitlichen Hintergrund all dieser Félle zu verstehen.

e Qualitative Theorie dynamischer Systeme

Dynamische Systeme sind gewthnliche Differentialgleichungssysteme erster Ordnung.
Wir behandeln dann vor allem die Frage der Stabiltitéit linearer und nichtlinearer Sy-
steme. Anwendungen davon begegnen Ihnen in der Theorie der Netzwerke und in der
Regelungstechnik, wo allerdings vor allem der lineare Fall anhand der Ubertragungs-
funktionen (Laplacetransformation) behandelt wird. Wir gehen auch auf den nichtli-
nearen Fall ein (Direkte Methode von Lyapunov) und verbinden das mit der Modelie-
rung physikalischer Erhaltungssétze.
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1 Komplexe Funktionen

1.1 Komplexe und analytische Funktionen

e Komplexe Zahlen und Funktionen
e Komplex differenzierbare Funktionen

e Wie hingt die komplexe Differenzierbarkeit fiir Abbildungen C — C mit der reellen
Differenzierbarkeit fiir dieselben Abbildungen zusammen? (C = R?)

e Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

Es ist Thnen bekannt, dass die Verwendung komplexer Zahlen und Funktionen z.B. bei der
Behandlung von Wechselstromen und Schwingungen oder — im Bereich der Mathematik — bei
linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten grofle Rechenvorteile bringt:
e” cosz und sinx ,verschmelzen“ zu einer Funktion e.

In diesem Kapitel wollen wir die sogenannten ,analytischen® (=, holomorphen®) komplexen
Funktionen studieren. Das sind komplexwertige Funktionen von einem komplexen Argument,
die komplex differenzierbar sind. Wir miissen noch genauer erkléren, was das bedeuten soll,
aber Beispiele sind e* oder andere konvergente komplexe Potenzreihen.

Ein wichtiger Anwendungsbereich in der Elektrotechnik ist die Potentialtheorie. Vergleichen
Sie [Theoretische Elektrotechnik, insbesondere Kapitel 7.6]. Potentiale u quellfreier Felder
v = — grad u erfiillen die Gleichung

Au = divgradu = 0,

die deshalb auch Potentialgleichung heifit. Man nennt Funktionen v mit Au = 0 auch harmo-
nische Funktionen. Bei ebenen Problemen, also in zwei Dimensionen, besteht nun ein sehr
enger Zusammenhang zwischen harmonischen Funktionen w(z,y) und analytischen Funk-
tionen f(z). Aber beim Studium analytischer Funktionen ist die Mathematik so {iberaus
erfolgreich gewesen, dass man dies Gebiet im Deutschen einfach als Funktionentheorie be-
zeichnet, als gébe es gar keine reellen Funktionen. Und mit analytischen Funktionen rechnet
es sich bedeutend leichter als mit harmonischen Funktionen. Zum Beispiel sind Produkte
analytischer Funktionen wieder analytisch, aber Produkte harmonischer Funktionen mei-
stens nicht harmonisch.

Eine zweite Anwendung, von Bedeutung ebenfalls in der Potentialtheorie aber auch anders-
wo, etwa in der Hochfrequenztechnik oder der Stromungsmechanik, besteht darin, dass kom-
plexe Funktionen Bereiche der komplexen Ebene in Bereiche der komplexen Ebene abbilden,
und dass diese Abbildungen fiir analytische Funktionen geometrisch angenehme Eigenschaf-
ten besitzen (insbesondere sind sie winkeltreu). Deshalb lassen sie sich mit Erfolg benutzen,
um kompliziertere Bereiche auf einfache zu transformieren. Und harmonische Funktionen
iiberleben* solche Transformationen.

Komplexe Zahlen. Wir erinnern daran, dass man komplexe Zahlen als Punkte in der
Gauflschen Zahlenebene interpretieren kann:

z=z+iy < (2,9).

Also kann man C mit R? identifizieren. Begriffe wie die Konvergenz von Folgen oder die
Offenheit von Teilmengen, die wir im R", also speziell auch im R?, definiert haben, iibert-
ragen sich deshalb unmittelbar auf den Bereich der komplexen Zahlen. Allerdings haben die
komplexen Zahlen eine Multiplikation, mit der sie zu einem Koérper werden. Das gibt es im
R™ im allgemeinen nicht.



Komplexe Funktionen. Komplexe Funktionen f : C D G — C, die eine Teilmenge G
der komplexen Zahlen in die komplexen Zahlen abbilden, zerlegt man oft in ihren Real- und
Imaginérteil, die man wieder gern als Funktionen des Real- und Imaginérteils von z auffasst:
Man schreibt z = x + iy mit reellen z,y und

f(2) = u(z,y) +iv(z,y),

wobei u und v reellwertige Funktionen sind. Die komplexe Funktion f(z) ,ist“ also nichts
anderes, als die Abildung (ZE;’;’;) von G C R? in den R2. Deshalb ist auch klar was
lim,_,,, f(2) = wo oder die Stetigkeit von f bedeuten.

Beispiel 1. O

Wir haben folgende Zerlegungen in Real- und Imaginérteil:

2% = (x+iy)® = (2° = 3uy®) +i(32%y — °)
e* = et = %l = % cosy + ie siny
eiz _ e—iz e—y+i:c _ ey—ia: i i
L . . —y .. y ..
sSin 2 = - = - =——e cosx +i1sinx)+ —e’/(cosx —isinx
21 21 2 ( ) 2 ( )
= sinz coshy + ¢ cos z sinhy

Beispiel 2 (Potenzreihen). Zu der Reihe

oo

Z ar(z — 20)"

k=0

mit ag,z,2z9 € C gibt es eine Zahl R, 0 < R < o0, so dass die Reihe fiir alle z € C mit
|z — 20| < R konvergiert und fiir alle z € C mit |z — 29| > R divergiert. Die Zahl R
heifit der Konvergenzradius der Reihe, und der Bereich G := {z € C | |z — 20| < R} ihr
Konvergenzkreis. Die Reihe definiert eine stetige Funktion f: G — C. O

Analytische Funktionen. Weil die komplexen Zahlen wie die reellen einen Korper bil-
den und man deshalb eine Division hat, kann man die Ableitung komplexer Funktionen in
kompletter Analogie zum reellen Fall definieren:

Definition 3. Die Funktion f : C D G — C auf der offenen Menge G heifit in z € G
(komplex) differenzierbar, wenn

. fle+Az) = f(2)
Alggo Az

(1)

existiert. Den Grenzwert bezeichnet man dann als f’(z) und nennt ihn die Ableitung. Eine
Funktion, die iiberall in G differenzierbar ist, nennt man analytisch oder holomorph.

Fiir komplex differenzierbare Funktionen beweist man dieselben Rechenregeln wie im Re-
ellen, insbesondere sind Linearkombinationen differenzierbarer Funktionen wieder differen-
zierbar und es gelten Produkt- und Kettenregel. Damit erhélt man

Beispiel 4. Komplexe Polynome wie
f(2)=0B+20)2* =22+ 1+

sind analytische Funktionen. Komplexe Potenzreihen wie
=% <1
k=0
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definieren (in ihrem Konvergenzkreis) analytische Funktionen.
Damit sind zum Beispiel sin z, cos z und fiir & € N auch die Besselfunktionen
ke~ (=)™ z\2m
o= () £ o )
k(2) 2 mZ:O ml(m + k)! \2

analytische Funktionen. O

Wir kennen also schon eine grofie Menge von Beispielen analytischer Funktionen!

Etwas irritierend ist hingegen das folgende

Beispiel 5 (Eine einfache nicht-analytische Funktion). Wir betrachten die komplexe
Konjugation

Dafiir gilt
flz+ Az) — f(z . +Az—z
Alz—>0 ( AZ 2 - L\EIEO Az
Az
T arto Az
Rt falls Az reell ist
-1, falls Az rein imaginér ist.

Der Grenzwert fiir Az — 0 existiert deshalb nicht!

Als Abbildung vom R? in den R? betrachtet, sieht die Konjugation aber so aus

x x
/ (y) N (—y)’
Das ist nach unserem bisherigen “reellen” Versténdnis eine differenzierbare Abbildung mit
der Ableitung (=Funktionalmatrix)

g O 1 0
f(x,y) = (a(—ww 8<—yy>> - (0 1)'
ox Oy

Diesem scheinbaren Widerspruch wollen wir nun nachgehen. O

Wir nehmen an, dass f(z) = u(z,y) + iv(x,y) in z komplex differenzierbar ist. Zur Berech-
nung der Ableitung kénnen wir jede Nullfolge von Az benutzen, und wir entscheiden uns
einstweilen fiir reelle Az = Az. Dann finden wir

/ T U($+A£L',y)*u(l',y) U(:E+Am,y)—v(x,y) _ @ @
f(z)Alig0< Ax t Ax 78:c+28x'

So kann man also fiir analytische Funktionen die Ableitung einfach mit Methoden der reellen
Analysis ausrechnen, sie ist die partielle Ableitung nach xz. Aber eben nur, wenn wir schon
wissen, dass die Funktion komplex differenzierbar ist.

Nun entscheiden wir uns fiir rein imagindres Az = ¢Ay. Dann finden wir

u(z,y + Ay) —u(r,y) . v(z,y+ Ay) —v(z,y) LOu v
= + _
oy Oy

/ — 1
F(z) AZI,IEO < 1Ay + iAy

11



Aber natiirlich muss beidemale dasselbe herauskommen, derselbe Realteil und derselbe Ima-

ginéirteil. Das heif3t es gilt

u_ov ou_ o

or Oy Oy = Ox
Man kann beweisen (nicht schwer), dass umgekehrt eine reell differenzierbare Abbildung von
R? nach R?, deren partielle Ableitungen diese beiden Gleichungen erfiillen, eine analytische,

also eine komplex differenzierbare Funktion liefert.

Satz 6 (Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen). Die komplexe Abbil-
dung
f:CoG—-C

der offenen Menge G C C ist genau dann komplezx differenzierbar im Sinne von (1)), wenn
sie

(i) als Abbildung
f:@) :R* D> G — R?
(reell) differenzierbar ist und auflerdem

(i) die sogenannten Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

ou_o0 ou_ v o)
oxr Oy’ oy Oz’
erfillt.
Die komplexe Ableitung ist dann

0 0
o) =52 +ig. (3)

Sind insbesondere u und v stetig partiell differenzierbar und gilt , so ist f = u+iv komplex
differenzierbar.

Beispiel 7. Die Funktion f(z) = Z war nirgends komplex differenzierbar. Dennoch kénnte
die Funktion f(z) = z2 natiirlich analytisch sein. In 0 ist sie auch komplex differenzierbar:

— 2
lim M = lim z

Az =0.
Az—0 Az Az—0

T{&I¥]

Aber in allen anderen Punkten von C ist die Funktion nicht komplex differenzierbar, weil
die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen nicht erfiillt sind: Es ist

2= (z —iy)® = (2° — y°) +i(—2zy)

und deshalb gilt

ou v
or * * oy
ou v
oy~ VT T
genau dann, wenn z = 0 = y, also z = 0. O

12



Beispiel 8 (Exponentialfunktion). Die Exponentialfunktion
z _ T I
€ _Zﬁ = e Ccosy +1e” siny
k=0

ist als konvergente Potenzreihe analytisch auf ganz C. Wir zeigen, dass sie die Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen erfiillt:

d(e"cosy) _ 0(e”siny)
—y e cosy= oy
(e a(j:S Y _ e siny = — (e asxm y)

O

Die komplexe Exponentialfunktion ist nicht injektiv, deshalb gibt es Probleme bei der De-
finition des komplexen Logarithmus, die man aber in den Griff bekommt. Zur Vorbereitung
dient die

Definition 9 (Argumentfunktion). Im
Komplement der abgeschlossenen negativen ,
reellen Achse, also in G

G :={z=re? | r>0,—r<dp<m} (4) arg(z)
y.

definiert arg(re’?) := ¢ eine wohlbestimmte
differenzierbare Funktion

arg : G —] —, 47|,

die wir Argumentfunktion nennen wollen.

Natiirlich ist arg keine analytische Funktion, denn sie ist ja reellwertig, d.h. ihr Imaginérteil
ist 0. Aus den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen wiirde dann folgen, dass der
Realteil u konstant ist. Dann wére aber die ganze Funktion konstant.

Beachten Sie: Ohne Einschrinkung auf den Bereich G ist das Argument einer komplexen
Zahl nur bis auf ein Vielfaches von 27 bestimmt. Legt man sich willkiirlich etwa auf den
Bereich | — 7, 4] fest, so erhélt man eine auf C\ {0} definierte Funktion, die aber auf der
negativen reellen Achse unstetig ist. Deshalb schriinken wir uns auf das “Schlitzgebiet” G
ein.

Die Beschreibung dieser Funktionen durch Arcus-Funktionen auf dem gesamten Definitions-
bereich ist nicht so ganz einfach. Zum Beispiel ist

arctan £ fiir x > 0,
arg(x + iy) = { T Arccos T fiir y > 0,
L fiir y < 0,

— arccos T
Daraus folgt, dass arg stetige partielle Ableitungen hat, namlich
Jarg y Jarg  z

Ox 7:1:2+y2’ oy  x24y?

(5)

Beispiel 10 (Komplexer Logarithmus). Ist z = re!® in dem Schlitzgebiet G, so folgt
durch ,,Logarithmieren®:
log z = logr + ig, ze@G

13



wobei log = In den natiirlichen Logarithmus bezeichnen soll. Nun war aber log z fiir kom-
plexes z bisher gar nicht erklirt. Deshalb kénnen wir mit r(z) := |z| eine neue Funktion
log : G — C definieren durch

log(z) :=logr(z) +iarg(z). (6)

Wir nennen diese Funktion den komplexen Logarithmus oder den Hauptwert des komplexen
Logarithmus.

Wir wollen sehen, ob diese Funktion analytisch ist. Dazu priifen wir die Cauchy-Riemannschen
Gleichungen fiir u(z,y) = logr,v(z,y) = arg. Aus r = /22 + y? und folgt

6u7810gr71@7x78v

oz or  rdx 12 dy
Ou_y _ v
oy 12 Ox’
Daher ist log z eine analytische Funktion auf G mit
X ou v rT—vy z 1
logz _ d1 r, — 2 — = —— 2 = — =
€ FURE o8 2= 5 + i r2 27z

O

Beispiel 11 (Allgemeine Potenz). Mit dem komplexen Logarithmus kann man fiir be-
liebiges A und z = 7€’ mit r > 0, =7 < ¢ < 7 definieren

Z)\ = eAlogz.

Damit kann man zum Beispiel komplexe Besselfunktionen

5= (2 S e (5

definieren. O

14



1.2 Eigenschaften analytischer Funktionen, harmonische Funktio-
nen

Harmonische Funktionen (=Potentiale quellfreier Felder) sind im R? die Realteile ana-
lytischer Funktionen.

Verpflanzung von Randwertproblemen der Potentialtheorie auf einfachere Gebiete durch
Transformation mit analytischen Funktionen

Potentialstrémungen

Konformitét als Hilfsmittel zur Veranschaulichung analytischer Funktionen

Wir kommen nun zur fiir den Ingenieur vielleicht wichtigsten Eigenschaft analytischer Funk-
tionen. Wir erinnern daran, dass eine reelle Funktion u(z,y) harmonisch heifit, wenn

Au = 0.

Wegen Au = div grad u sind harmonische Funktionen gerade die Potentiale von quellenfreien
ebenen Vektorfeldern. Deshalb spielen sie in der Potentialtheorie eine wichtige Rolle.

Beispiel 12. Auf dem R™\{0} mit n > 2 ist die Funktion
—k 1

rF = 2
N )

genau dann harmonisch, wenn k = n — 2. Auf R?\ {0} ist das konstant, also uninteressant,
aber dort ist z.B. log r harmonisch. Das zeigt man durch einfaches Nachrechnen. O

Fiir n = 2 liefert dieses Beispiel nur die Konstante r°. Aber die komplexe Funktionentheorie
liefert viele interessante Beispiel harmonischer Funktionen fiir n = 2:

Sei f(z) = wu(z,y) + iv(x,y) in einer offenen Menge G C C analytisch. Wie wir spéter
sehen werden, sind dann u(x,y) und v(z,y) sogar zweimal (sogar unenendlich oft) stetig
differenzierbar, und deshalb gilt der Satz iiber die Vertauschbarkeit der zweiten partiellen
Ableitungen. Mit den Cauchy-Riemann- Gleichungen folgt daher

Ay Pu P _ 994 % B % (-2 2y 9%

@—F@iﬁ_@x—'—@y 8x+ dy :8y8z_8x8y:0

Ebenso beweist man Av = 0.

Satz 13. Real- und Imagindrteil einer analytischen Funktion f(z) = u(z,y) + v(x,y) sind
harmonisch:
Au=Av=0.

Ist umgekehrt u eine harmonische Funktion, so betrachten wir das Vektorfeld @ := (— g—:, g—;).

Hat das ein Potential v7 Wegen der Vertauschbarkeit der 2. Ableitungen ist die notwendige
Integrabilitdtsbedingung
ow1 d%v R _ Owa

By  Oyox - ozdy Oz’

Aber nach Definition von o gilt fiir harmonisches w

own *u  0%u _ Owz

dy oy 012 oz
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Lokal ist das nun auch hinreichend fiir die Existenz eines Potentials oder einer Stammfunktion
v fiir w:

ov ou ov _ Ou

dx oy oy T B
Wir sehen also, dass u und v die Cauchy-Riemann-Gleichungen erfiillen, und daher ist f(z) =
u(x,y) + tw(x,y) eine analytische Funktion.

w1 =

Satz 14. Lokal ist jede auf einer offen Teilmenge des R? harmonische Funktion der Realteil
einer analytischen Funktion.

Beispiel 15. Real- und Imaginérteil des komplexen Logarithmus, also
logr(z) = log |z| und arg(z)

sind harmonisch auf dem Schlitzgebiet (). Die Funktion logr ist sogar auf C\ {0} definiert
und harmonisch. O

Wir kennen ziemlich viele analytische Funktionen (Polynome, Potenzreihen, rationale Funk-
tionen, Exponentialfunktion, ...), und damit nun auch ziemlich viele harmonische Funk-
tionen. Sehr oft sucht man allerdings harmonische Funktionen, die irgendwelche Randbe-
dingungen erfiillen. Dazu ist es gut, die Niveaulinien von (méglichst vielen) harmonischen
Funktionen zu kennen. Wenn die gesuchte harmonische Funktion ndmlich konstant auf ge-
wissen Kurven sein soll und wir diese als Niveaulinien harmonischer Funktionen realisieren
konnen, sind wir fast fertig:

Beispiel 16 (Koaxialzylinder). Man sucht das Potential des elektrischen Feldes zwischen
zwei koaxialen Zylindern der Radien ry < r1, auf denen das Potential konstant ug bzw u;
ist. Wir nehmen an, dass die z—Achseﬂ die Zylinderachse ist. Aus Symmetriegriinden ist das
Potential dann in dieser Richtung konstant u(z,y, z) = u(z,y) und

0u  O%u

Ay=2"Y
b 6x2+8y2’

so dass es geniigt, ein Potential in der (x,y)-Ebene zu suchen. Da wir schon wissen, dass
log r eine harmonische Funktion ist, sind auch die Funktionen u = alogr 4 b mit konstanten
a und b harmonisch. Aus dem linearen Gleichungssystem

alogrg +b=mwugy
alogry +b=wu

bestimmt man a und b, so dass die Randbedingungen erfiillt sind. O

Aber man kann eventuell auch Randwertprobleme fiir kompliziertere Gebiete als den Kreis-
ring des vorstehenen Beispiels 1osen . Sei f : C D G — H C C analytisch und sei U : H — R
harmonisch. Wenigstens lokal ist U der Realteil einer analytischen Funktion F' = U + V.
Dann ist aber F(f(z)) = U(f(z)) +iV(f(z)) analytisch, also U(f(z)) harmonisch, und wir
erhalten

Satz 17. Harmonische Funktionen von analytischen Funktionen sind harmonisch.

1 Hier bezeichnen wir voriibergehend die Koordinaten im R3 mit z, y, 2, so dass z also nicht eine komplexe
Variable ist!
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Dieser Satz wird auf die folgende Weise angewendet: Man sucht eine harmonische Funkti-
on mit gewissen Randbedingungen in einem Gebiet G. Dazu transformiert man mit einer
analytischen Funktion f : G — H das Gebiet G auf ein einfacheres Gebiet H, 16st hier das
entsprechende (hoffentlich einfachere) Randwertproblem mit einer harmonischen Funktion
U und findet dann mit u(z,y) = U(f(z+iy)) die gesuchte Losung fiir G. Man nennt das auch
die Methode der Verpflanzung. Der Fall U(x,y) = «x fithrt wieder auf u(x,y) = Re f(x + iy).

Vergleichen Sie hierzu insbesondere [ Theoretische Elektrotechnik, Abschnitt 7.7).

Leider sieht ist die praktische Anwendung der Methode der Verpflanzung nicht so einfach:
Man muss eben wissen, wie man komplizierte Gebiete auf einfache analytisch(!) abbildet.
Und schon die analytische Abbildung einer Ellipse auf einen Kreis ist kein elementares Pro-
blem. Wir behandeln nun in zwei Beispielen eine Situation, bei der man erfolgreich war. Dann
betrachten wir eine geometrische Eigenschaft analytischer Abbildungen, die einem hilft, diese
besser zu verstehen. Und im néichsten Abschnitt lernen wir mit den Mébiustransformationen
eine Klasse analytischer Abbildungen kennen, die eine gewisse “Sorte von Verpflanzungspro-
blemen” systematisch bewéltigen hilft.

Beispiel 18 (Geerdeter zylindrischer Leiter im homogenen elektrischenFeld). Die
analytische Abbildung

1
flz)=z+ 2
schreibt sich in Polarkoordinaten als
w0 1 1
f(re®) = (r+ ;)cos¢+ i(r — ;)smgb.
Daran erkennt man, dass f den Auflenraum des Einheitskreises oberhalb der z-Achse, also
G::{x—i—iy‘ y20undx2+y221}:{rei¢ | r>1und 0 < ¢ <7}

in die obere Halbebene H := {x + iy | y > 0} abbildet.
Bei ndherem Hinsehen sieht man, dass die Halbkreise mit r = const > 1 und 0 < ¢ < 7 auf
immer groflere Ellipsen abgebildet werden:

—

-2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5 2 -3 -2 'l 1 2 3

Daraus kann man schlielen, dass die Abbildung f eine Bijektion von G auf die obere Halb-
ebene H ist. Leicht zu sehen ist, dass der Rand von G auf den Rand von H abgebildet wird.
Insbesondere geht der obere Einheits-Halbkreis auf das Intervall [—2, +2] der reellen Achse.

17



Nun ist ganz trivialerweise U(z, y) = y eine harmonische Funktion auf H, die auf dem Rand
von H verschwindet. Daher ist

u(z,y) =U(f(z+iy)) = U(f(rei‘i’) =(r— %)Singé:y— JJQL‘H!Q

eine harmonische Funktion auf G, die auf dem Rand verschwindet.

Natiirlich konnen wir u mit derselben Formel als harmonische Funktion auf dem Komplement
des Einheitskreises, also auf {(z,y)|z% + y? > 1} betrachten, und diese verschwindet auf
dem Rand des Einheitskreises, also fiir 22 + y? = 1. Die Niveaulinien von u sehen dann so
aus: Fiir grofles r laufen sie fast parallel zur z-Achse: u(z,y) = y.

Die Funktion u beschreibt das Potential eines homogenen elektrischen Feldes, das durch
einen geerdeten zylindrischen Leiter gestort ist.

Die Abbildung f(z) aus dem letzten Beispiel besitzt eine berithmte Anwendung in der
Strémungsmechanik.

Beispiel 19 (Potentialstromungen).

Wille: Stromungslehre, Kapitel 8

In der Stromungsmechanik beschreibt man Fliissigkeits- oder Gasstromungen durch ihr
Geschwindigkeitsfeld o, also durch ein Vektorfeld, das vom Ort und, bei instationiren
Stromungen, auch noch von der Zeit abhéngt. Den Einfluss physikalischer Groflen auf das
Feld beschreibt die sogenannte Navier-Stokes-Gleichung

ov =
p (8—12 4 8517) = f—gradp + nAT+ (A + n) grad div ¢

oder, in der V-Notation,
av - 7 = »
p E—F(U-V)v = f —gradp + nAv + (A + n)V(V9).

Das ist eine duflerst komplizierte nicht-lineare Differentialgleichung. Die Frage nach der
(Langzeit-) Existenz von Losungen zum Beispiel ist eines der grofien ungeldsten Probleme
der Mathematik mit einem im Jahr 2000 ausgesetzten Preisgeld von 1 Million Dollar.
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Aber auch ohne die Navier-Stokes-Gleichung kann man interessante Informationen iiber spe-
zielle Typen von Strémungen erhalten. Ein solcher Spezialfall sind wirbelfreie Stromungen,
fiir die also

rot 7 = 0.

Diese Forderung impliziert nach Analysis II wenigstens lokal die Existenz eines Potenti-
als: Es gibt eine Funktion ® mit v = grad ®. Wirbelfreie Stromungen nennt man deshalb
auch Potentialstromungen. Eine andere interessante Eigenschaft von Stromungen ist das
Verschwinden der Divergenz

divv = 0. (7)

Die Stréomung (oder das stromende Medium) nennt man dann quellenfrei oder inkompressibel
und @ die Kontinuitdtsgleichung.

Wirbelfreiheit und Inkompressibilitidt zusammen fiihren zu einem harmonischen Potential:
0 =dive = divgrad ® = Ad.

Deshalb kann die Funktionentheorie bei 2-dimensionalen Strémungsproblemen helfen. Sol-
che Probleme kann man interpretieren als 3-dimensionale Probleme, die in der z-Richtung
invariant sind, vgl. die Uberlegung in Beispiel

Wir betrachten das Geschwindigkeitsfeld ¢’ einer inkompressiblen, wirbelfreien und stati-
ondren Strémung in der komplexen Ebene. Dann ist

v
6: ( 1)’
V2

und die Divergenz- und Rotationsfreiheit schreiben sich als

(9’01 61}2 81)1 31}2

—+—=0, — ——=0. 8

Ox + Oy T 9y Oz (8)
Die Stromung besitzt ein (lokales) Potential ®. Der Gradient ¢ = grad ® ist der Tangential-
vektor an die Stromlinie, die Stromlinien schneiden also die Niveaulinien von ® senkrecht.
Rechnen Sie mit noch einmal nach, dass ® harmonisch ist. Also ist ® nach Satz [14]lokal
der Realteil einer analytischen Funktion

F(z) = ®(z,y) +i¥(z,y).
Nach den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen gilt
ov 0P ov 0%

%__8_’?]__@2’ a—y:%—vl.

Der Gradient von W ist also das um 90° gedrehte Geschwindigkeitsfeld der Strémung: Die
Niveaulinien von ¥ sind (tangential an und deshalb) gleich den Stromlinien der Strémung.
Umgekehrt: Ist ¥ eine harmonische Funktion, so ist das um —90° gedrehte Gradientenfeld
von V¥ ein quell- und wirbelfreies Vektorfeld, dessen Stromlinien die Niveaulinien von ¥ sind.
Wir kommen zuriick zum letzten Beispiel: Die Niveaus von

\Ilo(x,y) =Y 2 + y2

beschreiben nach der vorstehenden Uberlegung auch die Stromlinien einer inkompressiblen
wirbelfreien Stromung um ein Kreis (oder 3-dimensional um einen Zylinder).

Wir betrachten nun einen Kreis K um zg = —0.24+0.5¢ vom Radius 1.3. Durch die Abbildung
f(2) = z+ 1 wird er abgebildet auf eine Figur, die man (mit ein biichen Phantasie) als
Querschnitt durch eine Tragfliche deuten kann:
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-3 So— 1 1 2 3
-0.5
1.5 -1
Die Potentialfunktion
_y—05 1.3(y — 0.5)

Ui(z,y) = ~43 (z +0.2)2 + (y — 0.5)2

entsteht durch Verschiebung und Kontraktion aus Wy und beschreibt eine inkompressible
wirbelfreie Stromung um den Kreis K.
Die Umkehrabbildung von w = f(z) ist die Abbildung

w w2
SRCANIRY oy |
g(w) = 5 1

Sie bildet die “Tragfliche” ab auf den Kreis K, und deshalb ist

U(z,y) = Vi(g(z + iy))

eine harmonische Funktion, mit der “Tragfliche” als 0-Niveau. Thre Kontourlinien stellen
also die Stromlinien einer inkompressiblen und wirbelfreien Stromung um die “Tragfliche”
dar:

2 ‘ ‘ S

Bemerkungen.

1. Tatsdchlich haben Joukowski und Kutta vor hundert Jahren mit dieser Methode zum erstenmal
mathematische Modelle fiir die Auftriebskrifte an einer Tragfliiche entwickelt. Die Abbildung f(z) =
z+ % wird deshalb auch als Joukowski-Abbildung bezeichnet.

2. Bei der Visualisierung der Stromlinien muss man in der Formel fiir g das richtige Vorzeichen der
(komplexen) Wurzel wihlen. Auerdem gibt es numerische Probleme, wenn man Stromlinien n&her
an der Tragfliche darstellen will. Deshalb ist die vorstehende Abbildung “gestiickelt”, wie Sie bei
niaherem Hinsehen feststellen kénnen. Und “ndher heran” kommt man bei naiver Verwendung des
ContourPlot-Befehls von Mathematica nicht, man braucht speziellere numerische Software.

3. Beachten Sie, dass das Stromlinienprofil die Stromung keineswegs vollstdndig beschreibt. Nur die
Richtung, nicht die Gréfle der Stromungsgeschwindigkeit kann man daraus ablesen.
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Konformitit analytischer Abbildungen. Um analytische Funktionen wie im vorstehen-
den Beispiel erfolgreich anwenden zu kénnen, muss man sie als Abbildungen der Ebene in
die Ebene geometrisch gut verstehen. Man moéchte ja komplizierte Gebiete auf moglichst ein-
fache abbilden. Dabei ist hilfreich, dass analytische Abbildungen auch sogenannte konforme
Abbildungen sind: sie erhalten Winkel. Ist ndmlich z(¢) eine Kurve in der komplexen Ebene,
so ist Z(t) ihr Tangentialvektor an der Stelle z(t). Der Tangentialvektor an die Bildkurve
f(2(t)) ist nach der Kettenregel

d , .
o F(E(0) = F1(2(1)) - 2(1). (9)

Wir erinnern uns nun an die geometrische Deutung der Multiplikation komplexer Zahlen
und schreiben f’(z(t)) = re’?. Dann bedeutet (9), dass der Tangentialvektor um r gestreckt
und um den Winkel ¢ gedreht wird. Der Tangentialvektor einer weiteren Kurve Z(t) durch
denselben Punkt 2(t) = 2(t) wird um denselben Winkel ¢ gedreht, und deshalb bleibt der
Winkel zwischen den Kurven z(t) und Z(¢) unter der analytischen Abbildung f unveréndert.
Allerdings haben wir dabei unterstellt, dass f'(z) # 0, so dass der Winkel ¢ wohldefiniert
ist. Und diese Voraussetzung ist wirklich nétig, in Nullstellen der Ableitung erhélt f im
allgemeinen nicht die Winkel.

Man kann beweisen, dass umgekehrt alle (orientierungtreuen) konformen Abbildungen von
analytischen Funktionen herkommen.

Beispiel 20 (Komplexe Exponentialfunktion). Die komplexe Exponentialfunktion
f(z) = e =e"(cosy + isiny)
bildet die Geraden y = const in Strahlen aus dem Nullpunkt ab. Sie bildet Geraden
y = (tan )z = ma

in Spiralen e®(cosmaz + isinmax) ab, die die Strahlen aus dem Nullpunkt iiberall unter dem
Winkel « schneiden (Logarithmische Spirale).

/ e? o\ 4

/

O

Beispiel 21. Der Winkelbereich {re‘® |0 < ¢ < a} wird durch die analytische Funktion

fz)=2"/"
auf die obere Halbebene {z + iy |y > 0} abgebildet.

=
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(Zur Definition von z™/® vergleiche Beispiel 6 oben.) Tm Nullpunkt ist diese Abbildung
offensichtlich nicht winkeltreu, aber sie ist dort auch gar nicht differenzierbar. O

Beispiel 22 (Mercator-Projektion). Die stereographische Projektion (vgl. die Bemer-
kung vor Satz bildet die Erdoberfliche ohne den Nordpol konform, also winkeltreu in
die Ebene ab. Insbesondere geht das Netz der Langen- und Breitenkreise iiber in das Netz
der Strahlen aus dem Ursprung und der Kreise um den Ursprung. Schlitzt man die Ebene
langs der negativen reellen Achse auf und wendet darauf den komplexen Logarithmus, oder
besser die Abbildung z — i log(z) an, so wird das Netz wiederum winkeltreu(!) abgebildet
auf ein Netz orthogonaler Geraden.

\\ //
\ / ilog z
/ %\___ -
/ \
/ N

Die Komposition der stereographischen Projektion mit i log(z) ist der fiir Seekarten verwen-
dete Mercator-Entwurf der Kartographie. Ein Schiffskurs mit konstanter Kompaf3-Weisung
ist eine Kurve, die die Langenkreise unter konstantem Winkel schneidet. Das sind nicht
ganz einfache Kurven auf der Kugelfliche, die sogenannten Loxodrome. In der Mercator-
Projektion gehen sie in Kurven iiber, die die vertikalen Geraden, also die Bilder der Langen-
kreise, unter konstantem Winkel schneiden, also in Geraden!
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1.3 Mobiustransformationen

e Mobiustransformationen als konkrete Hilfen fiir das Verpflanzungsprogramm

e Kreistreue und 6-Punkte-Satz

e Anwendungen
Eine sehr niitzliche Klasse analytischer Abbildungen sind die sogenannten (gebrochen) li-
nearen Transformationen oder Mdobiustransformationen

az+b
cz+d’

fz) =

Setzen wir fiir den Augenblick voraus, dass ¢ # 0, so erhalten wir durch Erweitern

caz+cb  caz+ad—(ad—bc) a  ad—be

1(z) = c(ez + d) - clez +d) T clez+d)’

Daraus ersehen wir zweierlei:

(i) Verschwindet die “Determinante”, d.h. ist ad — be = 0, so ist f konstant. Deshalb
setzen wir in der Definition der Mobiustransformationen immer voraus, dass

ad — bc # 0.

(ii) Zerlegungseigenschaft: Jede Mobiustransformation ist die Hintereinanderschaltung von
einfachen Typen von Mobiustransformationen, ndmlich Translationen, Drehstreckun-
gen und Inversionen.

Die letzteren sind wie folgt definiert:

Definition 23. e Translationen: f(z) =z + b,
e Drehstreckungen: f(z) = az = re'®z,
e Inversion: f(z) = 1.

Wir hatten oben angenommen, dass ¢ # 0. Uberlegen Sie, dass die vorstehenden Eigenschaf-
ten (i), (i) auch im Fall ¢ = 0 gelten.

Ubrigens sind iiberhaupt die Hintereinanderschaltungen von linearen Transformationen und
die Inversen von linearen Transformationen wieder lineare Transformationen: Die linearen
Transformationen bilden eine Gruppe.

Lineare Transformationen haben folgende wichtige Eigenschaft:

Satz 24 (Kreistreue). Lineare Transformationen bilden Kreise in Kreise ab.
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Bemerkungen.
e Der Satz ist falsch:

Der Einheitskreis wird durch die lineare Transformation

z—1
1@ =2

auf die imaginédre Achse abgebildet:

et 1 ei®/2 _ o—18/2 _ 2isin(¢/2)
€%+ 1 e%/2+e19/2  2cos(p/2)

F(e') = — itan(¢/2).

Das Bild ist also kein Kreis.

Der Satz wird aber richtig, wenn man auch Geraden als , Kreise mit unendlichem
Radius“ zuldsst, und so wollen wir ihn verstehen. Dann muss man allerdings auch
oo als einen Punkt im Sinne des Satzes zulassen, d.h. lineare Transformationen als
Abbildungen CU {oo} — C U {oo} betrachten. Und das wollen wir im folgenden tun:

Im Zusammenhang mit Moébiustransformationen soll , Kreise®“ immer
,verallgemeinerte Kreise“, bedeuten, also Kreise oder Geraden.

Definitions- und Wertebereich seien um den unendlich fernen Punkt oo erweitert.

Auf den unendlich fernen Punkt gehen wir gleich noch néher ein.

e Zwar werden in diesem Sinne Kreise in Kreise abgebildet, aber nicht deren Mittel-
punkte in die Mittelpunkte der neuen Kreise! Die Transformation bildet den
Mittelpunkt O des Einheitskreises zum Beispiel auf —1 ab, und das ist sicher nicht der
Mittelpunkt des Bildkreises imagindre Achse.

e Versieht man einen Kreis oder eine Gerade mit einem Durchlaufungssinn, so kann
man vom Gebiet links von der Kurve sprechen. Ubertrigt man den Durchlaufungssinn
mittels f auf die Bildkurve, so wird das Gebiet links von der Ursprungskurve auf das
Gebiet links von der Bildkurve abgebildet: Links bleibt links!

Beweis des Satzes tiber die Kreistreue. Wegen der Zerlegunseigenschaft gentigt es zu zeigen,
dass die dort angegebenen einfachen Typen kreistreu sind. Das ist klar fiir Translationen
und Drehstreckungen. Fiir die Inversion sieht man das so. Der Kreis um a vom Radius r
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erfiillt die Gleichung

2

Die Bildwerte w = % erfiillen dann

> ww—bw—bw+bb=

a

mit b := —=. Das ist wieder eine Kreisgleichung.

r?=lz—a>=(2—-a)(z—a) =22 —az — aZ + aa

O

Bemerkung: Wo liegt co? Die reelle Achse erginzt man durch +o0o und —oo, aber in
welcher Richtung liegt die komplexe Zahl oo, die zum Beispiel im Zusammenhang mit den

Méobiustransformationen eine Rolle spielt?

In diesem Zusammenhang ,identifiziert man die
Punkte der Gaufischen Zahlenebene C gern mit den
Punkten der sogenannten Zahlenkugel, wie dies in
der Abbildung angedeutet ist. Jeder Punkt der Ebe-
ne entspricht genau einem Punkt auf der Kugel und
umgekehrt. Nur der ,Nordpol“ hat keine Entspre-
chung in der Ebene. Dieser Nordpol ist der Punkt
00. Und die Kreise durch den Nordpol entsprechen
genau den Geraden der Ebene.

Den Punkt oo ,erreicht* man wenn man einer Geraden in beliebiger Richtung folgt.

Mébiustransformation f mit

Satz 25 (6-Punkte-Satz). Sind z1,z0,23 drei
und wi,ws, w3 drei weitere voneinander verschiedene Punkte, so gibt es genau eine

voneinander verschiedene Punkte

fzr) =w  firk=1,2,3.

Wir verzichten auf den Beweis und betrachten ein konkretes Beispiel:

Beispiel 26.

Wir wollen den in der Abbildung skizzierten Kreis
auf die obere Halbeben abbilden. Dazu bestimmen
wir eine lineare Transformation, die die drei Punkte
—2,—1,2 auf die drei Punkte 0,1, 00 abbildet. Das
gibt die drei Gleichungen

—2a+b —z'a—l—b_l 2a—|—b_oo
—2¢c+d O —ic+d 7 2ec+d
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Aus der letzten Gleichung findet man d = —2¢, aus der ersten b = 2a und damit aus der

mittleren %3;; = —1. Damit ist

_2+i2+z
T 2-592—2

f(2)

Durchlduft man den Kreis in der durch die Reihenfolge der drei Punkte angegebene Rich-
tung, also im mathematisch positiven Sinne, so wird die reelle Achse in positiver Richtung
durchlaufen. Links des Kreises liegt das Innere des Kreises, links der Achse die obere Halb-
ebene. Also wird der Kreis wirklich auf die obere Halbebene abgebildet. O

Beispiel 27 (Randwerte harmonischer Funktionen). Wenn man Mgbiustransforma-
tionen zur Konstruktion von harmonischen Funktionen mit Randbedingungen benutzt, muss
man auf den unendlich fernen Punkt achten. Wir erkldren das am vorstehenden Beispiel.
Die Funktion u(z,y) = y ist harmonisch auf der oberen Halbebene (sogar auf ganz C) und
verschwindet auf der reellen Achse. Deshalb ist die Komposition

2+12+z

=1
Ule,y) =Img— 5

eine nicht-konstante harmonische Funktion, die auf dem Rand des Kreises durch die Punkte
—2,—1i,2 verschwindet, allerdings mit Ausnahme des Punktes 2, der unter f nach co
geht. Betrachtet man U auf der reellen Achse:

U(LL‘,O):IHI<3+4Z 2+x) _42+2

5 2—x 521’

so ist klar, dass das Potential sich im Punkt 2 nicht stetig ergédnzen lésst.

Wir werden spéter sehen, dass harmonische Funktionen auf kompakten Mengen ihr Maxi-
mum und Minimum auf dem Rand annehmen, vgl. Satz Sie sind also konstant, wenn
sie auf dem Rand verschwinden. Aber im vorstehenden Beispiel ist U eben nicht auf dem
ganzen Vollkreis harmonisch!

Beispiel 28. Noch eine Ergidnzung zum Beispiel Weas ist das Bild der unten skizzierten
,Linse“ unter der oben konstruierten Mobiustransformation? Weil f'(—2) # 0, ist f in
diesem Punkt winkeltreu und der obere Kreisbogen wird in einen Kreisbogen durch die
Punkte f(—2) = 0 und f(+2) = oo, also in eine Gerade abgebildet, die die reelle Achse
wieder unter dem Winkel a schneidet.

£
&
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Beispiel 29 (Leitungsdiagramme). In der Hochfrequenztechnik benutzt man die soge-
nannten Leitungs- oder Smithdiagramme, die auf der linearen Transformation
z—1
z+1

r(z) = (11)
beruhen. (Beachten Sie, dass r(z) in diesem Zusammenhang nicht |z|, sondern etwas ande-
res bedeutet.) Diese Transformation leistet (i,0, —i) — (i, —1, —%). Die ersten drei Punkte
liegen auf der imagindren Achse, die zweiten drei auf dem Einheitskreis. Daher bildet r die
imagindre Achse auf den Einheitskreis und den Bereich der rechten Halbebene z > 0 auf
das Innere des Einheitskreises ab, weil z.B. r(1) = 0.

Der Punkt z = ZR + 4 ; der rechten Halbebene ist in der Hochfrequenztechnik der mit
dem sogenannten Wellenwiderstand Z;, > 0 normierte komplexe Widerstand, |r(2)| nennt
man den Reflezionsfaktor.

Die Parallelen zur imagindren Achse, also die i
Kurven konstanten Wirkwiderstandes R/Zr,
sind ,,Kreise“ durch oco. Sie entsprechen un-
ter r daher Kreisen im Inneren des Einheits-
kreises durch den Punkt r(o0) = 1. Die Kur-
ven konstanten Blindwiderstandes X hingegen
sind ,,Kreise“ durch co, welche die imaginére
Achse senkrecht schneiden. Sie gehen iiber in
Kreise durch r(o0) = 0, welche den Einheits-
kreis senkrecht schneiden.

////

S
\

™~

Auf einem Nomogramm, , Millimeterpapier” gewissermafien, auf dem diese Kreise einge-
zeichnet und mit einer Skala versehen sind, kann man also fiir jeden Punkt im Einheitskreis
den zugehorigen (normierten) Wirk- und Blindwiderstand ablesen.

Die vielleicht wichtigste Anwendung des Smithdiagramms ist die folgende: Der Hochfre-
quenztechniker ist interessiert an einer Darstellung von z in der Form

m + ¢ tan o

1+ mtana

mit rellem m und «, wobei m €]0,1[ der sogenannte Anpassungsfaktor und a/(27) = /A
die auf die Wellenlénge A\ bezogene Leitungslange ist. Die Abhéngigkeit des komplexen Wi-
derstandes z von m und « ist aus dieser Formel nur schwer zu verstehen. Aber nach kurzer
Rechnung ergibt sich, dass
r(z) = 1-m o—2i _ I-—m pi(m—2a)
1+m 14+m

Die Kurven mit konstantem m sind also einfach Kreise um den Nullpunkt. Ihr Schnittpunkt
mit der Strecke [—1, 0] ist — 1+_m = r(m) und liefert daher m. Die Kurven mit konstantem o
sind Strahlen aus dem Nullpunkt. Der entsprechende Werte von « ldsst sich dann auf einer
umlaufenden Skala am Rande des Smithdiagramms ablesen.
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Beispiel 30 (Potential zwischen parallelen Zylindern).

Theoretische Elektrotechnik, Abschnitt 7.7

Die Abbildung bildete die imagindre Achse auf den Einheitskreis und die reelle Achse
auf sich ab. Daher bildet sie Kreise um 0 auf Kreise ab, die den Einheitskreis und die reelle
Achse senkrecht schneiden. Uberlegen Sie, dass der Kreis vom Radius p abgebildet wird auf
einen Kreis um }—f;’—z vom Radius

Die Umkehrabbildung

_2p
[1—p2]"

142z
T 11—z

f(2)

bildet deshalb diese Kreisfamilie auf die konzentri-
schen Kreise um 0 ab. Deshalb ist w = alog|f(z)| +
b eine harmonische Funktion, die die abgebildete
Kreisfamilie als Niveaulinien hat. Reell geschrieben
ist

(x+1)2+y2

(x—1)2+92 =

u(z,y) = alog

Damit erhélt man Potentiale fiir Felder mit konstanten Werten auf der imaginéiren Achse
und einem Kreis neben der Achse (Zylinder vor Wand) oder fiir Zylinder mit parallelen
Achsen die ineinander oder nebeneinander liegen.
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1.4 Komplexe Integration

e Definition des Kurvenintegrals komplexer Funktionen
e Beispiele

e Der Cauchysche Integralsatz und die Cauchysche Integralformel als eine Mittelwert-
formel fiir analytische Funktionen.

Das Integral komplexer Funktionen ist ein Kurven- oder Wegintegral. Durch Einsetzen einer
Parametrisierung wird daraus ein gewohnliches Integral einer komplexwertigen Funktion auf
einem reellen Intervall:

Definition 31. Sei f(z) stetig in der offenen Menge G C C und sei C' eine Kurve in G mit
der stetig differenzierbaren Parametrisierung z : [a,b] — G. Das Integral von f iiber C' wird
dann definiert als

/Cf(z)dz ::/a F(0)2(8)dt. (12)

Der Integrand rechts ist eine komplexwertige Funktion des reellen Arguments ¢, und das In-
tegral erhélt man, indem man iiber den Real- und Imaginérteil getrennt integriert. Genauer:
Sei f = wu+ i und z(t) = z(t) + iy(t) mit reellen u, v, z(t),y(t). Wenn wir der Einfachheit
halber die Argumente unterdriicken, ergibt sich

f(2)2 = (u+1iv)(z +1iy) = (ud — vy) + i(uy + vi)

und wir erhalten zwei reelle Integrale

b

/Cf(z)dz = /ab(u:b —vy')dt+i/ (uy + vi)dt. (13)

a
Wenn Sie so ein Integral wirklich ausrechnen wollen, brauchen Sie aber die genaue Bedeutung
dieser Formel:

b

b
/f(z)dZZ/ (U(Z(t))fv(t)*U(Z(t))y(t))df+i/ (u(z())y(t) + v(=(2))2(t))dt.
C a

a

Bemerkung. Ist C nur stiickweise stetig differenzierbar (Kurve mit , Knicken“), so integriert
man iiber die Stiicke und addiert die Integrale.

Beispiel 32. Ist C' der positiv durchlaufene Kreis vom Radius 7 um a mit der Parametri-
sierung ‘
z(t) =a+re, 0<t<2m

und eine stetige Funktion g(z) auf einem Gebiet, das den Kreis enthilt, erhalten wir fiir
1) =42

2 it 27
/ 9(2) :/ glatre®) it _ Z/ gla+ retydt. (14)
|z—al=r 0 0

z—a reit

Also ist
1 9(2)
z—a

dz

2mi |z—al=r

gerade der Mittelwert von g(z) auf dem Kreis.

Fiir g = 1 erhélt man 1.
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Und fiir beliebiges stetiges g(z) ergibt sich

.1 9(z)
lim — dz = g(a).
/|z—a|—r g9(a) (15)

zZ—a

Beispiel 33 (Inverse Laplacetransformation).
Signale und Systeme, Kapitel 5

Wir betrachten eine Funktion
f 00,00 = R,

deren Laplacetransformierte

+oo
ﬁmuw:A f(tye=tdt

in einer rechten Halbebene {z| Rez > a} existiert. Wir setzen f(¢) := 0 fiir ¢ < 0. Die
Fouriertransformierte von f wird im allgemeinen nicht existieren, weil dazu f schnell fallen
miisste. Aber oft ist die Funktion e~ f(¢) mit einem grofien positiven v schnell fallend, und
dann existiert die Fouriertransformierte

—+o0

“+o0
Pt o)) = [ et tar= [ e 0t ta = ip)+ i)

—0oQ

Die Umkehrformel fiir die Fouriertransformation, also

I .
=5 [ Pl
27 J_ o
liefert dann
1 [ ,
) =5 [ L+ et
T J -
oder
I ,
F) =5 / LIy + iw)e T d,
T J -0
b
Definiert man die Kurve (=Strecke) C,  bei festem
~ durch Cab
z(w) i =v+4iw fira<w<b, 7
so folgt Z(w) = ¢ und f(¢) ist der Grenzwert eines
Kurvenintegrals: a—+

1
f)= lim — L[f](z)e* dz.
o=~ 21 [,
b — +oo a,b

Das ist eine analytische Formel zur Berechnung der inversen Laplacetransformation. Wir
werden spiiter noch einmal darauf zuriick kommen. Der Wert solcher Formeln ist eher ein
theoretischer: An ihnen kann man besser verstehen, wie die Informationen iiber f in L[f]
kodiert sind. Fiir die praktische Inversion der Laplacetransformation sind Partialbruchzer-
legung und Tabellen einfacher. O
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Zusammenhang mit dem Kurvenintegral von Vektorfeldern. Das komplexe Integral
hat eine nicht nur oberflichliche Ahnlichkeit mit dem Kurvenintegral von Vektorfeldern. Wir
erinnern an die Definition

/C 7-ds = / b T(E(t)) - Z(t)dt.

Dabei war ¥ ein Vektorfeld in einem offenen Gebiet G C R™ und C eine Kurve in diesem
Gebiet mit einer Parametrisierung & : [a,b] — G. Tatséichlich kann man das komplexe
Integral als zwei Vektorfeld-Integrale umschreiben. Ist ndmlich z(¢) = x(t) +iy(¢) die Kurve,

so ergibt
/Cf(z)dz = /C (_uv) -ds—i—i/c (Z) - ds. (16)

1.4.1 Weg(un)abhingigkeit

e Parameterinvarianz. Wie bei Kurvenintegralen von Vektorfeldern ist auch das kom-
plexe Integral unabhéngig von der Parametrisierung von C', solange die Durchlaufungs-
richtung dieselbe bleibt. Durchléduft man den Weg in umgekehrter Richtung, so dndert
das Integral (nur) sein Vorzeichen.

e Wegabhingigkeit. Wie bei Kurvenintegralen von Vektorfeldern ist auch das komple-
xe Integral wegabhdngig in dem Sinne, dass das Integral {iber zwei Kurven mit gleichem
Anfangs- und gleichem Endpunkt im allgemeinen verschiedene Werte liefert.

Beispiel 34. Sei f(z +iy) = x + 2iy und seien

1+i
Cr: z(t):=(Q+itfir0<t<1 €1
t fir 0<t<1 Y\
Cy: 2(t) = comuets
1+(t—1) fir1<t<2 ~ \
C
2

Es ergibt sich

1 1 1
1
f(z)dz:/ (t+2it)(1+i)dt=/ (t—2t)dt+i/ Stdt = —~ 1+ 24,
Cq 0 0 0 2 2
und

1 2 1 2 2 1
f(z)dz:/ t-ldt—l—/ (1+2(t—1)i)idt=f+/ 2(1—t)dt+i/ dt = —= +i.

Co 0 1 2 1 1 2
O

e Andrerseits kann man das komplexe Wegintegral als Summe von Vektorfeldintegralen
schreiben, und die sind nach Analysis II wegunabhéngig, wenn es dafiir Potentiale gibt.
Das untersuchen wir nun genauer
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Wir schreiben noch einmal die Definition auf

/Cf(z)dz:/abf(z(t))z(t)dtz/c(_“v)-dfs+i/c(z)-dfs. (17)

Gibt es eine analytische Funktion F' mit F’ = f, also eine Stammfunktion von f, so ist nach
der Kettenregel 2 F(z(t)) = F'(z(t))2(t), und aus dem mittleren Integral folgt

_ [PdFG®)
/C’f(Z)d27\/a Tdth(z(b))fF(z(a)).

Offenbar hat aber die komplexe Funktion f(z +1iy) = x + 2iy aus dem letzten Beispiel keine
Stammfunktion.

Nun betrachten wir die beiden Vektorfeldintegrale auf der rechten Seite von . Nicht jedes
Vektorfeld besitzt ein Potential. Eine notwendige und lokal auch hinreichende Bedingung fiir

die Existenz war im R3 die Wirbelfreiheit rot = 0. Fiir ein Feld 7 = (Z ) im R2 lautet dieselbe
Bedingung

oy Ox

Fiir die beiden Vektorfelder aus der Gleichung sind das gerade die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen

op aqio

ou ov ov  Ou

dy  ox’ oy O

v
u

Wenn also f analytisch ist, haben (_uv) und ( ) wenigstens lokale Potentiale —U bzw. —V.
Fiir die gilt dann

ou oV
or ' oy’
ou oV
873/__”__%'

Also ist F' = U+iV eine Stammfunktion von f. Wenn der Definitionsbereich von f analytisch
in einem konvexen Gebiet G ist, gibt es nach Analysis IT auch in ganz G Potentiale und damit
in ganz G eine Stammfunktion von f.

Satz 35. Sei f: G — C stetig imGebiet G.
(i) Ist F' eine komplexe Stammfunktion von f, d.h. ist F analytisch mit F' = f, und ist
C:z(t),a <t <b, so folgt

| ) = (b)) = F(a).

Insbesondere ist dann das Integral wegunabhdngig.
(i) Ist umgekehrt das Integral wegunabhdngig, so besitzt f eine analytische Stammfunktion.

(iii) Jede analytische Funktion f : G — C in einem konvemmﬂGebi@t G besitzt eine Stamm-
funktion und damit ein wegunabhdingiges Kurvenintegral.

2 Hier kann man konvex auch ersetzen durch einfach zusammenhdingend, vgl. nichsten Abschnitt.
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Beispiel 36. Die Funktion f(z) = 1 hat auf C\ {0} keine Stammfunktion F, denn sonst
wére ) p
z
== Z o Fa)-FQ1) =o0.
ol IR AU R
Andrerseits ist die rechte Halbebene {z | Re(z) > 0}
konvex, und darum gibt es darauf eine Stammfunktion
von 1, zum Beispiel F(z) = log(z).

Das Integral lelzl dz—z iiber die skizzierte Kurve ist i

log(1 —14) —log(1+41) = log(\/ie—iﬂﬂl) _ 1Og(\/§eiﬂ/4)
= (V2 —in/4) — (V2 +in/4) .
= —im/2.

Die Stammmfunktion F'(z) = log(z) ist sogar auf dem Schlitzgebiet
{z | Re(z) > 0 oder Im(z) # 0}

definiert, und Integrale iiber Kurven in diesem Gebiet lassen sich damit leicht berechnen.
Das Schlitzgebiet ist nicht konvex, aber einfach zusammenhéngend, vgl. nichsten Abschnitt.

Auch die Einschrinkung auf die lings der positiven reelle Achse geschlitzte Ebene hat ein
Potential, ndmlich F(z) = log(—z).

Skizzieren Sie die Menge
{z | Im(z) > 0 oder Re(2) # 0}.

und finden Sie auf ihr ein Potential von % O
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1.4.2 Der Cauchysche Integralsatz

Einfach zusammenhdngenden Gebiete in der komplexen Ebene sind offene Teilmengen “ohne
Locher”.

einfach zusammenhingend einfach zusammenhingend nicht einfach-zusammenhéngend

Wir prézisieren das:

Definition 37. Eine offene Menge G C C heifit einfach zusammenhdingend, wenn jede
darin liegende geschlossene, doppelpunktfreie und stiickweise stetig differenzierbare Kur-
ve nur Punkte von G umschliefit, also einen ganz in G enthaltenen kompakten Bereich B
berandet.

In einer solchen besitzt jede analytische Funktion eine Stammfunktion, und das Integral
iiber geschlossene Kurven ist null:

Satz 38 (Cauchyscher Integralsatz, 1. Version). Sei C eine geschlossene Kurve in der
einfach zusammenhdingenden offenen Menge G und f : G — C analytisch. Dann gilt

/C F(2)dz = 0.

Wir wollen diesen Satz noch in einer anderen und oft bequemeren Version formulieren.

Satz 39 (Cauchyscher Integralsatz, 2. Version). Sei f analytisch in der offenen Teil-
menge G C C. Sei weiter B C G ein kompakter Bereich mit stiickweise glattem Rand und
die Randkurve OB so parametrisiert, dass B zur Linken liegt. Dann gilt

f(z)dz =0.
OB

In diesem Bild ist G nicht einfach-zusammen-
héngend, und das wird in der 2. Version auch nicht
vorausgesetzt. G
AufBlerdem hat der Rand von B mehrere Komponen-

e s 1 0B
ten, was oft hilfreich ist.
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Der Satz folgt unmittelbar aus der Greensche Formel

//(axay)“ = [, @)@

die wiederum eine Konsequenz aus dem Stokesschen Integralsatz war, vgl. Analysis II.

Wenden wir das auf die beiden Integrale in an, so erhalten wir

Lo [ (- [ [ (-5

nach den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungenﬂ

1.4.3 Die Cauchysche Integralformel

Dem Cauchyschen Integralsatz sieht man nicht leicht an, warum er der wichtigste Satz {iber
analytische Funktionen ist. Das ist schon anders mit der nachstehenden Folgerung:

Satz 40 (Cauchysche Integralformel). G und B seien wie im Satz . Ist f analytisch
in G und zy ein innerer Punkt von B C G, so gilt

ERVENOW

211 OB % — 20

f(20) =

Wir bemerken:

f(z)

e Muss das Integral nicht nach dem Cauchyschen Integralsatz Null sein? Nein, denn -+~ =

ist wegen der Nullstelle im Nenner nicht analytisch auf ganz G.

Hiufigste Anwendung: B ist das Innere einer doppel-
punktfreien geschlossenen Kurve C, die samt diesem
Inneren in G liegt.

e Bei der Integration rechts kommen nur die Werte von f auf dem Rand 0B vor. Aus
ihnen berechnet sich der Wert f(zg) fiir jeden inneren Punkt zg.

Das ist wirklich eine bemerkenswerte Tatsache! So, als wire eine reelle differenzierbare
Funktion auf einem Intervall bereits durch ihre Werte in den Endpunkten bestimmt,
was natiirlich Quatsch ist.

3 Die vorstehenden Uberlegungen beweisen diesen Satz nur, wenn w und v und damit f stetig differen-
zierbar sind, weil der Stokessche Integralsatz diese Voraussetzung benétigt. Der Cauchysche Satz lésst sich
(miihsamer) aber auch beweisen ohne die Voraussetzung stetiger partieller Ableitungen. Spéter kommt dann
allerdings heraus, dass jede einmal komplex differenzierbare Funktion ohnehin beliebig oft differenzierbar
ist, so dass die partiellen Ableitungen insbesondere automatisch stetig sind.
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Beweis der Integralformel. Wir wollen die Integralformel beweisen, weil der Beweis ebenso
einfach wie informativ ist. Insbesondere zeigt er, dass dies wirklich auf dem Cauchyschen
Integralsatz beruht.

Sei also K, eine kleine Kreisscheibe vom Radius € um @KE
zo, die ganz in B liegt, und bezeichne B den Bereich
zwischen K. und 9B: B

C

Dann ist % auf B analytisch und nach dem Cauchyschen Integralsatz folgt

() () e

9B % — 20 9B 2 — 20 0K riickwirts £ — 20

[ S [ 10,
OK.

dB % — 20 zZ— 20
Also folgt
e [ Sy,
8B % — R0 aKEZ—Z()
und das gilt fiir jedes e. Nach ist aber der Grenzwert der rechten Seite fiir ¢ — 0 gerade
2mif(20). O
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1.5 Anwendungen der Integration auf die Potentialtheorie

e Hat man ein wéirmeleitendes Fldchenstiick mit zeitunabhéngiger Temperaturverteilung
auf dem Rande, wie sieht dann die stationdre Temperaturverteilung im Inneren des
Fléchenstiickes aus?

Das ist ein Randwertproblem fiir die Warmeleitungsgleichung Au = C—;%. Im sta-

tiondren Fall hidngt u nicht von t ab, es gilt Au = 0. Die Temperaturverteilung ist
also gegeben durch eine harmonische Funktion, die die Randverteilung stetig ins In-
nere fortsetzt. Aber wie sieht die aus? Das ist die sogenannte 1. Randwertaufgabe der
Potentialtheorie.

e Die Cauchysche Integralformel hilft bei der Losung. Insbesondere liefert sie die Ein-
deutigkeit sowie, wenn die Fléche eine Kreisscheibe ist, eine explizite Formel fiir die
Losung.

Sei u(z,y) eine (reellwertige) harmonische Funktion auf der Kreisscheibe K vom Radius R

um a € C:
Au = 0.

Dann ist u(z) der Realteil einer analytischen Funktion f(z) und aus der Cauchyschen Inte-
gralformel erhélt man fiir den Mittelpunkt(!) des Kreises:

27 i o
fla) = 2% /| ) s = flat Re) Rie'tdt = 2i f(a+ Re™)dt.

s—al=R Z—Q 27 Jo Reit T Jo

Durch Ubergang zum Realteil ergibt sich

Satz 41 (Mittelwertformel fiir harmonische Funktionen).

u(a) = %/0 7Tu(a + Re™)dt (18)

Das rechte Integral ist der Mittelwert von u auf dem Kreisrand.

Sei nun u eine harmonische Funktion auf der zusammenhéngenden offenen Menge G, die in
a € G ihr Maximum annimmt. Wir betrachten Kreisscheiben um a, die ganz in G liegen. Der
Mittelwert von w iiber den Rand einer jeden solchen Kreisscheibe ist = u(a). Andrerseits ist
aber u(z) < u(a) = maxu. Also kann der Mittelwert nur dann = wu(a) sein, wenn u(z) = u(a)
fiir alle Punkte z auf dem Rand des Kreises. Weil das fiir jeden Kreis gilt, ist u(z) = u(a)
auch fiir die Punkte im Inneren eines jeden Kreises um a, der ganz in G liegt: solche inneren
Punkte sind ja Punkte auf dem Rand von kleineren Kreisen. Wenn also u(a) = maxu, so
ist u auf einer kreisférmigen Umgebung von a iiberhaupt konstant. Daraus folgt aber, dass
u tiberhaupt konstant ist.

Sei ndmlich b irgendein Punkt in G und 2(¢),0 < ¢ < 1, eine Kurve von a nach b in
der zusammenhéngenden offenen Menge G. Es ist u(z(0)) = u(a) = maxu, und wir be-
trachten den ,letzten“ Punkt auf der Kurve, fiir den u(z(t)) = w(a), d.h. wir betrach-
ten t* = sup{¢|u(z2(t)) = u(a)}. Nach der Definition des Supremums gibt es eine Fol-
ge t; mit u(z(t;)) = u(a), die gegen t* konvergiert. Weil u(z) und z(t) stetig sind, folgt
u(z(t*)) = limu(z(t;)) = u(a). Also ist in diesem ,letzten* Punkt wirklich u(z(t*)) = u(a).
Nach unseren vorigen Uberlegungen ist dann u(z) = wu(a) auf einer ganzen Umgebung von
u(z(t")). Wire ¢t* < 1, so wire deshalb u(z(t)) = u(a) noch ein Stiick weiter als t*; aber t*
war gerade der letzte Punkt mit dieser Eigenschaft. Also ist t* = 1, und das heifit u(b) = u(a).
Weil b beliebig war, ist daher u(b) = u(a) fiir alle b € G.
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Satz 42 (Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen). Nimmt die harmonische
Funktion auf der zusammenhdngenden offenen Menge G ihr Mazximum an, so ist sie kon-
stant. Ist B C G kompakt, so nimmt u|B sein Mazimum natirlich an, und zwar in einem
Randpunkt von B. Analoges gilt fiir das Minimum.

Ist nun v : B — R harmonisch auf dem kompakten B und 0 auf dem Rande 0B, so
ist maxu = 0 = minu, also v = 0. Hat man zwei harmonische Funktionen, die auf 0B
iibereinstimmen, so ist ihre Differenz harmonisch und = 0 auf dem Rand, also iiberhaupt
= 0. Das beweist:

Satz 43 (Eindeutigkeitssatz fiir die 1. Randwertaufgabe der Potentialtheorie).
Zwei harmonische Funktionen auf dem kompakten Bereich B, die auf dem Rand iiberein-
stimmen, stimmen auf ganz B iberein.

Beispiel 44. Die Funktion

1+2 1— (2% +y?)
Re(1—z> SUarige oY

ist eine harmonische Funktion auf dem Einheitskreis, die auf dem Rand, also fiir 22 4+ y? = 1,
verschwindet. Aber @ = 0 ist eine andere natiirlich harmonische Funktion mit dieser Eigen-
schaft. Das sieht aus wie ein Widerspruch zum Eindeutigkeitssatz, ist es aber nicht, weil u
im Punkt 1 auf dem Rand nicht einmal stetig ist:

1 — 22 _1—|—x

u(@,0) = 1-z)2 1-2

— +oo firz 7 1.
O

Wir wollen nun die Mittelwertformel fiir harmonische Funktionen auf dem Kreis so
verallgemeinern, dass sie nicht nur den Wert im Mittelpunkt sondern moglichst in einem
beliebigen Punkt liefert: wie die Cauchyformel. Sei zp ein innerer Punkt der Kreisscheibe
Kpr von Radius R, der Einfachheit halber um den Punkt 0. Die Mobiustransformation

Rz + 2
= Ri
f(Z) R+ 22
bildet Kreise in Kreise ab. Wegen
f(eQit) _ RReZit + 29 _ RReit + Zoe—it _ Ret + Zoe—it

Rt ez " Re '+ aet | (Ret +zge )

ist |f(e?")| = R, d.h. die Punkte auf dem Einheitskreis gehen in Punkte auf dem Kreis vom
Radius R. Und wir haben

f(0) = 20,
was noch einmal unterstreicht, dass bei Mobiustransformationen zwar Kreise erhalten blei-
ben, nicht aber deren Mittelpunkte.

Ist nun u harmonisch auf Kg, so ist u(f(z)) harmonisch auf K7, und nach der Mittelwert-
formel gilt

L YR TN B
o) =ulg0) = o [ atseya= o [ (R

- 2 2

Re' + z
R + z‘oe“
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Wir méchten ,
eio - fel 2
R+ Zyett
substituieren und berechnen dazu j—;. Wir 16sen nach e auf und erhalten:
it _ Ret? — z,
R — 6i¢Z_0 )
Wir differenzieren diese Gleichung nach ¢:

ie”ﬂ _ Rie'® (R — €' 2) — (Re™® — zp)(—ie'® %) _ R2%iet® — e 2%,

d¢ (R — e'?2)? (R —ei?z)2
und teilen durch ie®:
dt R2e — €2y % R? — 2%
dé ~ (R—e92)(Re'® —z)  (Re ' — 2)(Re'® — z)
R? — 2% R? — 2%

(Re™® — 29)(Re'® — z)  |Ret? — z|?
Anwendung der Substitutionsregel liefert nun

1 2 . R? — 2020

Schlieflich ergibt sich mit zg = re? aus dem Cosi-
nussatz |Re’® — z|> = R* — 2Rr cos(f — ¢) + r* und

damit

Satz 45 (Poissonsche Integralformel). Sei u(z) harmonisch auf der abgeschlossenen
Kreisscheibe vom Radius R um 0. Dann gilt fir alle r mit 0 <r < R und 0 € R:

o) = o [ uteit) s s (19)
e = or 0 uiie R2 —2Rrcos(6 — ¢) +1r2 7

Fiir r = 0 bekommt man wieder die Mittelwertformel.

Es gibt fiir die Poisson-Formel eine sehr anschauliche geometrische Interpretation: Wir be-
trachten einen inneren Punkt zy im Kreis vom Radius R und lassen die Sekante durch
diesen Punkt um ihn rotieren. Uns interessiert das Verhéltnis der Geschwindigkeit der bei-
den Schnittpunkte der Sekante mit dem Kreis zueinander.

Nach dem Sekantensatz ist das Produkt ab der Se-
kantenabschnitte dabei konstant und zwar ist

ab=(R+7)(R—r)=R?—7r%

wenn r der Abstand von zg vom Mittelpunkt ist.
Diesen Wert erhélt man némlich, wenn die Sekante
durch den Mittelpunkt geht. Das gesuchte Geschwin-
digkeitsverhéltnis ist daher mit den Bezeichnungen
der Abbildung

vy cosBuy, b ab R? — 2

Vg cosﬁva7a7a72:R2+r2—2chos¢'
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Das ist genau der Kern aus der Poisson-Formel. Er beschreibt also die Langenverzerrung,
wenn man den Rand des Kreises durch zg auf die gegeniiberliegende Seite des Kreises pro-
jiziert. Randstiicke nah bei zy werden dabei gestreckt, Stiicke fern von zy entsprechend
gestaucht. Wenn man die Randwertverteilung von u zun#chst auf diese Weise durch zy pro-
jiziert, und dann iiber den Einheitskreis mittelt, erhdlt man den Wert u(zp). Im Bild der
Temperaturverteilung fiir die Kreisscheibe: Randwerte nah bei zy haben groien Einfluss auf
die Temperatur in zg, Randwerte fern von zy haben geringen Einfluss.

Ist u harmonisch auf der abgeschlossenen Kreisscheibe vom Radius R, so liefert die Poisson-
Formel also die Werte im Inneren berechnet aus den Randwerten. Aber man kann beweisen,
dass man diese Formel auch zur Losung der Randwertaufgabe benutzen kann:

Satz 46 (Existenzsatz fiir die 1. Randwertaufgabe). Sei ug eine stetige Funktion auf
der Kreislinie vom Radius R um 0. Dann definiert

u(ret®) = - / T (Re') Uil de (20)
Tor )y 0 R2 —2Rrcos(0 — ¢) +1r2

eine auf der abgeschlossenen Kreisscheibe stetige und im Inneren harmonische Funktion u
mit u(Re'?) = ug(Re'?).
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1.6 Taylor- und Laurententwicklung

e Reelle differenzierbare Funktionen lassen sich zwar gut durch Taylorpolynome approxi-
mieren, aber nicht immer durch Taylorrethen darstellen. Bei komplex differenzierbaren
Funktionen konvergiert die Taylorreihe hingegen immer gegen die Funktion.

e Wichtiger fiir die Anwendungen ist die Reihenentwicklung um singuldre Punkte, zum
Beispiel um die Punkte, in denen die Ladungen eines Potentials sitzen, die Entwicklung
in eine sogenannte Laurentreihe.

e In gewisser Weise ist fast die ganze Information iiber analytische Funktionen in den
Singularitdten konzentriert. Der Residuensatz liefert den Schliissel dazu.

1.6.1 Taylorentwicklung

Man nennt Funktionen einer reellen Variablen (reell) analytisch, wenn sie sich iiberall in eine
konvergente Taylorreihe entwickeln lassen. Natiirlich miissen die Funktionen dazu unendlich
oft differenzierbar sein. Aber das geniigt nicht, wie etwa die Funktion mit f(z) = e~ 1/
fir z # 0 und f(0) = 0 belegt. Sie geht fiir £ — 0 so schnell gegen 0, dass auch alle ihre
Ableitungen in 0 verschwinden. Thre Taylorreihe ist also 0 und stimmt nur fiir x = 0 mit f
iiberein.

Wir wollen nun zeigen, dass das bei komplexen Funktionen vollig anders ist: Jede komplex
differenzierbare Funktion ist nicht nur iiberall beliebig oft differenzierbar, sie lasst sich sogar
um jeden Punkt in eine konvergente Taylorreihe entwickeln.

Damit sind die reell-analytischen Funktionen wirklich das reelle Gegenstiick zu den komplex-
analytischen Funktionen in unserem bisherigen Sinne.

Wir betrachten eine analytische Funktion f : G — C
und eine ganz im Gebiet G enthaltene Kreisschei-
be mit Mittelpunkt zg und Radius R. Wir betrach-
ten im Innneren der Kreisscheibe einen Punkt z mit
|z — 20| = r < R. Dann liefert die Cauchyschen In-
tegralformel (mit einer kleinen Anderung in der Be-
zeichnungsweise)

f2) = 5 Ty

20 J\¢—zg|=R C — %

1 f©)
= o ,/|(—zg|=R (C — ZO) - (Z — ZO) dC

L f(©) 1 G
- 2mi /|<—z0|_R ((—2)q_2=% de

¢ — 20

[[l=F%<1

1 O N CEE

27 Jic—spi=r (€= 20) 2= (C=20)"
_ b (220"
= £(©) T;) S
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WEeil die unendliche Reihe eine konstante Majorante hat, darf man sie gliedweise integrieren.
Wir erhalten

B <1 (z — z0)"™
_ Z - /CZO_R 1O ey %

£(0) .
z;) (27” /c zol=r (€ — 20)"T! dg) Sk
Z Z—ZO

Wir erhalten also eine Darstellung von f(z) als Potenzreihe um zg. Weil die Koeffizienten
einer Potenzreihe eindeutig bestimmt sind, ndmlich durch

0 = f(n)(20)7
" n!

spielt der Radius R offenbar keine Rolle, solange der Kreis in G liegt. Wir erhalten

Satz 47 (Taylorentwicklung analytischer Funktionen). Sei f : C D G — C auf der
offenen Menge G analytisch und zy € G. Sei U die grifite ganz in G enthaltene offene
Kreisscheibe um zy (eventuell U = C). Dann besitzt f(z) eine auf U konvergente Taylorent-

wicklung
oo
z) = Z an(z — 20)"
n=0

Dabei ist

Ay =

fM(z0) L/ f(2) d
|z—z0|=R

n! 2mi (z — zp)"t!

und R > 0 beliebig, aber kleiner als der Radius von U.

Beispiel 48. Nach Beispiel ist log z eine analytische Funktion auf dem Komplement
der negativen reellen Achse. Also besitzt es um zy = 1 eine Taylorentwicklung mit dem
Konvergenzradius R = 1. Aus log1 = 0 und

d*logz  (=1)""Y(n—1)!

T = n fiirn >0
folgt
> (z -1H" > )"
logz:Z(—l)” ! Z , =1 <1
n=1 n=1

O

Beispiel 49. Die Funktion f(z) = Tlgc? ist auf ganz R definiert, aber ihre Taylorreihe

Yoo o (=1 konvergiert nur fiir [z < 1. Das versteht man besser, wenn man die komplexe
Funktion f(z) = 1 + —— betrachtet. Die ist namlich bei z = % nicht definiert, und der offene
Kreis um 0 vom Radius 1 ist der grofite, der ganz im Definitionsbereich von f liegt. O
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1.6.2 Singularitdten und Residuen

Komplexe wie reelle Funktionen haben in aller Regel Punkte, in denen sie nicht definiert
sind, zum Beispiel Polstellen. In der Potentialtheorie tritt das z.B. dort auf, wo Ladungen
sitzen.

e Das Coulomb-Potential einer Ladung im Punkt &y des dreidimensionalen Raumes ist
bis auf eine von der Ladung und dem Maflsystem abhéngige Konstante gegeben durch

. 1
U\L) = 55— 5 -
(@) F— o)

In %y ist es nicht definiert.

Ahnliches gilt fiir das Potential @ eines Dipols im Punkt Z, = (20, Y0, 20), wenn die
Richtung der Dipolachse die erste Koordinatenachse ist:

~ L = To
R

e Im ebenen Fall ist das Potential einer Ladung im Punkt zg € C = R? gegeben durch

1

Entsprechend findet man fiir das Potentials eines Dipols in zg = o+ 43 € C mit Achse
in Richtung der reellen Achse:

- 1 T —
e =re(25) = =i =

Diese Potentiale sowie das zugehorige komplexe Dipolpotential ﬁ sind in zo nicht
definiert.

Gerade in den Ladungspunkten, die ja das Feld erzeugen, konzentriert sich gewissermaflen
die Information iiber das Feld. Deshalb ist es wichtig, analytische Funktionen ,in diesen
Singularitdten*, d.h. in ihrer N&he, zu studieren. Im ebenen Fall ist das wieder sehr viel
einfacher als im 3-Dimensionalen, weil man das Hilfsmittel der analytischen Funktionen hat.

Wir wollen eine offene Menge G C C betrachten und darin eine Menge ¥ C G von isolierten
Punkten: um jeden Punkt von zy € X gibt es eine Kreisscheibe, in der keine weiteren Punkte
von ¥ liegen. Ist f(z) auf G\ ¥ analytisch, so sagen wir f(z) ist analytisch auf G bis auf
isolierte Singularititen, eben bis auf die Punkte von Y. Typischerweise ist f in den Punkten
von Y gar nicht definiert, es kann aber sein, dass f in einzelnen dieser Punkte auch analytisch
ist, dass wir dass nur nicht wissen. Der néichste Satz zeigt, dass analytische Funktionen sich
iiberraschenderweise auch um isolierte Singularitéiten herum in einer Reihe entwickeln lassen.
Der Satz ist noch etwas allgemeiner formuliert, der eben beschriebene Sachverhalt betrifft
den Fall » = 0.
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Satz 50 (Laurententwicklung analytischer Funktionen). Seien 0 < r < R < co und
sei f auf dem offenen Kreisring

A={z|r <|z— 2| < R}

analytisch. Dann besitzt f in A eine eindeutig bestimmte Darstellung der Form

oo

F&) = 3 anlz—20)", (21)

n=—oo

die sogenannte Laurentreihe von f in A. Ihre Koeffizienten sind gegeben durch

1
ap = 7/ f(z>n+1 dz
270 |22y |=p (z — 20)

mit beliebigem p €]r, R].

Bemerkungen.

e Die Darstellung sieht der Taylorentwicklung sehr &hnlich. Nur gibt es fiir die Koefhi-
zienten keine Formel mit den Ableitungen in zy (natiirlich nicht), und es handelt sich
auch nicht um eine Potenzreihenentwicklung! Vielmehr stehen auf der rechten Seite
von zwei ,Potenzreihen“, eine in (z — zp) und eine in ZEZO, weil die Summation
von —oo bis oo erfolgt. Reihen dieser Form heiflen genau dann konvergent, wenn beide
Potenzreihen konvergieren. Ihr Konvergenzbereich ist also immer ein solches Ringge-
biet.

e Fiir R = oo ist der “Kreisring” das Auflere des Kreises |z — zo| = 7.

e Fiir r = 0 ist der Kreisring ein Kreis von Radius R ohne den Mittelpunkt zy. Ist f
analytisch auf der ganzen Kreisscheibe {z | |z| < R}, so ist fiir negatives n auch der In-

! (Z)n — dort analytisch, und deshalb ist nach dem Cauchyschen Integralsatz

(z—20)
an = 0 fiir nU< 0. Also erhélt man die Taylorentwicklung.

tegrand

e Der Beweis des Satzes benutzt wie der Beweis der Taylorformel die Cauchysche Inte-
gralformel und die Entwicklung in eine geometrische Reihe. Er ist nicht schwer, aber
wir gehen darauf nicht néher ein.

e Wir {iberlegen allerdings, warum die a,, so aussehen wie angegeben:
Ist f(2) = S202°  aw(z — 20)F, so multiplizieren wir mit (z — o) ="~}

1 f(2)dz 1 / S -
— = ar(z — z9)" 7" dz
2mi /ZZO_p (z—=20)" ™ 2mi ) )=p Z a 0)

k=—o0

400 B

2 : k —n—
T/ (Z—Z())k " 1dZ.

he—oo <74 J|z—20|=p

und integrieren:

Aber der Integrand (z — 29)*~"~! hat fiir alle k # n eine Stammfunktion 7(2_,:”):7",

und dann ist das Integral tiber die geschlossene Kurve |z — zg| = p gleich Null. Also
bleibt in der Summe nur der Term fiir £ = n, und das Integral f‘ 2z — 29) " ldz
liefert 2mi:

ezol=pl

1 f(z)dz an . .
- P v 57 270 = Q.-
270 )2 zg|=p (2 = 20) i

44



e Die Formel fiir die a,, liefert insbesondere
/ f(2)dz = 2mia_;.
|z—z0]=p

Deshalb spielt der Koeffizient a_; eine besondere Rolle. Im Fall » = 0 nennt man ihn
das Residuum von f(z) in zp:

Res(f(2),20) :=a_1 = = f(z)dz=. (22)

270 )z sl =

e In den Anwendungen gewinnt man oft die Laurentreihe einer Funktion auf andere Wei-
se als durch Berechnung der Kreisintegrale. Dann kann man umgekehrt das Residuum
benutzen, um das Integral von f zu berechnen. Das werden wir im folgenden genauer
untersuchen.

1.6.3 Typen von Singularititen

Sei f(z) analytisch in der Kreisscheibe {2 | |z — 20| < R} bis auf eine isolierte Singularitéit
in zg. Wir betrachten die Laurententwicklung

o0

[ =3 aulz— )", (23)

n=—oo

von f im Kreisring {z | 0 < |z — 20| < R}.

Dann gibt es folgende drei Falle:

1. Fiir kein n < 0 ist a,, # 0. Im Klartext: a,, = 0 fiir alle negativen n. Dann definiert
die Reihe (23) eine auch in zy analytische Funktion und zp ist nicht wirklich eine
Singularitdt. Man nennt zy deshalb dann auch eine hebbare Singularitit. Der Grenzwert
lim, ., f(z) existiert in diesem Fall, und “behebt” die Singularitit, indem er f(z) zu
einer auch in zy analytischen Funktion ergénzt.

2. Nur fiir endlich viele n < 0 ist a,, # 0. Dann gibt es ein kleinstes n < 0 mit a,, # 0
und es gilt

—On

(2 — zp)I"

fiir kleines |z — zp|. In diesem Fall heifit zy ein Pol oder eine Polstelle der Ordnung |n|
von f. Es gilt

flz) =

lim |f(2)| = oc.
zZ—2Zz0
3. Fiir unendlich viele n < 0 ist a,, # 0. In diesem Fall nennt man z, eine wesentliche
Singularitdt von f. Der Grenzwert lim,_,,, |f(2)| existiert in diesem Falle nicht, die
Funktionswerte in der Nidhe von zg benehmen sich iiberaus “wild”.

Als Anwendung beweisen wir die Regel von de ’'Hospital im Komplexen:
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Satz 51 (Regel von de ’Hospital). Seien f und g analytisch in G bis auf eine isolierte
Singularitdt zo und nicht die Nullfunktion: f # 0 # g. Gilt dann

(i) im,_,,, f(z) =0=1lm,_,, g(2) oder

(#) lim,_,,, f(2) = co = lim,_,, g(2)

(.

(=) g ist

und existiert lim,_, Ok

lim —% = .
220 g(z) 220 g’(z)

1) 1) o)

Beweis. Nach Voraussetzung haben f und g in zg eine Nullstelle oder eine Polstelle. Also
gibt es ein m € Z, so dass auf einer Umgebung von zg

f(z) = Z ar(z — 20)% = (z — 2)" Z ap(z — z)F™m
k=m k=m

=:f(2)
mit einer analytischen Funktion f(z), fiir die
f(ZO) = am # 0.

Entsprechend ist g(z) = (2 — 20)"g(z) fiir ein n € Z und analytisches §(z) mit g(zo) # 0.
Damit erhélt man

f'(z) _mz = 20)" ' f(2) + (2 = 20)"f'(2) _

- < = =(z—2 = =
B T P L 1P R Py 1 R M P B Py 1 B
Daraus folgt
, 0, falls m > n
f/(z) [(20)7 falls m=n
z—20 (z) g(z0)
0, falls m < n,

und wegen ﬁg =(z—z)m " % die Behauptung

R CIC)
o g(2) o ()
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1.6.4 Beispiele. Residuensatz

Zunichst berechnen wir Beispiele von Laurentreihen:

Beispiel 52. Die Funktion f(z) = e* ist fiir 2 # 0 analytisch. Thre Laurentreihe ist

= neTho (P
In 0 hat die Funktion eine wesentliche Singularitét. O

Beispiel 53. Dieses Beispiel ist wegen der verwendeten Methode sehr wichtig. Wir betrach-
ten f(z) = ez%l Diese Funktion ist analytisch fiir z # 0. Es gilt

1 1 1 1 11

-1 42424 z2l+i+5+... zh(2)
Aus der Laurentreihe von % um 0 ergibt sich deshalb natiirlich sofort die fiir f(z).

Die Funktion h(z) ist als konvergente Potenzreihe analytisch und h(0) # 0. Daher ist h(z)
auf einer Umgebung von 0 analytisch und die Laurentreihe ist eine Taylorreihe:

1 2
%—bo+b12+bzz + ...
Aber es ist

1= h(z)(bo —|—b12—|—b22’2 —|—)

2
(1+ +§+ )(b0+b12+b222+...)
bo o

bo . b by
= by + b1z + boz® + b32® + .. +§ +§ 4. gt +§z+

bo b bo
_b0+<b1+2|> <b2+1+3'>22+...

Daraus berechnen sich die b,, rekursiv durch Koeffizientenvergleich:

bo =1,
bo 1
by = —2 — __
! 21 2’
by — by by 1
T TRETR DX
by b by
S TR TR TR
1
by=...= ——.
* 720
Wir erhalten
1 1 1 z
s T E_ﬁ+zbkz
Die Funktion g(z) := 62171 — 1+ 3 ist ungerade:
1 1 e
- = l=—— 1=0.
g(—z) + g(2) e—z—1+ez—1+ 1—€Z+€Z—1+ 0
Daher ist b3 = b5 = by = ... = 0, was aus der Rekursionsformel nur miihsam nachzuweisen
ist. Die Zahlen
Bk = k’bk
heiflen Bernoullizahlen. O
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Wir haben im letzten Beispiel zwei Standard-Tricks angewendet:

e Wenn f(2)(z — 29)* =: g(z) analytisch ist und man die Taylorentwicklung von g(z) in

zo kennt, kennt man auch die Laurententwicklung von f(z) = (i (53)k~

e Wenn man die Taylorreihe von h(z) in zp kennt, und h(zg) # 0 ist, findet man die
Taylorreihe von f(z) = ﬁ aus 1 = f(z)h(z) durch Bilden des Cauchyproduktes der
Reihen und Koeffizientenvergleich.

Die letztere Aufgabe kann man auch mit einer anderen Methode 16sen, ndmlich unter Be-
nutzung der geometrischen Reihe. Wegen

1 1 1 1

h(z)  co+ci(z—20) + ca(z —20)% + ... g1+<C—1(z—z0)—|—c—2(z—z0)2+...>
Co Co

ist namlich hc‘;) von der Form

Daher ist fiir hinreichend kleines |z — 2|

2
Co c1 Co 2 C1 C2 2
—=1— —(z— —(z — —(z — —(z —
h(z) (60 (2= 20) + co (=) + >+ (Co (z = 20) + co (2= z)"+ ) i
2 3
C1 Co Cl 9 C3 Cl 3
:1—— — _— —_— — _—— = —_
o (z —20) + ( o + Cg) (z—20)" + ( o C%> (z—20)° +

und
1 1 Cc2 | Cf 2 3 G 3
w:——c—z(z—z())—k <—02—|—3> (z—20)° + (—2—4> (z—20)°+ ...
Beispiel 54. Seien ¢(z), h(z) analytisch auf einer Umgebung von zy und sei
h(z0) =0, 1'(z) #0.
Dann haben diese Funktionen Taylorentwicklungen der Form

9(z) =ao+a1(z —2) + ...
h(z) = e1(z — 20) + c2(z — 20)* . .,

wobei offenbar ag = f(29) und ¢; = h/(zg) ist. Die Funktion f(z) := 223 hat dann in 2
eine isolierte Singularitédt und es gilt:
g(2) ag+ai(z—20)+... 1 ag+ai(z—2)+...
f(z) = = 5 =
hz) c(z—20)+ca(z—20)%... z—29 c1+ca(z—20)-..

Mit den vorangehenden Uberlegungen zu reziproken Taylorreihen (unter Beachtung der In-
dexverschiebung!) ist

f(Z):ZjZO (ao—‘v‘al(Z—ZO)—l-...)(%—Z%(Z—Zo)-i—...)

=2 (z — 20) " + Potenzreihe in (z — 20).
A
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Wir halten fest: Ist h(zg) = 0 # h'(z0) so ist

9(z) = ()
Res (7532 = oy (25)

Aus und ergibt sich z.B. ohne Rechnung fiir » €]0, 7[:

cos z ) cos z .cos( .
dz = 2mi Res ( ,0) = 2mi = 27i.
|2|=r sin z cos 0

sin z i
O

Die Formel kann man betrachten als Spezialfall des folgenden Rezeptes zur Berechnung
von Residuen: Hat f(z) in 2o einen n-fachen Pol, so sieht die Laurententwicklung um zg so

aus:
o)

f(z) = Z ar(z — 20)" = ﬁ <Z ag—n(z — zo)k>

k=—n

oder

(5= 20" () = Y k(= = 20"
k=0

In 2y ist f(z) gar nicht definiert, aber (z — z9)" f(z) hat dort eine hebbare Singularitét,
und wenn man diese “behoben” hat, steht auf der rechten Seite der letzten Gleichung ihre
Taylorentwicklung. Der gesuchte Koeffizient a_; steht vor der Potenz (z — 29)"~!. Mit der
Formel fiir die Taylorkoeffizienten ergibt sich also

Satz 55 (Residuum in Polstellen). Hat f in zo einen n-fachen Pol, so gilt

L lim (2 — 20)" f(2)™ 0 (26

Res(f,20) = (n— 1)l 2=z

Beispiel 56. Berechne das Residuum

z

Res(———,0).
sin® z
In 0 haben wir einen doppelten Pol. Wir finden:
/ . . .
e* . 22e% . 2ze* sin? z + 22e* sin? 2z — 222¢% sin 2 cos 2
Res(——5—,0) = lim ( — = lim —
sin” z z—0 \ sin” 2 z—0 sin” z
. , 2 , % sinz—zcosz
= lim | e*— 5— + 2e” — .
z—0 sin” z sin z sin” z

Fiir den letzten Bruch findet man mit dem Satz von de 'Hospital

. sinz —zcosz . COSzZ—COoSz-+ zsinz
lim — = lim - =
z2—0 sin” z 2z2—0 2sin z cos z
Damit folgt
z
Res(——=—,0) = 1.
sin” z
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Die Integralberechnung mit dem Residuum kann man noch verbessern:

Satz 57 (Residuensatz). Sei f(z) analytisch in G bis auf isolierte Singularititen und
B C G kompakt mit stickweise glatter Randkurve OB, auf dem keine Singularitit von f

liegt. Dann liegen in B nur endlich viele Singularititen z1, ..., z, von f und es gilt
f(z)dz = 2mi Z Res(f(2), zk)- (27)
oB k=1

Beweis. Zum Beweis legt man sehr kleine disjunkte Kreisscheiben um die z;, die ganz im
Inneren von B liegen, und betrachtet das Gebiet zwischen diesen Kreisscheiben und 0B. Es
wird von B und den Kreisenlinien berandet, und in ihm ist f(z) analytisch. Dann wendet
man den Cauchyschen Integralsatz an und findet, dass das Integral {iber 0B gleich der
Summe der Integrale iiber die kleinen Kreise ist. Aber die geben gerade die Residuen. [

Beispiel 58. Die Nullstellen von sin z sind genau die reellen Nullstellen km, k € Z. Fiir
r €], 2r[ finden wir daher

+1 +

COs 2 COSs 2
S dz=2r SR ( B2k ):2 '
/Z|_T. sine 0T Z “\sinz " m k:Z

1
k=—1 —1

Beispiel 59. Ist f(z) analytisch in ganz G, so gibt es keine Residuen, und aus dem Residu-
ensatz wird der Cauchysche Integralsatz. Ist wieder f(z) analytisch in ganz G, und wendet

man den Residuensatz auf die Funktion % an, deren Residuum nach gerade f(zo)

ist, so folgt die Cauchysche Integralformel. O
Beispiel 60. Die Funktion
1
1@ =1z
ist analytisch in ganz C mit Ausnahme der Nullstellen des Nenners, und die sind —= (41 +1)

V2
und % (£1 — 7). Die Residuen in diesen Punkten sind z.B.

1 V2 )
T @iy s T

Res(f(z2), (£1414)) =

Sl =
S

Wir wihlen nun G = C und fiir B den Halbkreis mit
Radius R > 1 wie abgebildet. Darin liegen genau die
beiden Singularitdten mit positivem Imaginérteil. Es
folgt fiir C' := 0B

(=1 —1i)) = 2m(—g i) = —.

/C dz \gi g

Interessant wird dies vor allem durch die Moglichkeit, auf dem Weg iibers Komplexe relle
uneigentliche Integrale zu berechnen. Wahlt man R sehr grof, so ist der Integrand auf dem
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Halbkreis von der Groflenordnung ﬁ, und die Lénge des Halbkreises ist mR. Daher tréigt
die Integration iiber den Halbkreis fiir groes R nur wenig zum Ergebnis bei, es ist

/R dx _/ dz 7w
_rltat —rr l+2t V2

Fiir eine prazise Abschitzung des Fehlers benutzt man

dz g 1 X i
— — — _jReMdt| < /
/Halbkrcis 1+ 21 /0 1+ (Re®)* ‘ “Jo

T o1 Rr
< ——— Rdt = ———
—/0 R = Ry

1
1+ (Re™)*

iRe™| dt

Fiir R — oo geht das gegen 0, und daher folgt

Anders ist das schwer zu berechnen. O

Beispiel 61. Das vorangehende Beispiel 148t sich verallgemeinern, zum Beispiel unter fol-
genden Bedingungen:

(i) f(z) = 2227 wo p und ¢ Polynome mit reellen Koeffizienten sind.

(ii) Die Nullstellen von ¢ sind alle einfach und liegen nicht auf der reellen Achse.

Fiir hinreichend grofles R liegen dann alle Singularititen von f im Kreis |z| < R, und
wenn C' wieder den Halbkreis vom Radius R wie im vorangehenden Beispiel bezeichnet, ist

unabhéngig von R
/ f(z)dz = 2mi Z p/(z) .
¢ q(z)=0,Re z2>0 q (Z)

Damit das Halbkreisintegral verschwindet, setzt man weiter voraus, dass
(iii) Grad(q) > Grad(p) + 2.

Dann folgt wie oben

o o p(z)
IR V)

e q(z)=0,Re z>0

wobei die rechte Seite mit der linken automatisch reell wird. O
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1.7 Anwendungen von Laurentreihe und Residuensatz

e Die z-Transformation transformiert diskrete Folgen in Laurentreihen. Sie ist ein wich-
tiges Hilfsmittel der Signalverarbeitung.

e Die inverse Laplacetransformation dient eher der Analyse von Transformierten und
damit der Vermeidung expliziter Rechnungen als der praktischen Riicktransformation.
Das ist zum Beispiel von Bedeutung fiir die Regelung und Steuerung von Netzwerken
oder Prozessen, insbesondere fiir Fragen der Stabilitét.

e Das vielbenutzte Stabilitdtskriterium von Nyquist basiert auf dieser Grundlage.

1.7.1 z-Transformation

Jeder Zahlenfolge (yx)ren kann man auf ganz banale Weise eine (in 0 zentrierte) Laurentreihe
zuordnen:

Definition 62. Die Abbildung

Z: (Yr)ken — Zykz_k (28)
k=0

heif}t die z- Transformation.

Wo die Laurentreihe konvergiert, liefert sie also eine analytische Funktion Y'(z). Die Um-
kehrtransformation wird nach Satz [50] dann gegeben durch

1 Y (2)
= — d
Y-k 2mi /z_p zk+1 N

1
= — Y (2)2" 1 dz.
270 Jjz1=p

oder

Beispiel 63. Fiir a € C hat die Folge (a*) = (1,a,a?,...) die Transformierte

Z[(@")(z) = Y ahah = = (29)

z—a
k=0

Diese ist konvergent fiir |z| > |a|. Allgemeiner gilt: Ist die Folge (yi)ren von exponentieller
Ordnung, d.h. gilt |y,| < @ fiir ein positives a und alle k, so konvergiert die z-Transformierte
Z[(yx)](2) fiir |z| > a, so wie die Laplacetransformierte fiir hinreichend groflen Realteil Re(z)
konvergierte.

Die Folge 0,1, a, a2, ... liefert die Transformierte

0+1z ' +az?+a*23+... == = . (30)

Durch Differentiation von findet man

0+ (—D1z72 + (=2)az 3 + (=3)a’2* +... = =t
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Also ist

1
05,1 9.2 _
2[0707 1(1 720, ,3(1 ,](Z) = m
oder
Z[0,1a', 202, 3a%,..](2) = ———. (31)
) b b (Z _ a)2
O

Beispiel 64. Fiir die z-Transformation von (yi)ren gilt, wenn man z durch e® ersetzt,
o0
Y(e®) = Zykefsk.
k=0
Das ist offenbar ein diskretes Analogon der kontinuierlichen Laplacetransformation

Y(s) = /OOO y(t)e stdt.

Die z-Transformation spielt deshalb fiir lineare Differenzengleichungen (lineare Regressio-
nen) mit konstanten Koeffizienten eine dhnliche Rolle, wie die Laplacetransformation fiir

Differentialgleichungen, vgl. Beispiel O

Neben der oben definierten z-Transformation kann man fiir Folgen, deren Index die ganzen
Zahlen durchléuft, auch eine doppelseitige z-Transformation

Z:(ynkez = Y k2"

k=—o0
definieren. Sie entspricht der Fouriertransformation im kontinuierlichen Fall.

Die ungeheuere Bedeutung diskreter Systeme im Zuge der Digitalisierung schlédgt sich ma-
thematisch nieder in der groflen Bedeutung von Differenzengleichungen neben den klassi-
schen Differentialgleichungen. Ein Beispiel bietet die Signalverarbeitung, siehe [Signale und
Systeme]. Damit gewinnt auch die z-Transformation als Ersatz fiir die Laplace- und Fourier-
transformation eine grofle Bedeutung.

Wir geben die fundamentalen Eigenschaften der z-Transformation an. Dabei sei y,, := 0 fiir
m < 0, so dass also zum Beispiel

(yk—-?)) = 07 Oa 05 Yo, Y1, .-

Satz 65 (Rechenregeln fiir die z-Transformation). Seien (yx)ren und (Ji)ren 2wei
Folgen komplezer Zahlen und seien Y (z) und Y (z) deren z-Transformierte. Dann gilt fir
a,beCundnelZ

Z[(ayr + bir)](2) = aY (2) + bY (2) (Linearitit)
Z[(Yr4n)](2) = 2" (Y(z) - Z_:l ykz’“> (Verschiebungsregel)
Z[(kyr)](z) = —2Y"(2) - (Differentiationsregel)
Z [(Zk:0 ye—93)] = Y (2)Y (2) (Faltungsregel)
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Die Beweise sind ganz leicht. Zum Beispiel ist

Zl(Yktn)|(2) = Yn + Y12+ Yng22" T+
Zn(ynz_n + ynﬂz‘("*l) + yn+2z_("+2) +.. )

z" (Y(z) - i: ykz_k> .
k=0

Beispiel 66. Aus der Verschiebungsregel ergeben sich folgende Spezialfille:

Zl(yon))(z) = 2 "Y(2) fiirn >0,
Z[(ys1)](2) = (Y (2) = o).

Den Ableitungen wie ¢y und y” bei Differentialgleichungen entsprechen im diskreten Fall
Differenzen wie yp+1 — yr oder yrio — 2yx+1 + yx. Deren z-Transformierte ergeben sich als

Z[(yr+1 — yr)](2) = (
Z[(Yrt2 = 2yrt1 + yr)](2) = (

1Y (2) — zyo,

2 —1)%Y (2) — 2(z — 2)yo — 2y1.

O

Die Rechenregeln sind denen der Laplacetransformation sehr dhnlich, wenn auch in in den
beiden letzten Identitidten die Translationen in z etwas komplizierter erscheinen. Aber es ist
unmittelbar klar, dass ganz analog zum kontinuierlichen Fall Differenzengleichung der Form

AnYktn + ...+ aoyr = by

mit konstanten Koeffizienten und gegebenen Anfangswerten yo, ..., y,—1 zu einer Gleichung
fiir die analytische Funktion Y'(z) = Z[y](z) fiihrt, die hiufig von der Form Y(z) = £ Ez;
mit Polynomen p und ¢ ist. Die Riicktransformation kann man theoretisch mit der oben
angegebenen Umkehrtransformation durch Integration vornehmen, in der Praxis ist aber wie
bei der Laplacetransformation Partialbruchzerlegung und Verwendung einer Tabelle (oder

der geometrischen Reihe) meistens giinstiger.

Beispiel 67. Wir betrachten das diskrete Anfangswertproblem
Yk+2 — DYp+1 + 6y =0,  yo,y1 vorgegeben. (32)
Anwendung der z-Transformation liefert
2(Y(2) —yo—y127 ") = 5(Y (2) —50) + 6Y (2) =0

und daraus
Y (2)(2? — 52 +6) = yo (22 — 5z + 6) — 6yo + y12
oder, nach Division mit 22 — 52 4+ 6) = (2 — 2)(z — 3) und Partialbruchzerlegung,

_ 2y1 — 6yo n 3y1 — 6y

Y(2) =vo z—2 z—3

Mit finden wir fiir £ > 2

Yr = (3y1 — 6y0)3° ™1 — (2y1 — 6yo)2~ L.

Achtung. Die Rekursionsgleichung

Yk —DYr_1+6yr_2=0, k>2 1o,y vorgegeben (33)
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scheint dasselbe Problem zu beschreiben wie . Aber die z-Transformation dieser Glei-
chung liefert
Y(2) =527V (2) +6272Y(2) =0

und damit Y'(z) = 0. Der Grund ist die Bedingung k£ > 2. Fiir k = 0 bzw. k = 1 liefert
Yo = 01 Y1 = 0,

aber das war nicht gemeint. O

Wie bei der Laplacetransformation wird aber auch bei der z-Transformation der wahre Nut-
zen erst erzielt, wenn man ohne die Riicktransformation auskommt, indem man wesentliche
Teile der (angewandten) Theorie direkt im z-Bereich formuliert.

Beispiel 68. Ein kausales, zeitdiskretes, LTT-System S transformiert die Wertereihe (yx)ren
in die Wertereihe

k
Slyw)] = | D ajye—
3=0 kEN
Geht man in den z-transformierten Bereich, so ergibt sich aus der Faltungsregel

Z[S[(wr)ll(2) = A(2)Y (2).

Nach z-Transformation bewirkt das System also einfach eine Multiplikation mit der Uber-
tragungsfunktion A(z).

Ein sehr schones explizites Beispiel (Besselfilter) finden Sie in Meyberg- Vachenauer, Hohere
Mathematik 2, Springer 1991 auf Seite 266.

1.7.2 Inverse Laplacetransformation
Sei f : [0,00] — R eine Funktion mit Laplacetransformierter F(z) := L[f](z). Sei F(z)
analytisch fiir alle z mit Rez > + und im iibrigen analytisch bis auf endlich viele isolierte

Singularitidten zi. Wenn Sie eine Tafel zur Laplacetransformation ansehen, stellen Sie fest,
dass die Voraussetzung oft erfiillt ist. Weiter sei v so grof}, dass

f(t) = lim —/C F(z)edz.

vgl. Beispiel

95



Wir betrachten (fiir festes t) das Integral von F(z)e*!
iiber den in der nebenstehenden Abbildung beschrie-
benen quadratischen Weg C' = C_, ,UC’. Wir wollen
annehmen, dass |F(z)| < |—’;‘| fiir grofles |z|. (Das ist

fiir Laplacetransformierte der “Normalfall“.) Dann
gilt fiir das Integral iiber die obere Quadratseite: ia
2a )
’/ F(2)e™dz| = F((y—7)+ia)e!0 et dr o c
0 -a,a
2a ] i
< [ 1P =) + i Tt dr Vo 7
0
2a
<4 / -7 gy
a Jo .
-la
Al —T a
= gjt(et(w Ok

Al

— (et'y _ et('y—Qa)).

Fiir a — +o00 geht das gegen Null. Dasselbe zeigt man fiir das Integral {iber die untere oder
linke Quadratseite. Damit ist das Integral iiber das Quadrat einerseits gleich der 2mi-fachen
Summe der Residuen von F(z)e?t, andrerseits im Grenzwert gleich dem Integral iiber die
rechte Seite, also 2mif(t).

Also haben wir fiir die Umkehrung der Laplacetransformation die Formel

ft) = ZRes(F(z)eZt7 2k)- (34)
k

Summiert wird dabei iiber die sémtlichen (endlich vielen) Singularititen von F(z).

Beispiel 69. Konkret betrachten wir fiir ein festes w > 0 die Funktion

1

F = .
()=

Die Funktion
. ezt ezt
F z p— pr—
(2)e 22+ w? (z—iw)(z+ iw)

hat Pole bei z = £iw mit Residuen i—:j, vgl. . Fiir die Riicktransformation ergibt sich
also

eiwt _ efiwt 1
t) = ———— = —sinwt.
f @) 50 —sinw
Das kennen Sie aus der fritheren Behandlung der Laplacetransformation. O
Aus der Gleichung
zt (z—a)t at _ o \k—14k—1
e ut € e (z—a)" 't
= = ]_ - t “ee
o~ e (1 e )

ersehen wir, dass

ezt at tkfl
Rﬁ(@—aw”>‘6<k—nv

und das kennen wir schon als Riicktransformation von ﬁ Daher bietet die Formel
eigentlich nichts neues, Sie finden Sie aber 6fters in der Literatur.
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1.7.3 Nyquist-Kriterium

Abschlieflend beweisen wir dieses fiir die Stabilitdt von Systemen wichtige und in den Inge-
nieurwissenschaften gern benutzte Kriterium, vgl. [Regelung in der Luft- und Raumfahrt, Ab-
schnitt 6]. Stabilitit von Systemen 148t sich oft anhand eines sogenannten charakteristischen
Polynoms untersuchen, das als Ubertragungsfunktion fungiert. Die Nullstellen A = a + iw
dieses Polynoms treten “physikalisch” als Exponenten von Exponentialfunktionen

eM = e (coswt + i sinwt)

in Erscheinung, und a < 0 bedeutet dann zeitliches Abklingen des Effektes — im Gegensatz
zum “explosiven” Wachstum bei a > 0. Wir betrachten deshalb das folgende

Problem: Gegeben ein Polynom
p(z) :anzn—kan_lzn*l+...—|—a12’—|—a0 (35)

mit reellen Koeffizienten aj. Wieviele seiner Nullstellen haben negativen Realteil, liegen also
in der (offenen) linken Halbebene? Wir sind insbesondere interessiert an dem Fall, dass alle
n Nullstellen in der linken Halbebene liegen. In diesem Fall nennen wir das Polynom stabil
oder auch ein Hurwitz-Polynom.

’ Wir nehmen zunéchst an, dass keine Nullstellen von p auf der imaginéiren Achse liegen.

Das Nullstellen zihlende Kurvenintegral. Sei m die An-
zahl der Nullstellen links von der imagindren Achse. Wir iR
wéhlen einen Halbkreis B in der linken Halbebene mit Zen-

trum im Nullpunkt und mit einem so groflen Radius R, dass I
alle “linken” Nullstellen in seinem Inneren liegen.

>
>

Wenn 21, ..., z, die Nullstellen von p(z) sind (k-fache Nullstel- ot
len k-mal aufgefiihrt!), so ist
p(z) =an(z—21) ... (2 — 2zn), -

und p'(z2) ist nach der Produktregel die Summe aller Ausdriicke, die man erhélt, indem man

’;; ((ZZ)) die Partialbruchzerlegung

Z— 2z
k=1 k

hier je einen Faktor (z — z;) weglisst. Daher hat

Und weil ﬁ in z; einen Pol mit Residuum 1 hat, folgt aus dem Residuensatz:

1 [ p(z)
210 Jop p(2)

dz = Anzahl der z, die in B\ 0B liegen = m. (37)

Wir zerlegen das Konturintegral in die Integration (I) lings der imaginiren Achse und die
Integration (II) iber den Halbkreis, vgl. die Abbildung.

Integral iber II. Es ist

1 p'(z)d 1 i 1 Reitd 1 T et J
— - — iRetdt =Y — : t.
ori |1 p(2) " @) 2m'/g ; Reit —z, " ; 2m'/g ot — %
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Fiir R — oo strebt das gegen

SN L T
21t J= et 27 2 2 2
k=1 2

Der Grenzwert hingt also nur vom Grad des Polynoms ab, nicht von der Nullstellenver-
teilung. Daher steckt (im Grenzwert) die uns interessierende Information in dem anderen
Integral:

Integral iiber I. Weil wir vorausgesetzt haben, dass keine Nullstellen auf der imaginéren
Achse liegen, kénnen wir die sogenannte Nyquistkurve

v(t) :=p(it), —oco < t < 0
schreiben in der Form ‘
v(t) = r(t)e®
mit einer stetigen(!) Argumentfunktion ¢(t), die dann sogar differenzierbar ist. Weil p ein

reelles Polynom ist, ist

p(it) = p(—it),
also ist 7(—t) = r(¢) und ¢(—t) = —p(t) + 2kwi. Zum anderen gilt

dv(t)
dt

= (F(t) +ir(t)o (1)

Damit finden wir

/ R _/(; R dv(t) R .
L [P, _ 1 Pt) gy — i/ a1 (mf) +z’¢(t)) dt

omi ), p(z)  2mi J_p plit) 2mi | v(t) omi | \r(t)
1 L B e ¢(R) — ¢(—R)
=5 log r(t) . + %qb(t) » =0+ o .

Die Anzahl m der Nullstellen links der imaginéren Achse ist also durch den Argumentzu-
wachs der Nyquistkurve bestimmt:

_n . 9(R) —d(—R)
= 5 + REI-EOO 2

oder

Rl (0(R) = 6(=R) = (2m = m)r.

WEeil ein stabiles Polynom natiirlich keine Nullstellen auf der imagindren Achse hat, erhalten
wir

Satz 70 (Nyquist-Kriterium, 1. Version). Das reelle Polynom p(z) vom Grad n ist
genau dann stabil, wenn die zugehdrige Nyquistkurve v(t) = p(it),—oco < t < +oo nicht
durch 0 geht und den Argumentzuwachs nw besitzt.

In den Anwendungen setzt man fiir das reelle Polynom p meistens p(0) > 0 voraus und wihlt
die (ja nur bis auf ein festes Vielfaches von 27 eindeutige) Funktion ¢ so, dass ¢(0) = 0. Dann
ist ¢(—t) = —¢(t), und die auf [0, +00[ eingeschrinkte Nyquistkurve hat Argumentzuwachs

™

lim (¢(t) — ¢(0)) = n3;

R—o00 2

genau im Falle der Stabilitét.
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Satz 71 (Nyquist-Kriterium, 2. Version). Das Polynom habe reelle Koeffizi-
enten mit a, > 0. Genau dann ist p(z) stabil, wenn die eingeschrinkte Nyquistkurve
v(t) = p(it),0 < t < oo von p(z) folgende drei Bedingungen erfiillt:

(i) Die Kurve lduft nicht durch 0, also

v(t) = r(t)e*®

P(2)=0.004 + 0.1z +0.22°2 + 2/3

mit differenzierbaren r, ¢ : [0, co[— R.

-0.12 -0.1

(i) Die Kurve beginnt auf der positiven reellen
Achse, also kinnen wir ¢(0) = 0 wdihlen.

(iii)

. ™
tllglo o(t) = "y

wobei n also der Grad des Polynoms ist. Man

sagt auch: v(t) durchliuft im positiven Sinne

genau n Quadranten.
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2 Rand- und Eigenwertprobleme

e Anfangswertprobleme von halbwegs “anstindigen” Differentialgleichungen sind ein-
deutig 16sbar. Ganz anders sieht das aus mit den in vielen Anwendungen auftretenden
Randwertproblemen, die wir zundchst untersuchen.

e Oft sind sie nur fiir spezielle Werte der mit dem Problem verbundenen Parameter
l6sbar, was auf sogenannte Rand-Eigenwert-Probleme und sogenannte Eigenlosungen
fiihrt.

e Zusitzliche Anfangsbedingungen bei partiellen Differentialgleichungen erhélt man durch
Superposition von Eigenlosungen, wobei wie in der Fouriertheorie die Orthogonalitét
von Eigenlosungen zu verschiedenen Eigenwerten die Bestimmung der Koeffizienten
fiir die Superposition erheblich vereinfacht.

In diesem Abschnitt vertiefen wir die Untersuchung von Phénomenen, die im ITPDG-Modul
im Zusammmenhang mit den Bessel- und Legendregleichungen bereits angesprochen worden
sind. Die wichtigen Beispiele haben Sie also bereits kennengelernt.

2.1 Zur Vorbereitung
2.1.1 Anfangswertprobleme gegen Randwertprobleme

Wir betrachten eine lineare Differentialgleichung 2. Ordnung
y' +ai(@)y’ + az(x)y = h(z) (40)

mit stetigen Koeffizientenfunktionen auf einem Intervall I C R. Die allgemeine Losung dieser
Gleichung sieht dann so aus
Y =yp + C1y1 + C2¥2.

Dabei ist yp irgendeine Losung von auf [a, b], eine sogenannte partikulire Losung, y;
und ys sind zwei linear unabhéngige Losungen der zugehorigen homogenen Gleichung und
c1, co sind zwei beliebige Konstanten. Gibt man Anfangsbedingungen vor:

y(a) =14, y'(a) =mny, (41)
so erhélt man ein lineares Gleichungssystem fiir ¢y, ca:

ayi(a) + c2y2(a) = 1. — yp(a)
a1y (a) + eay(a) = n, — yp(a).
Die Systemmatrix ist gerade die Wronskimatrix (vgl. Modul Lineare Algebra fiir Ingenieure
oder ITPDG). Weil y,ys linear unabhiingig sind, ist die zugehérige Determinante # 0,
d.h. das Gleichungssystem besitzt eine eindeutig bestimmte Losung ¢y, c2. Also besitzt das

Anfangswertproblem , genau eine Losung, von der man iiberdies weif3, dass sie
auf dem ganzen Intervall [a, b] definiert ist.

Vielfach ist man aber an Lésungen von interessiert, die an beiden Randpunkten des
Intervalls [a, b] ein bestimmtes Verhalten haben. Man spricht dann von einem Randwert-
problem. Statt kann man zum Beispiel die Funktionswerte

y(a) =1nq, yb)=m (42)
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oder auch die Ableitungswerte in den Randpunkten vorschreiben. Denken Sie etwa an die
Schwingung einer an den Enden eingespannten Saite. Man erhélt wieder ein lineares Glei-
chungssystem fiir ¢y, co:

c1yi(a) + caya(a) = 1. — yr(a)

c1y1(b) + cay2(b) = my — yp(b).
Im “Normalfall” wird das eine eindeutig bestimmte Losung haben. Aber im Gegensatz zum

Anfangswertproblem muss die Systemmatrix nicht unbedingt regulér sein, und dann gibt es
keine oder unendlich viele Losungen. Genau diese Fille sind oft interessant.

Beispiel 73 (Schwingende Saite). Die Differentialgleichung
Y+ A2y =0
hat die allgemeine Losung
y(x) = ¢1 cos(Az) + co sin(Az).
Betrachtet man die Randbedingungen

y(0) =0, y(m)=mn,

so folgt

c1 =0, cosin(Ar)=n.
Wenn )\ nicht ganzzahlig ist, ist der Sinus # 0 und das Randwertproblem hat eine eindeutig
bestimmte Losung

n .
y(z) = () sin(Ax).

Ist andrerseits A € Z, so gibt es nur fiir n = 0 eine Losung. Dann ist aber co beliebig, und
man hat unendlich viele Losungen. Das ist gerade die Situation der schwingenden Saite.

Dieses Beispiel steht fiir eine ganze Familie dhnlicher Randwertprobleme fiir eine Diffe-
rentialgleichung mit einem Parameter A, die nur fiir spezielle Werte des Parameters eine
nicht-triviale Losung besitzen. Man nennt solche Probleme Rand-Figenwert-Probleme.

Singulire Randwertprobleme. Wir werden im folgenden auch Differentialgleichungen
der Form

ao()y” + a1 (x)y’ + az(x)y = h(z) (43)
mit stetigen Koeffizienten ay : [a,b] — R betrachten. Wenn ag keine Nullstelle hat, kann
man damit kiirzen und ist wieder im Fall (40). Wenn aber ag(a) = 0 und/oder ao(b) =
0, oder wenn die ag nur auf dem offenen Intervall ]a,b[ definiert sind, spricht man von
linearen Differentialgleichungen mit Singularitéiten. In diesem Fall ist es nicht mehr klar, ob
es iiberhaupt auf ganz [a, b] definierte Losungen der Differentialgleichung gibt.

Beispiel 74. Die Legendregleichung
(2 = 1)y" + 22y —k(k+1)y=0, keN

auf dem Intervall [—1,+1] hat singuléire Stellen bei = +1. Eine Losungsbasis ist gegeben
durch das Legendrepolynom Pj(z) und die Legendrefunktion 2. Art

Z z)Py—j(z).

Letztere ist nur auf dem offenen Intervall | —1, +1[ definiert und hat in £1 Singularititen. [

1+5r
1—2x

Qr(r) == §Pk(
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Wir kénnen im Rahmen dieser Vorlesung nicht genauer auf die Theorie von Differentialglei-
chungen mit singuléren Stellen eingehen. Gleichwohl spielen diese eine wichtige Rolle in den
Anwendungen. Oft ist es sinnvoll dann Randwerte durch Bedingungen an das Randverhal-
ten zu ersetzen, etwa indem man fordert, dass die Losungen und/oder ihre Ableitungen am
Rand, also fiir x \, a bzw. & ' b, beschriankt bleiben oder schnell abfallen sollen.

2.1.2 Der Nutzen von Orthonormalsystemen

Wir wiederholen, dem Anschein nach etwas unmotiviert, ein wenig lineare Algebra. Am
Ende dieses Abschnitts werden Sie ahnen, welchen Zusammenhang es mit der Theorie der
Differentialgleichungen gibt:

Will man einen Vektor ¢’ nach einer Basis v, ..., ¥, entwickeln

n
U= E Ak U,
=1

so bekommt man die Entwicklungskoeffizienten A\, indem man diese Gleichung als ein li-
neares Gleichungssystem fiir die A; betrachtet und 16st. In grofien Dimensionen kann das
sehr mithsam sein, erst recht in unendlich-dimensionalen Rdumen. Wenn aber die vy eine
Orthonormalbasis im R™ bilden sind die Entwicklungskoeflizienten einfach gegeben durch

Ak = <177 ’Uk>7

wobel wir mit (z,y) = > z;y; das iibliche Skalarprodukt bezeichnet haben. Sie sind also viel
einfacher zu ermitteln als bei allgemeinen Basen.

Ebenfalls aus der linearen Algebra ist bekannt, dass die Eigenvektoren einer selbstadjun-
gierten Matrix (d.h. A = AT) zu verschiedenen Eigenwerten immer orthogonal sind. Das ist
sehr leicht einzusehen: Ist A7 = AZ und Ay = pyj, so folgt

NI, §) = (\2,5) = (AT, §) = (T, AT)) = (F, AG) = (Z, u§) = u(Z, 1), (44)
Wenn \ # p, so ist also (z,y) = 0.
Wir haben dabei benutzt, dass

n n n n
(AZ,y) = Z(Z ajkTk)Yj = Zl‘k(z ajry;) = (& A"

j=1 k=1 k=1 j=1
ist. Die adjungierte (=transponierte) Matrix ist durch diese Gleichung charakterisiert.

Wir fassen zusammen:

1. Entwicklung nach Orthonormalbasen ist sehr bequem, weil die Entwicklungskoeffizien-
ten einfach Skalarprodukte sind.

2. Man bekommt Orthonormalbasen als FEigenvektoren einer selbstadjungierten Matrix.

Diese angenehme Situation wiederholt sich bei den Fourierreihen. Wir betrachten der Ein-
fachheit halber die Entwicklung einer stetig differenzierbaren ungeraden T-periodischen
Funktion nach harmonischen Schwingungen

f#) = bpsin(kwt),  w=2m/T.
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Das ist leicht: Man muss nur die Fourierkoeffizienten bestimmen, und die sind wieder Skalar-
produkte. Allerdings ist das Skalarprodukt nicht mehr durch eine Summe definiert, sondern
durch Integration:

T
b = (f(t),sin(kwt)) = %/0 f(@t) sin(kwt)dt.
Also ist

2 T
(nat) =7 [ g
0
Wesentlich ist, dass die sin(kwt) orthonormal sind, was jetzt bedeutet, dass

1 fir k=1,

45
0 sonst. (45)

(sin(kwt), sin(lwt)) = %/0 sin(kwt) sin(lwt)dt = {

Und wesentlich ist, dass die sin(kwt) eine Basis fiir die ungeraden T-periodischen Funktionen
bilden: D.hE| T-periodische ungerade Funktionen, die auf allen sin(kwt) senkrecht stehen,
sind Null.

Fiir T-periodische Funktionen, die nicht unbedingt ungerade sind, bilden die Sinusfunktionen

keine Orthonormalbasis, weil zum Beispiel (cos(wt), sin(kwt)) = 0 fiir alle k¥ € N. Dann muss
man noch Cosinus-Terme hinzunehmen — und die Notation wird etwas aufwendiger.

Wenn man schon eine Orthonormalbasis hat, muss man sich natiirlich keine Gedanken ma-
chen, wie man eine bekommt. Aber es ist trotzdem niitzlich, sich klarzumachen, dass man
auch im Rahmen der Fouriertheorie die sin(kwt) als Eigen “vektoren”, man sagt Eigenfunk-
tionen, einer selbstadjungierten linearen Abbildung bekommen kann: Das liefert namlich
eine Methode, die man auch in anderen Féllen anwenden kann.

Durch
L(y) :==y"

erhélt man eine lineare Abbildung vom Raum der (beliebig oft differenzierbaren) T-periodi-
schen Funktionen in sich selbst, die selbstadjungiert ist und sin(kwt) als Eigenfunktion zum
Eigenwert —(kw)? besitzt. Die zweite Eigenschaft rechnen Sie im Kopf nach. Fiir die erste
muss man zeigen, dass

(L(f),9) = (f, L(9))
gilt.
Beweis: Aus
L(flg— fL(g) = "9~ fg" = (f'9—fg")
folgt

T

f g
g

Wegen der Periodizitdt von f und g hat die rechts stehende Wronskideterminaten in
0 und T denselben Wert, also ist der Ausdruck = 0 und (L(f), g) = (f, L(g)).

Den Beweis, dass Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten von L beziiglich des Integral-
Skalarproduktes senkrecht stehen, kann man dann von der obigen Matrixversion wortlich
iibernehmen, vgl. . Insbesondere braucht man also nicht mehr miithsam mittels
Additionstheoremen oder kompexer Schreibweise nachzurechnen.

T
0

L9~ L) = 7 [ (Fa— oy =T (Fa s = 7

0

4 In unendlich-dimensionalen Vektorrdumen wie den Funktionsrdumen ist der Begriff einer Basis kompli-
zierter als in der endlich-dimensionalen linearen Algebra. Aber im hier betrachteten Fall ist dies eine prézise
Definition.
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Wir fassen zusammen:

1. Entwicklung nach orthonormalen Funktionen (beziiglich des Integral-Skalarproduktes)
ist sehr bequem, weil die Entwicklungskoeffizienten einfach Skalarprodukte sind.

2. Das System (sin kwt )~ ist orthonormal, weil es aus Eigenfunktionen des selbstadjun-
gierten Differentialoperators Ly = y” zu verschiedenen Eigenwerten besteht.

Der oben gefiihrte Beweis zeigt, dass die Selbstadjungiertheit mit Randwerten zu tun hat,
weil eben fiir T-periodisches y

y(a) = y(b), y'(a) =y'(b).

Tatséchlich gibt es eine enge Verbindung zwischen Randwertproblemen fiir Differentialglei-
chungen und der Entwicklung nach orthonormalen Eigenfunktionen. Das ist das Thema der
folgenden Abschnitte.

Ehe wir uns aber darauf stiirzen, wollen wir noch einmal an einem einfachen Beispiel er-
kldren, warum man iiberhaupt daran interessiert ist Funktionen nach Eigenfunktionen zu
entwickeln ]

Die Funktionen
u(x,t) = sin(kwz) cos(kwct)

oder
u(z,t) = sin(kwz) sin(kwet)

erfiillen alle die Schwingungsgleichung

%u 1 0%

a2~ 2o

s

mit den Randbedingungen u(0,t) = 0 = u(L,t) und L = T, sie beschreiben die Schwin-
gungsmoden einer bei 0 und L eingespannten Saite. Auch Linearkombinationen

u(z,t) = Z[ak sin(kwzx) cos(kwet) + by, sin(kwz) sin(kwct)) (46)
k

erfiillen dieses Randwertproblem, und man kann fragen, wie die Schwingung bei vorgegebe-
nem Anfangsprofil u(z,0) = ug(x) aussieht. Dazu muss man also die ag, so bestimmen, dass

> ap sin(kwz) = ug(x) (47)
k

wird, und das ist gerade das Entwicklungsproblem.
Die Anfangsbedingung u(z,0) = ug(x) bietet offenbar noch nicht genug Information, um
auch die by zu bestimmen, die Losung des Schwingungsproblems ist noch nicht eindeutig.

Aber wenn wir auch noch die Zeitableitung 2%(x,0) = u;(z) vorschreiben, erhalten wir mit

> (kwe)by sin(kwz) = uy (x) (48)
k

ein weiteres Entwicklungsproblem nach Eigenfunktionenund eine eindeutig festgelegte
Losung.

5Vergleichen Sie dazu ITPDG.
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2.2 Selbstadjungiertheit und Orthogonalititsrelationen

e Die “Eigen-Losungen” selbstadjungierter Differentialgleichungen mit geeigneten Rand-
bedingungen erfiillen typischerweise

Orthogonalitdtsbedingungen.

e Wir betrachten diverse Beispiele, die schon in ITPDG vorkamen, jetzt genauer.

2.2.1 Das Sturmsche Randwertproblem

Wir wollen die vorstehenden Uberlegungen auf Verallgemeinerungen des Differentialopera-
tors L(y) = y" iibertragen. Wir betrachten homogene lineare Differentialgleichungen der
Form

p(x)y” +p'(x)y + q(z)y =0,

die wir aber aus demnéchst klar werdenden Griinden so schreiben:

L) = (p(2)y) + qlx)y = 0] (49)

Die Koeffizientenfunktionen p und ¢ sollen reellwertig, q stetig und p stetig differenzierbar
auf dem Intervall [a, b] sein.

Durch .
1y} = / 1 (2)ya(2)de (50)

definieren wir ein Skalarprodukt fiir stetige Funktionen auf [a, b] und erhalten wie oben:

b
(L)) = (1, L)) = [ (0(e)sh (@) v2(a) + @i (el do
b
- / (p(@)(@)) 12(2) + 9@ (@) ()] de
b
~ [ 1)t @) v2(0) — (o)1 ()]

b
- / Ip() (¥, (2)2() — v () ()] da
= [p(x)(y} (x)y2(z) — yb(2)y1 ()], (51)

Also ist L selbstadjungiert zum Beispiel auf dem Raum aller (zweimal differenzierbaren)
Funktionen y : [a,b] — R, fiir die

y(a) =0 =y(b) (Dirichletsche Randbedingung)

oder
y'(a) =0 =1(b) (Neumannsche Randbedingung)

Allgemeiner folgt
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Satz 75 (Selbstadjungiertheit im Sturmschen Randwertproblem).
Der Differentialoperator

L(y) = (p(x)y") + q(x)y

ist beziiglich (50) selbstadjungiert auf dem Raum aller (zweimal stetig differenzierbaren)
Funktionen y : [a,b] — R mit folgenden Randbedingungen

ap(a)y(a) + By'(a) = 0 = yp(b)y(b) + dy'(b), (52)

wobei fiir die Konstanten
(a, 8) # (0,0) # (v,9).

Fiir je zwei solche Funktionen y1,ys gilt also

(L(y1), y2) = (y1, L(y2)). (53)

Beweis. Aus folgt
<p(a>y1<a> y1<a>) ()= )
p(a)yz(a) ys(a)) \B 0
WEeil das ein homogenes Gleichungssystem mit nichttrivialer Losung ist, folgt

playyi(a) wj(a)) _ o
et <p<a>yz<a> yg<a>)—p<“><y1<a>yz<a> o)y} (@) = 0

und ebenso im Punkte b. Dann folgt die Behauptung aber aus (51)). O

Bemerkungen. 1. Anfangswertprobleme fiir gewohnliche Differentialgleichungen interpre-
tiert man gern so, dass man fiir die Differentialgleichung den Losungsraum bestimmen,
und aus diesem dann durch die Anfangsbedingungen die “richtige” Losung des gestellten
Problems herausfischen soll. Bei der Betrachtung von Randwertproblemen ist eine andere
Vorstellung hilfreicher: Die Randbedingungen definieren einen gewissen Raum von Funktio-
nen und nun versucht man in diesem Raum Funktionen y zu finden, die eine der folgenden
Typen von Differentialgleichungen erfiillt:

L(y) =0,

L(y) = h(x),

L(y) = —Ay fiir ein A € R (Eigenwertproblem),

L(y) = —AQ(x)y fiir ein A € R ( verallgemeinertes Eigenwertproblem).

Dabei hat das erste Problem L(y) = 0 auf dem durch die homogenen Randbedingungen
Raum im allgemeinen nur die triviale Losung, die interessanteren Probleme sind die letzten
beiden Typen, also sogenannte Rand-FEigenwert-Probleme, wo man Werte A sucht, fiir die
nicht-triviale Losungen des Randwertproblems existieren. Wir kommen darauf zuriick.

2. In wichtigen Anwendungen sind die Voraussetzungen des obigen Satzes nicht erfiillt.
Insbesondere kommt es vor, dass die Koeffizientenfunktionen p und ¢ nur auf einem offenen
Intervall ]a, b[ erklért sind. Dabei kann insbesondere das Intervall auch | — oo, +oo[ sein.

Die Behauptung (53) gilt dann immer noch fiir zweimal stetig differenzierbare Funktionen
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auf |a, b[, wenn

b

(L) y2) = / (@) (2)) (@) + a(@)n (@) (@) de

a
und
b

(y1, L(y2)) =/ [(p(2)ys(2)) y1 (2) + q(2)ys (2)ys ()] da

a

als uneigentliche Integrale existieren und

Jim p(a) (11(#)3(2) — (@)1 (2)) = 0 = lim p(z) (11 (@)1 (2) = g2(@)n (@) (54)
Das ist nach der Rechnung klar. Insbesondere erhilt man die Selbstadjungiertheit
auf dem Raum der auf ]a,b] zweimal stetig differenzierbaren Funktionen mit der folgen-
den “Randbedingung”:

limg\ o p(z) = 0 = lim, ~, p(x)
und (55)
y und ¢’ sind beschrinkt.

Wir geben zwei wichtige Beispiel fiir Differentialgleichungen in selbstadjungierter Form.

Beispiel 76 (Legendregleichung). Die Separation der Wellengleichung in Zylinderkoor-
dinaten fiihrte fiir den 6-Anteil auf die Legendregleichung. Diese ist in selbstadjungierter
Form:

(@® = 1)y" +2zy" + Ay = ((2° = 1)y/) + Xy = 0.

Wihlt man [a,b] = [—1,+1], so hat p(z) = 22 — 1 Nullstellen in a und b. Man hat Selbstad-
jungiertheit des Differentialoperators auf diesem Intervall zum Beispiel fiir Polynome, vgl.

(5)-
Beachten Sie, dass man die auch als
(@ =Dy = -y
schreiben kann, um das Eigenwertproblem zu unterstreichen. O
Beispiel 77 (Besselgleichung). Im Gegensatz dazu ist die Besselgleichung
22y 4y + (2= N)y =0
nicht in selbstadjungierter Form. Aber nach Division mit x erhélt man

A2 A2
vy +y + (z— = (zy") + (= — =0

und das ist in selbstadjungierter Form. Als (verallgemeinertes) Eigenwertproblem schreibt

man das deutlicher so: )
A

) + xy = —v.
(zy')" + zy .

(53) gilt unter der Randbedingung auf jedem Intervall [a,b] mit 0 < a < b.

Es gilt nach dem Zusatz auf [0, b], wenn man in b fordert und nur Funktionen betrachtet,
die samt ihrer Ableitung auf ]0, b] beschréinkt sind. O
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Selbstadjungierte Schreibweise. Der Trick aus dem letzten Beispiel 148t sich tatsdchlich
ganz allgemein anwenden: Die homogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung

aoy” + a1y’ + azy = 0. (56)
hat dieselbe Losungsmenge, wie
e* @ (agy” + a1y’ + azy) =0,

mit einer beliebigen Funktion s(z). Man kann sie also ,,umnormieren®. Setzt man nun voraus,
dass
ag > 0

%@a)&mdw, so ergibt sich a3 — af(z) — s'(x)ap(z) = 0 und damit

und wihlt man s(z) = [
e* @ (agy” + a1y’ + azy)
= (@agy’) +e* (a1 — ag(x) — 5'(x)ao(2))y’ + e*Pazy
_ (es(x)aoy/)/ + es(x)a2y.

Jede Differentialgleichung der Form lasst sich also in selbstadjungierter Form schreiben,
man muss nur den Faktor e*(®) bestimmen.

Auch Randbedingungen “im Unendlichen” kommen in den Anwendungen vor. Dazu das
folgende

Beispiel 78 (Schrédingergleichung, Hermitesche Differentialgleichung).

Werkstoffe 1I, Abschnitt 1

Die Schrodingergleichung spielt in der Quantenmechanik, zum Beispiel in der Halbleiterphy-
sik, eine prominente Rolle. Eine einfache zeitinvariante Form ist der sogenannte harmonische
Oszillator der Quantenmechanik:

h 2
%w// - (E — mTwl'2)1/J =0.

Durch eine Substitution t(z) = u(ax) kénnen wir das vereinfachen zu
u” 4 (A —2*)u=0. (57)
Diese Gleichung hat fiir A = 1 die Losung e~% . Sucht man Losungen (Wellenfunktionen)

fiir beliebiges A, die im Unendlichen schnell abfallen, so ist es deshalb naheliegend, die
Substitution

zu versuchen. Dafiir ist

W(z) = e~ % (—ay(z) + ¥/ (2)),
W' () = e~ (2%y(w) — oy’ (2) — y(@) — 9/ (8) + ¢ (),
und wird zu
0= e~ (a%y(x) — 29/ () — y(x) — 29/ () + v"(2) + (A — 22)y(2))
— T (yf'(z) — 20/ (2) + (A — y(2)).
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2.2.2 Orthogonalitit der verallgemeinerten Eigenfunktionen (Sturm-Liouville)

Wir haben gezeigt, dass ein Differentialoperator der Form L(y) = (py’)’ 4+ qy unter gewissen
Randbedingungen selbstadjungiert ist beziiglich des Skalarproduktes

(f.9) = / F(@)9(a)d,

d.h. dass (L(f),g) = (f,L(g)) gilt. Wie im Abschnitt und insbesondere der dort vor-
gefithrten Untersuchung der Fourierreihen folgt daraus, dass Eigenfunktionen zu verschiede-
nen Eigenwerten von L aufeinander senkrecht stehen.

Die Beispiele [77] und [78] der Besselschen und der Hermiteschen Differentialgleichung zeigen,
dass es sinnvoll sein kann, verallgemeinerte Eigenfunktionen zu betrachten. Wir betrachten
dazu eine weitere reellwertige Funktion Q(z) und dazu Funktionen y # 0, die

(i) die Randbedingungen bzw. erfiillen und

(i) fir die es ein A € R gibt, so dass

L(y) = =AQ(z)y,

d.h.
(py')' () + (q(z) + AQ(x))y(x) = 0.

Das Problem, solche Funktionen zu finden nennt man auch das Rand-FEigenwert-Problem
von Sturm und Liouville. Aus der Sicht der linearen Algebra ist das Minuszeichen in der
vorletzten Gleichung irritierend. Es hat historische Griinde. Sachlich ist es natiirlich egal,
ob man A oder —\ den Eigenwert nennt.

Satz 79 (Orthogonalititssatz zum Sturm-Liouville-Problem). Seien y;,ys zwei ver-
allgemeinerte FEigenfunktionen von L beziiglich Q zu verschiedenen Eigenwerten, d.h. es gelte

(p(@)yp) + (¢(x) + MeQ(2))yr =0, k=1,2 (60)

firk =1,2 und \y # \a. Weiter gelte fiir beide Funktionen yi1,ys eine der Randbedingungen
bzw. . Dann gilt die Orthogonalititsrelation

/ y1(x)y2(2)Q(z)dx = 0.

Beweis. Aus
(L(y1),y2) = (Y1, L(y2))
folgt
=AM (Qy1,y2) = = A2 (Y1, Qy2) = —A2(Qy1, Y2),

denn im Integral [ y;y2Qdz kann man das @Q beliebig verschieben. Wegen A1 # X bedeutet
das aber (y1,y2Q) = 0 und damit die Behauptung. O
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Beispiel 80. Fiir die schwingende Saite auf [0, 7] haben wir

y(0) = y(m) = 0.

Mit den Eigenwerten A\ = k2, k € N\ {0} und den Eigenfunktionen y = sin kx erhalten wir
die bekannte Relation

/ sinkzsinlzdr =0, k,l€Z,k F#I.
0

Beispiel 81. Die Legendrepolynome Py sind Eigenfunktionen der Legendregleichung

(1 —a?)y) =y
Fiir sie gilt offenbar

lim(1 — 2%) Py () = 0
fiir x — £1 und daher )

/ Py (z)P(x)dx = 0 fiir k # 1.
—1
O

Beispiel 82. Die Hermitepolynome Hj, (vgl. Beispiel sind Eigenfunktionen der hermi-

teschen Differentialgleichung
2 2

(e y) ==Xy
zu den Eigenwerten A = 2k, k € N, die die Randbedingung

lim y(x)e™® =0

r—to0

erfiillen. Es folgt
+oo

Hk(x)Hl(ac)e_”Cde =0 fiir k # L.

— 00

O

Beispiel 83. Die Besselgleichung (zy’) + (z — %)y = 0 konnte man &hnlich behandeln.
In den Anwendungen ist aber das folgende Eigenwertproblem viel wichtiger:

Ist y eine beschriankte Losung der Besselgleichung zum Parameter m, also y ein Vielfaches
von Jp,, und ist r > 0, so erfiillt (Nachrechnen!) die Funktion

u(r) = y(re)

die Differentialgleichung
2

(xu') — ™= —r2zu.
T

Betrachte man das Randwertproblem u(0) = 0 = u(1), also y(0) = 0 = y(r), so sind die
Eigenwerte die Quadrate der Nullstellen j,.;; von J,,. Die Orthogonalitétsrelation liefert
dann

1
/ Jm(j?n;kx)t]m(jnb;lx)xdx =0 fiir £ 7& L.
0
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Wir fassen die Ergebnisse fiir die Schwingungsgleichung und die Gleichungen von Legendre,
Hermite und Bessel noch einmal in einer Tabelle zusammen. Dabei sind k,[ verschiedene
natiirliche Zahlen.

Gleichung Randbedingung A Orthogonalitétsrelation

y' =Xy y(0) =0 =y(m) k* >0 Jy sinkx sinlzdz =0

Yy =—-\y y'(0) =0 =y(m) (k+3)? Jo cos(k + 3)zcos(l + 3 )wdx =0
(1 —22)y") = -y | y Polynom auf [~1,+1] | k(k + 1) fjll Py(x)P(x)dz =0

(eiﬁy’)’ = —Xe "y | y Polynom auf R 2k fjooj Hk(z)Hl(x)e’xzdz =0
() — %2 ~ ay ¥,y bei 0 beschrinkt, j?n;k’ k>0 f01 T Grso?) Jon Gt = 0

y(1)=0
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2.3 Entwicklung nach Eigenfunktionen
e Warum sind Eigenwerte und -funktionen von selbstadjungierten Randwertproblemen
und ihre Orthogonalitétsrelationen iiberhaupt von Interesse?

e Vor allem deshalb, weil die Entwicklung nach Eigenfunktionen die Losung von Rand-
Anfangswertproblemen zum Beispiel bei Schwingungs- oder Transportphidnomenen
ermoglicht.

Wir erldutern das am Beispiel der schwingenden Saite der Lénge :

9%u 1 9%u

a2 202

mit den Randbedingungen
u(0,t) = 0 = u(m,t).

Der Separationsansatz u(z,t) = X (z)T'(¢t) fiihrt auf das Rand-Eigenwertproblem
X" =-AX, X(0)=0=X(n).
Man findet die Losungen X (x) = sin kxz und damit
u(zx,t) = sinkx cos ket und u(x,t) = sin kx sin kct.

Nach dem Superpositionsprinzip sind weitere Losungen gegeben durch unendliche Linear-
kombination, also durch Reihen der Form

o0
u(z,t) = Z ay sin kx cos ket + by, sin kx sin kct.
k=1

Sind das nun alle Losungen fiir die schwingende Saite? Aus physikalischen Griinden ist
das plausibel, wenn man Losungen mit beliebigen “Anfangsdaten”, also mit einer beliebig
vorgegeben Anfangsform und Anfangsgeschwindigkeit der Saite darstellen kann. Weil aber

S : Ou S .
u(z,0) = ; ay sin kzx, E(I’ 0) = ;cbk sin kx

gilt, ist das dquivalent zur Frage, ob sich “beliebige” Funktionen ug(z) mit
uo(0) =0 = u(m)

nach den sin kx entwickeln lassen. Aus der Theorie der Fourierreihen wissen wir, dass das
wahr ist.

Bei den anderen betrachteten Differentialgleichungen (Legendre, Bessel, Hermite) gibt es
ebenfalls eine unendliche Eigenwertfolge und man kann entsprechend nach der Moglichkeit
fragen, beliebige Funktionen nach den zugehorigen Eigenfunktionen zu entwickeln. Wie bei
der Saite wire das ein brauchbares Werkzeug zur Losung von Rand-Anfangswertproblemen
in verschiedensten Konstellationen.

Wir betrachten ganz allgemein ein selbstadjungiertes Rand-Eigenwert-Problem. Dafiir gilt
der folgende
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Satz 84 (Eigenwerte, Oszillation und Entwicklung nach Eigenfunktionen).
Wir betrachten das selbstadjungierte Rand-Eigenwertproblem

(py') +qy = —AQy
ap(a)y(a) + By'(a) = 0 = yp(b)y(b) + 6y’ (b)

und setzen voraus, dass
p,Q >0 auf dem ganzen Intervall [a,b]. (61)
Dann gilt
(i) Die Figenwerte des Rand-FEigenwertproblems bilden eine unendliche Folge
<A <...

reeller Zahlen, die gegen +oo konvergiert. Jede Eigenfunktion zu X, hat in |a,b| genau
n Nullstellen.

(ii) Ist y,(x) eine Folge von normierten Eigenfunktionen zu den A, d.h. gilt

b
< Yn, Yn@Q >= / yi(x)Q(x)dx =1, fiir alle n,

so lisst sich jede stetig differenzierbare Funktion f, die die Randbedingungen erfillt,
darstellen durch eine punktweise (sogar gleichmdfig) konvergente Reihe

f(l’) = Z AnYn- (62)
n=0
Dabei sind die Koeffizienten gegeben durch

b
=< fyn@Q >= / F@)yn(2)Q(z)da.

Beweisidee. Der Beweis iibersteigt die Moglichkeiten dieser Veranstaltung bei weitem. Wir
geben nur eine grobe Skizze der Beweisidee fiir (i) mit den Randwerten y(a) = 0 = y(b) und
a=0.

Wir verwenden einen Trick, der in ITPDG auch das Nullstellenverhalten der Besselfunktio-

nen lieferte: Wir machen aus der Differentialgleichung fiir y(z) eine fiir v(z) := gl((ﬂ;)) und
bestimmen m so, dass die neue Gleichung keinen v’-Term enthilt. Wir finden m = p—1/2
und dann die dquivalente Differentialgleichung
N2 _ 9Oppl!
M+<q+@”2M9+AQ)v=0 (63)
p 4p p

Die Nullstellen von v sind gleichzeitig die von y. Fiir sehr grofies |A| sieht das aus wie die
Differentialgleichung
Q

v+ A=v = 0. (64)
p

Ist Q/p = C konstant (und natiirlich > 0), so hat sehen die Lésungen von mit y(0) =0
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folgendermaflen aus:

Asinh(v—CAz) fir A <0,
v(z) =4 Az fiir A =0,
Asin(vVCAz) fiir A > 0.

Léasst man A aus dem Negativen langsam wachsen, so geschieht folgendes:

e Zunéchst gibt es keine positiven Nullstellen, weil sinhx > 0 fiir > 0.

e Wird A positiv, so ist die erste positive Nullstelle bei z = w/v/CA, also zunéchst viel
grofer als b.

e Wiichst A weiter, so wird dieser Wert kleiner, bis schliefilich 7/+/CX = b. Dieses A ist
der erste Eigenwert Ag von ([64)).

e Wiichst \ weiter, so ,,rutschen® immer mehr Nullstellen in das Intervall [0, 5], und fiir
jeden ,Durchgang® einer Nullstelle durch b erhélt man einen Eigenwert von (64).

Mit einigem Aufwand an Mathematik ldsst sich dieses Argument auf den Fall von variablem
@ /p ausdehnen — auch fiir kleines |A| — und schliefllich auf iibertragen. O

Beispiel 85 (Ringmembran, Fourier-Bessel-Reihen).
Vgl. auch Theoretische Elektrotechnik, Abschnitt 7.4
Wir betrachten Wellen in einem ebenen Ringbereich

a® < 2+ g2 < b?
mit 0 < a < b, d.h wir suchen Losungen des Randwertproblems

Au = Uz + Uyy = C_Qutta

U(may,t) = fiir 2> —|—y2 = a2 und z2 +y2 —p2

Das kann man interpretieren als eine am Rand eingespannte Ringmembran oder als eine
elektromagnetische Schwingung in einem langen Doppelzylinder.

Die Standardmethode ist die Separation dieser partiellen Differentialgleichung in Polarkoor-
dinaten: Man schreibt u als Produkt R(p)®(¢)T(t), wendet den Laplaceoperator in Polarko-
ordinaten darauf an und separiert die Variablen. Das wird im Zusammenhang mit der Bes-
selgleichung in ITPDG gemacht und fiithrt auf folgendes System entkoppelter gew6hnlicher
Differentialgleichungen:

T +w*T =0,
" +n’d =0,
2 W 2
p°R"+ pR + (p =N )R = 0.
Da die Winkelfunktion ® natiirlich 27-periodisch sein soll, folgt n € N. Diese Zahl kontrolliert
also die Zahl der Wellenmaxima beim Umlauf um die Achse.
Nach Division durch das in unserem Fall positive p kénnen wir die letzte Gleichung (die
Besselgleichung) schreiben als

n? P
(pR') — 7R + wQC—zR =0, (65)
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mit der Randbedingung
R(a) = 0= R(b).

Nach dem obigen Satz gibt es fiir jedes feste n € N eine gegen Unendlich konvergierende
Folge
w,i70 < w’?L,l < ...

von Eigenwerten mit zugehorigen Eigenfunktionen R,, . Die w, j sind die radialen Eigen-
frequenzen der Membran und k z&hlt die Wellenmaxima in radialer Richtung.

Die Schwingungsmodi sind also durch zwei ganze Zahlen n und k charakterisiert, und in
komplexer Schreibweise gegeben durch

Un, k <p7 (ba t) = Rn)k<p)ein¢eiwn,kt.

Wir wollen noch den Zusammenhang mit den Standard-Besselfunktionen kléren und dadurch
die Folge der wy, j, genauer angeben. Die Besselgleichung in der iiblichen Form

x2y”+xy’+(x2—n2)y=0

hat als Losungsbasis die Besselfunktionen erster und zweiter Art J, und Y. Eine
Losungsbasis von sind dann die Funktionen J,,(%p) und Y;,(%p). Also lassen sich fiir ge-
wisse Frequenzen w = w,, , diese beiden Funktionen so nicht-trivial linear kombinieren,dass
sie in a und b verschwinden:

Wn, w
an,kJn(a C7k) + ﬂn,kYn(a n,k) =0,
Wn, w
() C”C) + Bk Yo (b2E) = 0.

Aber das hat genau dann eine nicht-triviale Losung, wenn die Systemmatrix die Determi-

nante null hat:
w w w w

Die Nullstellen dieser Funktion sind also die Eigenfrequenzen unseres Randwertproblems,
die Eigenfunktionen sind Ry, x(p) = an g Jn (25 p) + Bk Yo (22 p).

() @

Wir geben einen Mathematica-Plot dieser ot

Funktion o1

a=1;b=3;n=3;c=1; 0.05 \/\/\/\
Plot[BesselJ[n, a w]|BesselY[n, b w] - é\/ VA4 20"
BesselJ[n, b w|BesselY[n, a w], 0;?

{w, 0, 20}, -0.15

AxesLabel— > {w, None}]; 02

Wenn wir uns der Einfachheit halber auf den rotationssymmetrischen Fall (n = 0) be-
schrinken, finden wir fiir das Ringmembranproblem folgende Lésungen

u(p,t) = Z Ro 1 (p)(ax cos(wo kt) + by sin(wp xt))
k=0
Die Anfangsbedingungen zur Zeit ¢ = 0 ergeben sich als

oo 8 o
w(p,0) = Y arRon(p), 55 (p.0) = 3 brsok Ro(p).
k=0 k=0

Stetig differenzierbare Anfangsbedingungen lassen sich nach dem Entwicklungssatz realisie-
ren. Die Koeffizienten sind gegeben durch
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b

1 1t
ar, = — [ u(p,0)Rok(p)pdp, brcwor = — / ui(p, 0)Ro i (p) pdp,
CO,k a CO,k a

mit den Normierungsfaktoren
b
Cok = / Rg . (p)pdp.
a

Bemerkung. Im vorstehenden Beispiel haben wir die Besselgleichung auf ein positives In-
tervall eingeschrankt und haben deshalb positives p(z) und reguldre Randbedingungen, so
dass wir den Entwickungssatz anwenden kénnen.

Wenn man hingegen singulére Gleichungen, also zum Beispiel

e die Legendregleichung ((1 — 22)y’)’ = —\y auf [—1,+1],
e die Hermitegleichung auf | — oo, oo[ oder

e die Besselgleichung auf einem Intervall von 0 aus

betrachtet, so ist die Voraussetzung nicht erfiillt, weil p(x) an den Intervallenden ver-
schwindet. Der Satz in dieser Version versagt hier also. Andrerseits kennen wir fiir die hier
aufgefiihrten Félle schon die unendliche Folge der Eigenwerte, so dass die Behauptung (i)
des Satzes richtig bleibt. Auch die Behauptung (ii) bleibt richtig fiir die Entwicklung von
Funktionen, die auf dem abgeschlossenen Intervall stetig differenzierbar sind oder im Fall
eines unbeschrinkten Intervalls hinreichend schnell abfallen. Vgl. auch Tychonoff/Samarski:
Differentialgleichungen der Mathematischen Physik, Berlin 1959, p. 589 [f. Eine allgemei-
nere Formulierung von Satz [84] erfordert ein genaueres Studium der Singularitéiten und wir
verzichten darauf.

78



3 Dynamische Systeme und Stabilitit

3.1 Qualitative Theorie dynamischer Systeme

e Gleichgewichtszustdnde von Systemen kénnen auf Storung sehr unterschiedlich reagie-
ren. Zundchst untersuchen wir, wie.

e Besonders interessieren wir uns fiir stabile Gleichgewichtszustéande.

Ein dynamisches System ist nichts anderes als ein Differentialgleichungssystem der Form
i =F(t ).

Die unabhingige Variable ist hiufig die Zeit ¢, und wir folgen gédngigen Konventionen, indem
wir die abhéingige Variable Z statt ¢ nennen.

Das Anfangswertproblem mit Z(fo) = @, hat bei stetig differenzierbarem F : R"*! 5 G —
R™ eine Losung & : J — R™ auf einem Intervall J um ¢y, die eindeutig ist, wenn man das
Intervall so grofl wie moglich wihlt. Im linearen Fall, wenn also

F(t,&) = A(t)Z + b(t)

ist, ist das maximale Intervall das gemeinsame Definitionsintervall von A(t) und b(¢). Im
nichtlinearen Fall ist aber nicht a priori klar, wie groff das maximale Intervall ist, die
Losungen konnen nach endlicher Zeit am Rand des Gebietes G oder im Unendlichen “ver-
schwinden”. Wir interessieren uns hier aber fiir das Langzeitverhalten der Lésungen und
setzen deshalb stillschweigend deren Existenz auf einem rechtsseitig unendlichen Intervall
[to, +00[ voraus.

Wir betrachten nur sogenannte stationdre oder autonome Systeme, bei denen F nicht explizit
von der Zeit abhéngt, Systeme also, die von der Form

i=F(Z) (66)

sind. Ein Beispiel sind lineare Differentialgleichungssysteme # = AZ + b mit konstanten
Koeffizienten. Selbst in diesem Fall ist die Berechnung expliziter Losungen exakt oft nicht
moglich oder zu aufwendig, zum Beispiel wenn die charakteristische Gleichung héheren Grad
hat. Ungleich schwieriger wird es im nichtlinearen Fall.

Es ist deshalb von grofler Bedeutung, wenigstens qualitative Eigenschaften der Losungen di-
rekt aus der Differentialgleichung abzulesen, ohne die Losungen explizit zu berechnen. Eine
wichtige Frage bezieht sich dabei auf das Verhalten bei Storung sogenannter Gleichgewichts-
zustande: Ist

so ist

eine Losung der Differentialgleichung, das System ,,ruht im Gleichgewicht“, und solche Punk-
te Zo heilen deshalb Gleichgewichtspunkte des Systems. In anderer Terminologie heiflen sie
auch stationdre, singuldre oder kritische Punkte. Wir mochten nun wissen, ob ein solches
Gleichgewicht stabil ist, in dem Sinne, dass das System nach einer Stérung, d.h. bei An-
fangswerten nahe 7y auch in der Nidhe des Gleichgewichtes bleibt, vielleicht sogar dahin
zuriickkehrt, oder ob es sich “dramatisch” aus der Gleichgewichtslage entfernt, denken Sie
an die untere und obere Extremposition eines Pendels. Dieses ist eine fundamentale Frage
der Systemtheorie, insbesondere der Regelungstechnik, vergleichen Sie etwa Regelung in der
Luft- und Raumfahrt, Abschnitte 2 und 6.
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Bevor wir den Stabilitédtsbegriff exakt definieren, wollen wir noch eine Sprechweise motivieren
und geben dazu das folgende

Beispiel 86 (Planetenbewegung). Das Newtonsche Bewegungsgesetz ,,Kraft gleich Mas-
se mal Beschleunigung“ liefert die Differentialgleichung m# = F'(z). Wir fithren den Impuls
P = mZ ein, und erhalten mit der Formel fiir die zentrale Gravitationskraft

Z=m"1p
F=—ymM =
|7

Das ist von der Form (66]) mit offensichtlich nichtlinearer rechter Seite. Der Vektor Z ist
ersetzt durch den Vektor <;“;) mit 6 Komponenten fiir Ort und Impuls, der im sogenannten

Phasenraum des Systems liegt.

Diese Situation ist typisch fiir Modelle der Mechanik im weitesten Sinne. Jede Losung des
Differentialgleichungssystems ist eine Kurve im Phasenraum, eine sogenannte Phasenkur-
ve, und diese Terminologie iibertrdgt man ganz allgemein auf dynamische Systeme: Man
bezeichnet die Losungskurven - ohne Riicksicht auf die physikalische Bedeutung - oft als
Phasenkurven.

Insbesondere im zweidimensionalen Fall kann man als ein Vektorfeld F (Z) darstellen,
etwa das (stationdre) Stromungsfeld einer Flissigkeit, zu dem man die Flusslinien sucht.
Die Darstellung dieser Flusslinen, also der Phasenkurven von liefern das sogenannte

Phasendiagramm.

YRR v N
SAAA A F NN NN ) ?7 \§
LY F P T U U U N U

Vv 4 G Sy 2 2 2N B UL U VR N U

a” & o K F P F T U A AN\ A

- e & & £ L 7 T\ A A A A

-— a4 & 2 o P A A A A A A

W W = W Vv ) A gV T

A S S T T e TV A . e

A . U T Y N T B A G G G g g

SNYNNXX X YNV A A Ay

SNRNXXNXYN DNV S S AL AT

NANNNNKNN N A A A \\ //
NNXMNKN VA f A p I A N i

Definition 87. Wir nennen einen Gleichgewichtspunkt Zy stabil bzw. asymptotisch sta-
bil bzw. instabil, je nachdem wie sich die Phasenkurven, die in der Ndhe von & starten,
verhalten:

e Stabil: Alle Losungen, die nahe z starten, bleiben in der Nihe des Gleichgewichts,
d.h. zu jedem € > 0 gibt es ein § > 0, so dass

|Z(t) — Zo| < e furallet >0,
fiir jede Losung Z(t) mit |Z(0) — Zo| < 6.

e Asymptotisch stabil: 7y ist stabil und alle Losungen, die nahe &y starten, nihern sich
asymptotisch dem Gleichgewicht, d.h. es gibt ein § > 0, so dass
lim Z(t) = xg

t—o0

fiir jede Losung Z(t) mit |£(0) — Zo| < 6.
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e Instabil: Nicht alle Losungen, die nahe z starten, bleiben in der Néhe des Gleichge-
wichts, d.h. es gibt ein € > 0 und zu jedem ¢ > 0 eine Losung Z(t) und ein ¢; > 0, so
dass

|Z(0) — %] < 8, aber  |F(t1) — To| > €.
Beispiele gibt es in der Folge reichlich. Hier nur ein “exotischer” Fall, um den Zusammenhang
zwischen stabil und asymptotisch stabil zu kléren.

Beispiel 88. Machen Sie sich klar, dass der Gleichgewichtspunkt im folgenden Phasenpor-
trat nicht stabil ist, obwohl alle Losungen fiir ¢ — +o0o gegen 0 gehen.

/

Ein solches Verhalten scheint aber in der Praxis selten aufzutreten. Im asymptotisch stabilen
Fall ndhern sich die Losungen in der Regel monoton dem Gleichgewichtspunkt. O
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3.2 Stabilitét fiir lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten

e In diesem Fall hat man Exponentiallésungen, deren asymptotisches Verhalten wesent-
lich von den Nullstellen des charakteristischen Polynoms, genauer von der Eigenwert-
und Eigenvektorstruktur der Matrix bestimmt wird.

e Allerdings ist die Berechnung der Eigenwerte bei grofieren Systemen keineswegs trivial,
und eigentlich will man nur wissen, ob sie alle negativ sind. Verfahren zur Beantwor-
tung dieser Frage (ohne explizite Berechnung der Eigenwerte) liefern die sogenannten
Stabilitatskriterien.

Wir betrachten die Gleichung ) .
Z=AZ+b

mit konstanter Matrix A und wir nehmen an dass A%y + b= 6, also @y ein Gleichgewichts-
punkt ist. Dann ist Z(t) = &y eine partikulire Losung der Differentialgleichung. Fiir die all-
gemeine Losung kommen noch Linearkombinationen von Funktionen der Form Z(t) = e
hinzu, wobei die A die Eigenwerte von A und die Koeffizienten Konstanten oder im schlimm-
sten Fall (wenn man ndmlich Hauptvektorlésungen braucht) Polynome in ¢ sind. Weil aber
fir alle kK >0

lim tFeM =
t——+oo

0 fir Re A <0,
400 fiir ReA > 0,

weifl man ziemlich gut, wie sich die Losungen verhalten:

Satz 89 (Stabilitéitssatz: Linearer Fall ). Das Gleichgewicht Xy von
i=AZ+0b
15t
(i) instabil, falls mindestens ein Eigenwert von A positiven Realteil hat,

(ii) asymptotisch stabil, falls alle Eigenwerte von A negativen Realteil haben.

(i) Haben alle Figenwerte Realteil < 0, so hat man Stabilitit genaw dann, wenn fir alle
FEigenwerte mit Realteil = 0 die geometrische Vielfachheit gleich der algebraischen ist.

Beispiel 90. Wir betrachten im R? das System
7= AZ

mit einer konstanten (2 x 2)-Matrix A. Typische Phasenportrits:

Die Realteile der Eigenwerte haben gleiches Vorzeichen.
Ist es positiv, laufen die Spiralkurven nach auflen und das
Gleichgewicht ist instabil, ist es negativ, laufen sie nach
innen und das Gleichgewicht ist asymptotisch stabil.
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Zwei konjugierte und rein imagindre FEigenwerte. Das
Gleichgewicht ist stabil, aber nicht asymptotisch stabil.

Ein positiver, ein negativer Eigenwert. Das Gleichgewicht

< ist instabil.

@ Ein doppelter reeller Eigenwert# 0 mit geometrischer Viel-
fachheit 1. Abhingig vom Vorzeichen ist das Gleichgewicht
ﬁ instabil oder asymptotisch stabil.

Beispiel 91. Wir betrachten das System

0 R Lo

d (v T, L, Y1 7y
—|v2 ] = 0 0 1 y2 |+ 0 .
dt \ y, 1 1 k) \u 0
L,C L>C Ly
der gekoppelten Schwingkreise aus Beispiel Die charakteristische Gleichung ist
R L
D
O=det| O —-A 1
1 _ 1 _R _y
L,C L>C Lo

R R 1 1
_ 2 ([ _ _ _
- <L2+A> L LiC L)

R 1 1 R
=y £ LI I
LT (LlC + L20> L0
~— ~—_——
=0 =:c =cal

=— (M +b2+er+d).

Zur Berechnung der Eigenwerte miisste man also eine kubische Gleichung 16sen. Das ist
moglich, aber ldstig, und zum Gliick kénnen wir zuriickgreifen auf Beispiel [72| zum Nyquist-
Kriterium. Weil (mit a = 1) offenbar

R( 1 1, R _ R
Ly LiC LG’ L1L,C  L3C ~ 7

bc —ad =
haben alle Wurzeln der charakteristischen Gleichung negativen Realteil.

Beispiel 92. Nach SatzTeil (iii) kann man bei linearen Systemen mit konstanten Koeffi-
zienten die Frage der Stabilitdt nicht immer anhand des charakteristischen Polynoms allein
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entscheiden, auch die geometrische Vielfachheit von rein imaginidren Eigenwerten ist von
Bedeutung. Die beiden Systeme

0 1 0 0 0 1 1 0
5 ., |-1.0 0 O0f. 5 o, |-1 0 0 1],
¥ =A¥ = 0o o0 o 1Il% ¥ = BZ¥= 0 0 o 1%
0 0 -1 0 0 0 -1 0

haben dieselbe charakteristische Gleichung A* + 2A% + 1 = 0 mit den doppelten Nullstelllen
A1 = A2 = i und A3 = Ay = —i. Die Matrix A besitzt dazu vier linear unabhangige Figenvek-
toren und das Gleichgewicht ist deshalb stabil. Die Eigenwerte der Matrix B hingegen haben
beide nur geometrische Vielfachheit = 1 und das Gleichgewicht ist deshalb instabil. O

Das Beispiel [91] zeigt, dass die Berechnung der Eigenwerte bei hoheren Dimensionen nicht
einfach ist. Auch numerisch ergeben sich bei groflen Systemen erhebliche Probleme. And-
rerseits muss man fiir die Anwendung des Satzes die Eigenwerte nicht kennen, sondern nur
entscheiden, ob sie alle negativen Realteil haben. Dazu gibt es sogenannte Stabilitdtskriterien.
Das Nyquist-Kriterium ist eines von ihnen.

Zwei weitere in der Regelungstechnik hiufig verwendete Stabilitétskriterien geben wir hier
als Rezepte an und behandeln den mathematischen Hintergrund im Anhang [1.3]

Das Routh-Kriterium. Wir wollen p(z) = a, 2" + an_12""1 4+ ...+ ay mit reellen Koeffi-
zienten und
a, > 0.

auf Stabilitdt untersuchen. Dazu betrachten wir die zweireihige Matrix

G, Qp—2 QAp—4
p—1 0ap—-3 Gp—5

Nach rechts gehen die Zeilen so weit, bis man alle Koeffizienten untergebracht hat, die
kiirzere Zeile ergéinzt man durch Nullen. Ahnlich wie beim Gauf-Verfahren ziehen wir nun
von der ersten Zeile ein geeignetes Vielfaches der zweiten ab, so dass eine Zeile mit einer 0
in der ersten Spalte entsteht. Die Null lassen wir weg und schreiben den Rest in die 3. Zeile
der Matrix, wobei wir rechts wieder mit Nullen ergénzen. Genauer definieren wir

Qnp

2 - 2 ..
Up—ok = On—2k — Gn—2k—1, G, =0 fiirm <0,

(n—1
wobei der obere Index ein Index fiir die 2. Zeile und kein Exponent sein soll, setzen aus

Schonheitsgriinden
.0 _. 1

Unp—2k = Ap_9k, An—2k—1 =: Ap_9k_1,

und betrachten
a0 0
?72 ?74
-1 %2173 375
—2 Qn_4 n—6

Natiirlich miissen wir dabei voraussetzen, dass a,_1 = al_; # 0.

Ist a?_, # 0, so kénnen wir auf dieselbe Weise aus den beiden letzten Zeilen dieser Matrix
eine weitere Zeile konstruieren:

a% a%—2 02—4
a}L—l aylz—:; Q}L—5
a%—z ai_4 a%—ﬁ
ai,g, aifs a277

und so fort, vgl. (122)) im Anhang Ist ein Term aﬁ_ w = 0, so bricht das Verfahren ab.

Nun gilt: p(z) ist genau dann stabil, wenn
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e man das Verfahren fortsetzen kann bis zur Zeile ag0...0 und

e alle Terme afk jfirj e {0,...,n} in der ersten Spalte positiv sind.

Der Beweis dafiir, d.h. die Erkldrung, warum das so ist, ist nicht einfach und wir verbannen
ihn in den Anhang

Vorsicht mit der Terminologie: Ein Polynom heifit stabil, wenn alle sein Wurzeln negativen
Realteil haben. Das Gelcihgewicht eines linearen dynamischen Systems mit einem solchen
stabilen Polynom ist aber sogar asymptotisch stabil!

Beispiel 93. Sei wie im Beispiel
p(z) =az® + 022 +cz+d

ein Polynom mit positiven Koeffizienten a, b, ¢, d. Das Routhsche Koeffizientenschema ist im
Fall bc — ad # 0 regulér und sieht so aus:

a C

b d
bc—ad
=40

d 0

In der 1. Spalte liegt genau dann kein Vorzeichenwechsel vor, wenn bc — ad > 0. Genau
dannn ist p(z) also stabil.

Versuchen Sie die Stabilitét festzustellen, indem Sie mit einem Computeralgebra-System die
Nullstellen von p(z) berechnen. O

Das Routh-Hurwitz-Kriterium. Gegeben sei wieder ein Polynom
Pp(2) = an2" +an_ 12"+ .. farz +ag

mit reellen Koeffizienten und a,, > 0. Notwendig und hinreichend fiir die Stabilitét ist dann,
dass

(i) alle Koeffizienten ay positiv sind und

(ii) die folgenden n Determinanten simtlich positiv sind:

(an_1 an 0 0 . 0
Ap_3 Qp_2 Gp_1 an e 0
Gp—5 Qp—4 Ap—-3 Ap—2
D,, :=det | - . : (1 <m<n).
0
0 - Ap—m—1 CGp—m

Die Matrizen kann man sich so merken:

Auf der Diagonalen stehen a,_1,...,a,_m, und in den Zeilen stehen die ax’s mit monoton
wachsenden Indizes, wobei a; = 0 fiir £ < 0 oder k > n.

Bemerkung: Weil D = a,,—1 und D,, = agD,,—1, muss man in (ii) nur priifen, dass

Dy >0,...,D,_1>0.

Dieses Kriterium 148t sich mittels Matrix-Umformungen auf das Routh-Kriterium zurtickfiih-
ren, vergleichen Sie wieder den Anhang [4-3]

85



Beispiel 94. Wie in den Beispielen [72] 03] sei
p(2) =az® +b22 +cz+d

ein Polynom mit positiven Koeffizienten a, b, ¢, d. Die volle Hurwitzsche Matrix sieht dann
S0 aus:

b
d
0

S o
QU o O

p(2) ist genau dann stabil, wenn

Dy =bc—ad > 0.
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Bemerkungen zur Regelungstechnik.
Vergleichen Sie [Regelungstechnik I, Abschnitt 4].

1. In der Regelungstechnik studiert man Stabilitéit meistens anhand der Pole der Uber-
tragungsfunktion, d.h. der Nullstellen ihres Nenners. Wenn die Ubertragungsfunktion
wie iiblich aus einer skalaren linearen Differentialgleichung durch Laplacetransforma-
tion entsteht, ist ihr Nenner einfach das charakteristische Polynom der Differential-
gleichung, und wir sind genau in der hier betrachteten Situation.

2. Haufig interessiert nicht die Stabilitéit eines konstanten, sondern eines parameter-
abhéngigen Systems. Die Ubertragungsfunktion des abgebildeten offenen Regelkreises
(ohne die Riickkopplung) sei kG(s) mit einer Konstanten & > 0.

Aus (s)

Ein (s)

1
~

Ruckkopplung

Im geschlossenen Regelkreis mit Riickkopplung bewirkt der Regler die Verminderung
des Eingangssignals um das Ausgangssignal:

kGo(s)(Ein(s) — Aus(s)) = Aus(s),

also KGols)
A _ _FEolS) ps).
us(s) T+ 5Go(3) in(s)
Die Ubertragungsfunktion des geschlossenen Regelkreises ist also
_ kGo(s)
G = 156Gy

—~

2
—~
w | ®
|

) mit zwei reellen Polynomen Z(s) und N(s), fiir die Grad Z(s) <
t

Ist Go(s) =
Grad N (s), so i

n

_ kZ(s)
G = NG TRz

Eine typische Frage der Regelungstechnik ist dann, fiir welche Werte k£ > 0 alle Nullstel-
len des Nenners negativen Realteil haben. Die Nullstellen (=Wurzeln) von kZ(s)+N(s)
sind von k abhéngige Kurven in der komplexen Ebene, die sogenannten Wurzelortskur-
ven. Man setzt voraus, dass man die Nullstellen von Z(\) und N (), also die Nullstel-
len und Polstellen der Ubertragungsfunktion kGy(s) des offenen Regelkreises, bereits
kennt. Dann gibt es graphische Verfahren, um aus diesen a priori-Informationen die
Wurzelortskurven von £Z(\) + N(A) in der komplexen Ebene darzustellen und daraus
die Stabilitdt direkt abzulesen. Vergleichen Sie das oben zitierte Skript.
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3.3 Stabilitat bei variablen Koeffizienten und im nichtlinearen Fall

e Der einfachste Ansatz in diesem Fall ist die lineare Approximation mit der Funktio-
nalmatrix des Systems im Gleichgewichtspunkt, der aber (éhnlich wie die Kriterien fiir
lokale Extremwerte) nur Aussagen liefert, wenn diese keine verschwindenen Eigenwerte
besitzt.

e Ein ganz anderes Verfahren, die sogenannte direkte Methode von Lyapunov, benutzt
den Vergleich der Richtungsvektoren der Losungskurven mit dem Gradienten einer
Funktion, die im untersuchten Gleichgewichtspunkt ein striktes Minimum besitzt. Der
Erfolgt dieses Verfahrens hingt ab von der geschickten Wahl einer solchen Lyapunov-
Funktion.

e Eine spezielle Situation tritt ein, wenn die Lyapunov-Funktion auf den Lésungen kon-
stant ist. Solche Funktionen nennt man in der Mechanik Integrale der Bewegung, und
sie sind eine grofie Hilfe bei der Losung des Systems. Wir demonstrieren das an vier
Beispielen (aus der Mechnik, der Populationsdynamik, der Aerodynamik und der klas-
sischen Himmelsmechanik).

3.3.1 Linearisierung

Das Standardverfahren zur Behandlung nichtlinearer Probleme, oft, aber natiirlich keines-
wegs immer, erfolgreich, ist die Linearisierung. Ist ¥y ein Gleichgewichtspunkt von

F=F(#),
also F(Zo) = 0, so gilt

(&) & F(@) + F' (%) (% — #o) = F'(#0)& — F'(#0)¥o =: AT +b.

ol

Wir erwarten also, dass die Ableitungsmatrix A = F (Zo) Aufschluss iiber das Verhalten
der Losungen in der Nihe von &y liefert. Das ist mit gewissen Einschrinkungen tatséchlich
der Fall:

Satz 95 (Stabilitétssatz: Nichtlinearer Fall). Ist F(#y) = 0 und haben die Eigenwerte

der (n x n)-Matriz
o [9F
F'(o) = <8xj (ﬂ?o)>

sdmtlich negativen Realteil, so ist Zy ein asymptotisch stabiles Gleichgewicht. Hat wenigstens
ein Figenwert einen positiven Realteil, so ist Zy ein instabiles Gleichgewicht.

Beispiel 96 (Riuber-Beute-Modell). Wir betrachten ein hiufig benutztes dynamisches
System der Populationsdynamik, das sogenannte Rauber-Beute-Modell von Lotka und Vol-
terra. In einem System mit Beute- und Réuberindividuen nimmt man an, dass die Zahl
x der Beutetiere exponentiell wichst, wenn keine Rauber vorhanden sind: # = ax. Beim
Vorhandensein von y Raubern ist die Zahl der Réduber-Beute-Begegnungen proportional zu
xy, und deshalb korrigiert sich die vorstehende Gleichung zu & = ax — bxry. Ebenso nehmen
die Rduber in Abwesenheit von Beute exponentiell ab und man findet § = cxy — dy.
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Sind schlieBlich die Ressourcen fiir die Beutetiere nicht unbegrenzt, so kommt ein Korrek-
turterm fiir die ,,soziale Reibung“ hinzu, und Analoges gilt fiir die Réduber. Schliefilich ergibt
sich das sogenannte Volterra-Lotka-Modell

& = ax — bry — \z?
g = cxy — dy — py’

mit nicht-negativen Konstanten a, b, ¢, d, A, u. (Fiir negatives ¢ und d moduliert dieses System
die Populationsdynamik zweier konkurrierender Spezies.)
Das System hat (fiir ac < d\) im Bereich > 0,y > 0 genau einen Gleichgewichtspunkt bei

bd + ap ac — d\
(‘rovyo) = .

be+ A’ be + M

Zur Anwendung des Satzes berechnen wir

—Arg —bx
F/ , — 0 0)
(%o, %0) ( o —HYo

und daraus die folgende Gleichung fiir die Eigenwerte &:

2+ (1Yo + Azo)& + zoyo(Ap + be) = 0.

Sind A, p > 0, so sind alle Koeffizienten dieser

quadratischen Gleichung positiv. Aber dann
haben (Beweis?) alle Losungen negativen Re-
alteil. Also ist (20, o) ein asymptotisch stabi- )

les Gleichgewicht.
Den Fall A = p = 0 betrachten wir spéter, vgl.

Beispiel

1

Beispiel 97 (Nichtlinearer LRC-Kreis). Die Gleichung fiir den linearen Schwingkreis
war

1
LG+ Rq+ —q=0.
q+ Q+Cq

Wir betrachten jetzt den Fall, dass der Widerstand vom Strom I = ¢ abhéngt. Dann sieht
die Gleichung so aus:

. N, 1
Li+ R(q)q +

Das zugehorige dynamische System ist

Gleichgewicht hat man genau fiir (¢,7) = (0,0) und

—» 0 1
FI(O,O): <_L _w)
LC
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Die charakteristsche Gleichung

2, 1(0) L
& +T§+E_O

hat bei R(0) > 0 lauter positive Koeffizienten und wie im letzten Beispiel ist das Gleichge-
wicht deshalb asymptotisch stabil. Bei verschwindendem Ry, d.h. bei fehlender Dédmpfung,
sind die Eigenwerte rein imaginér, und die Frage der Stabilitét fiir das nichtlineare System
bedarf einer gesonderten Untersuchung.

Beispiel 98 (Pendelgleichung). Die Bewegungsgleichung fiir das Pendel ist gegeben
durch

mL¢ = —mgsin ¢. (67)
Das schreiben wir als autonomes System in der Form
(b = L_lw L
w = —gsin ¢.

Gleichgewichtspunkte im (¢, w)-Phasenraum sind die
Punkte der Form me

(nm,0), n ganzzahlig.

0 Lt
—gcos¢p O

hat die charakteristische Gleichung A2 + £ cos ¢ = 0. Fiir ¢ = nm mit ungeradem n hat man

Die Ableitungsmatrix

also zwei reelle Eigenwerte :I:\/% , von denen einer positiv ist: Das Gleichgewicht ist instabil,
wie auch aus physikalischen Griinden offensichtlich ist. Fiir gerades n, d.h. fiir das Pendel
in unterster Position liegt aus physikalischen Griinden ein stabiles Gleichgewicht vor, aber
die Eigenwerte sind j:i\/% , haben also Realteil =0, und der vorstehende Satz macht keine
Aussage.
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3.3.2 Stabilititskriterium von Lyapunov

Wir geben nun noch ein Stabilitdtskriterium ganz anderer Art. Wir betrachten wieder die
Gleichung o .
T =F(Z(t), F(Z)=0 (68)

um einen Gleichgewichtspunkt Z.

Eine Lyapunouvfunktion fiir dieses Problem ist eine stetig differenzierbare reellwertige Funk-
tion V' : U — R auf einer Umgebung U von 7y mit folgenden Eigenschaften:

. . 5 . .. g;dv V-Niveaus
(i) V hat in %y ein strenges lokales Minimum und

(i) (grad V, F(Z)) < 0 fiir alle & € U.

Niveauflichen (oder -kurven) von V' umschliefen al-
so die Gleichgewichtslage und aus der Differential-
gleichung und der Bedingung (ii) folgt mit der Ket-
tenregel fiir jede Phasenkurve

d . "9V dz; . Lo
%(V(x(t)) =2 o dt (gradzyy V, (1)) = (gradzy) V, F(Z(t))) < 0. (69)
=0

7=

Die Losungskurven laufen also in Richtung abnehmender Werte von V. Man kann nun zeigen:

Satz 99 (Stabilitdtskriterium von Lyapunov). Gibt es fir das Problem (68]) eine
Lyapunovfunktion V, so ist Xy ein stabiles Gleichgewicht. Ist sogar

(grad; V, F(Z)) < 0 fiir alle 7 € U\ {Z},

so ist Xy ein asymptotisch stabiles Gleichgewicht.

Bemerkungen.

1. Im allgemeinen gibt es kein Verfahren, um Lyapunovfunktionen zu konstruieren. Man
ist dabei auf Gliick und Erfahrung angewiesen.

2. Wenn fiir alle 7 .
(grad; V, F (%)) = 0,

so bedeutet das Gleichheit in , also
V(Z(t)) = const.

Dann ist V' eine Konstante der Bewegung, es gilt fiir V' ein Erhaltungssatz, und die
Phasenkurven liegen in einem Niveau von V. Im zweidimensionalen Fall liefert ein Plot
der V-Niveaus also im wesentlichen das Phasenportriit!

Das gilt auch ohne die Voraussetzungen (i) einer Lyapunovfunktion.
3. Umgekehrt: Kennt man (zum Beispiel aus physikalischen Erwéigungen) ein Integral
der Bewegung, so hat man eine Funktion V', die die komplizierte Bedingung (ii) einer

Lyapunovfunktion erfiillt. Gelegentlich hilft das, eine wirkliche Lyapunovfunktion zu
finden.
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Wir beginnen mit einem einfachen Beispiel zu den beiden letzten Bemerkungen:

Beispiel 100. Wir betrachten das System fiir einen Massenpunkt der Newtonschen Mecha-
nik in einer Raumdimension

98 = m_lp,
p=F(z).

Wir nehmen an, dass U(z) eine Stammfunktion von —F'(x) ist, und wir definieren

(70)

_ 1 2
E(z,p) =U(z) + o

Ist dann (z(t),p(t)) eine Losungskurve von (70)), so findet man:

SE(0,p(0) = 52a(0) + S20(t) = ~F(@)ilt) + —-pp = ~F@)i(®) + #F () 0.

Also ist £ auf den Phasenbahnen konstant. In diesem Beispiel ist U gerade das Potential
des Kraftfeldes und F die Summe aus potentieller und kinetischer Energie: Wir haben den
Energieerhaltungssatz bewiesen.

Beispiel 101 (Pendelgleichung). Fiir die Pendelgleichung

(b =L lw
w = —gsin ¢.
ist E(¢,w) = —gcos ¢+ ﬁaﬂ ein Integral, wieder die Energie des Pendels. In der Néhe von

(0,0) ist
B(pw) ~ —g + 267 + —u?,
2 2L
die Kurven E = const fiir kleine Konstante sind also ellipsenartige Kurven um (0,0). Des-
halb ist (0,0) ein stabiler Gleichgewichtspunkt: Bei kleiner Auslenkung bleibt das Pendel
in der Nihe von (0,0). Das war physikalisch klar, folgte aber nicht aus unseren bisherigen
Einsichten.

WEeil die Phasenkurven in den Niveaulinien von FE
liegen, bekommt man auflerdem aus den letzteren ein

15 \/\/
komplettes Phasenportrit. 1 \_/\/

Beachten Sie: Dieses Bild gibt zwar die o > <
Losungskurven als Punktemengen im (v, 6)-Phasen- 05

raum wieder, nicht aber den Zeitparameter auf den . v

einzelnen Kurven. Deshalb ist mit diesem Bild die
Differentialgleichung keineswegs vollstéindig gelost.

Damit das Bild iiberzeugt, muss das Niveau durch die instabilen Gleichgewichtspunkte sicht-
bar sein. Bei dem ContourPlot-Befehl von Mathematica sucht sich das Programm aber die
Niveaus fiir den Plot selbst aus, und das fragliche ist in der Regel nicht dabei. Deshalb
wurden 3 Bilder tiberlagert:
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niveau[u_, v_, z_] =Contourplot[—Cos[x] + y2,
{X’ _47 4}v {y’ _27 2}7
AspectRatio— > Automatic,
Contours— > z,
ContourShading— > False,
Axes— > True, AxesOrigin— > {0, 0},
PlotPoints— > 50, PlotRange— > {u, v}|
Show][niveau[1, 1, 1], niveau[—1, .8, 3], niveau[1.01, 6, 5], PlotRange— > {—2,2}]

Beispiel 102. Wir betrachten das System
()= (42) = 7C)-
Y —z° —y Y
Der Punkt (0,0) ist ein Gleichgewichtspunkt, und
0 3y? 0 0
6= (e 1), -6 5)
0 —3z* -1 0,0 0 -1
hat einen Eigenwert 0. Deshalb liefert der Stabilitdtssatz keine Aussage. Aber
1
Viay) = 16"+

ist eine Lyapunovfunktion fiir das System mit

3

(grad V, F) = <(§§) (_jé _y)> = 2%y’ —y’a® —y' <.

Daher ist (0,0) ein stabiles Gleichgewicht.
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Beispiel 103. Das Volterra-Lotka-Modell mit unbegrenzten Resourcen (A = p = 0)

T = ax — bxy

y = cry — dy (71)

hat einen Gleichgewichtspunkt bei (2, o) = ( g, #). Die Ableitung an dieser Stelle hat rein
imagindre Eigenwerte und gibt deshalb keine Auskunft tiber die Stabilitdt. Die Funktion

V(z,y)=alny —by+dnx — cx

ist ein Integral der Bewegung:
= 2 _gq ar — bxy
(erad V. F) = (5 73 ). (&, )y = 0.

Weiter ist grad,, ,.)V = 0, und die Hessematrix der zweiten Ableitungen ist

Also hat V in (20, o) nach dem Kriterium iiber loka-
le Extremwerte ein strenges lokales Maximum, und \\
V(xo,y0) — V(x,y) ist eine Lyapunovfunktion. Das

Gleichgewicht ist stabil und man erhélt das folgende

Phasenportrét: .
Es ist dabei nicht so ohne weiteres klar, dass die
Losungskurven des Systems die Niveaulinien von V .
ganz brav “monoton” durchlaufen, die kénnten auch
auf einem Stiickchen einer solchen Kurve hin und her 2

laufen. Tun sie aber nicht, sondern sie sind geschlos-
sene Kurven, wie das Bild suggeriert.

Die Populationen variieren zyklisch. Das zeitliche Mittel {iber einen ganzen Umlauf 0 <¢ < T
zum Beispiel fiir x ist gegeben durch

T T - T
i/ 2(t)dt = l/ y(t) +dy(t) 4, _ llny(t) 94
T 0 T 0 Cy(t) T 0 C (&

Es ist also iiber jede Bahn dasselbe, ndmlich gerade das Gleichgewicht.

Interpretiert man die Beute als Schédlinge, die Réduber als Niitzlinge und wendet ein Gift an,
das die Ausbreitung der Schidlinge aber im gleichen Mafle auch das der Niitzlinge reduziert,
so entspricht das der Addition von Termen —ex bzw. —ey auf der rechten Seite, d.h. a wird
zua—eund d zu d + €.

Der Mittelwert d/c der Schadlinge erhéht sich auf (d+¢€)/c, statt sich zu reduzieren ( Volterra-
Prinzip).
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Beispiel 104. Wir betrachten ein Flugzeug im Gleitflug mit vernachléssigbarem Wider-
standsbeiwert (cp = 0). Wir nehmen weiter an, dass die Flugbahn in einer vertikalen Ebene
liegt. m sei die Masse des Flugzeugs, 6 der Steigwinkel und v die Bahngeschwindigkeit.
Weiter sei L der Auftrieb senkrecht zur Bahn.

Dann ist
- (vcosf
v= (v sin 0) .
die vektorielle Geschwindigkeit und /X%
= 0 — sin @
F= (—mg) + L( cos 6 )

die aus Schwerkraft und Auftriebskraft zusam-
mengesetzte Gesamtkraft.

Wir setzen wie iiblich L = cv? mit dem Auftriebsbeiwert cy,. Die Newtonschen Bewegungs-
gleichungen lauten dann
mocos —musindf = —cpv?sin,
mosinf + mv cos0 0 = —mg + cLv> cosb.
Auflésen dieses linearen Gleichungssystems liefert die Bewegungsgleichungen fiir den Gleit-
flug in der Form
my = —mgsin 6,

mvd = —mg cos 0 + cLv>.

Durch Normierung, genauer durch die Substitutionen v, /;—Lg — v und gt fn—z — t, beseiti-

gen wir daraus die Konstanten und erhalten

0= —sind, (72)

cos 0

0=—

Ein Gleichgewichtspunkt ist
(U07 90) = (17 0)7

der einem horizontalen Flug mit konstanter Geschwindigkeit entspricht. Anwendung des
Satzes [95] liefert keine Aussage iiber Stabilitét, weil die Eigenwerte rein imaginér sind.
Wir zeigen nun, dass

3
V(v,0) = 240

—wvcosf

eine Lyapunovfunktion ist.
Es ist ndmlich V(1,0) = 0, und auch der Gradient

2

v< — cos O
grad(vﬂ) V= ( v sin 0 )

verschwindet an der Stelle (v, ) = (1,0). Weiter ist die Hessematrix der zweiten Ableitungen

v sin 6 (2 0
sinf wvcosf (170)_ 0 1
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und nach dem Kriterium iiber lokale Extremwerte hat V in (1,0) ein strenges lokales Mini-
mum. Damit ist die Bedingungen (i) erfiillt.
Weiter gilt die Gradientenbedingung;:

- 2 sind
(graa Ve F) = (") (] )y o

)

Also folgt die (einfache) Stabilitéit des Gleichgewich-
tes (1,0) aus dem Kriterium von Lyapunov. Genauer
liefern wegen der Gleichheit die Niveaulinien von V' o5
im (v,0)-Raum das nebenstehende Phasenportrét. o
Die Losungen in der Nidhe des Gleichgewichts

entsprechend einem anndhernd horizontalen “Wel-

lenflug”. K

-0.5

A\

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12

Im letzten Beispiel dokumentieren wir eine der ganz groflen Leistungen in der Geschichte
der Naturwissenschaften. Die Newtonschen Bewegungsgesetze fiir einen Planeten im Gravi-
tationsfeld der Sonne lassen sich nicht explizit 16sen. Aber man kann so viele Integrale der
Bewegung finden, so viele Funktionen also, in deren Niveaus die Planetenbahnen verlaufen,
dass man schliesslich doch ein wunderbares Bild von ihnen bekommt: Némlich genau das
Bild, das Johannes Kepler aus seinen Beobachtungsdaten erschlossen hat.

Beispiel 105 (Keplersche Gesetze als Konsequenz der Newtonschen Bewegungs-
gleichung). Die Keplerschen Gesetze fiir die Bewegung der Planeten in einem Zentralfeld
besagen:

1. Die Planetenbahnen sind Ellipsen mit der Sonne im Brennpunkt.
2. Der Fahrstrahl tiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Flichen.
3. Die Quadrate der Umlaufzeiten verhalten sich wie die Kuben der groflen Halbachsen.

Man darf schon dariiber staunen, wie Kepler aus den ihm vorliegenden astronomischen Beob-
achtungsdaten diese Gesetze gefunden hat. Und noch mehr darf man dariiber staunen, dass
sie sich auf ein ganz einfaches Prinzip reduzieren lassen: Sie sind eine Folge der Newtonschen
Bewegungsgleichung

5 z -
mz = —fymMr—?’, r=||Z|. (73)

Das zugehorige dynamische System im 6-dimensionalen Phasenraum sieht so aus:

Z=m"1p
o, 7
p= —fymMr—3

Dann ist
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Also ist der Drehimpuls J auf jeder Phasenkurve konstant. Wegen J L & liegt die Bahn in
einer Ebene senkrecht zu J. Und weil

1 . = 1 1 .
%HJH = %foﬁl\ = §||f>< z||

gerade die Fliche des Dreiecks mit Seiten & und i ist, {iberstreicht der Fahrstrahl in gleichen
Zeiten gleiche Flachen. Vgl. auch die Fléchenformel

F =3 [ i - vso)

aus der Analysis II.

Aus einem vektoriellen Integral der Bewegung, also eigentlich aus drei reellwertigen Erhal-
tungsgroBen, bekommt man bereits das 2. Keplersche Gesetz und die Tatsache, dass die
Bahnen ebene Kurven sind. Aber anders als bei 2-dimensionalem Phasenraum ist damit das
,Phasenportriat“ noch keineswegs festgelegt.

Zwischenrechnung. Wir berechnen

Wenn man Erfahrung im Differenzieren von Vektorfeldern hat, kommt einem der Klammer-
ausdruck bekannt vor:

dz & 1dr & 27,
—_——_ = = — = — — T.
dtr r r2dt 7 73
Wir definieren deshalb .
T Jxp

Dann ist auch A eine Erhaltungsgrofe.
Wir nehmen jetzt an, dass J in Richtung der z-Achse zeigt. Dann liegen J x pund 7 in der
xy-Ebene. Also liegt auch A in der xzy-Ebene, und wir nehmen an, dass das konstante(!) A
in Richtung der positiven a-Achse zeigt. Wir schreiben & = 7(cos ¢, sin ¢,0) in Zylinderko-
ordinaten. Mit ||/T|| =: € ist dann

A7 =ercos O.

Andrerseits ist

- (Jxp)-Z J - (Z % P) J-J
A. = —_— T e—— = —
* ym2M o ym2M r ym2M i
——r
=:n

Aus den beiden Gleichungen folgt

r(1 —ecosg) = 1.
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4 Anhang

4.1 Lineare Differentialgleichungssysteme (Wiederholung)

Dieser Abschnitt soll aus den Modulen Lineare Algebra fiir Ingenieure und ITPDG bekannt
sein. Er steht hier zur Erinnerung.

Wir untersuchen gekoppelte Systeme aus mehreren linearen Differentialgleichungen der Form

vi =an(x)y  Faw(@)y 4.0 Fa(@)y.  +bi(x)
vy =ag(x)yr  Fas(x)y2 +... Faw(x)yn  +ba(z) (74)

y;L = anl(x)yl +ame (I)yz +... Fapn (I)yn +bn (I)

mit stetigen Funktionen a;; und b; auf einem Intervall I C R. Mit Matrizen schreibt sich
das kurz als =
i = A(x)j+b. (75)

Warnung. Genauso wie bei gewohnlichen linearen Gleichungssystemen hat man auch bei
Differentialgleichungssystemen ein kleines Problem mit der Bezeichnung: Eine Lésung von
(74) ist eine vektorwertige Funktion

y1(z)

Yn (w)

mit den Komponentenfunktionen y; (), ..., y,(z). Wenn man dagegen verschiedene Losun-
gen von oder betrachtet, bezeichnet man die gern als ¥, o, . . .. Jetzt numeriert der
Index also verschiedene Losungen und nicht verschiedene Komponenten ein und derselben
Losung. Die Komponenten von ¢; bezeichnen wir, wenn es nétig ist, mit y11(z), ..., yn1(2).
Der zweite Index soll dann die Losungen, der erste die Komponenten numerieren.

Beispiel 106. Die Newtonsche Bewegungsgleichung m# = F' ergibt mit der Definition der
Geschwindigkeit v = & das lineare System

also

B=0C 50+ (2)

Beispiel 107.

Regelung in der Luft- und Raumfahrt, Abschnitt 4

Diese Umformulierung einer skalaren Gleichung 2. Ordnung in eine System 1. Ordnung ist
hier motiviert durch den Umstand, dass die Geschwindigkeit eine etablierte physikalische
Grofe ist. Aber man kann allgemein eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung

v ™ 4y 4 fay=0b

durch Einfithrung der Hilfsvariablen 31 := 4,92 = ¢/, ..., yn = ¥y~ in ein System 1. Ord-
nung umschreiben, das dann die Form
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Fundamental fiir lineare Differentialgleichungen ist der folgende

—

Satz 109 (Existenz und Eindeutigkeitssatz). Haben A(z) und b(x) auf dem Intervall
I stetige Koeffizienten a;j(x) und b;(x) und ist xo € I, so hat das Anfangswertproblem

i =Al)j+b (78)
(o) = 1o (79)
fiir jedes 7o = (o1, - - ., Non) genau eine auf ganz I definierte Losung.
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Struktur des Losungsraumes

Die Theorie der linearen Differentialgleichungssysteme hat viel formale Ahnlichkeit mit der
Theorie gewohnlicher linearer Gleichungssysteme und auch mit der Theorie skalarer Diffe-
rentialgleichungen héherer Ordnung, weil eben

L:y(x) — Alx)y

eine lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen ist.

Satz 110 (Lésungsraum der homogenen Gleichung). Der Lisungsraum der homoge-

nen Gleichung
¥ = A@)y. (80)

ist ein Vektorraum der Dimension n. Das heifst:

e Linearkombinationen von Losungen sind wieder Losungen.
Man sagt auch, es gilt das Superpositionsprinzip.

o FEs gibt n linear unabhdngige Losungen.

e Sind die Losungen 1, . . .,y linear unabhdngig, so ist jede andere Losung eine Linear-
kombiantion von diesen:

y=c1th + ...+ cnln (81)

Man nennt i, ...,1y, eine Losungsbasis oder ein Fundamentalsystem von Ldsungen

und »die allgemeine Losung von “,

Lineare Unabhingigkeit: Wronskitest. Wir betrachten Losungen 7, ..., %, von
und wollen wissen, ob sie linear unabhéngig sind. Sind zunéchst die Vektoren

gl(xo)a s 7gn($0)
an einer Stelle z( linear unabhéngig, so sind 1, ..., ¥, als Funktionen linear unabhingig:

Aus

fiir alle x folgt ndmlich insbesondere
)\1271(1'0) +.oo+ )\ngn(x()) - 6
WEeil diese Vektoren linear unabhéngig sind, ist Ay = ... = A, = 0.

Aus dem Eindeutigkeitssatz fiir das Anfangswertproblem folgt fiir Losungen von auch
die Umkehrung. Daher sind die Losungen 47, ..., ¥, genau dann linear unabhéngig, wenn
die Funktionswerte ¥ (xo), ..., yn(zo) an einer Stelle (und dann an jeder Stelle) linear un-
abhéngig sind.

Sind 4, . . ., 4, Losungen von , so bezeichnet man die Matrix mit diesen vektorwertigen
Funktionen als Spalten als Wronskimatriz:

Wm(gla cee 7gn) = (gl(x)v oo vgn(x))

(Wenn man eine skalare Gleichung n-ter Ordnung wie oben in eine System umschreibt, so
sind die Wronskimatrizen dieselben.)

Weil die Spalten einer (n x n)-Matrix genau dann linear unabhéngig sind, wenn die Matrix
Rang = n hat, d.h. wenn ihre Determinante # 0 ist, sind also die Losungen #, .. ., ¥, von
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genau dann linear unabhéngig, wenn die Wronskideterminante an einer Stelle von null
verschieden ist.

Satz 111 (Loésungsraum des inhomogenen Systems). Sei ys(x) eine Lisung der in-
homogenen Gleichung

7 = A(2)j + bl=) (82)

Man nennt das auch eine spezielle oder partikulare Losung von . Dann findet man alle
Losungen von , indem man zu Ys alle Losungen g von addiert. Man sagt,

¥=1s+im

st die allgemeine Ldsung von , wenn Yy die allgemeine Lésung von ist.
Ist i1, ...,Yn eine Ldsungsbasis fir die homogene Gleichung, so ist also die Menge der
Losungen der inhomogenen Gleichung gegeben durch

J=ys+ch+...+cubn

mit beliebigen Konstanten cq,...,cy.

Beispiel 112. Warum sind Linearkombinationen von Losungen eines inhomogenen linearen
Differentialgleichungssystems im allgemeinen keine Losung dieses Systems? Warum gilt das
aber fiir Linearkombinationen mit Koeffizientensumme= 17 O

Satz 113 (Variation der Konstanten). Sei ¢1,...,¥, eine Losungsbasis der homogenen
Gleichung . Mit der Wronskimatriz der 1; bilde man das lineare Gleichungssystem

Y1 - Yin 4 by
=1 ) (53)
Yn1 oo YUnn c,n bn
Die (eindeutig bestimmten) Lisungsfunktionen ¢} integriere man. Dann erhdlt man mit
ys(x) = er(x)ii(z) + ... cn (@) ()

eine partikulire Losung der inhomogenen Gleichung .

Der Beweis ist fiir Systeme 1. Ordnung viel einfacher als im skalaren Fall n-ter Ordnung,
deshalb machen wir ihn jetzt vor. (Auch den skalaren Fall fiilhrt man am besten durch
Umschreibung in ein System hierauf zuriick.)

Beweis. Wir machen den Ansatz ¢(x) = ys(z) = ¢1(2)h(z) +. . . ¢n(2)§n () und setzen dies
in das Differentialgleichungssystem ein. Zunéchst berechnen wir
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Also ist §(x) genau dann eine Lésung des inhomogenen Systems (78], wenn

@) (@) + ... + ¢ (2)Fa(@) = D).
In Matrixschreibweise ist das aber gerade . U

Beispiel 114. Wir betrachten das Gleichungssystem

Yy, =i+ 3yet 2cos’x
;o . 9 (84)
Ys =3yi1+ Y2+ 2sin“z
Das zugehorige homogene System hat folgende Losungsbasis
N 64:5 5 e—2:c
1= (e4z>a Y2 = (—6721).
Variation der Konstanten mit dem Ansatz ys = c191 + cayo fithrt auf
et e A\ _ (2cos?x
e e ) (3) = (500):
Losen liefert
cj(x) = e, ch(x) = (cos® x — sin? 2)e** = cos 2z €*”
und Integration
1 —4x Lo 2z
c1(zx) = 265 co(x) = 1(5111295 + cos 2z)e””.
Damit ist
. 1 _ 4x 1 . —2x
Jys(z) = —1¢ z (Z%) + Z(sm 2 + cos 2x)e*” (_ee_gx)
_ ( i(sin2z + cos2x — 1)
— \—5(sin2z + cos 2z + 1)
eine spezielle Losung von . O
Erraten einer Lésung. Wir wollen hier nur folgenden Fall betrachten:
7 = Aj — e"*b (85)

mit konstanten A und b. Der Parameter w1 kann reell oder auch komplex sein, so dass der
Fall einer “trigonometrischen” rechten Seite mit erfasst ist, vgl. das nachstehende Beispiel.
Wir machen den Ansatz

ylz) = "7 (86)

mit einem konstanten Vektor ¥. Einsetzen liefert

ety = et Av — e!*b

oder .
AU — pv = 0.
Das sieht in Komponenten so aus:
(@11 — p)vr+ apv2t+ ...+ a1nVn, = by
ao1V1+ (a22 — /.L)’UQ—‘r oot aonVy, = by
an1v1+ a2Vt oot (Apn — p)vn = by
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Also ist genau dann eine Losung von , wenn v dieses lineare Gleichungssystem 16st.
Beachten Sie aber, dass das Gleichungssystem nicht unbedingt 16sbar sein muss; dann fithrt
der obige Ansatz nicht zum Ziel. Das kann passieren, wenn p ein sogenannter Figenwert
der Matrix A ist (vgl. unten), d.h. wenn das System mit Schwingungen in Eigenfrequenz
angeregt wird (Resonanzfall).

Im folgenden Beispiel betrachten wir eine Gleichung der Form
7 = Aj — coswz b
mit reellen A und b. Stattdessen 16st man
7 = Ay — b

mit der vorstehenden Methode und nimmt dann den Realteil von e®?b.

Beispiel 115. Wir betrachten die Netzwerksgleichung (|77) mit u = ug cos wt. Wir miissen

dann also
g
= o = Ly
AU — iwU = 0
0

7(t) = Re(e™*7)

losen und erhalten mit

eine Losung von (77). Das Gleichungssystem

-4 _R _ Ly _
W I, I, 1 Llio
0 —w 1 vy | = 0
1 __1 _RrR _; v3 0

I>C L0 Ly @

liefert mit dem Gaufschen Algorithmus nach einiger Rechnung

vecv =

g <(p —ig)(1 — LaCuw? + iRCw))

p—iq
p? +q? wq + iwp

wobel
p=R—w?RL,C, q= (L1 + Ly)w — L1 L,Cw3.

Wir wollen die Realteilbildung nur fiir die 2. Komponente y2 = iy durchfithren, weil der
Spannungsabfall uy = Ris am Ohmschen Widerstand von besonderem Interesse ist.

Re (eiwtp2’lfq2 (p— zq)) = ]ﬁOL]Q(pCOS wt + gsinwt)
Uo q .
= ( cos wt + ——— sinwt)
\/p2 L q2 \/pZ o q2 p2 e q2

-0 cos(wt — @)

N

mit
¢ = arctan s
b
Die Spannung us(t) = \/USTR2 cos(wt — ¢) ist also eine phasenverschobene Wechselspannung
p*+q

der anregenden Frequenz w mit stark frequenzabhéngiger Amplitude: Fiir kleines w ist p =~ R
und g = 0, also die Ausgangsamplitude annidhernd gleich der Eingangsamplitude. Fiir grofies
w hingegen ist auch /p? + g2 grofl und die Ausgangsamplitude klein. Das Netzwerk wirkt
als Tiefpassfilter.
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Die Eigenwertmethode

In diesem Abschnitt behandeln wir eine Methode zur Losung homogener linearer Differen-
tialgleichungssysteme mit konstanten Koeflizienten, die analog zum Exponentialansatz bei
skalaren Gleichungen n-ter Ordnung ist. Wesentliches Hilfsmittel ist dabei die Theorie der
Eigenwerte.

Wir betrachten das homogene lineare Differentialgleichungssystem
Y1 =auyr  +eyz +... +ainyn
Yo =a2y1  +axpys +... +a2.yn
y;z =0n1Y1 +tam2Y2 +... FAppln

mit Konstanten a;;. Mit Matrizen schreibt sich das kurz als

¥ = Ag. (87)
Bei skalaren Gleichungen, insbesondere bei 3/ = ay, ist der Exponentialansatz y(z) = e*
erfolgreich gewesen. Die einfachste Weise, das auf Systeme zu verallgemeinern, ist der Ansatz

7(x) = e 7 (88)

mit einem konstanten Vektor #. Wie im letzten Abschnitt erhalten wir durch Einsetzen in
die Differentialgleichung, dass dies genau dann eine Losung liefert, wenn \e’*7 = A(e %),
d.h. wenn nach Division mit e** # 0

AV = Av.

Diese Gleichung fiir A und ¢ hat natiirlich immer die Losung ¥ = 0 und A\ beliebig, aber
die liefert auch nur die triviale Losung der homogenen Differentialgleichung. Daran sind wir
nicht interessiert. Interessant sind Losungen mit ¢’ # 0.

Definition 116. Man nennt A einen Figenwert der Matrix A, wenn es ein v # 0 gibt, so
dass
AT = M.

In diesem Fall nennt man ¢ einen zu A gehérigen Eigenvektor von A.

Wir miissen nun also sehen, wie man zu einer gegebenen Matrix die Eigenwerte und Ei-
genvektoren bestimmen kann. Das wissen Sie aber aus dem Modul Lineare Algebra fiir
Ingenieure. Wir stellen die Ergebnisse noch einmal zusammen:
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Wiederholung: Eigenwerte und Eigenvektoren

Die Eigenwerte A findet man als Nullstellen des charakteristischen Polynoms
det(A — A\E) = 0. (89)
Zu jedem Eigenwert A findet man die Eigenvektoren ¢ durch Losen der Eigenvektorgleichung

(A= \E)T=0. (90)

Die Bestimmung der Nullstellen eines Polynoms von héherem Grad bleibt natiirlich eine
schwierige Aufgabe. Auch numerisch gibt es bei grofien Matrizen (20 x 20 und gréfier) Pro-
bleme: So sind die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms und damit seine Nullstellen
sehr sensitiv gegeniiber Storungen der Matrixelemente. Deshalb zieht man zur Berechnung
der Eigenwerte und -vektoren andere Verfahren vor. Aber das sind eben Probleme der nu-
merischen Mathematik, auf die wir hier nicht eingehen kénnen.

Gleichung ist ein homogenes lineares Gleichungssystem, das nicht-triviale Lésungen hat
und deshalb nicht eindeutig l6sbar ist. Die Eigenvektoren zu A bilden einen Vektorraum, den
FEigenraum zum Eigenwert .

Wieviele EigenWERTE gibt es? Sei A eine (n,n)-Matrix. Dann ist das charakteristische
Polynom vom Grad n und hat daher n Nullstellen.

Natiirlich kénnen Nullstellen zusammenfallen. Ist A eine k-fache Nullstelle, so nennt man A
einen Eigenwert der algebraischen Vielfachheit k.

Es kann auch vorkommen, dass das charakteristische Polynom komplexe Nullstellen hat.
Dann ist A — AE eine komplexe Matrix und die Eigenvektorgleichung ein komplexes lineares
Gleichungssystem. Die Losungsmethoden dafiir sind dieselben wie im Reellen (Gauflalgorith-
mus). Die zugehorigen Eigenvektoren liegen dann im C", d.h es sind Vektoren mit komplexen

Komponenten.
1 -1
A= (1 1).

hat die charakteristische Gleichung (1 — A\)2 + 1 = 0. Sie hat die Losungen

Beispiel 117. Die Matrix

Ag=1=£1.
Die Eigenvektorgleichung fiir Ay = 1 + ¢ ist
1+ )6 =6
1 —i)\y/ \oJ
Offensichtlich ist die zweite Gleichung das i-fache der ersten und
- 4
v = <1>
ein Eigenvektor zum Eigenwert A\; = 1 4 4. Fiir den Eigenwert Ao = 1 — i findet man einen

Eigenvektor v, = (_11) O

Konjugierte Eigenwerte und -vektoren. Im vorstehenden Beispiel unterscheiden sich
die beiden Eigenwerte nur durch das Vorzeichen des Imaginirteils, sie sind konjugiert zu
einander. Das ist bei reellen Matrizen immer so: Ist A = a + iw ein Eigenwert, so auch
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die dazu konjugiert-komplexe Zahl A = a — iw. Das liegt daran, dass das charakteristische
Polynom ag + a1 A + ... + a, A" reelle Koeffizienten a; hat. Daher ist

ag+aA+...+a " =ag+ai A+ ... Fa,\* = 0.

Zum konjugierten Eigenwert gehoren die (komponentenweise) konjugierten Eigenvektoren.

Wieviele EigenVEKTOREN gibt es? Natiirlich unendlich viele, weil Vielfache von
FEigenvektoren wieder Eigenvektoren sind. Und zu jedem Eigenwert gibt es wenigstens einen
Eigenvektor. Wir fragen deshalb préziser:

Wieviele linear unabhingige Eigenvektoren gibt es? Zunichst gilt: Eigenvektoren zu
verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhéngig.

Das charakteristische Polynom p(\) einer n-reihigen Matrix A hat n komplexe Nullstellen,
wenn man sie mit Vielfachheiten zéhlt.

1. Fall Wenn alle n Eigenwerte verschieden sind, findet man dazu n (eventuell auch kom-
plexe) linear unabhiingige Eigenvektoren. Mehr kann man im n-dimensionalen reellen oder
komplexen Raum auch gar nicht haben. Sie bilden dann eine Basis und jeder Vektor ist
Linearkombination dieser Eigenvektoren.

2. Fall Wenn das charakteristische Polynom eine k-fache Nullstelle A besitzt, k > 1, gibt es
zwei Moglichkeiten:

e Die Eigenvektorgleichung hat k linear unabhingige Losungen zu A. Dann ist dieser
k-fache Eigenwert ,,so gut“ wie k verschiedene Eigenwerte.

e Die Eigenvektorgleichung zu A liefert weniger als k linear unabhingige Eigenvektoren.
Man sagt, die geometrische Vielfachheit des Eigenwertes sei kleiner als seine algebrai-
sche Vielfachheit.

Mehr als k linear unabhéngige Eigenvektoren zu A kann es nicht geben.

2 1
= 2)
hat den doppelten Eigenwert 2. Aber

0 1
aoas=(01)

hat den Rang 1, und deshalb gibt es nur einen linear unabhéngigen Eigenvektor zu diesem
Eigenwert, z.B. (é) O

Beispiel 118. Die Matrix

Defizite bei den Eigenvektoren: Hauptvektoren. Sei A eine k-fache Nullstelle des cha-
rakteristischen Polynoms von A, aber es gebe weniger als k linear unabhéngige Eigenvektoren
zu A.

Jeder A-Eigenvektor von A erfiillt
(A= AE)T=0 (91)
und damit erst recht die Gleichung

(A= AE)f7=0. (92)
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A priori hat aber (92)) mehr Losungen als . Sie heilen Hauptvektoren. Eigenvektoren sind
spezielle Hauptvektoren. Zu einer k-fachen Nullstelle A gibt es immer k linear unabhéngige
Hauptvektoren.

Selbstadjungierte Matrizen. Das ist ein bequemer Fall: Ist A eine symmetrische (=selbst-
adjungierte) (n,n)-Matrix, also a;; = aj;, so gibt es im R™ immer eine Basis 91, ..., ¢, aus
Eigenvektoren von A, die zueinander orthogonal und von der Lénge 1 sind, eine sogenannte
Orthonormalbasis. Insbesondere sind alle Eigenwerte reell, es gibt keine echt komplexen,
und ist A ein k-facher Eigenwert, so besitzt er k-linear unabhiingige (sogar orthonormale)
Eigenvektoren. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten (einer symmetrischen Matrix)
sind immer orthogonal zueinander.

Wir kommen zum Ausgangspunkt der Uberlegungen iiber homogene lineare Differential-
gleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten zuriick:

7(z) = e ¥ ist genau dann eine Losung der Differentialgleichung
¥ = Ay,

wenn A ein Eigenwert und v ein zugehoriger Eigenvektor von A sind.

Beispiel 119. Wir betrachten das homogene lineare Differentialgleichungssystem §' = Ay
mit der Matrix

-2 2 =3
A= 2 1 —6
-1 -2 0

Die charakteristische Gleichung ist
det(A — AE) =45+ 21\ — \? = X3 = 0.

Sie hat die Losungen —3 und 5, wobei —3 eine doppelte Nullstelle des charakteristischen
Polynoms ist.

Eigenvektoren zum Eigenwert —3. Wir erhalten das Gleichungssystem

12 =3\ /.
A-(-3)E)o=[2 4 -6 <y> =0
-1 -2 3 Z

Man sieht mit bloem Auge, dass die zweite und dritte Gleichung Vielfache der ersten sind.
Es bleibt also nur die Gleichung
r+2y—32=0

und wir kénnen zwei Parmeter frei wihlen: Der Losungsraum, der sogenannte Eigenraum
zum Eigenwert —3 ist zweidimensional.

z2=0y=1 = xz=-2
z=1y=0 = =3

Mit diesen Wahlen erhalten wir zwei linear unabhéngige Eigenvektoren
-2 3
=1, Ta=|0
0 1
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Eigenvektoren zum Eigenwert 5. Wir erhalten das Gleichungssystem

-7 2 =3\ /s
(A—5E)5=|2 -4 —6 <y>::o

-1 -2 -5/ \z

Mit dem Gauflalgorithmus ergibt sich das dquivalente System

00 0\ /4
0 1 2 (y) =0
1 2 5/ \»

1

mit der Losung v3 = ( 2 > als Eigenvektor zum Eigenwert 5.
—1

Die allgemeine Losung von ¢’ = Ay ist daher
-2 3 1
Gx)=e 3 (c1| 1 | +eca|0])+eze®| 2 ).
0 1 -1

Komplexe Eigenwerte. Sei A eine reelle Matrix. Wenn das charakteristische Polynom
komplexe Nullstellen hat, treten diese in komplex-konjugierten Paaren A = «a + iw und
A = a — iw auf. Auch die entsprechenden Eigenvektoren sind dann konjugiert-komplex.

O

Fiir die Losung der Differentialgleichung kann man von komplex-konjugierten
Paaren von Losungen je eine vergessen, wenn man von der verbleibenden den
Real- und Imaginérteil nimmt.

Das ist klar, weil Linearkombinationen von Losungen wieder Losungen sind, die Gleichung
ist ja homogen(!), und weil

1 1

1 1
= = -z I - - _77.
Rez 27;—|—2z7 mz %z 22,2

A:G —11>.

hat die charakteristische Gleichung (1 — A\)® + 1 = 0. Sie hat die Lésungen

Beispiel 120. Die Matrix

Ao =1%i.

7= (j).

ein Eigenvektor zum Eigenwert A\; = 1 4 . Das Differentialgleichungssystem

Offensichtlich ist

YL =11 — Y2
y§=y1+yz

hat daher die komplexe Lésung
) = 0707 (£) = en(cona + isina) (1) = e (05 e (202).

109



Sie liefert die reelle Losungsbasis

i@ = (o) R = (50)
O

Defizite bei den Eigenvektoren. Wir beschreiben ein Verfahren zur Gewinnung einer
Losungsbasis, wenn es nicht geniigend linear unabhéngige Eigenvektoren gibt. Sei also etwa
A eine k-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms von A, aber es gebe weniger als k
linear unabhéngige Eigenvektoren zu A\. Wir haben friiher festgestellt, dass es dann k linear
unabhéangige Hauptvektoren zu A gibt, also Vektoren mit

(A—XEy"5=0, m<k (93)

Wir beschreiben nun, wie man daraus Losungen der Differentialgleichung erhélt. Das Ver-
fahren wird verstédndlicher, wenn wir vorher ein “geniales” Losungsverfahren beschreiben,
das ganz ohne Eigenwerte etc. auskommt. Ist ndmlich ¢ ein beliebiger Vektor, und setzt man
7(z) = €44, so folgt

7(x) = Ae™ 5 = Ag(a)

und wir haben eine Losung gefunden. Allerdings mussten wir dazu e differenzieren, und
bisher wissen wir nicht einmal, was “e hoch Matrix” iiberhaupt bedeuten soll. Das ist aber
einfach: Fiir eine quadratische Matrix B ist B7 das j-fache Produkt dieser Matrix mit sich
selbst und

Dann ist e*4 = Z;’O 05T Y , und diese Funktion ist nach den iiblichen Regeln nach z diffe-
renzierbar.

Warnung. Man kénnte meinen, wenn B(z) allgemeiner eine matrixwertige Funktion und B’(z) = A(z) ist,
dann sei 7(x) = eP®)F eine Losung von
A(z)g.

—
y =
# B'(2)eB(®). Der Grund liegt in der Nicht-Kommutativitit

Das ist falsch, weil im allgemeinen d—eB(x)

der Matrizenmultiplikation. Es gilt

iB2(;c) = B'(z)B(x) + B(z)B'(x) # 2B’(z) B(=).

dx

Aber B(z) = zA kommutiert natiirlich mit B’(z) = A.
Mit

0o i

Nz .
e)\xE — Z iy - - e)\:cE

— !

j=0
erhalten wir fiir beliebiges A € C

€IA17 )\xE'-‘r;E(A )\E),U _ e)\wEew(A—AE)U — e)@ Z 7'(14 _ )\E)],l—)’
J:
Jj=0

Hieran sehen wir nun folgendes: Ist ¥ ein Eigenvektor zum Eigenwert A\ von A, so ist also

(A—AE)¥ =0 und in der Summe verschwinden alle Terme bis auf den fiir j = 0. Daher ist
wA,l—)'_ e/\ 7.

Man bekommt genau die “Eigenvektor-Losung” der Differentialgleichung. Ist hingegen ¢ ein
Hauptvektor, also etwa (A — AE)¥% = 0, so ergibt sich eine endliche Summe

k—

— I ~a

A= §—|A AE)I 7. (94)
:0
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Wir haben etwas grofziigig mit unendlichen Matrizenreihen argumentiert, um diese For-
mel zu finden. Nun kann man aber sehr einfach direkt die Probe machen, dass fiir
einen Hauptvektor ¥ tatsichlich die Ableitung Ae®% besitzt und deshalb eine Lisung der
Differentialgleichung liefert. Das beweist den

Satz 121 (Hauptvektorlésungen). Ist A eine k-fache Nullstelle des charakteristischen

Polynoms von A und sind vy, ...,0 linear unabhdngige Lisungen von
(A= \E)r =0,
so sind die Funktionen N
- A x! i
gi=ey ﬁ(A — \E)%; (95)
j=0
linear unabhdngige Losungen von
7 = Ay

Beachten Sie: Bei den skalaren Differentialgleichungen fiithrten mehrfache charakteristische
Nullstellen zu Losungen der Form 27e** und zu linearkombinierten Losungen

e”(cl +coxr+...+ ck_lxkfl).
Die Losungen sind von genau derselben Struktur, nur dass die Koeffizienten jetzt Vek-
toren + (A — A\E)77; sind.
72
Die direkte Anwendung des Satzes mit den Hauptvektoren ist mithsam, denn man muss die

Matrixpotenzen bis (A — AE)* bilden. Einfacher geht es bei doppelten Nullstellen:

Beispiel 122. Ist A ein zweifacher Eigenwert bei beliebiger Dimension, so berechnet man
zunéchst einen Eigenvektor ;. Dazu muss man die Matrix A — AE bilden. Gibt es nun zu A
keinen zweiten linear unabhéngigen Eigenvektor, so gibt es einen von ¢ linear unabhéingigen
Hauptvektor v5. Fiir den gilt

0= (A—\E)%U, = (A= AE)((A — \E)).

Das heifit, (A — AE)¥; ist ein Eigenvektor zum Eigenwert A, also von der Form av;. Wir
haben daher

(A= AB)(-#) = .

Weil es auf Vielfache # 0 bei Eigen- und Hauptvektoren nicht ankommt, kénnen wir den
Faktor 1/a vergessen.

Ist A ein Eigenwert der algebraischen Vielfachheit 2 und der geometrischen Viel-
fachheit 1, und ist ¢ ein zugehorigen Eigenvektor, so ist das Gleichungssystem

(A= AE), = o

l6sbar und liefert ,den* fehlenden Hauptvektor zum Eigenwert .
Die zugehorige Losung ist dann

J(x) = N (T + 20).
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Beispiel 123. Wir betrachten

0 1 -1
A=|-2 3 -1
-1 1 1

Diese Matrix hat die Eigenwerte Ay = Ay = 1 und A3 = 2. Die Gleichung

-1 1 -1\ /s 0
-1y (2 2 1 ()()
-1 1 0 z 0

1
liefert einen linear unabhingigen Eigenvektor (1) zum Eigenwert 1. Daher liefert
0

-1 1 =1\ /s 1
-1 1 0 z 0
0

einen Hauptvektor [ 0 | zum Eigenwert 1, der offenbar von dem Eigenvektor linear un-
-1
abhéngig ist. Das Differentialgleichungssystem

0
und einer weiteren Losung §3(x) = e2* <1> zum Eigenwert 2. O
1
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4.2 Ein nicht-lineares Randwertproblem: Der Eulersche Knickstab

Bemerkung. Die Abbildungen in diesem Abschnitt wurden (bis auf die von Hand gezeichnete erste) mit
Mathematica erzeugt. Fiir Hilfe dabei und bei den Jacobischen elliptischen Funktionen danke ich Ekkehard
Tjaden.

Als Beispiel fiir ein nicht-lineares Randwertproblem untersuchen wir ein Standardproblem
der klassischen Mechanik, ein Problem der Balkenbiegung, das etwas dramatisierend als
Problem der “Eulerschen Stabknickung” bezeichnet wird.

Gegeben sei ein vertikaler biegeelastischer Stab der

Lange L, der vertikal mit der Kraft F' belastet wird.

Fufl und Spitze des Stabes sollen auf der Vertika-

len und der Stab in einer Ebene bleiben. Wir ver-

wenden als unabhéngige Variable die vom Fufl aus

gemesssene Bogenliange s auf dem Stab und bezeich-

nen mit y(s) die horizontale Auslenkung. Weiter sei F
¥(s) der Steigungswinkel der Tangente an den Stab.

Die Anderung dieses Winkels (oder die Kriimmung o
des Stabes) ist nach der Mechanik proportional zum

Biegemoment M (s) y(s

¢/(3) = _CM(S)7
wobei ¢ = 1/EI eine von Material und Geometrie W(S)_x

l‘l'l}_

der Stabes bestimmte Konstante ist. EI heifit die
Biegesteifigkeit.

Das Biegemoment ist gegeben durch das Drehmoment, welches die Kraft F' im jeweiligen
Punkt des Stabes ausiibt, also durch das Produkt der Sehne ¢ mit der dazu senkrechten
Komponente F+ der Kraft. Aus den beiden dhnlichen rechtwinkligen Dreiecken der Skizze
erhalten wir

Fr y(s)
F o
Es folgt
M(s) = Fto = Fy(s)
und
P'(s) = —cFy(s). (96)
Insbesondere ist nach Voraussetzung y(0) = y(L) = 0, also
¢'(0) =0, (L) =0. (97)

Weil wir die Bogenlénge verwenden, ist (2'(s),y’(s)) der Einheitsvektor in Richtung der Tan-
gente, und daher ist 3/(s) = sin(s). Zusammen mit den obigen physikalischen Beziehungen
und der Abkiirzung w = v/cF' folgt daraus die Biegegleichung

Y"(s) + w?sin(s) = 0. (98)
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Linearisierung. Fiir kleine Werte von v ist sin 1) ~ 1, und damit erhalten wir die Gleichung

Y (s) + w?P(s) = 0. (99)

Fiir diese linearisierte Gleichung ist das Randwertproblem mit den Bedingungen (97) leicht
zu 16sen, es ist 1(s) = A cos(wy,s) mit beliebigem (wegen der Approximationsvoraussetzung

aber sehr kleinem) A und mit

W = % n€N. (100)

Also ist y(s) = [y sing(o)do ~ [J(0)do = Z-sin(w,s), und im Hinblick auf spétere
Untersuchungen schreiben wir das als

y(s) = — cos(= — —s). (101)

Der kleinste positive Wert von w, fiir den eine nicht-

triviale Losung des Eigenwertproblems existiert ist n=1 n=2

also 7, und das entspricht einer Belastung mit der
Kraft \
w2 o 7T2 F F
F=—= —.
c L2

Das ist die sogenannte Eulersche Knicklast. Weite-
re nichttriviale Losungen hat man dann fiir ' =
EI "222 mit n € N. Sie entsprechen einer sinusar-
tigen Biegung des Stabes mit n “Bogen”.

Beachten Sie, dass s die Bogenlédnge auf dem Stab bezeichnet, nicht die Héhe auf der verti-
kalen z-Achse, so dass die Stabkurve nicht einfach der Graph von ([101)) ist. Allerdings haben

- o) = [ #oyio = [ VT=yPdo = [ o =5

Die nicht-lineare Gleichung. Die oben betrachtete Linearisierung hat wenig mit der Rea-
litét zu tun, weil eben die Approximation sin = v nur fiir sehr kleine t)-Werte brauchbar
ist und bei stiarkerer Verbiegung unsinnig wird. Dann muss man die nicht-lineare Gleichung
betrachten. Diese ist schon im 19. Jahrhundert sehr griindlich studiert worden, zumal
sie gleichzeitig die Schwingung eines ebenen Pendels beschreibt (Gleichung des sogenannten
mathematischen Pendels).

Wir mochten das Randwertproblem @, 16sen, betrachten aber zunéchst einmal ein
Anfangswertproblem

P +w?siny =0,

(102)
P(0) =a, ¢'(0)=0.

Spéter versuchen wir dann « so zu wihlen, dass /(L) = 0 wird.
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Weil die Sinusfunktion stetig differenzierbar ist, ist eindeutig 16sbar. Andererseits ist
die Differentialgleichung nicht-linear, und deshalb hilft kein Exponentialansatz beim Losen
der Differentialgleichung und kein Superpositionsprinzip bei der Erfiillung der Randbedin-
gungen, man braucht andere Methoden. Diese liefern Losungen, die nicht durch elementare
Funktionen ausgedriickt werden kénnen, sondern man braucht sogenannte elliptische Funk-
tionen. Wir beschreiben zunéchst das Ergebnis. Fir 0 < w < wq, d.h. fiir eine Belastung
unterhalb der Eulerschen Knicklast, hat auch das nicht-lineare Problem nur die triviale
Losung, der Stab bleibt gerade. Fiir w > w; gibt es zuniichst eine weitere Losung, die
der anschaulichen Vorstellung einer (annéihernd sinusférmigen) Verbiegung des Stabes ent-
spricht. Bei wachsendem w, also steigender Belastung wird die maximale Auslenkung 4.4z
des Stabes immer grofer.

Im letzteren Bild hat die Kraft das ehemals obere Stabende unter den Fulpunkt des Stabes
gedriickt und zieht nun nach unten.

Aber bei wy = QT”, dem 2. Eigenwert des linearisierten Problems, gibt es daneben eine
(physikalisch instabile) weitere nicht-triviale Losung, die zunéichst annihernd einer vollen
Sinusperiode entspricht, also zwei “Béuche” besitzt. Bei weiter steigender Belastung ver-
groBern sich auch die Bauche dieser Losung. Bei weiter wachsendem w kommt bei jedem wy,
eine weitere nicht-triviale Losung mit einem weiteren Bauch hinzu.

Hier sind jeweils zwei nicht-triviale Losungen bei gleicher

grofler und sehr grofler Belastung
n=2

n=1

Im nicht-linearen Fall hat man also im Gegensatz zum homogenen linearen Fall nicht diskrete
Eigenwerte mit jeweils einem Vektorraum von Eigenlosungen, sondern ein Kontinuum von
“Spektralwerten” w mit jeweils einer diskreten Zahl zugehoriger nicht-trivialer Losungen.
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Losung der nicht-linearen Gleichung. Der wesentliche Trick zur Losung ist die Multi-
plikation mit 1)’:
1

0 ='¢" +wy siny = % (5(1//)2 — w?cos 1/1) .

Also hat man "
5(1//)2 — w? cos Y = const.

Aus der Anfangsbedingung (102) folgt const = —w? cos(0) = —w? cos a und wir erhalten
die Differentialgleichung

%(1#’)2 = w?(cos ) — cosa) = 2w? (Sin2 % — sin? %) . (103)

Separation der Variablen liefert

A
2 v (104)
\/sin2 5= sin? %

Beim Wurzelziehen haben wir uns inspiriert von der Abbildung fiir das Minuszeichen ent-
schieden, aber das muss man im Augen behalten. Fiir die Integration der linken Seite sub-
stituieren wir eine neue Variable v fiir ¢) mit

_ sin /2

sina/2°

sin u

Wir halten fest, dass dann sinu(0) = 1, also 0.E. u(0) = 5.
Dann wird v’ = 2sin £ -9%_4;/ und wir erhalten

2 cos /2
2sin § 25 2u’ 2u’ d
\/sin2 = sin? z siny €083 1 — sin? < sinu ¢

Dabei ist k := sin § und

Pl = [
T o 1—Kk2sin?r

das sogenannte elliptische Integral 1. Art, das mit den von der Schule bekannten elementaren
Funktionen nicht losbar ist und darum eine neue Funktion darstellt. Das Semikolon soll
andeuten, dass wir F' nicht als Funktion von zwei Variablen k& und ¢ interpretieren (was
natiirlich auch richtig ist), sondern als Funktion einer Variablen ¢, wobei die Funktion noch
von einem Parameter k abhéngt, so dass wir eigentlich iiber eine Familie von Funktionen
reden.

Diese Funktionen kann man als Beginn einer wunderbaren Reihe neuer Funktionen, der
elliptischen Funktionen, auffassen, die sich sémtlich mit einfachsten Methoden der Analysis I
erkliaren lassen. Hier stellen wir zusammen, was wir dariiber fiir das Eulersche Knickstab-
Problem wissen miissen.
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Intermezzo: Die elliptischen Funktionen von Jacobi.

Der Integrand von

¢ d
F(k; ¢) = / S (106)
0 \/1—k2sin?7r
ist m-periodisch und zu 5 symmetrisch. Man nennt deshalb
T El dr
K(k):=F(k; =) = _— (107)
2 0 V1—k2sin?7
das wvollstandige elliptische Integral 1. Art. Damit folgt
F(ki ¢+ ) = F(ki §) + 2K (k). (108)

Offenbar ist die Funktion K monoton steigend, und mit Hilfe von

/b dr 2tanh™1(t b) 0<b<1
————— = 2tan an —), ,
0 v/1—sin?r 2
beweist man limj_~ K(k) = +o0.
Weiter ist F' in ¢ monton wachsend und besitzt eine Umkehrfunktion, die sogenannte Jacobische Amplitude
am(k;t):
am(k; F(k, ¢)) = ¢. (109)

Aus der Periodizitdt (108) folgt

am(k;t 4+ 2K (k)) = am(k;¢) + 7 (110)
und insbesondere am(k;nK(k)) =nZ.

2
Die Jacobischen Kosinus- bzw. Sinusfunktionen werden definiert durch

cn(k;t) := cosam(k;t), sn(k;t) :=sinam(k;t). (111)
Weil F(0; ¢) = ¢ und deshalb am(k;t) =t ist, ist
cn(0;t) = cost, sn(0;t) =sint.
Die Jacobischen Funktionen sind also Verallgemeinerungen des iiblichen Kosinus und Sinus. Dabei
iibernimmt K(k) die Rolle von § = K(0). Die Funktionen sind nach (110) periodisch mit der Periode
4K (k) und haben Nullstellen bei nK (k) fiir ungerades bzw. gerades n € Z.

Schliefllich kénnen Sie mit der Formel fiir die Ableitung einer Umkehrfunktion aus der Analysis I leicht
nachrechnen, dass

sn’(k;t) = cn(k;t)y/1 — k2sn2(k;t), en’(k;t) = —sn(k;t)y/1 — k2 sn2(k; t). (112)

Die Graphen von zwei der Jacobischen Kosinusfunktionen geben ein anschauliches Bild:

cn(0.2;x)
K(0.98)

¢n(0.98;x)

/ 25 5 75 10

117




Zuriick zu unserem mechanischen Problem. Aus (105) erhalten wir
F(k;u(s)) = F(k;u(0)) — ws = K(k) — ws,

damit
u(s) = am(k; K (k) — ws)

und schlieflich

‘ 1(s) = 2arcsin(k sinwu) = 2arcsin (k sn(k; K (k) — ws)) . ‘ (113)

Mit (112) verifiziert man, dass das wirklich die Differentialgleichung lost, und damit ist
auch das Vorzeichenproblem in (104) erledigt. Die Funktion (113 ist also die Losung des
Anfangswertproblems

P +wip =0, 9(0)=0a,9'(0)=0 (114)

mit k := sin %

Randwert adjustieren. Fiir gegebenes L und hinreichend grofies w miissen wir nun ein
oder mehrere nicht-triviale k bzw. « finden, so dass ¢'(L) = 0 wird, vgl. (97)). Nach (103)
ist
L
(¥'(L))? = 4w?(k? — sin? —¢(2 ))
= 4w?® (k* — k? sin® am(k; K (k) — wL))
= 4w?k? cos® am(k; K (k) — wL)

= 4w’k* en®(k;wL — K(k))  (cn ist eine gerade Funktion).

Die Nullstellen von cn(k;s) waren aber die ungeraden Vielfachen von K (k), und deshalb
sind unsere Randbedingungen erfiillt fiir

wL — K(k) = LVcF — K(k) = (2n — 1)K (k), neZ,

oder

K(k) = L\Z/;_F. (115)

Wir haben festgestellt, dass K : [0, 1[— [, +oo] bijektiv ist. Deshalb gibt es fiir (115]) und
damit fiir unser Randwertproblem so viele nicht-triviale Losungen, wie es positive ganze

Zahlen n gibt, fur die
m  LVcF

=K
2 2n

ist. Wie im linearen Fall sind also die Belastungen mit vcF' = w = =F, die sogenannten
Verzweigungswerte von besonderer Bedeutung, aber anders als dort hat man jetzt fiir alle
Werte von v/cF' > “F eine Familie von n nicht-trivialen Lésungen

¥ (s) = 2arcsin (kj sn (kj; K(kj) — s CF)>

charakterisiert durch K (k;) = £ YeE mit 1< j < n.
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Bisher haben wir nur den Tangentenwinkel ¢ berechnet. Um ein Bild der tatsdchlichen
Gestalt zu bekommen, miissen wir z(s), y(s) bestimmen. Aus und (104} ergibt sich

y(s )z——zﬁ :—\/k2 k2 sn?(k; K (k) — ws)

2k
Vi en(k; K (k) — ws).

(Bemerkung: Hier haben wir wieder das alte Problem mit dem Vorzeichen der Wurzel. Die
Berechnung von y(s) durch Integration von y'(s) = sin(s) vermeidet das und liefert das-
selbe Ergebnis.) Daran sieht man insbesondere, dass die j-te Losung kosinusférmig schwingt
und j “Bauche” hat.

Die Berechnung von z(s) durch Integration von a’(s) = cos(s) ist etwas komplizierter. Sie
erfordert ein weiteres elliptisches Integral, das Integral E(k;¢) von 2. Art, auf das ich hier
aber nicht mehr eingehen will, und liefert

(s) = % (E(k; am(k; ws — K (k))) — %ws + Ek, g)> .

Fiir k = 0 ist (s) = s, und fiir kleine Werte von k ist z(s) monoton wachsend. Das gilt aber
nicht mehr fiir k-Werte nahe bei 1, und dann wir z(s) riickldufig wie in den beiden letzten

Figuren der Abbildung (??).
Hier sind die Graphen fiir zwei Werte von k:

1t

Mit dieser (z,y)-Parametrisierung bekommt man die oben abgebildeten und beschriebenen
Verbiegungen des Stabes.
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4.3 Stabilitiatskriterien von Routh und Hurwitz

Das Nyquist-Kriterium aus Satz[70]ist ein anschauliches geometrisches Kriterium. Wir wol-
len nun die Frage, wann der Argumentzuwachs (der vollen Nyquist-Kurve) nr ist, auf algo-
rithmische Weise untersuchen. Das geschieht in zwei Schritten. Im ersten konstruieren wir
aus p(z) mit einem Euklidischen Algorithmus eine endliche Polynomfolge (eine sogenann-
te Sturmsche Kette), an der man den Argumentzuwachs ablesen kann. Im zweiten Schritt
geben wir dafiir ein einfaches Rechenschema an (Routh-Algorithmus).

Anschliefend geben wir eine Umformulierung der Routhschen Methode an, die unter dem
Namen (Routh-)Hurwitz 1duft.

Erster Schritt: Cauchy-Index und Sturmsche Ketten. Zum Polynom
P(2) = an2" + an_ 12"+ ..+ ag

mit reellen ay definieren wir die Nyquist-Kurve v(t) := p(it) und zerlegen diese in Real- und
Imaginérteil
v(t) = u(t) +iv(t).

Beachten Sie, dass u(t) und v(t) reelle Polynome sind, auf die wir gleich genauer eingehen.
Ist der Grad von u grofler ist als der von v, so ist

v(t)

. ( .
0= lm @ = &ip, tand®

und deshalb tan ¢(—t) = UFt; ~ 0 fiir groflie t. Wéchst ¢ so dndert sich ¢(¢) und durchléuft

u(—t
Polstellen des Tangens, namlich gerade dann, wenn ¢ Polstellen der rationalen Funktion %

durchléuft. Dabei springt das Vorzeichen von tan ¢(t) = % vom Positiven ins Negative,

wenn ¢(t) monoton wichst, vom Negativen ins Positive, wenn ¢(¢) monoton fillt. Zdhlt man
die Pole entsprechend mit dem Index —1 bzw. +1, so ist die Summe iiber alle Indizes der
von t durchlaufenen Pole gerade das Negative des Argumentwachstums von ¢ auf R, weil der

Tangens in jedem Intervall [a,a + 7| einen Pol vom Index —1 hat. Die Indexsumme nennt
I+Oo M .

man den Cauchy-Index 1™ MoK

v(t)

2m —n = —Iffjj@. (116)
t

Ist der Grad von u kleiner als der von v, so gilt eine analoge Uberlegung fiir %, und weil
der Cotangens an den Polen vom Negativen ins Positive wechselt, erhalten wir

2m—n=+[f§§@. (117)

u(t)
Bestimmung von u und v. Die Zerlegung von v(t) = p(it) fiir
p(Z) = anzn + an_12n71 +...4+a1z+ag

ist abhéngig von der Paritéit von n.

Fiir gerades n = 2k ist
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Fiir ungerades n = 2k + 1 ist
u(t) = (=" (an-1t""" —an_st" P+ —..),
o(t) = (~1)F (ant™ — a5t +—..)
Deshalb erhalten wir aus ((116]), (117))

,1tn_1 — an,gt"_?’ +—...
aplt™ — @p_ot" % 4 — ...

a
_ JtooXmn
2m —n=1"3

(118)

Berechnung des Cauchy-Indexes mittels Sturmscher Kette. Wie berechnet man den
Cauchy-Index If;’;’% der rationalen Funktion i bzw. & mit Zdhlergrad<Nennnergrad?
Wir definieren eine Folge von Polynomen, die sogenannte Sturmsche Kette zu fy, fi durch

fr+1(t) == —Rest der Division von fi_1(t) durch fx(t).

D.h. wir wenden auf fy, fi den Euklidischen Algorithmus an und benutzen die negativen
Reste zur Definition der fj. Dann gilt also

fo—1(t) = @r—1(O) fu(t) = fit1(t),  Grad fi11 < Grad f. (119)

Der Algorithmus endet mit
frfl(t) = qrfl(t)fr(t%

wobei der letzte nicht verschwindende Rest f,. der grofite gemeinsame Teiler von fy, f1 ist.

1. Fall: Grad f, > 0. In diesem Fall haben fy und f; entweder einen Linearfaktor gemeinsam,
also eine gemeinsame Nullstelle ¢y und damit ist p(itg) = 0, oder sie haben einen quadrati-
schen Faktor der Form ((t+a)?+ 3?) mit 3 # 0 gemeinsam, und dann ist p(F3—ia) = 0. In
beiden Fillen ist p(z) nicht stabil. In diesem Fall verfolgen wir die Bestimmung der Anzahl
m der “linken” Nullstellen nicht weiter.

2. Fall: f,. = const # 0. In diesem Fall haben fy und f; keine gemeinsame Nullstelle und
p(z) keine Nullstelle auf der imaginéren Achse.

Wir bezeichnen mit V(t) die Anzahl der Vorzeichenwechsel in der Folge

fl(t)7f2(t)7 . ‘7f7’(t)7

wobei etwa auftretende Nullen ignoriert werden. Bei Anderung von ¢ kann sich V'(t) nur
dndern, wenn ein fi bei ¢ das Vorzeichen wechselt, wenn also fr(t) = 0. Fir 0 < k < r
ist nach dann aber fr_1(t) = —fr+1(t), so dass sich V(¢) nicht &ndert. Weil weiter
fr = const # 0, dndert sich V an der Stelle ¢ hochstens dann, wenn fo(¢t) = 0, und zwar
wéchst bzw. fallt V' an dieser Stelle um 1, wenn % an dieser Stelle einen Pol hat und vom

0
Negativen ins Positive bzw. vom Positiven ins Negative springt. Also ist fiir a < b

_ o fit) o)
w@fwmfmhwfﬁaa (120)

Man nennt fy, f1,..., fr die Sturmsche Kette zu fy, f1 und die Gleichung (120)) den Satz von
Sturm. Weil fo nur endlich viele Nullstellen besitzt, &ndert sich V' nur in einem kompakten
Intervall, so dass trivialerweise die Grenzwerte V(£oo) := lim;_ 4. V(t) existieren. Aus

(118) erhalten wir
2m —n = V(-00) — V(+00). (121)

Stabilitéit bedeutet m = n, und weil es in einer Folge von r + 1 Funktionswerten hdchstens
r Vorzeichenwechsel gibt, ist 7 = n und V(—o00) = n,V(+00) = 0. eine hinreichende und
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notwendige Bedingung fiir Stabilitét. Ist » = n, so fillt der Grad beim Euklidischen Algo-
rithmus jedesmal um 1, d.h. fi ist vom Grad n — k. Wir nennen das den reguldren Fall der
Sturmschen Kette.

Damit erhalten wir den

Satz 124. Bilden wir zum Polynom p(z) mit reellen Koeffizienten die Sturmsche Kette
fo(t), ..., fr(t) wie oben beschrieben und ist f. = const # 0, so liegen auf der imagindren
Achse keine und links von thr

m = 2(n+V(~00) ~ V(+00))

Nullstellen von p(z).

Insbesondere ist p(z) genau dann stabil, wenn r =n und V(—o0) = n und V(+o0) = 0.

Zu Berechnung von V' (+00) braucht man V(+tg) fiir hinreichend grofles to. Hinreichen grofl
bedeutet, dass alle Nullstellen von fo(t) im Intervall [—tg, +%o] liegen. Das ist jedenfalls
erfiillt, wenn

tg > max <L [n—s| + lan—al + .. )

|an|
(Dreiecksungleichung).
Zweiter Schritt: Der Algorithmus von Routh. Zur Berechnung der Anzahl der Vor-

zeichenwechsel in der Sturmschen Kette braucht man (eigentlich nur) die Vorzeichen von
fr(£t) fiir groBes ¢, und die sind natiirlich gegeben durch die Leitkoeffizienten der fi. Fiir

die Funktion ;;gg aus (118) geben wir einen Algorithmus zur rekursiven Berechnung der

(Koeffizienten der) fi im reguldren Fall. Wir berechnen

Qa
"t (an-1t"t —ap_st" P+ =)
An—1

an n—2 an n—4
- (anQ - an3) t + | Gn—g — Gn—5 |t +...
Gp—1 Ap—1

In 4 £1(8) — falt).

ant™ — ap_ot" 24— ... =

Apn—1
Damit erhalten wir f5(t), und mit derselben Formel fi.1(t) aus fr—1(¢) und fi(¢). Schreiben
wir
fe(t) =ak_ gk —aF R4

so ist also
okl
E+1 . k=1 n—k+1 1
Uplj = Q= — Q. (122)
Ak
Im sogenannten Routhschen Koeffizientenschema
0 0 0
I S
ap—1 ap—3 Ap—5
k k k (123)

erhdlt man also die (k + 1)-te Zeile, indem man
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1. von der (k — 1)-ten Zeile die normierte k-te Zeile subtrahiert, wobei die Normierung
(wie beim Gauflschen Algorithmus) so gewihlt ist, dass der erste Term der Differenz
Null wird, und

2. den ersten Term der Differenz streicht.

Rechts kann man die Zeilen abbrechen, wenn der untere Index von a negativ wird.

Natiirlich funktioniert dieses Verfahren bis zur n-ten Zeile genau dann, wenn alle auftreten-
den Leitkoeffizienten afk i fur £ < n ungleich Null sind. Das ist dquivalent dazu, dass die
Sturmsche Kette regulér ist.

Weil a® _, der Leitkoeffizient von fj, ist, ist fiir grofie ¢t das Vorzeichen von fi(t) gleich dem

Vorzeichen von a* , und das Vorzeichen von fi(—t) gleich dem von (—1)""*ak_,. Daher

ist V(+00) gleich der Anzahl V(a%,al_,,...,a?) der Vorzeichenwechsel in der Leitkoeffizi-
entenfolge und entsprechend
V(—o00) = V((=1)"a, (=1)"tal_,,...,ad)
=V(a, —al_;,...,(~1)"ay)
=n—V(a,al_,,...,af).

Aus (121)) folgt n — 2V (a2, al_4,...,al) = 2m — n oder

m=n-V(a®,a _,, ... a}).

n?

Also erhalten wir

Satz 125 (Routh-Kriterium). Das Polynom p(z) vom Grad n mit reellen Koeffizienten
ist genau dann stabil, wenn sein Routh-Schema (123)) n Zeilen hat und in der ersten Spalte
keinen Vorzeichenwechsel aufweist.

Noch einmal zur Erinnerung: Das Routh-Schema von
p(2) = anz" +an—12""" + ...+ a1z + ag

erhilt man, indem man die Koeffizienten a,,a,_s,... in die erste, a,_1,a,_3,... in die
zweite Zeile einer Matrix schreibt und daraus rekursiv die weiteren Zeilen mit dem oben
beschriebenen Algorithmus (“vom Gau-Typ”) bestimmt.
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Das folgende Kriterium ist eigentlich nur eine Umformulierung des Routh-Kriteriums. Der
GauB-Euklidische Algorithmus des Routh-Verfahrens wird dabei durch die Berechnung von
Determinanten ersetzt.

Aus der Zerlegung eines reellen Polynoms in reelle lineare und quadratische Faktoren sieht
man sofort eine notwendige Stabilitéitsbedingung: Wenn p(z) stabil ist, sind alle seine Ko-
effizienten > 0 oder alle seine Koeffizienten < 0. Ohne Einschrankung kann man sich dann
auf den ersten Fall beschranken.

Satz 126 (Routh-Hurwitz-Kriterium). Gegeben sei das reelle Polynom
p(t) = antn + an_ltn71 +...+a1t+ ag

mit a, > 0. Notwendig und hinreichend dafiir, dass alle seine Nullstellen negativen Realteil
haben ist, dass

(i) alle seine Koeffizienten ay positiv sind und

(i) die folgenden n Determinanten simtlich positiv sind:

(an_1 an 0 0 0
ap—3 0Ap—-2 Gp-1 Gn, 0
An—-5 QAp—4 0(Gp-3 QAn-—2
D,,, = det (I1<m<n)
: 0
L 0 Up—m—1 Gp—m |

Die Matrizen kann man sich so merken: Auf der Diagonalen stehen an_1,...,0n_m, und
in den Zeilen stehen die ay’s mit monoton wachsenden Indizes, wobei ay, = 0 fir k < 0 oder
k>n.

Bemerkung: Weil D1 = a,—1 und D,, = aoD,—1, muss man in (ii) nur prifen, dass

D2>0,...,D71_1>0.

Nach Liénard und Chipart [Sur la signe de la partie réelle des racines d'une équation
algébrique, J. Math. pures et appl. 10 (1914)] ist ein reelles Polynom mit positiven Koeffizi-
enten genau dann stabil, wenn alle geraden Hurwitzdeterminaten Dy; positiv sind, oder auch
wenn alle ungeraden Hurwitzdeterminanten Dq;y; positiv sind. Das sind etwa halb so viele
Bedingungen wie im Routh-Hurwitz-Kriterium. Wir kénnen hier aber nur die schwichere
Variante beweisen:

Beweis. Wir benutzen die Notation aus dem Routh-Algorithmus. In der Matrix

subtrahieren wir von den geraden Spalten das -

124

(an_1 an 0 0 0
p—3 Qapn—2 Gp-1 Gnp 0
Gp—5 Qap—4 (Gp-3 0ap-2

: 0
L 0 Gp—m |

Gn

n—1

-fache der vorangehenden Spalte und



erhalten:

Nun subtrahieren wir von der dritten und den folgenden ungeraden Spalten das
der jeweils vorangehenden Spalte und erhalten

Fortsetzung der Verfahrens liefert eine untere Dreiecksmatrix

und damit

und dann ist a

a
a
a

0

r,1

G 0 0 0o ... 0 7
an-3 ai_Q 0 0o ... 0
a a? a? 0
n—>5 n—4 n—3
: 0
0 an, ]
Dp=al ,-...-a™

1
n—
1
n—
1
n—

0 0 0]
al | 0 0
a‘711 3 %2172

0
*_

(ll
2=1_fache
a
n—2

0 0 0]
0 0 0
az 5 0
*_

n—m:*

Der beschriebene Gaufalgorithmus setzt voraus, dass die aﬁ_ i fir 1 <k < m alle # 0 sind,
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m 7 0 genau dann, wenn D,, # 0 ist. Also sind alle D,, fir 1 < m <n
positiv genau dann, wenn alle @], positiv sind. Damit folgt der Satz aus Satz
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