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1 Rundreiseprobleme und Graphen1.1 EinleitungDiese Vorlesung ist gedaht als F�uhrung durh einige Teilgebiete der Diskreten Mathema-tik. Den roten Faden f�ur unsere Tour soll ein popul�ares Problem aus der kombinatorishenOptimierung liefern, das Traveling Salesman Problem (Problem des Handlungsreisenden).Ein Vertreter soll Kunden in n vershiedenen St�adten besuhen. Die Fahrzeit zwishenje zwei St�adten ist bekannt. Verst�andliherweise m�ohte der Vertreter die Gesamtfahrzeitminimieren, um bald wieder zu Hause zu sein. Sein Problem ist nun, die St�adte in der`rihtigen' Reihenfolge anzufahren, also eine optimale Rundreise festzulegen.Die Eingabe f�ur das Problem ist eine Menge von Zahlen, die die Fahrzeiten zwishenje zwei St�adten angeben. Der Einfahheit halber nehmen wir an, da� es n St�adte gibt, diemit 1; 2; ::; n durhnummeriert sind. Dann k�onnen die Eingabezahlen in einer n�nMatrixC = (i;j) organisiert werden, der Eintrag i;j gibt die Fahrzeit zwishen Stadt i und Stadtj an. Wir nennen C die Kostenmatrix f�ur das Problem und werden immer annehmen, da�C eine positive Kostenmatrix ist, d.h. i;j � 0 f�ur alle i; j. Gesuht ist nun eine Reihenfolge(Permutation) � von f1; 2; ::; ng, die folgenden Ausdruk { die Gesamtfahrzeit { minimiert:ost(�) := n-1Xi=1 �(i);�(i+1) + �(n);�(1)Beispiel 1.C = 0BB� 0 212 171 203212 0 186 247171 186 0 139203 247 139 0 1CCADie Auswertung der Kosten einiger Rundreisen ergibt:ost(1; 2; 3; 4) = 740ost(1; 2; 4; 3) = 769ost(1; 3; 2; 4) = 807Wenn n etwas gr�o�er wird, dann l�a�t sih der naive Ansatz, der im Ausprobieren allerPermutationen besteht, niht mehr durhf�uhren:22! = 1124000727777607680000:Ein heutiger Rehner kann die Kosten von 100000 Permutationen von 22 St�adten in ei-ner Sekunde auswerten (gro�z�ugig gesh�atzt). So ein Rehner w�are 356 Millionen Jahrebesh�aftigt, bis er alle m�oglihen Permutationen durhprobiert hat.In Anwendungen m�ussen TSPs oder �ahnlihe Probleme dennoh gel�ost werden. Imkonkreten Beispiel hei�t das, der Vertreter mu� sih f�ur eine Rundreise durh die 22 St�adteentsheiden, auh wenn er etwas l�anger f�ahrt, als mit einer optimalen Tour. Wir werdengegen Ende der Vorlesung Algorithmen kennenlernen, die in `kurzer' Zeit `gute' Tourenberehnen. Aber auh f�ur die Berehnung optimaler Touren hat man erstaunlih wirksameMethoden entwikelt. Letztes Jahr wurde die optimale Tour durh s�amtlihe 13509 St�adtein den USA mit mehr als 500 Einwohnern bestimmt.
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1.2 GraphenDefinition 1. Ein Graph G = (V;E) besteht aus einer Menge V = fv1; v2; : : : ; vng vonKnoten und einer Menge E � �V2� von Kanten.�Es ist oft n�utzlih, Graphen durh Zeihnungen zu veranshaulihen. Das folgendeBeispiel deutet an, da� Zeihnungen auh irreleiten k�onnen.Beispiel 2.
Abbildung 1. Zwei Zeihnungen des ber�uhmten Petersen Graphen.Einige spezielle GraphenEin Graph, in dem jedes Paar von Knoten durh eine Kante verbunden ist, hei�tvollst�andiger Graph. Den vollst�andigen Graphen auf n Knoten bezeihnen wir mit Kn.Der vollst�andige Graph hat �n2� = 12n(n - 1) Kanten.Der vollst�andig bipartite Graph Km;n hat die Knotenmenge V = M [N mit jMj = m,jNj = n, und alle m�oglihen Kanten zwishen Knoten inM und N, d.h. E =M�N. DieserGraph hat m+ n Knoten und m � n Kanten.

Abbildung 2. Die Graphen K5, K4;3.Skelettgraphen von Polytopen haben die Eken eines Polytops als Knoten und dieKanten als Kanten. Besonders interessante Beispiele f�ur Skelettgraphen sind die Graphender Platonishen K�orper: Tetraeder, W�urfel, Oktaeder, Dodekaeder und Ikosaeder.
Abbildung 3. Die Skelettgraphen von Tetraeder, W�urfel und Dodekaeder.�Die Wahl der Buhstaben V und E erkl�art sih durh die englishen Begri�e vertex und edge.2



Der n-dimensionale Hyperw�urfel Qn hat als Knoten alle m�oglihen 0-1 Vektoren derL�ange n, das sind 2n St�uk. Zwei Knoten sind durh ein Kante verbunden, wenn sie sih ingenau einer Koordinate untersheiden. Der gew�ohnlihe W�urfel ist Q3, siehe Abbildung 4.Definition 2. Der Grad d(v) eines Knotens v 2 V in G = (V;E) ist die Anzahl derKanten, die v enthalten (man sagt auh: die zu v inzident sind).Satz 1. F�ur jeden Graphen G = (V;E) gilt: Pv2V d(v) = 2 jEj.Beweis. Man wendet das Prinzip des doppelten Abz�ahlens auf die Paare (v; e) mit v 2 e an.Z�ahlt man nah Knoten geordet, so erh�alt manPd(v). Z�ahlt man nah Kanten geordnet,erh�alt man 2 jEj.Folgerung 2. Jeder Graph hat eine gerade Anzahl Knoten ungeraden Grades.Die Inzidenzmatrix M(G) maht das Prinzip des doppelten Abz�ahlens anshaulih.Man z�ahlt die Einsen der Matrix einmal Zeilen- und einmal Spaltenweise.Beispiel 3. G = (V;E) mit V = fv1; v2; v3; v4; v5g und Kanten e1 = fv1; v2g, e2 = fv1; v5g,e3 = fv2; v3g, e4 = fv2; v4g, e5 = fv3; v4g, e6 = fv3; v5g, e7 = fv4; v5g.
M(G) = 0BBBB� e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7v1 1 1 0 0 0 0 0v2 1 0 1 1 0 0 0v3 0 0 1 0 1 1 0v4 0 0 0 1 1 0 1v5 0 1 0 0 0 1 1

1CCCCAEin Graph hei�t r-regul�ar, wenn alle Knoten den gleihen Grad r haben. Vollst�andigeGraphen, Hyperw�urfel und die Skelettgraphen der Platonishen K�orper sind regul�ar.�Ubung 1.
100 000101110 111010 001011

Abbildung 4. Drei 3-regul�are Graphen mit 8 Knoten.Bestimme vier vershiedene 3-regul�are Graphen mit 8 Knoten.�Ubung 2. Verwende doppeltes Abz�ahlen um zu zeigen: Es ist unm�oglih, die Zahlen 1 bis12 so auf die W�urfelkanten zu verteilen, da� die Summe der Zahlen, die bei mit v inzidentenKanten stehen, f�ur jeden Knoten gleih ist. 3



1.3 Wege und B�aumeDefinition 3. Ein Weg in G ist eine Folge v0v1 : : : vl von Knoten mit vi-1vi 2 E f�uri = 1; ::; l. Der Weg f�uhrt von v0 nah vl, seine L�ange ist l. Sind alle vi vershieden, sosprehen wir von einem einfahen Weg oder auh einem Pfad. Wenn v0 = vl, dann ist derWeg ein geshlossener Weg. Sind alle �ubrigen Knoten vershieden, dann ist er ein Kreis.Definition 4. G hei�t zusammenh�angend, wenn je zwei Knoten durh einen Weg verbun-den sind. Eine Kante e in einem zusammenh�angenden Graphen G = (V;E) hei�t Br�uke,wenn G 0 = (V;Ene) niht zusammenh�angend ist.Beispiel 4. e 0eAbbildung 5. Ein Graph mit Br�uken e und e 0.In Lemma 3 bis 7 sind einige Aussagen �uber Pfade, Wege, Br�uken und B�aume zusam-mengestellt. Beweise sind im Anhang ausgearbeitet.Lemma 3. In einem zusammenh�angenden Graphen sind je zwei Knoten durh einen Pfadverbunden.Lemma 4. Jeder geshlossene Weg ungerader L�ange enth�alt einen ungeraden Kreis.Lemma 5. Sei G zusammenh�angend. Eine Kante e ist eine Br�uke von G genau dannwenn e in keinem Kreis von G vorkommt.Definition 5. Ein Graph G, der keine Kreise besitzt, hei�t Wald. Ein zusammenh�angen-der Wald ist ein Baum.Beispiel 5.

Abbildung 6. Ein aus vier B�aumen bestehender Wald.
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Lemma 6. Jeder Baum mit zumindest zwei Knoten besitzt einen Knoten vom Grad 1.Lemma 7. Sei G zusammenh�angend. G ist ein Baum genau dann wenn jede Kante vonG eine Br�uke ist.Satz 8. F�ur G = (V;E) sind folgende Aussagen �aquivalent:(1) G ist kreisfrei und zusammenh�angend (d.h. G ist ein Baum).(2) G ist kreisfrei und jEj = jV j- 1.(3) G ist zusammenh�angend und jEj = jV j- 1.Beweis. Wir zeigen, da� je zwei der drei Eigenshaften kreisfrei, zusammenh�angend undjEj = jV j-1die dritte zur Folge haben. Daraus folgt die behauptete �Aquivalenz unmittelbar.(Zusammenh�angend und kreisfrei =) jV j- 1 Kanten)Sei v ein Knoten von Grad 1 in G (existiert wegen Lemma 6). Entfernen wir v aus G,so bleibt ein Baum G 0 = (V 0; E 0). O�enbar gilt jV 0j- jE 0j = jV j- jEj. Wir entfernen weiterKnoten vom Grad 1, bis nur noh eine Kante �ubrig ist, also ist jV j- jEj = 1.(Zusammenh�angend und jV j- 1 Kanten =) kreisfrei)Entferne Kanten aus G, die in Kreisen vorkommen, bis der erzeugte Graph G 0 kreisfreiist. Da wir keine Br�uke entfernt haben (Lemma 5), ist G 0 zusammenh�angend. WegenTeil 1 hat G 0 genau jV j - 1 Kanten. Da G und G 0 also gleih viele Kanten haben, giltG = G 0. Da G 0 kreisfrei ist, gilt dasselbe nat�urlih f�ur G.(Kreisfrei und jV j- 1 Kanten =) zusammenh�angend)Seien G1; : : : ; Gk die Zusammenhangskomponenten von G. Wegen Teil 1 hat jedes Gigenau jV(Gi)j - 1 Kanten, zusammen haben sie jV j- k Kanten. Also ist k = 1, und G istzusammenh�angend.�Ubung 3. Seien d1 : : : dn nat�urlihe Zahlen. Zeige, da� ein Baum mit Graden d1 : : : dngenau dann existiert, wenn Pdi = 2n - 2.Folgerung: Ein Baum mit zumindest zwei Knoten besitzt mindestens zwei Knoten vomGrad 1.�Ubung 4. Sei S eine n elementige Menge, A1; A2; : : : ; An seien vershiedene Teilmengenvon S. Zeige, da� es ein Element x 2 S gibt, so da� A1[fxg; A2[fxg; : : : ; An[fxg vershiedensind.Hinweis: Betrahte den Graphen mit Knoten a1; a2; : : : ; an und einer Kante ai $ aj,wenn sih Ai und Aj nur in einem Element untersheiden. Markiere die Kante ai $ ajmit x 2 S, wenn sih Ai und Aj nur in x untersheiden. Zeige, da� niht alle Elemente vonS als Markierung auftreten k�onnen. Untersuhe dazu eine Kantenmenge, in der zu jederauftretenden Markierung genau eine Kante vorkommt.
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2 Euler{Wege und Euler{KreiseIn diesem Abshnitt besh�aftigen wir uns mit Wegen, die jede Kante eines gegebenenGraphen genau einmal benutzen. Solhe Wege hei�en Euler{Wege. Der Name geht aufEulers L�osung des K�onigsberger Br�ukenproblems zur�uk. In einem popul�aren Spielhen\Haus vom Nikolaus" ist ein Euler{Weg in einem speziellen Graphen gesuht.Beispiel 6.
Abbildung 7. Zwei ber�uhmte Euler{Probleme.Beobahtung. Wenn G einen geshlossenen Euler{Weg (kurz Euler{Kreis� genannt) be-sitzt, dann sind alle Knotengrade gerade. Hat G einen o�enen Euler{Weg, dann besitzt Ggenau zwei Knoten ungeraden Grades.Folgerung. Das K�onigsberger Br�ukenproblem ist niht l�osbar.Satz 9. Ein Graph G besitzt einen Euler{Kreis () G ist zusammenh�angend, und alleGrade sind gerade.Beweisidee: Es bleibt nur \(" zu zeigen. Da alle Grade � 2 sind, k�onnen wir bei Startin v0 immer auf neuen Kanten weitergehen, bis wir wieder in v0 ankommen. Sei C der soerzeugte geshlossene Weg. Sei G 0 = GnC und seien G1 : : : Gz die zusammenh�angendenKomponenten von G 0. Jedes Gi ist zusammenh�angend, und alle Grade sind gerade. DurhInduktion nah der Kantenzahl shlie�en wir, da� jedes Gi einen Euler{Kreis besitzt. Allediese Kreise k�onnen mit C verkn�upft werden. So erh�alt man einen Euler{Kreis f�ur G.Folgerung. Ein Graph G enth�alt einen Euler{Weg() G ist zusammenh�angend und hatgenau 2 Knoten ungeraden Grades.Beweis. Wenn G einen Euler{Weg enth�alt, dann mu� G siherlih zusammenh�angend seinund genau zwei Knoten ungeraden Grades besitzen. Seien u; v die beiden Knoten ungera-den Grades. Betrahte G 0 = G[ fuvg. Wegen Satz 9 besitzt G 0 einen Euler{Kreis C. NahEntfernen von uv aus C wird daraus ein Euler{Weg in G.�Dieser Name stimmt zwar niht mit unserer De�nition 3 �uberein, aber er ist Tradition!
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2.1 Ein Algorithmus f�ur Euler{KreiseZwar ist es m�oglih, den Beweis von Satz 9 zu einem Algorithmus f�ur Euler{Kreise umzu-formulieren. Der folgende Algorithmus von Fleury ist jedoh interessanter:� W�ahle beliebigen Startknoten v0.� Sind v0; v1; : : : ; vi-1 shon gegeben, so w�ahle als vi einen Nahbarn von vi-1 inGi = Gnfe1 : : : ei-1g, so da� (wenn m�oglih) ei = vi-1vi keine Br�uke in Gi ist.Satz 10. Ist G eulersh, dann berehnet der Algorithmus von Fleury einen Euler{Kreis.2.2 Chinese Postman Problem: Eine Anwendung von Euler{WegenEin Postbote mu�, ausgehend vom Postamt, alle Stra�en seines Bezirkes durhlaufen undwieder zum Postamt kommen. Falls der Graph (Plan des Bezirks) keinen Euler{Kreisbesitzt, mu� er Kanten mehrfah durhlaufen. Das Ziel des Postboten ist es, eine m�oglihstkurze Streke zu laufen.Wenn alle Knoten gerade sind, dann ist G eulersh, und die L�ange des Weges ist dieSumme der Kantenl�angen. Gesuht ist nun eine l�angenminimale Kantenmenge F � E, soda� die Vereinigung der Kantenmengen G+F eulersh ist. (Zwar hat G+F doppelte Kanten{ ist ein Multigraph {, aber Satz 9 gilt auh f�ur Multigraphen).Das folgende Verfahren l�ost das Problem(1) Bestimme die Menge U der Knoten ungeraden Grades, jUj = 2m.(2) F�ur je zwei Knoten u; v 2 U berehne die L�ange Æ(u; v) eines k�urzesten Weges vonu nah v (k�urzeste Wege Problem).(3) Ein Mathing auf U ist eine Menge M von m Paaren aus U, die jedes u 2 Ugenau einmal erfa�t. Bestimme ein l�angenminimales Mathing, d.h. ein M mit Æ(M)minimal, wobei Æ(M) = Xfu;vg2M Æ(u; v)(4) IstM0 ein minimales Mathing, so verdoppeln wir f�ur alle fu; vg 2M einen k�urzestenWeg von u nah v.(5) Berehne einen Euler{Kreis in dem so entstandenen eulershen Multigraphen.Drei der f�unf Teilprobleme dieser L�osung sind algorithmish interessant. Wihtig ist, da�sih alle Teilprobleme eÆzient (d.h. auh f�ur gro�e Eingaben, z.B. jV j = 100000, in ver-tretbarer Zeit) l�osen lassen.
7



Beispiel 7. Wendet man den Algorithmus f�ur das Chinese Postman Problem auf den inder Abbildung dargestellten Graphen an, so erh�alt man eine Tour der L�ange Æ(G)+10 = 62.
411

1 1 441 2 2 14
3 2 35

53 2 3Abbildung 8. Ein Graph mit l�angengewihteten Kanten.�Ubung 5. Sei G ein eulersher Graph mit maximalem Grad � > 2. Zeige: Die Anzahlder Euler{Kreise von G ist gerade.�Ubung 6. Beweise oder widerlege: Jeder Graph mit einer geraden Anzahl von Knotenund einem Euler{Kreis hat eine gerade Anzahl von Kanten.3 Hamilton{KreiseIn diesem Abshnitt wollen wir Wege und Kreise in Graphen betrahten, die jeden Knotengenau einmal besuhen. Solhe Pfade und Kreise hei�en hamiltonsh. Ein Graph hei�thamiltonsher Graph, wenn er einen Hamilton{Kreis besitzt.� Kn ist hamiltonsh f�ur n � 3.� Km;n ist nur f�ur n = m � 2 hamiltonsh.Es ist keine vollst�andige Charakterisierung von hamiltonshen Graphen bekannt. Dahersuht man nah notwendigen und hinreihenden Bedingungen.Beispiel 8. Sir Hamilton beshrieb 1856 ein Spiel, bei dem es darum ging, einen Wegv1 : : : v5 im Dodekaedergraphen zu einer Rundreise zu erg�anzen.
Abbildung 9. Ein Hamilton{Kreis im Dodekaedergraphen.8



Satz 11 (Notwendige Bedingung). Ein hamiltonsher Graph G = (V;E) erf�ullt f�uralle nihtleeren Knotenmengen A � V:Anzahl Komponenten von G-A � jAj:Dabei ist G-A der Graph, der mah dem Entfernen der Knoten aus A und aller zu ihreninzidenten Kanten verbleibt.Beweis. Wir geben dem Kreis eine Orientierung und betrahten Kanten x! y mit x =2 Aund y 2 A. Jede Komponente von G - A wird �uber so eine Kante verlassen, und dieZielknoten dieser Kanten in A sind alle vershieden.Beispiel 9. Die Abbildung zeigt einen Graphen (den kleinsten polyedrishen), der keinenHamilton{Kreis, aber einen Hamilton{Weg besitzt. (Die Menge der grauen Knoten verletztdie Bedingung aus dem Satz).
Abbildung 10. Ein niht hamiltonsher Graph.Der Petersen Graph (Abbildung 1) zeigt, da� die in Satz 11 gegebene Bedingung nihthinreihend ist. Jede Teilmenge A seiner Knoten erf�ullt die Bedingung, aber der Graphist dennoh niht hamiltonsh.Satz 12 (Hinreihende Bedingung). Ist G = (V;E) ein Graph mitd(u) + d(v) � jV j f�ur alle Paare u; v mit uv =2 Edann ist G hamiltonsh.Beweis. (indirekt) Unter allen Gegenbeispielen mit n Knoten sei G eines mit einer maxi-malen Anzahl von Kanten. Wir wissen G 6= Kn, da Kn hamiltonsh ist. Wegen der Wahlvon G ist G+ uv hamiltonsh f�ur alle Paare u; v mit uv =2 E. Also besitzt G einen hamil-tonshen Weg u = v1 : : : vn = v, der in u beginnt und in v endet. Wenn ein Nahbar von vunmittelbar vor einem Nahbarn von u liegt, d.h. uvi+1 und viv sind beides Kanten, dannist v1 : : : vivnvn-1 : : : vi+1v1 ein Hamilton{Kreis f�ur G.u = v1 vi vn = vvi+1v2Abbildung 11. Der Austaushshritt.9



Wir zeigen nun, da� so ein Paar (vi; vi+1) existiert. Sei S = fi : uvi+1 2 Eg undT = fi : viv 2 Eg. Es giltjS [ T j+ jS \ Tj = jSj + jT j = d(u) + d(v) � nDa weder S noh T den Index n enthalten, mu� jS[Tj< n und also jS\Tj� 1 sein. Damit�ndet man so ein Paar konstruiert einen Hamilton{Kreis in G. Das ist im Widerspruh zuden Annahmen �uber G. Also kann es kein Gegenbeispiel geben.�Ubung 7. Betrahte einen 3�3�3 W�urfel aus 27 K�asest�ukhen. Eine Maus suht einenWeg von einem Ekst�uk �uber alle anderen St�uke, der im Mittelst�uk endet. Ist diesm�oglih? Gleihe Frage f�ur 5� 5� 5 und allgemeines ungerades n.�Ubung 8. Ein Graph hei�t gerihtet oder orientiert, wenn jede Kante uv mit einer derbeiden Orientierungen u! v oder v! u versehen ist. Eine Orientierung eines vollst�andi-gen Graphen hei�t Turnier�. Zeige: Jedes Turnier besitzt einen gerihteten Hamilton{Pfad,das ist ein Hamilton{Pfad, in dem alle Kanten in Pfeilrihtung durhlaufen werden.4 Kombinatorishe Optimierung4.1 Optimierung und AlgorithmenEin Optimierungsproblem ist gegeben durh eine Menge X und eine Funktion f : X ! R.Gesuht ist eine L�osung x 2 X, die f(x), maximiert oder minimiert. In kombinatorishenOptimierungsproblemen ist X eine kombinatorishe Menge.Beispiele f�ur kombinatorishe X:� Menge der Hamilton Kreise in G (TSP).� Menge der Pfade von u nah v in G (k�urzeste Wege Problem).� Gegeben n Pakete und ein Ruksak. X = f Menge von Paketen, die im RuksakPlatz haben g (Ruksakproblem).In der kombinatorishen Optimierung besh�aftigt man sih mit Methoden (Algorithmen)zur L�osung solher Probleme. Weitere Beispiele kombinatorisher Optimierungs{Problemehaben wir shon im Kapitel �uber Euler{Wege gesehen: Das Chinese Postman Problem oderdas Mathing{Problem. Ein `guter' Algorithmus f�ur ein kombinatorishes Optimierungs-problem hat einige Forderungen zu erf�ullen:(1) Er mu� korrekt sein (d.h. die Ausgabe x mu� in X liegen)(2) Er soll optimieren (d.h. f(x) soll maximal oder minimal sein)(3) Er mu� eÆzient sein (d.h. man mu� den Algorithmus bei vern�unftigen Problem-gr�o�en auh tats�ahlih einsetzen k�onnen).�Ein Turnier-Graph stellt ein m�oglihes Ergebnis von einem Wettkampf dar, in dem je zwei Teamseinmal gegeneinander spielen und jedes Spiel einen Sieger hat.
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Eine mathematishe Pr�azisierung der Forderung nah EÆzienz sieht so aus: Wir sagen,ein Problem besitzt einen eÆzienten L�osungsalgorithmus, wenn die Laufzeit als Funktionder Eingabegr�o�e n durh ein Polynom beshr�ankt ist, also z.B. n;n2; 8n3-n, aber niht2n; n!.Wenn sih die ber�uhmte P 6= NP Vermutung der Komplexit�atstheorie als rihtig er-weist, dann kann es f�ur viele wihtige Probleme (wie z.B. das TSP) keinen Algorithmusgeben, der alle drei Forderungen erf�ullt. Da auf EÆzienz niht verzihtet werden kann,shw�aht man Forderung (2) ab, und verlangt nur noh eine Approximation des Optimums.Wir sagen, x ist eine �-approximierende L�osung eines Minimierungssproblems, wennf(x) � � � f(xopt):Der Faktor � beshreibt, um wieviel die Kosten f(x) der gefundenen L�osung x die minima-len Kosten f(xopt) �ubersteigen k�onnen. Gesuht werden eÆziente Algorithmen, die einenm�oglihst kleinen Approximationsfaktor � > 1 gew�ahrleisten.Ist f�ur einen Algorithmus keine Approximationsgarantie bekannt, aber die Intuitionsagt, da� die L�osung brauhbar ist (d.h. niht zu shleht sein wird), so spriht man voneiner Heuristik.Bevor wir uns mit Heuristiken und approximierenden Algorithmen f�ur das TSP befas-sen, wollen wir ein paar Beispiele f�ur Algorithmen sammeln.� Euklidisher AlgorithmusGegeben: a1; a2 2 Z Gesuht: ggt(a1; a2)� Weitere zahlentheoretishe ProblemePolynom-Multiplikation/Division; Faktorisierung.� Suh- und SortierproblemeGegeben: A = fa1; a2 : : : ; ang aus total geordneter Grundmenge.Sortierproblem. Gesuht: Eine Umsortierung a�1; a�2 : : : a�n von A, so da�a�1 < a�2 < : : : < a�nMedian. Gesuht: Ein Element x 2 A, so da� (fast) gleihviele Elementeaus A kleiner/gr�o�er als x sind.Maximum. Gesuht: Ein x 2 A, so da� alle Elemente aus A kleiner x sind.Ein Algorithmus f�ur Maximumx a1for i = 2 to nx max(x; ai)return xDieses Verfahren ben�otigt n - 1 Vergleihe. Kann das Maximum x mit weniger als n - 1Vergleihen ermittelt werden? Nein, um x einwandfrei festzulegen, mu� es f�ur jedes a 6= xein b geben, so da� a und b verglihen wurden und b > a.11



4.2 Optimierungs{Probleme auf GraphenK�urzeste Wege.Gegeben: G = (V;E), eine L�angenfunktion ! : E! R+ und zwei Knoten u; v 2 V.Gesuht: Ein k�urzester Weg von u nah v.Mathing.Gegeben: K2n und Kostenfunktion ! : E! R+ .Gesuht: Billigstes vollst�andiges Mathing, d.h. billigste Kantenmenge M � E, inder jeder Knoten Grad 1 hat.Minimum-Spanning-Tree (MST).Gegeben: G = (V;E) zusammenh�angend mit Kostenfunktion ! : E! R+ .Gesuht: Billigster zusammenh�angender Subgraph T = (V; F), d.h. F � E undXe2F!(e) �Xe2F 0!(e)f�ur alle zusammenh�angenden Subgraphen T 0 = (V; F 0) von G.Beobahtung: T ist ein Baum.1 47 891011 2
12 5 36

Abbildung 12. Ein Graph mit einem MST.4.3 MST und der Greedy-AlgorithmusMit dem Namen Greedy�{Algorithmus bezeihnet man Algorithmen, die Entsheidungenso tre�en, da� der augenbliklihe Gewinn m�oglihst gro� ist. Greedy-Algorithmen k�onnenf�ur gewisse Probleme (z.B. TSP) beliebig shlehte Ergebnisse liefern. In anderen F�allensind sie, wie wir gleih sehen werden, sogar optimal. Ein Greedy{Algorithmus f�ur MSTgeht nah dem folgenden Prinzip vor:Nimm immer die billigste Kante, die m�oglih ist, d.h. die keinen Kreis erzeugt.Der Algorithmus l�a�t sih in einer an Programmiersprahen angelehnten Notation so auf-shreiben:�greedy = gierig, gefr�a�ig
12



Sortiere E so, da�!(e1) � !(e2) � : : : � !(em)F ;for i = 1 to mif F [ ei kreisfrei, thenF F [ eireturn FSatz 13. Der Algorithmus berehnet einen MST T = (V; F) in jedem zusammenh�angen-den, gewihteten Graphen G = (V;E).Beweis. Nah Konstruktion ist T kreisfrei. Da es in G Kanten gibt, die U � V mit V nUverbinden, und die billigste dieser Kanten in T aufgenommen wurde, ist T auh zusam-menh�angend. Also ist T ein aufspannender Baum f�ur G.Sei T� ein MST f�ur G, der m�oglihst viele Kanten mit T gemeinsam hat. Angenommen,T 6= T�. Sei e = ei die erste Kante, die in T, aber niht in T� ist.Behauptung: F�ur alle j < i gilt ej 2 T� () ej 2 T. Aus der Wahl von ei folgtej 2 T ) ej 2 T�. Die Implikation ej 62 T ) ej 62 T� folgt aus der Konstruktion; jedeKante ej 62 T, j < i bildet einen Kreis mit Kanten die sowohl in T als auh in T� sind.Betrahte T�+e, dieser Graph enth�alt einen Kreis und dieser Kreis enth�alt eine Kantee 0 = ej, die niht in T ist. Aus obiger Behauptung folgt i < j, also !(ei) � !(ej). Nunist T� + e - e 0 ein Baum, dessen Gewiht um !(ej) - !(ei) kleiner ist als das von T�.Also ist T� + e - e 0 ebenfalls ein MST, hat aber mehr Kanten mit T gemeinsam als T�.Widerspruh.�Ubung 9. Ein Minimax Spanning Tree ist ein aufspannender Baum T in einem zusam-menh�angenden kantengewihteten Graphen, dessen shwerste Kante so leiht wie m�oglihist. Finde einen Algorithmus f�ur das Minimax Spanning Tree Problem.�Ubung 10. Sehs Personen wissen jeder eine Neuigkeit. Sie f�uhren eine Reihe von Tele-fonaten durh und bei jedem Gespr�ah erz�ahlen sih die Teilnehmer alle Neuigkeiten, diesie bis dahin erfahren haben. Wie viele Telefonate sind n�otig, bis alle alles wissen.5 Heuristiken und Approximationen f�ur TSPZur Erinnerung: Ein TSP Problem ist durh eine n� n Kostenmatrix C = (ij) gegeben.Ist C symmetrish (d.h. ij = ji), dann l�a�t sih das TSP Problem au�assen als Problem,einen gewihtsminimalen Hamilton-Kreis im vollst�andigen Graphen Kn mit Kantengewih-ten (vivj) = ij zu bestimmen.5.1 Greedy-MethodenN�ahster Nahbar (NN)Starte in einem beliebigem Knoten s 2 V. Verl�angere den Weg shrittweise um die billigsteKante zwishen dem Endknoten des Weges und einem noh niht besuhten Nahbarn.13



Beispiel 10. Sei ii+1 = 0 f�ur i = 1; : : : ; n - 1, 1n = B > 2 und ij = 1 f�ur alle �ubrigenPaare i; j. Bei Start in v1 �ndet NN eine Tour mit Kosten B, w�ahrend eine optimale Tournur 2 kostet.Billigstes Einf�ugen (NI Nearest Insertion)Starte in beliebigem Knoten s 2 V. Vergr�o�ere den Kreis K shrittweise: Finde u =2 K undv 2 K so da� (u; v) minimal ist. F�uge v nah u in den Kreis ein, d.h. der neue Kreis istK+ vu + uv 0 - vv 0 (siehe Abbildung). uv 0K v
Abbildung 13. Kreis K wird bei v um neuen Knoten u verl�angert.Im allgemeinen ist NI besser als NN. Aber im obigen Beispiel erzeugt NI bei Start in v1dieselbe shlehte L�osung.Satz 14 (Sahni-Gonzales 1976). Wenn P 6= NP, dann gibt es kein �, zu dem ein eÆ-zienter, �-approximierender Algorithmus f�ur das TSP Problem existiert.5.2 Euklidishes TSPEine Kostenmatrix C hei�t d-dimensional realisierbar, wenn es Punkte p1; p2; : : : ; pn imRd gibt, so da� dist(pi; pj) = ij, wobei dist der euklidishe Abstand jjpi-pjjj ist, d.h. dieL�ange der Streke mit Endpunkten pi und pj. Das Problem, mit dem sih der Handlungs-reisende aus der ersten Vorlesung qu�alt, ist 2-dimensional. K�onnen wir solhe Problemeleihter l�osen?Satz 15 (Arora 1996). F�ur jedes � > 0 gibt es eÆziente (1+ �)-approximierende Algo-rithmen f�ur euklidishes TSP in jeder Dimension.Wir wollen uns hier mit einer Eigenshaft befassen, die weniger restriktiv ist als \eukli-dish". Eine Kostenmatrix erf�ullt die Dreieksungleihung, wenn f�ur alle i; j; k giltik � ij + jk:Satz 16. Billigstes Einf�ugen (NI) ist ein 2-approximierender Algorithmus f�ur TSP Pro-bleme, die die Dreieksungleihung erf�ullen.Die wesentlihe Beobahtung zum Beweis dieses Satzes istDie Kanten (u; v) mit u =2 K, v 2 K und (u; v) minimal, die NI benutzt, sindgenau die Kanten, die von einem der Greedy{Algorithmen f�ur MST (PrimsAlgorithmus) in den Baum aufgenommen werden.14



Ein Hamilton{Kreis H, aus dem wir eine Kante l�oshen, bleibt ein aufspannender Weg,also ein spezieller aufspannender Baum. Daraus folgt f�ur die optimalen Kosten von MSTund TSP ost(MST)� ost(TSP)Nun beweisen wir ost(NI-Tour) � 2 � ost(MST) und damit auh die behauptete 2-Approximation von NI durh Induktion: Der Induktionsanfang fuer n = 3 ist klar (Drei-eksungleihung). Nun setzen wir f�ur die Knotenmenge V1 = V(K) voraus:ost(K) � 2 � ost(MST(V1))Sei K� der Kreis der durh den Einbau von u in K entsteht und V2 = V1[ fug. Nun giltost(K�) = ost(K) + (v; u) + (u; v 0) - (v; v 0)� ost(K) + 2(v; u)� 2ost(MST(V1)) + 2(v; u) = 2ost(MST(V2))� 2ost(TSP)�Ahnlih wie im Beweis des vorigen Satzes �uberlegt man sihLemma 17. Ist C eine Kostenmatrix, die die Dreieksungleihung erf�ullt, und H ein eu-lersher aufspannender Subgraph von Kn, dann gilt: ost(TSP)� ost(H).Das folgende zweistu�ge Verfahren zur Konstruktion eines billigen eulershen aufspan-nenden Subgraphen wurde von Christo�des vorgeshlagen.(1) Berehne einen MST T und die Menge U der Knoten ungeraden Grades von T.(2) Berehne ein kostenminimales Mathing M von U.Betrahten wir nun die Kantenmenge T +M. Sie bildet einen aufspannenden eulershenSubgraphen von G. F�ur die Kosten wissen wir ost(T + M) = ost(T) + ost(M) �ost(TSP) + ost(M). Wir werden nun die Kosten f�ur das Mathing abshaetzen. Dazuvergleihen wir die Kosten f�ur das Mathing mit den Kosten einer optimalen TSP Tour K.Sei u1u2 : : : u2k die Reihenfolge, in der die Knoten aus U in K auftreten. Wir betrahtenzwei MathingsM1 = f(u1u2); (u3u4); : : : (u2k-1; u2k)g und M2 = f(u2; u3); (u4; u5) : : : (u2k; u1)g:Nat�urlih gilt ost(M) � ost(M1) und ost(M) � ost(M2). Wegen der Dreieksunglei-hung gilt au�erdem ost(M1)+ost(M2) � ost(K) = ost(TSP). Zusammengefa�t folgtalso ost(M) � 12ost(TSP).Das Gewiht des eulershen Graphen T+M ist also h�ohstens ost(TSP)+ 12ost(TSP).Mit Lemma 17 haben wir damit folgenden Satz bewiesen.Satz 18 (Christo�des 1976). Es gibt einen eÆzienten 3=2-approximierenden Algorith-mus f�ur TSP mit Dreieksungleihung. 15



Bemerkung. Inzwishen ist bekannt, da� man TSP mit Dreieksungleihung niht belie-big genau approximieren kann (andernfalls ist P = NP). Die untere Shranke ist aber weitvon der noh immer besten bekannten Shranke 3=2 f�ur das Problem entfernt.�Ubung 11. Wende Christo�des Algorithmus auf die 9 Punkte aus Abbildung 14 an. Findeein einfahes Argument daf�ur, da� das Ergebnis niht optimal ist.
Abbildung 14. 9 ganzzahlige Punkte in R2 .�Ubung 12. Zeige: Einen Algorithmus der TSP mit Dreieksungleihung optimal l�ost,kann man verwenden ,um beliebiges TSP ebenfalls optimal zu l�osen. Hinweis: Ver�anderedie Eintr�age der Kostenmatrix des allgemeinen Problems.6 Untere Shranken und optimale L�osungenEine untere Shranke f�ur die Kosten einer optimalen TSP Tour (mit Dreieksgleihung)haben wir im vorigen Abshnitt shon kennengelernt. Die dort benutzte Ungleihung war:ost(MST)� ost(TSP):Eine etwas bessere untere Shranke liefern die sogenannten 1-B�aume: Ein 1-Baum ist einaufspannender Baum auf den Knoten fv2 : : : vng erg�anzt um zwei Kanten, die v1 mit demBaum verbinden. Da jede Tour ein 1-Baum ist, gilt f�ur die optimalen Kosten M1T eines1-Baumes: ost(M1T)� ost(TSP):Dies ist ein Beispiel f�ur eine Einbettung von TSP in ein gr�o�eres Problem, dessen optimaleL�osung eÆzient berehnet werden kann.Die erfolgreihste Einbettung f�ur TSP ist die sogenannte LP-Relaxation (LP stehtf�ur Lineare Programmierung). Wir beginnen damit, f�ur jede Kante (i; j) eine Variable xijeinzuf�uhren.Eine Tour T kann nun beshrieben werden, indem wir xij = 1 setzen, wenn (ij) inT vorkommt. So haben wir jeder Tour einen Punkt in einem �n2�-dimensionalen Raumzugeordnet. Aber nat�urlih entspriht niht jeder Punkt dieses Raumes einer Tour. Mankann zeigen, da� g�ultige Touren genau den Punkten entsprehen, die die folgenden dreiBedingungen erf�ullen:�Teile dieses Abshnitts sind aus Die optimierte Odyssee von Gr�otshel und Padberg �ubernommen,www.spektrum.de/odyssee.html 16



xij 2 f0; 1g (1)Xij xij = n (2)Xi;j2S xij � jSj - 1 f�ur alle S � f1 : : : ng (3)Damit kann das TSP formuliert werden als: Finde eine Belegung der xij, die denBedingungen (1)-(3) gen�ugt und die Zielfunktionost(x) =Pi;j ijxijminimiert.Leider ist damit noh nihts gewonnen, denn dieses ganzzahlige lineare Programm istgenauso shwer wie das TSP. Jetzt kommt der entsheidende Shritt. Wir `relaxieren'Bedingung (1) und erlauben den xij beliebige Werte zwishen 0 und 1. F�ur die optimaleL�osung x� dieses Problems gilt ost(x�) � ost(TSP):F�ur die Suhe nah dem Minimum einer linearen Funktion mit linearen Nebenbedin-gungen gibt es ein eÆzientes Verfahren, den Simplex-Algorithmus.Am besten versteht man, was da passiert, wenn man sih ein geometrishes Bild maht,auh wenn unser Vorstellungsverm�ogen nur drei Dimensionen erfa�t. Nehmen wir allePunkte (Vektoren) mit Koordinaten zwishen 0 und 1. Sie bilden einen W�urfel der Kan-tenl�ange 1 mit einer Eke im Nullpunkt. Die Eken dieses Einheitsw�urfels sind die Vekto-ren, deren Komponenten s�amtlih gleih 0 oder 1 sind. Das gilt auh in d Dimensionen,nur hat der Einheitsw�urfel jetzt 2d Eken. Eine lineare Ungleihungs-Nebenbedingung istwie ein Messer, das von dem W�urfel (denken wir ihn uns aus K�ase) ein St�uk abshneidet.Es entsteht ein von ebenen Fl�ahen begrenzter K�orper.Im d-dimensionalen Raum ist die Menge der zul�assigen Punkte eines linearen Problems,das hei�t derjenigen Punkte, die s�amtlihe Nebenbedingungen erf�ullen, die Verallgemei-nerung eines solhen K�orpers: ein Polytop. Das Minimum einer linearen Zielfunktion aufeinem Polytop wird stets in einer Eke angenommen. Der Simplex-Algorithmus suht,von einer Eke des Polytops ausgehend, eine benahbarte Eke mit kleineren Kosten. Erverf�ahrt nah diesem Greedy-Prinzip, bis er niht mehr weiterkommt. Die Eke, an der erstehenbleibt, ist dann das gesuhte Minimum (oder eines von mehreren gleihberehtigten).Leider handelt es sih nur um das Minimum des relaxierten Problems, niht um das desurspr�unglihen. Im allgemeinen hat also der L�osungsvektor, den der Simplex-Algorithmusliefert, keine ganzzahligen Koordinaten. Man mu� demnah das K�asemesser nohmalsansetzen, um aus dem Polytop des linearen Problems das \ehte" Polytop des urspr�ung-lihen Problems zu mahen; das ist das kleinste Polytop, das s�amtlihe Inzidenzvektorenvon Touren enth�alt.Das gelingt jedoh niht mit einem Shnitt. Shlimmer noh: Wir wissen niht einmalgenau, wie wir shneiden m�u�ten. Explizite lineare Programme f�ur Rundreiseproblemesind bislang f�ur h�ohstens 9 St�adte bekannt. Genauer gesagt: Das mit dem 9-St�adte-TSPassoziierte Polytop hat 9 Gleihungen und 42104442 Ungleihungen mit 36 Variablen,entsprehend den 36 m�oglihen direkten Verbindungen zwishen 9 Punkten.17



Ein weiteres Problem kommt hinzu. Man kann im allgemeinen noh niht einmal mitdem Polytop der zul�assigen Punkte des linearen Optimierungsproblems anfangen. Dazum�u�te man n�amlih s�amtlihe Nebenbedingungen ber�uksihtigen, und das sind f�ur gro�eSt�adtezahlen ebenfalls astronomish viele (es gibt 2n Ungleihungen vom Typ (3)). Gleih-wohl gelingt es, weitaus gr�o�ere Probleme mit Methoden der linearen Programmierungoptimal zu l�osen. Wie ist das m�oglih?Wir ersetzen abermals das Problem durh ein gr�o�eres, einfaheres: Von den astro-nomish vielen Nebenbedingungen verwenden wir nur eine sehr kleine Teilmenge (wirbeshneiden den K�asew�urfel nur sehr grob), �nden einen L�osungsvektor, das hei�t, ei-ne optimale Eke des zu gro�en Polytops, und bessern dann erst nah: Wir f�uhren eineNebenbedingung ein, die mit der bisher gefundenen Eke gleih ein gro�es St�uk K�aseabshneidet.Das oben erl�auterte iterative Verfahren hei�t Shnittebenenalgorithmus (utting pla-ne algorithm). Sind die Ungleihungen, die das ehte (ganzzahlige) Polytop beshreiben,vollst�andig bekannt, mu� der Shnittebenenalgorithmus nah einer endlihen Anzahl vonShritten beendet sein. Wir kennen gegenw�artig all diese Ungleihungen aber weder f�urdas Travelling Salesman Problem noh f�ur die meisten anderen kombinatorishen Opti-mierungsprobleme von praktisher Bedeutung. Der Shnittebenenalgorithmus kann alsosheitern, bevor eine optimale Rundreise gefunden wurde.Beispiel 11.Zur Anshauung hier ein Beispielin zwei Dimensionen: Ein Poly-top P das durh vier Ungleihun-gen bestimmt ist (vier Kanten).Das darin enthaltene Polytop derganzzahligen Punkte ist grau dar-gestellt. Die gepunktete Streke sdeutet die Kostenfunktion x1+2x2an. Die Kosten aller Punkte aufjeder Geraden parallel zu s sindkonstant. Die Eke des ganzzahli-gen Polytops die von s getro�enwird ist die optimale Eke. Dasgr�o�ere Polytop P enth�alt Punk-te mit einem kleineren Zielfunkti-onswert.Was sind unsere Wahlm�oglihkeiten in einem solhen Fall? Wir k�onnten aufh�oren unduns mit der Kenntnis einer guten unteren Shranke begn�ugen. Wir k�onnten auh einEnumerationsverfahren anwenden: Wenn der Shnittebenenalgorithmus unshl�ussig (alsoohne eine zul�assige L�osung f�ur unser eigentlihes Problem) endet, gibt es Kanten, dieweder mit 0 noh mit 1 belegt sind. Wir greifen eine solhe Kante heraus, setzen ihrenWert willk�urlih auf 1 (\die Tour mu� diesen Weg verwenden") und versuhen das derarteingeshr�ankte - und deshalb einfahere - Problem zu l�osen. Dasselbe versuhen wir mit18



der Festlegung auf 0 statt 1 (\die Tour darf diesen Weg niht verwenden"). Von den beidenL�osungen, die sih dabei ergeben, nehmen wir die bessere.Nat�urlih kann der L�osungsversuh f�ur diese Teilprobleme abermals unshl�ussig enden.Wieder verzweigt der L�osungsproze� in zwei Alternativen (branhing), und es entsteht einganzer Baum von L�osungsm�oglihkeiten. Das entsprehende Baumsuhverfahren ist unterdem Namen Branh and Cut bekannt. Im wesentlihen nah diesem Shema wurde auhdas 13509 St�adte-Problem gel�ost.
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AnhangBeweise von Lemma 3-7Lemma 3. In einem zusammenh�angenden Graphen sind je zwei Knoten durh einen Pfadverbunden.Beweis. Seien x; y beliebige Knoten von G, da G zusammenh�angend ist gibt es einen WegW = (v0; v1; v2; : : : ; vk) der x und y verbindet, d.h. v0 = x und vk = y. Wir m�ussenzeigen, da� es einen einfahen Weg (einen Pfad) gibt. Vorab eine Beobahtung: WennW einen Knoten doppelt besuht, also vi = vj mit 0 � i < j � k, dann ist W 0 =(v0; : : : ; vi; vj+1; : : : ; vk) ein Weg von x nah y. Die L�ange von W 0 ist kleiner als die vonW, daher kann ein k�urzester Weg von x nah y keinen Knoten doppelt besuhen und istalso ein Pfad.Lemma 4. Jeder geshlossene Weg ungerader L�ange enth�alt einen ungeraden Kreis.Beweis. Sei W = (v0; v1; v2; : : : ; vk; v0) ein geshlossener Weg ungerader L�ange, d.h. k+ 1ist ungerade. WennW kein Kreis ist, dann gibt es einen doppelt besuhten Knoten; vi = vjmit 0 � i < j � k. Nun sind auh (vi; vi+1; : : : ; vj-1; vi) und (v0; v1; : : : ; vi; vj+1; : : : ; vk; v0)geshlossene Wege. Die L�angen dieser Wege sind l1 = j - i und l2 = k+ 1 - j + i. Wegenl1 + l2 = k + 1 mu� eine der beiden L�angen l1, l2 ungerade sein. Man wiederholt diese�Uberlegung mit dem ungeraden Weg. So kommt man zu einer Folge W =W0;W1;W2; : : :von geshlossenen Wegen ungerader L�ange, so da�Wi+1 k�urzer alsWi und inWi enthaltenist. Da die L�ange von W0 endlih ist gibt es ein letztes Glied Wr dieser Folge. Dies ist dergesuhte einfahe geshlossene Weg ungerader L�ange.Lemma 5. Sei G zusammenh�angend. Eine Kante e ist keine Br�uke von G genau dann,wenn e in einem Kreis von G vorkommt.Beweis. Sei e = (u; v) eine Kante und K = (u; v; v2; : : : ; vk; u) ein Kreis der e enth�alt.Seien x und y beliebige Knoten, wir zeigen, da� in G 0 = (V;En e) ein Weg zwishen x undy existiert. Sei W ein Weg in G der x und y verbindet. Ersetzt man das jedes Paar v; u inW durh v; v2; : : : ; vk; u und jedes Paar u; v durh u; vk : : : ; v2; v so erh�alt man einen Wegvon x nah y der e vermeidet. Dies ist ein x; y verbindender Weg in G 0. Daraus shliessenwir:(() Liegt e auf einem Kreis, dann ist G 0 = (V;E n e) zusammenh�angend, also ist e keineBr�uke.()) Ist e = (u; v) keine Br�uke, dann ist G 0 zusammenh�angend, also gibt es in G 0 einenPfad (u; v1 : : : ; v) (Lemma 3). Damit ist (u; v1 : : : ; v; u) ein Kreis in G der e enth�alt.Lemma 6. Jeder Baum mit zumindest zwei Knoten besitzt zumindets zwei Knoten vomGrad 1.Beweis. Wir starten mit einer beliebigen Kante (v0; v1) des Baumes und `suhen ein Blattjenseits von v1'. Wenn d(v1) = 1 dann ist v1 das Blatt, andernfalls gibt es einen Nahbarnv2 6= v0 von v1. Wenn d(v2) = 1 dann ist v2 das Blatt, andernfalls gibt es einen Nahbarnv3 6= v1 von v2. Wenn d(v3) = 1 dann ist v3 das Blatt, andernfalls: : :. Wir erhalten einen20



Weg v1; v2; : : :. Da B�aume kreisfrei sind, ist der Weg einfah. Da der Graph endlih ist, istauh jeder einfahe Weg endlih. F�ur den letzte Knoten vk des Weges gilt d(vk) = 1. Einenzweiten Knoten vom Grad eins �ndet man in der anderen Rihtung als Shlu�knoten einesWeges v0; v-1; : : :In �Ubung 3 �ndet man eine zweite Beweisidee f�ur dieses Lemma. Man benutzt dazu,da� ein Baum auf n Knoten genau n- 1 Kanten hat.Lemma 7. Sei G zusammenh�angend. G ist ein Baum genau dann, wenn jede Kante vonG eine Br�uke ist.Beweis. G Wald () G hat keinen Kreis () jede Kante ist eine Br�uke. Das erste\() " war die De�nition, das zweite ist Lemma 5.Da B�aume gerade die zusammenh�angenden W�alder sind, folgt die Behauptung.Erl�auterung zum TitelbildDer dargestellte Graph ist ein 4-regul�arer Graph mit 20 Knoten. Das Bild beweist, da� mandie Kanten des Graphen in zwei disjunkte Hamilton{Kreise zerlegen kann. Eine weitereZerlegung der Kantenmenge in f�unf disjunkte Kreise, die sih paarweise je zwei mal kreuzenist m�oglih.In einer k�urzlih fertiggestellten Arbeit konnten wir zeigen:Satz. Sei G ein 4-regul�arer Graph, der kreuzungsfrei in die Ebene gezeihnet ist, unddessen Kantenmenge sih in Kreise zerlegen l�a�t, so da� gilt:(1) Jeder Knoten ist Kreuzungspunkt zweier Kreise.(2) Je zwei Kreise kreuzen sih genau zwei mal.(3) Einer der Kreise hat von jedem Paar der �ubrigen Kreise genau einen Kreuzungs-punkt im Inneren.Dann l�a�t sih die Kantenmenge von G in zwei disjunkte Hamilton-Kreise zerlegen.
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