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1 Rundreiseprobleme und Graphen

1.1 Einleitung

Diese Vorlesung ist gedacht als Fiihrung durch einige Teilgebiete der Diskreten Mathema-
tik. Den roten Faden fiir unsere Tour soll ein populédres Problem aus der kombinatorischen
Optimierung liefern, das Traveling Salesman Problem (Problem des Handlungsreisenden).

Ein Vertreter soll Kunden in n verschiedenen Stidten besuchen. Die Fahrzeit zwischen
je zwei Stadten ist bekannt. Verstéindlicherweise mochte der Vertreter die Gesamtfahrzeit
minimieren, um bald wieder zu Hause zu sein. Sein Problem ist nun, die Stiddte in der
‘richtigen’ Reihenfolge anzufahren, also eine optimale Rundreise festzulegen.

Die Eingabe fiir das Problem ist eine Menge von Zahlen, die die Fahrzeiten zwischen
je zwei Stiddten angeben. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dafl es n Stidte gibt, die
mit 1,2, .., n durchnummeriert sind. Dann kénnen die Eingabezahlen in einer n x n Matrix
C = (cy,;) organisiert werden, der Eintrag c;; gibt die Fahrzeit zwischen Stadt i und Stadt
j an. Wir nennen C die Kostenmatriz fiir das Problem und werden immer annehmen, daf
C eine positive Kostenmatrix ist, d.h. cj; > 0 fiir alle i,j. Gesucht ist nun eine Reihenfolge
(Permutation) 7 von {1,2,..,n}, die folgenden Ausdruck — die Gesamtfahrzeit — minimiert:

n—1

cost(m) := Z Cr(i)m(i+1) T Cr(n),m(1)

i=1

Beispiel 1. Die Auswertung der Kosten einiger Rundreisen ergibt:
0 212 171 203 cost(1,2,3,4) =740
212 0 186 247
C= 171 186 0 139 cost(1,2,4,3) =769
203 247 139 0 cost(1,3,2,4) = 807

Wenn n etwas grofier wird, dann 148t sich der naive Ansatz, der im Ausprobieren aller
Permutationen besteht, nicht mehr durchfiihren:

22! =1124000727777607680000.

Ein heutiger Rechner kann die Kosten von 100000 Permutationen von 22 Stédten in ei-
ner Sekunde auswerten (groBziigig geschitzt). So ein Rechner wire 356 Millionen Jahre
beschéftigt, bis er alle moglichen Permutationen durchprobiert hat.

In Anwendungen miissen TSPs oder dhnliche Probleme dennoch gelost werden. Im
konkreten Beispiel heifit das, der Vertreter muf sich fiir eine Rundreise durch die 22 Stadte
entscheiden, auch wenn er etwas linger fihrt, als mit einer optimalen Tour. Wir werden
gegen FEnde der Vorlesung Algorithmen kennenlernen, die in ‘kurzer’ Zeit ‘gute’ Touren
berechnen. Aber auch fiir die Berechnung optimaler Touren hat man erstaunlich wirksame
Methoden entwickelt. Letztes Jahr wurde die optimale Tour durch simtliche 13509 Stidte
in den USA mit mehr als 500 Einwohnern bestimmt.




1.2 Graphen

Definition 1. Ein Graph G = (V,E) besteht aus einer Menge V = {v1,v2,...,vn} von
Knoten und einer Menge E C (\2/) von Kanten.*

Es ist oft niitzlich, Graphen durch Zeichnungen zu veranschaulichen. Das folgende
Beispiel deutet an, dafl Zeichnungen auch irreleiten konnen.

oy B

Abbildung 1. Zwei Zeichnungen des berithmten Petersen Graphen.

Beispiel 2.

Einige spezielle Graphen

Ein Graph, in dem jedes Paar von Knoten durch eine Kante verbunden ist, heiflt
vollstandiger Graph. Den vollstindigen Graphen auf n Knoten bezeichnen wir mit K.
Der vollstindige Graph hat (}) = %n(n — 1) Kanten.

Der wvollstandig bipartite Graph Ky n hat die Knotenmenge V.= M U N mit [M| = m,
IN| = n, und alle méglichen Kanten zwischen Knoten in M und N, d.h. E = M x N. Dieser
Graph hat m +n Knoten und m - n Kanten.

Abbildung 2. Die Graphen Ks, Ky 3.

Skelettgraphen von Polytopen haben die Ecken eines Polytops als Knoten und die
Kanten als Kanten. Besonders interessante Beispiele fiir Skelettgraphen sind die Graphen
der Platonischen Korper: Tetraeder, Wiirfel, Oktaeder, Dodekaeder und Ikosaeder.

Abbildung 3. Die Skelettgraphen von Tetraeder, Wiirfel und Dodekaeder.

*Die Wahl der Buchstaben V und E erklirt sich durch die englischen Begriffe vertez und edge.



Der n-dimensionale Hyperwiirfel Q. hat als Knoten alle moglichen 0-1 Vektoren der
Lange n, das sind 2™ Stiick. Zwei Knoten sind durch ein Kante verbunden, wenn sie sich in
genau einer Koordinate unterscheiden. Der gewohnliche Wiirfel ist Q3, sieche Abbildung 4.

Definition 2. Der Grad d(v) eines Knotens v € V in G = (V,E) ist die Anzahl der
Kanten, die v enthalten (man sagt auch: die zu v inzident sind).

Satz 1. Fiir jeden Graphen G = (V,E) gilt: ) . d(v) =2[E|[.

Beweis. Man wendet das Prinzip des doppelten Abzihlens auf die Paare (v, e) mit v € e an.
Zahlt man nach Knoten geordet, so erhilt man ) d(v). Z&hlt man nach Kanten geordnet,
erhilt man 2 |E|. O

Folgerung 2. Jeder Graph hat eine gerade Anzahl Knoten ungeraden Grades.

Die Inzidenzmatriz M(G) macht das Prinzip des doppelten Abzihlens anschaulich.
Man zahlt die Einsen der Matrix einmal Zeilen- und einmal Spaltenweise.

Beispiel 3. G = (V,E) mit V = {vy,v2,v3,v4,vs} und Kanten e; = {vy,v2}, e2 = {v1,vs5},
e3 = {v2,v3}, es = {v2,v4}, es = {v3, 1}, eg = {v3,Vs5}, €7 = {v4, vs}.

€1 ey e3 €es4 €5 €5 €7

vi/1 1.0 0 0 0 0
wl1 o 1 1 0 0 o0
MG =vi|0 0 1 0 1 1 0
wlo o 0o 1 1 0 1
vs\O0 1 0 0 0 1 1

Ein Graph heifit r-reguldr, wenn alle Knoten den gleichen Grad r haben. Vollstindige
Graphen, Hyperwiirfel und die Skelettgraphen der Platonischen Korper sind regulér.
Ubung 1.
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Abbildung 4. Drei 3-regulire Graphen mit 8 Knoten.

Bestimme vier verschiedene 3-regulire Graphen mit 8 Knoten.

Ubung 2. Verwende doppeltes Abzihlen um zu zeigen: Es ist unmoglich, die Zahlen 1 bis
12 so auf die Wiirfelkanten zu verteilen, dafl die Summe der Zahlen, die bei mit v inzidenten
Kanten stehen, fiir jeden Knoten gleich ist.



1.3 Wege und Biaume

Definition 3. Fin Weg in G ist eine Folge vovy ... vy von Knoten mit vi_1vi € E fir
i=1,..,1. Der Weg fiihrt von vy nach vy, seine Lange ist L. Sind alle vi{ verschieden, so
sprechen wir von einem einfachen Weg oder auch einem Pfad. Wenn vy = vy, dann ist der
Weg ein geschlossener Weg. Sind alle ibrigen Knoten verschieden, dann ist er ein Kreis.

Definition 4. G heifit zusammenhéingend, wenn je zwei Knoten durch einen Weg verbun-
den sind. Eine Kante e in einem zusammenhdngenden Graphen G = (V,E) heif$t Briicke,
wenn G' = (V,E\e) nicht zusammenhdingend ist.

Beispiel 4.

Abbildung 5. Ein Graph mit Briicken e und e’.

In Lemma 3 bis 7 sind einige Aussagen iiber Pfade, Wege, Briicken und Bédume zusam-
mengestellt. Beweise sind im Anhang ausgearbeitet.

Lemma 3. In einem zusammenhdngenden Graphen sind je zwei Knoten durch einen Pfad
verbunden.

Lemma 4. Jeder geschlossene Weg ungerader Linge enthdlt einen ungeraden Kreis.

Lemma 5. Sei G zusammenhdngend. FEine Kante e ist eine Briicke von G genau dann
wenn e in keinem Kreis von G vorkommdt.

Definition 5. Fin Graph G, der keine Kreise besitzt, heifst Wald. Ein zusammenhdngen-
der Wald ist ein Baum.

Beispiel 5.

x
H

Abbildung 6. Ein aus vier Biumen bestehender Wald.




Lemma 6. Jeder Baum mit zumindest zwei Knoten besitzt einen Knoten vom Grad 1.

Lemma 7. Sei G zusammenhdngend. G ist ein Baum genau dann wenn jede Kante von
G eine Briicke ist.

Satz 8. Fiir G = (V,E) sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) G ist kreisfrei und zusammenhéingend (d.h. G ist ein Baum).
(2) G ist kreisfrei und |[E| =|V|—1.
(3) G ist zusammenhdingend und [E| =|V|—1.

Beweis. Wir zeigen, daf} je zwei der drei Eigenschaften kreisfrei, zusammenhéngend und
|E| = [V|—1die dritte zur Folge haben. Daraus folgt die behauptete Aquivalenz unmittelbar.

(Zusammenhingend und kreisfrei = |[V|— 1 Kanten)

Sei v ein Knoten von Grad 1 in G (existiert wegen Lemma 6). Entfernen wir v aus G,
so bleibt ein Baum G’ = (V'  E’). Offenbar gilt |[V'| —|E'| = [V|— |E|. Wir entfernen weiter
Knoten vom Grad 1, bis nur noch eine Kante iibrig ist, also ist [V|—|E| = 1.
(Zusammenhingend und [V|— 1 Kanten = kreisfrei)

Entferne Kanten aus G, die in Kreisen vorkommen, bis der erzeugte Graph G’ kreisfrei
ist. Da wir keine Briicke entfernt haben (Lemma 5), ist G’ zusammenhingend. Wegen
Teil 1 hat G’ genau [V|— 1 Kanten. Da G und G’ also gleich viele Kanten haben, gilt
G = G’. Da G’ kreisfrei ist, gilt dasselbe natiirlich fiir G.

(Kreisfrei und |V|— 1 Kanten = zusammenhéngend)

Seien Gj,..., Gy die Zusammenhangskomponenten von G. Wegen Teil 1 hat jedes G;
genau |V(G;i)| — 1 Kanten, zusammen haben sie |V|— k Kanten. Also ist k =1, und G ist
zusammenhéngend. O

fJbung 3. Seien dj...dy natiirliche Zahlen. Zeige, dal ein Baum mit Graden d;...dy,
genau dann existiert, wenn ) d; = 2n — 2.
Folgerung: Ein Baum mit zumindest zwei Knoten besitzt mindestens zwei Knoten vom

Grad 1.

Ubung 4. Sei S eine n elementige Menge, A1, A, ..., Ay seien verschiedene Teilmengen
von S. Zeige, daB es ein Element x € S gibt, so dafi A;U{x}, A2U{x},..., AnU{x} verschieden
sind.

Hinweis: Betrachte den Graphen mit Knoten aj, az,...,an und einer Kante a; < aj,
wenn sich A; und A; nur in einem Element unterscheiden. Markiere die Kante a; < q;
mit x € S, wenn sich A; und A; nur in x unterscheiden. Zeige, daf} nicht alle Elemente von
S als Markierung auftreten konnen. Untersuche dazu eine Kantenmenge, in der zu jeder
auftretenden Markierung genau eine Kante vorkommt.



2 Euler—-Wege und Euler—Kreise

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns mit Wegen, die jede Kante eines gegebenen
Graphen genau einmal benutzen. Solche Wege heiflen Euler—Wege. Der Name geht auf
Eulers Losung des Konigsberger Briickenproblems zuriick. In einem populiren Spielchen
“Haus vom Nikolaus” ist ein Euler-Weg in einem speziellen Graphen gesucht.

Beispiel 6.

=
ARL
-

Abbildung 7. Zwei berithmte Euler-Probleme.

Beobachtung. Wenn G einen geschlossenen Euler-Weg (kurz FEuler-Kreis* genannt) be-
sitzt, dann sind alle Knotengrade gerade. Hat G einen offenen Euler-Weg, dann besitzt G
genau zwei Knoten ungeraden Grades.

Folgerung. Das Konigsberger Briickenproblem ist nicht losbar.

Satz 9. FEin Graph G besitzt einen Euler-Kreis < G ist zusammenhdngend, und alle
Grade sind gerade.

Beweisidee: Es bleibt nur “&” zu zeigen. Da alle Grade > 2 sind, konnen wir bei Start
in vp immer auf neuen Kanten weitergehen, bis wir wieder in vog ankommen. Sei C der so
erzeugte geschlossene Weg. Sei G’ = G\C und seien G;...G, die zusammenhingenden
Komponenten von G’. Jedes G; ist zusammenhéngend, und alle Grade sind gerade. Durch
Induktion nach der Kantenzahl schlieflen wir, daf} jedes G; einen Euler—Kreis besitzt. Alle
diese Kreise kénnen mit C verkniipft werden. So erhélt man einen Euler—Kreis fiir G.

Folgerung. Ein Graph G enthélt einen Euler-Weg & G ist zusammenhingend und hat
genau 2 Knoten ungeraden Grades.

Beweis. Wenn G einen Euler-Weg enthilt, dann mufl G sicherlich zusammenhingend sein
und genau zwei Knoten ungeraden Grades besitzen. Seien u,v die beiden Knoten ungera-
den Grades. Betrachte G’ = G U{uv}. Wegen Satz 9 besitzt G’ einen Euler—Kreis C. Nach
Entfernen von uv aus C wird daraus ein Euler-Weg in G. 0

*Dieser Name stimmt zwar nicht mit unserer Definition 3 iiberein, aber er ist Tradition!



2.1 Ein Algorithmus fiir Euler—Kreise

Zwar ist es moglich, den Beweis von Satz 9 zu einem Algorithmus fiir Euler—Kreise umzu-
formulieren. Der folgende Algorithmus von Fleury ist jedoch interessanter:

e Wihle beliebigen Startknoten vy.

e Sind vg,V1,...,vi1 schon gegeben, so wéahle als v; einen Nachbarn von v; 1 in
Gi = G\{er...e; 1}, so daB (wenn moglich) e; = vi_1v; keine Briicke in Gj ist.

Satz 10. Ist G eulersch, dann berechnet der Algorithmus von Fleury einen Euler—Kreis.

2.2 Chinese Postman Problem: Eine Anwendung von Euler—Wegen

Ein Postbote muf}, ausgehend vom Postamt, alle Stralen seines Bezirkes durchlaufen und
wieder zum Postamt kommen. Falls der Graph (Plan des Bezirks) keinen Euler-Kreis
besitzt, mufl er Kanten mehrfach durchlaufen. Das Ziel des Postboten ist es, eine moglichst
kurze Strecke zu laufen.

Wenn alle Knoten gerade sind, dann ist G eulersch, und die Linge des Weges ist die
Summe der Kantenlingen. Gesucht ist nun eine lingenminimale Kantenmenge F C E, so
daf} die Vereinigung der Kantenmengen G+F eulersch ist. (Zwar hat G+F doppelte Kanten
— ist ein Multigraph —, aber Satz 9 gilt auch fiir Multigraphen).

Das folgende Verfahren 16st das Problem

(1) Bestimme die Menge U der Knoten ungeraden Grades, |U| = 2m.

(2) Fiir je zwei Knoten u,v € U berechne die Linge 6(u,v) eines kiirzesten Weges von
u nach v (kirzeste Wege Problem).

(3) Ein Matching auf U ist eine Menge M von m Paaren aus U, die jedes u € U
genau einmal erfafit. Bestimme ein lingenminimales Matching, d.h. ein M mit §(M)
minimal, wobei

S(M)= > 5(u,v)

{u,vleM

(4) Tst Mg ein minimales Matching, so verdoppeln wir fiir alle {u, v} € M einen kiirzesten
Weg von u nach v.

(5) Berechne einen Euler-Kreis in dem so entstandenen eulerschen Multigraphen.

Drei der fiinf Teilprobleme dieser Losung sind algorithmisch interessant. Wichtig ist, dafl
sich alle Teilprobleme effizient (d.h. auch fiir grofie Eingaben, z.B. [V| = 100000, in ver-
tretbarer Zeit) 16sen lassen.



Beispiel 7. Wendet man den Algorithmus fiir das Chinese Postman Problem auf den in
der Abbildung dargestellten Graphen an, so erhilt man eine Tour der Linge 6(G)+10 = 62.

5
4 1 14
3 9
1 9 9 1
3 9 3
oo ! 1 4
5

Abbildung 8. Ein Graph mit lingengewichteten Kanten.

Ubung 5. Sei G ein eulerscher Graph mit maximalem Grad A > 2. Zeige: Die Anzahl
der Euler-Kreise von G ist gerade.

Ubung 6. Beweise oder widerlege: Jeder Graph mit einer geraden Anzahl von Knoten
und einem Euler—Kreis hat eine gerade Anzahl von Kanten.

3 Hamilton—Kreise

In diesem Abschnitt wollen wir Wege und Kreise in Graphen betrachten, die jeden Knoten
genau einmal besuchen. Solche Pfade und Kreise heilen hamiltonsch. Ein Graph heifit
hamiltonscher Graph, wenn er einen Hamilton—Kreis besitzt.

e K, ist hamiltonsch fiir n > 3.
o Kyyn ist nur fiir n = m > 2 hamiltonsch.

Es ist keine vollstdndige Charakterisierung von hamiltonschen Graphen bekannt. Daher
sucht man nach notwendigen und hinreichenden Bedingungen.

Beispiel 8. Sir Hamilton beschrieb 1856 ein Spiel, bei dem es darum ging, einen Weg
V1 ...vs5 im Dodekaedergraphen zu einer Rundreise zu ergénzen.

Abbildung 9. Ein Hamilton—Kreis im Dodekaedergraphen.




Satz 11 (Notwendige Bedingung). Ein hamiltonscher Graph G = (V,E) erfillt fir
alle nichtleeren Knotenmengen A C V:

Anzahl Komponenten von G — A < |A].

Dabei ist G— A der Graph, der mach dem Entfernen der Knoten aus A und aller zu ihren
inzidenten Kanten verbleibt.

Beweis. Wir geben dem Kreis eine Orientierung und betrachten Kanten x — y mit x ¢ A
und y € A. Jede Komponente von G — A wird iiber so eine Kante verlassen, und die
Zielknoten dieser Kanten in A sind alle verschieden. 0

Beispiel 9. Die Abbildung zeigt einen Graphen (den kleinsten polyedrischen), der keinen
Hamilton—Kreis, aber einen Hamilton-Weg besitzt. (Die Menge der grauen Knoten verletzt
die Bedingung aus dem Satz).

Abbildung 10. Ein nicht hamiltonscher Graph.

Der Petersen Graph (Abbildung 1) zeigt, dafi die in Satz 11 gegebene Bedingung nicht
hinreichend ist. Jede Teilmenge A seiner Knoten erfiillt die Bedingung, aber der Graph
ist dennoch nicht hamiltonsch.

Satz 12 (Hinreichende Bedingung). Ist G = (V,E) ein Graph mit
d(u) +d(v) > |V| fir alle Paare u,v mit uv ¢ E

dann ist G hamiltonsch.

Beweis. (indirekt) Unter allen Gegenbeispielen mit n Knoten sei G eines mit einer maxi-
malen Anzahl von Kanten. Wir wissen G # K, da K;; hamiltonsch ist. Wegen der Wahl
von G ist G + uv hamiltonsch fiir alle Paare u,v mit uv ¢ E. Also besitzt G einen hamil-
tonschen Weg uw =vj...v, =v, der in u beginnt und in v endet. Wenn ein Nachbar von v
unmittelbar vor einem Nachbarn von u liegt, d.h. uvi;; und v;v sind beides Kanten, dann
ist Vi ...V{VnVn_1...Vi11v7 ein Hamilton—Kreis fiir G.

u=yv A% Vi Vit Vn =V

Abbildung 11. Der Austauschschritt.



Wir zeigen nun, dafl so ein Paar (vi,viy1) existiert. Sei S = {i : uviy; € E} und
T={i:v € E}. Es gilt

SUT|+ISNT[=|S|+T|=d(u)+d(v) >n

Da weder S noch T den Index n enthalten, mufl [SUT| < n und also [SNT| > 1 sein. Damit
findet man so ein Paar konstruiert einen Hamilton-Kreis in G. Das ist im Widerspruch zu
den Annahmen iiber G. Also kann es kein Gegenbeispiel geben. 0

Ubung 7. Betrachte einen 3 x 3 x 3 Wiirfel aus 27 Kisestiickchen. Eine Maus sucht einen
Weg von einem Eckstiick {iber alle anderen Stiicke, der im Mittelstiick endet. Ist dies
moglich? Gleiche Frage fiir 5 x 5 x 5 und allgemeines ungerades n.

Ubung 8. Ein Graph heiit gerichtet oder orientiert, wenn jede Kante uv mit einer der
beiden Orientierungen u — v oder v — u versehen ist. Eine Orientierung eines vollstdndi-
gen Graphen heifit Turnier®. Zeige: Jedes Turnier besitzt einen gerichteten Hamilton—Pfad,
das ist ein Hamilton—Pfad, in dem alle Kanten in Pfeilrichtung durchlaufen werden.

4 Kombinatorische Optimierung

4.1 Optimierung und Algorithmen

Ein Optimierungsproblem ist gegeben durch eine Menge X und eine Funktion f: X — R.
Gesucht ist eine Losung x € X, die f(x), maximiert oder minimiert. In kombinatorischen
Optimierungsproblemen ist X eine kombinatorische Menge.
Beispiele fiir kombinatorische X:

e Menge der Hamilton Kreise in G (TSP).

e Menge der Pfade von u nach v in G (kiirzeste Wege Problem).

e Gegeben n Pakete und ein Rucksack. X = { Menge von Paketen, die im Rucksack
Platz haben } (Rucksackproblem).

In der kombinatorischen Optimierung beschéftigt man sich mit Methoden (Algorithmen)
zur Losung solcher Probleme. Weitere Beispiele kombinatorischer Optimierungs—Probleme
haben wir schon im Kapitel iiber Euler—-Wege gesehen: Das Chinese Postman Problem oder
das Matching—Problem. Ein ‘guter’ Algorithmus fiir ein kombinatorisches Optimierungs-
problem hat einige Forderungen zu erfiillen:

(1) Er muf$ korrekt sein (d.h. die Ausgabe x muf} in X liegen)
(2) Er soll optimieren (d.h. f(x) soll maximal oder minimal sein)

(3) Er muf effizient sein (d.h. man mufl den Algorithmus bei verniinftigen Problem-
grofien auch tatsédchlich einsetzen kénnen).

*Ein Turnier-Graph stellt ein mogliches Ergebnis von einem Wettkampf dar, in dem je zwei Teams
einmal gegeneinander spielen und jedes Spiel einen Sieger hat.
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Eine mathematische Prézisierung der Forderung nach Effizienz sieht so aus: Wir sagen,
ein Problem besitzt einen effizienten Losungsalgorithmus, wenn die Laufzeit als Funktion
der Eingabegrofe n durch ein Polynom beschrinkt ist, also z.B. n,n? 8n3 —n, aber nicht
2" nl.

Wenn sich die berithmte P # NP Vermutung der Komplexitéitstheorie als richtig er-
weist, dann kann es fiir viele wichtige Probleme (wie z.B. das TSP) keinen Algorithmus
geben, der alle drei Forderungen erfiillt. Da auf Effizienz nicht verzichtet werden kann,
schwicht man Forderung (2) ab, und verlangt nur noch eine Approzimation des Optimums.
Wir sagen, x ist eine a-approzimierende Lésung eines Minimierungssproblems, wenn

f(x) < oc f(xopt).

Der Faktor « beschreibt, um wieviel die Kosten f(x) der gefundenen Lisung x die minima-
len Kosten f(xqpt) iibersteigen konnen. Gesucht werden effiziente Algorithmen, die einen
moglichst kleinen Approximationsfaktor o« > 1 gewéhrleisten.

Ist fiir einen Algorithmus keine Approximationsgarantie bekannt, aber die Intuition
sagt, dafl die Losung brauchbar ist (d.h. nicht zu schlecht sein wird), so spricht man von
einer Heuristik.

Bevor wir uns mit Heuristiken und approximierenden Algorithmen fiir das TSP befas-
sen, wollen wir ein paar Beispiele fiir Algorithmen sammeln.

¢ Euklidischer Algorithmus
Gegeben: a;,a; € Z  Gesucht: ggt(ay, az)

e Weitere zahlentheoretische Probleme
Polynom-Multiplikation/Division; Faktorisierung.

e Such- und Sortierprobleme
Gegeben: A ={aj,as...,a,} aus total geordneter Grundmenge.

Sortierproblem. Gesucht: Eine Umsortierung aj, a3 ... ay von A, so dafl
ay <a; <...<ay

Median. Gesucht: Ein Element x € A, so daf} (fast) gleichviele Elemente
aus A kleiner/grofler als x sind.

Mazimum. Gesucht: Ein x € A, so daf} alle Elemente aus A kleiner x sind.

Ein Algorithmus fiir Mazimum

X —
fori=2ton
X — max(x, a;)

return x
Dieses Verfahren benotigt n — 1 Vergleiche. Kann das Maximum x mit weniger als n — 1

Vergleichen ermittelt werden? Nein, um x einwandfrei festzulegen, muf} es fiir jedes a # x
ein b geben, so daf§ a und b verglichen wurden und b > a.
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4.2 Optimierungs—Probleme auf Graphen
Kiirzeste Wege.

Gegeben: G = (V, E), eine Lingenfunktion w : E — R und zwei Knoten u,v € V.
Gesucht: Ein kiirzester Weg von u nach v.

Matching.
Gegeben: Ky, und Kostenfunktion w : E — R*.
Gesucht: Billigstes vollstindiges Matching, d.h. billigste Kantenmenge M C E, in
der jeder Knoten Grad 1 hat.

Minimum-Spanning-Tree (MST).

Gegeben: G = (V, E) zusammenhéngend mit Kostenfunktion w : E — R,
Gesucht: Billigster zusammenhéngender Subgraph T = (V,F), d.h. F C E und

> wle) < Y wle)

ecF ecF’

fiir alle zusammenhéingenden Subgraphen T’ = (V,F') von G.
Beobachtung: T ist ein Baum.

Abbildung 12. Ein Graph mit einem MST.

4.3 MST und der Greedy-Algorithmus

Mit dem Namen Greedy*-Algorithmus bezeichnet man Algorithmen, die Entscheidungen
so treffen, daf§ der augenblickliche Gewinn moglichst grof ist. Greedy-Algorithmen kénnen
fiir gewisse Probleme (z.B. TSP) beliebig schlechte Ergebnisse liefern. In anderen Fillen
sind sie, wie wir gleich sehen werden, sogar optimal. Ein Greedy—Algorithmus fiir MST
geht nach dem folgenden Prinzip vor:

Nimm immer die billigste Kante, die mdglich ist, d.h. die keinen Kreis erzeugt.

Der Algorithmus 148t sich in einer an Programmiersprachen angelehnten Notation so auf-
schreiben:

* greedy = gierig, gefraflig

12



Sortiere E so, daf§
w(er) <wl(ez) <.
Fe 0
fori=1tom
if F U e; kreisfrei, then
F—FUe;

< wlem)

return F

Satz 13. Der Algorithmus berechnet einen MST T = (V,F) in jedem zusammenhdngen-
den, gewichteten Graphen G = (V,E).

Beweis. Nach Konstruktion ist T kreisfrei. Da es in G Kanten gibt, die U C V mit V\ U
verbinden, und die billigste dieser Kanten in T aufgenommen wurde, ist T auch zusam-
menhéngend. Also ist T ein aufspannender Baum fiir G.

Sei T* ein MST fiir G, der moglichst viele Kanten mit T gemeinsam hat. Angenommen,
T # T*. Sei e = e; die erste Kante, die in T, aber nicht in T* ist.

Behauptung: Fiir alle j < i gilt ¢ € T* &= ¢ € T. Aus der Wahl von e; folgt
e; € T = e € T*. Die Implikation e; ¢ T = ¢; ¢ T* folgt aus der Konstruktion; jede
Kante e; ¢ T, j < i bildet einen Kreis mit Kanten die sowohl in T als auch in T* sind.

Betrachte T*+ e, dieser Graph enthilt einen Kreis und dieser Kreis enthilt eine Kante
e’ = ej, die nicht in T ist. Aus obiger Behauptung folgt i < j, also w(e;) < w(e;). Nun
ist T* 4+ e — e’ ein Baum, dessen Gewicht um w(e;) — w(e;) kleiner ist als das von T*.
Also ist T*+ e — e’ ebenfalls ein MST, hat aber mehr Kanten mit T gemeinsam als T*.
Widerspruch. 0

Ubung 9. Ein Minimaz Spanning Tree ist ein aufspannender Baum T in einem zusam-
menhingenden kantengewichteten Graphen, dessen schwerste Kante so leicht wie moglich
ist. Finde einen Algorithmus fiir das Minimax Spanning Tree Problem.

Ubung 10. Sechs Personen wissen jeder eine Neuigkeit. Sie fithren eine Reihe von Tele-
fonaten durch und bei jedem Gesprich erzdhlen sich die Teilnehmer alle Neuigkeiten, die
sie bis dahin erfahren haben. Wie viele Telefonate sind nétig, bis alle alles wissen.

5 Heuristiken und Approximationen fiir TSP

Zur Erinnerung: Ein TSP Problem ist durch eine n x n Kostenmatrix C = (cy;) gegeben.
Ist C symmetrisch (d.h. ci; = ¢;i), dann 148t sich das TSP Problem auffassen als Problem,
einen gewichtsminimalen Hamilton-Kreis im vollstdndigen Graphen K;, mit Kantengewich-
ten c(vivj) = cy; zu bestimmen.

5.1 Greedy-Methoden

NACHSTER NACHBAR (NN)
Starte in einem beliebigem Knoten s € V. Verlingere den Weg schrittweise um die billigste
Kante zwischen dem Endknoten des Weges und einem noch nicht besuchten Nachbarn.

13



Beispiel 10. Seiciyj1 =0firi=1,..., n—1, cin =B > 2 und ¢y =1 fiir alle iibrigen
Paare 1i,j. Bei Start in vy findet NN eine Tour mit Kosten B, wihrend eine optimale Tour
nur 2 kostet.

BILLIGSTES EINFUGEN (NI NEAREST INSERTION)

Starte in beliebigem Knoten s € V. Vergrofiere den Kreis K schrittweise: Finde u ¢ K und
v € K so daf ¢(u,v) minimal ist. Fiige v nach u in den Kreis ein, d.h. der neue Kreis ist
K+ vu+ uv’ —wv' (siche Abbildung).

Abbildung 13. Kreis K wird bei v um neuen Knoten u verlingert.

Im allgemeinen ist NI besser als NN. Aber im obigen Beispiel erzeugt NI bei Start in v,
dieselbe schlechte Losung.

Satz 14 (Sahni-Gonzales 1976). Wenn P # NP, dann gibt es kein «, zu dem ein effi-
zienter, x-approximierender Algorithmus fir das TSP Problem ezistiert.

5.2 Euklidisches TSP

Eine Kostenmatrix C heifit d-dimensional realisierbar, wenn es Punkte p1,p2,...,pn im
R4 gibt, so daf dist(pi, pj) = cij, wobei dist der euklidische Abstand |[p; —p;|| ist, d.h. die
Lénge der Strecke mit Endpunkten p; und p;. Das Problem, mit dem sich der Handlungs-
reisende aus der ersten Vorlesung quélt, ist 2-dimensional. Kénnen wir solche Probleme
leichter 16sen?

Satz 15 (Arora 1996). Fiir jedes € > 0 gibt es effiziente (1 + €)-approzimierende Algo-
rithmen fir euklidisches TSP in jeder Dimension.

Wir wollen uns hier mit einer Eigenschaft befassen, die weniger restriktiv ist als “eukli-
disch”. Eine Kostenmatrix erfiillt die Dreiecksungleichung, wenn fiir alle 1i,j, k gilt

Cik < ¢y + Cjk.

Satz 16. Billigstes Einfiigen (NI) ist ein 2-approzimierender Algorithmus fiir TSP Pro-
bleme, die die Dreiecksungleichung erfiillen.

Die wesentliche Beobachtung zum Beweis dieses Satzes ist

Die Kanten (u,v) mit u ¢ K, v € K und c¢(u,v) minimal, die NI benutzt, sind
genau die Kanten, die von einem der Greedy-Algorithmen fiir MST (Prims
Algorithmus) in den Baum aufgenommen werden.
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Ein Hamilton-Kreis H, aus dem wir eine Kante 16schen, bleibt ein aufspannender Weg,
also ein spezieller aufspannender Baum. Daraus folgt fiir die optimalen Kosten von MST
und TSP

cost(MST) < cost(TSP)

Nun beweisen wir cost(NI-Tour) < 2 - cost(MST) und damit auch die behauptete 2-
Approximation von NI durch Induktion: Der Induktionsanfang fuer n = 3 ist klar (Drei-
ecksungleichung). Nun setzen wir fiir die Knotenmenge V1 = V(K) voraus:

cost(K) <2 cost(MST(V;))
Sei K* der Kreis der durch den Einbau von u in K entsteht und V; = V7 U {u}. Nun gilt

cost(K*) cost(K) + c(v,u) + c(u,v') —c(v,v')
cost(K) + 2¢(v,u)
2cost(MST (V7)) + 2¢(v,u) = 2cost(MST(V3))

2cost(TSP) O

VANVANN VAN

Ahnlich wie im Beweis des vorigen Satzes iiberlegt man sich

Lemma 17. Ist C eine Kostenmatriz, die die Dreiecksungleichung erfillt, und H ein eu-
lerscher aufspannender Subgraph von Ky, dann gilt: cost(TSP) < cost(H).

Das folgende zweistufige Verfahren zur Konstruktion eines billigen eulerschen aufspan-
nenden Subgraphen wurde von Christofides vorgeschlagen.

(1) Berechne einen MST T und die Menge U der Knoten ungeraden Grades von T.

(2) Berechne ein kostenminimales Matching M von U.

Betrachten wir nun die Kantenmenge T 4+ M. Sie bildet einen aufspannenden eulerschen
Subgraphen von G. Fiir die Kosten wissen wir cost(T + M) = cost(T) + cost(M) <
cost(TSP) + cost(M). Wir werden nun die Kosten fiir das Matching abschaetzen. Dazu
vergleichen wir die Kosten fiir das Matching mit den Kosten einer optimalen TSP Tour K.
Sei ujuy ... uy die Reihenfolge, in der die Knoten aus U in K auftreten. Wir betrachten
zwei Matchings

M1 = {(wuz), (uzug),... (Uk—1,uz2)}  und My = {(uz,u3), (s, us) ... (Ui, us)}.

Natiirlich gilt cost(M) < cost(Mj) und cost(M) < cost(M;). Wegen der Dreiecksunglei-
chung gilt aulerdem cost(Mj)+cost(M>) < cost(K) = cost(TSP). Zusammengefafit folgt
also cost(M) < %cost(TSP).

Das Gewicht des eulerschen Graphen T+ M ist also héchstens cost(TSP) —l—%cost(TSP).
Mit Lemma 17 haben wir damit folgenden Satz bewiesen.

Satz 18 (Christofides 1976). Es gibt einen effizienten 3/2-approximierenden Algorith-
mus fiir TSP mit Dreiecksungleichunyg.
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Bemerkung. Inzwischen ist bekannt, dafl man TSP mit Dreiecksungleichung nicht belie-
big genau approximieren kann (andernfalls ist P = NP). Die untere Schranke ist aber weit
von der noch immer besten bekannten Schranke 3/2 fiir das Problem entfernt.

Ubung 11. Wende Christofides Algorithmus auf die 9 Punkte aus Abbildung 14 an. Finde
ein einfaches Argument dafiir, dafl das FErgebnis nicht optimal ist.

Abbildung 14. 9 ganzzahlige Punkte in RZ.

Ubung 12. Zeige: Einen Algorithmus der TSP mit Dreiecksungleichung optimal 16st,
kann man verwenden ,um beliebiges TSP ebenfalls optimal zu l6sen. Hinweis: Veridndere
die Eintriage der Kostenmatrix des allgemeinen Problems.

6 Untere Schranken und optimale Lésungen

Eine untere Schranke fiir die Kosten einer optimalen TSP Tour (mit Dreiecksgleichung)
haben wir im vorigen Abschnitt schon kennengelernt. Die dort benutzte Ungleichung war:

cost(MST) < cost(TSP).

Eine etwas bessere untere Schranke liefern die sogenannten 1-Biume: Ein 1-Baum ist ein
aufspannender Baum auf den Knoten {v,...v,} erginzt um zwei Kanten, die vi mit dem
Baum verbinden. Da jede Tour ein 1-Baum ist, gilt fiir die optimalen Kosten M1T eines
1-Baumes:

cost(MI1T) < cost(TSP).

Dies ist ein Beispiel fiir eine Einbettung von TSP in ein gréfieres Problem, dessen optimale
Losung effizient berechnet werden kann.

Die erfolgreichste Einbettung fiir TSP ist die sogenannte LP-Relaxation (LP steht
fir Lineare Programmierung). Wir beginnen damit, fiir jede Kante (i,j) eine Variable x;;
einzufiithren.

Eine Tour T kann nun beschrieben werden, indem wir xj; = 1 setzen, wenn (ij) in
T vorkommt. So haben wir jeder Tour einen Punkt in einem (;)—dimensionalen Raum
zugeordnet. Aber natiirlich entspricht nicht jeder Punkt dieses Raumes einer Tour. Man
kann zeigen, dafl giiltige Touren genau den Punkten entsprechen, die die folgenden drei
Bedingungen erfiillen:

*Teile dieses Abschnitts sind aus Die optimierte Odyssee von Grotschel und Padberg iibernommen,
www.spektrum.de/odyssee.html
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D xy <IS|—1firalleSc{l...n} (3)
i,jeSs
Damit kann das TSP formuliert werden als: Finde eine Belegung der xi;, die den
Bedingungen (1)-(3) geniigt und die Zielfunktion

cost(x) = Zi,j CijXij
minimiert.

Leider ist damit noch nichts gewonnen, denn dieses ganzzahlige lineare Programm ist
genauso schwer wie das TSP. Jetzt kommt der entscheidende Schritt. Wir ‘relaxieren’
Bedingung (1) und erlauben den xy; beliebige Werte zwischen 0 und 1. Fiir die optimale
Losung x* dieses Problems gilt

cost(x*) < cost(TSP).

Fiir die Suche nach dem Minimum einer linearen Funktion mit linearen Nebenbedin-
gungen gibt es ein effizientes Verfahren, den Simplex-Algorithmus.

Am besten versteht man, was da passiert, wenn man sich ein geometrisches Bild macht,
auch wenn unser Vorstellungsvermdgen nur drei Dimensionen erfafit. Nehmen wir alle
Punkte (Vektoren) mit Koordinaten zwischen 0 und 1. Sie bilden einen Wiirfel der Kan-
tenldnge 1 mit einer Ecke im Nullpunkt. Die Ecken dieses Einheitswiirfels sind die Vekto-
ren, deren Komponenten simtlich gleich 0 oder 1 sind. Das gilt auch in d Dimensionen,
nur hat der Einheitswiirfel jetzt 24 Ecken. Eine lineare Ungleichungs-Nebenbedingung ist
wie ein Messer, das von dem Wiirfel (denken wir ihn uns aus Kése) ein Stiick abschneidet.
Es entsteht ein von ebenen Flichen begrenzter Korper.

Im d-dimensionalen Raum ist die Menge der zul&ssigen Punkte eines linearen Problems,
das heifit derjenigen Punkte, die séimtliche Nebenbedingungen erfiillen, die Verallgemei-
nerung eines solchen Kérpers: ein Polytop. Das Minimum einer linearen Zielfunktion auf
einem Polytop wird stets in einer Ecke angenommen. Der Simplex-Algorithmus sucht,
von einer Ecke des Polytops ausgehend, eine benachbarte Ecke mit kleineren Kosten. Er
verfihrt nach diesem Greedy-Prinzip, bis er nicht mehr weiterkommt. Die Ecke, an der er
stehenbleibt, ist dann das gesuchte Minimum (oder eines von mehreren gleichberechtigten).

Leider handelt es sich nur um das Minimum des relaxierten Problems, nicht um das des
urspriinglichen. Im allgemeinen hat also der Losungsvektor, den der Simplex-Algorithmus
liefert, keine ganzzahligen Koordinaten. Man mufl demnach das K&isemesser nochmals
ansetzen, um aus dem Polytop des linearen Problems das “echte” Polytop des urspriing-
lichen Problems zu machen; das ist das kleinste Polytop, das sdmtliche Inzidenzvektoren
von Touren enthilt.

Das gelingt jedoch nicht mit einem Schnitt. Schlimmer noch: Wir wissen nicht einmal
genau, wie wir schneiden miifiten. Explizite lineare Programme fiir Rundreiseprobleme
sind bislang fiir hochstens 9 Stiddte bekannt. Genauer gesagt: Das mit dem 9-Stiadte-TSP
assoziierte Polytop hat 9 Gleichungen und 42104442 Ungleichungen mit 36 Variablen,
entsprechend den 36 mdglichen direkten Verbindungen zwischen 9 Punkten.
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Ein weiteres Problem kommt hinzu. Man kann im allgemeinen noch nicht einmal mit
dem Polytop der zulissigen Punkte des linearen Optimierungsproblems anfangen. Dazu
miifite man nidmlich sdmtliche Nebenbedingungen beriicksichtigen, und das sind fiir grofie
Stddtezahlen ebenfalls astronomisch viele (es gibt 2™ Ungleichungen vom Typ (3)). Gleich-
wohl gelingt es, weitaus grofiere Probleme mit Methoden der linearen Programmierung
optimal zu 16sen. Wie ist das moglich?

Wir ersetzen abermals das Problem durch ein griofieres, einfacheres: Von den astro-
nomisch vielen Nebenbedingungen verwenden wir nur eine sehr kleine Teilmenge (wir
beschneiden den Kisewiirfel nur sehr grob), finden einen Losungsvektor, das heifit, ei-
ne optimale Ecke des zu grofien Polytops, und bessern dann erst nach: Wir fithren eine
Nebenbedingung ein, die mit der bisher gefundenen FEcke gleich ein grofles Stiick Kise
abschneidet.

Das oben erlduterte iterative Verfahren heifit Schnittebenenalgorithmus (cutting pla-
ne algorithm). Sind die Ungleichungen, die das echte (ganzzahlige) Polytop beschreiben,
vollstéindig bekannt, mufl der Schnittebenenalgorithmus nach einer endlichen Anzahl von
Schritten beendet sein. Wir kennen gegenwirtig all diese Ungleichungen aber weder fiir
das Travelling Salesman Problem noch fiir die meisten anderen kombinatorischen Opti-
mierungsprobleme von praktischer Bedeutung. Der Schnittebenenalgorithmus kann also
scheitern, bevor eine optimale Rundreise gefunden wurde.

Beispiel 11.

Zur Anschauung hier ein Beispiel
in zwei Dimensionen: Ein Poly-
top P das durch vier Ungleichun-
gen bestimmt ist (vier Kanten).
Das darin enthaltene Polytop der
ganzzahligen Punkte ist grau dar-
gestellt. Die gepunktete Strecke s
deutet die Kostenfunktion xj+2x,
an. Die Kosten aller Punkte auf
jeder Geraden parallel zu s sind
konstant. Die Ecke des ganzzahli-
gen Polytops die von s getroffen
wird ist die optimale Ecke. Das
groflere Polytop P enthilt Punk-
te mit einem kleineren Zielfunkti-
onswert.

Was sind unsere Wahlméglichkeiten in einem solchen Fall? Wir konnten authoren und
uns mit der Kenntnis einer guten unteren Schranke begniigen. Wir kénnten auch ein
Enumerationsverfahren anwenden: Wenn der Schnittebenenalgorithmus unschliissig (also
ohne eine zulissige Losung fiir unser eigentliches Problem) endet, gibt es Kanten, die
weder mit 0 noch mit 1 belegt sind. Wir greifen eine solche Kante heraus, setzen ihren
Wert willkiirlich auf 1 (“die Tour muf} diesen Weg verwenden”) und versuchen das derart
eingeschrinkte - und deshalb einfachere - Problem zu l6sen. Dasselbe versuchen wir mit
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der Festlegung auf 0 statt 1 (“die Tour darf diesen Weg nicht verwenden”). Von den beiden
Losungen, die sich dabei ergeben, nehmen wir die bessere.

Natiirlich kann der Losungsversuch fiir diese Teilprobleme abermals unschliissig enden.
Wieder verzweigt der Losungsprozef} in zwei Alternativen (branching), und es entsteht ein
ganzer Baum von Losungsmdoglichkeiten. Das entsprechende Baumsuchverfahren ist unter
dem Namen Branch and Cut bekannt. Im wesentlichen nach diesem Schema wurde auch
das 13509 Stidte-Problem gelost.
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Anhang

Beweise von Lemma 3-7

Lemma 3. In einem zusammenhdngenden Graphen sind je zwei Knoten durch einen Pfad
verbunden.

Beweis. Seien x,y beliebige Knoten von G, da G zusammenhéngend ist gibt es einen Weg
W = (vp,v1,V2,...,Vx) der x und y verbindet, d.h. vg = x und vy = y. Wir miissen
zeigen, dafl es einen einfachen Weg (einen Pfad) gibt. Vorab eine Beobachtung: Wenn
W einen Knoten doppelt besucht, also vi = v; mit 0 < i < j < k, dann ist W' =

(Vo, -+, Vi, Vj41,...,Vk) ein Weg von x nach y. Die Linge von W' ist kleiner als die von
W, daher kann ein kiirzester Weg von x nach y keinen Knoten doppelt besuchen und ist
also ein Pfad. O

Lemma 4. Jeder geschlossene Weg ungerader Linge enthdlt einen ungeraden Kreis.

Beweis. Sei W = (vg,v1,V2,...,Vk, Vo) ein geschlossener Weg ungerader Linge, d.h. k 4 1
ist ungerade. Wenn W kein Kreis ist, dann gibt es einen doppelt besuchten Knoten; vi = v;
mit 0 <1< j <k.Nunsind auch (vi,viy1,...,vj_1,vi) und (vo,V1,..., Vi, Vi41,..., VK, Vo)
geschlossene Wege. Die Liangen dieser Wege sind 1} =j —iund 1, =k + 1 —j +1i. Wegen
l1 + 1, = k4 1 muf} eine der beiden Langen ly, 1, ungerade sein. Man wiederholt diese
Uberlegung mit dem ungeraden Weg. So kommt man zu einer Folge W = Wy, W1, W5, ...
von geschlossenen Wegen ungerader Linge, so dafl Wi kiirzer als W; und in Wj enthalten
ist. Da die Linge von Wy endlich ist gibt es ein letztes Glied W, dieser Folge. Dies ist der
gesuchte einfache geschlossene Weg ungerader Linge. 0

Lemma 5. Sei G zusammenhdngend. Eine Kante e ist keine Briicke von G genau dann,
wenn e in einem Kreis von G vorkommdt.

Beweis. Sei e = (u,v) eine Kante und K = (u,v,vs,...,vx,u) ein Kreis der e enthilt.
Seien x und y beliebige Knoten, wir zeigen, dafl in G’ = (V, E\ e) ein Weg zwischen x und
y existiert. Sei W ein Weg in G der x und y verbindet. Ersetzt man das jedes Paar v, u in
W durch v, vy, ..., Vg, u und jedes Paar u,v durch u,vy...,v2,v so erhilt man einen Weg
von x nach y der e vermeidet. Dies ist ein x,y verbindender Weg in G'. Daraus schliessen
wir:

(&) Liegt e auf einem Kreis, dann ist G’ = (V, E\ e) zusammenhiingend, also ist e keine
Briicke.

(=) Ist e = (u,v) keine Briicke, dann ist G’ zusammenhiingend, also gibt es in G’ einen
Pfad (u,vq...,v) (Lemma 3). Damit ist (u,vq...,v,u) ein Kreis in G der e enthilt.

Lemma 6. Jeder Baum mit zumindest zwei Knoten besitzt zumindets zwei Knoten vom

Grad 1.

Beweis. Wir starten mit einer beliebigen Kante (vg,v1) des Baumes und ‘suchen ein Blatt
jenseits von vi’. Wenn d(vy) = 1 dann ist v das Blatt, andernfalls gibt es einen Nachbarn
vy # vg von vi. Wenn d(v,) = 1 dann ist v, das Blatt, andernfalls gibt es einen Nachbarn
v3 # v von vo. Wenn d(v3) = 1 dann ist v3 das Blatt, andernfalls.... Wir erhalten einen

20



Weg v1,v,.... Da Bidume kreisfrei sind, ist der Weg einfach. Da der Graph endlich ist, ist
auch jeder einfache Weg endlich. Fiir den letzte Knoten vy des Weges gilt d(vy) = 1. Einen
zweiten Knoten vom Grad eins findet man in der anderen Richtung als Schlulknoten eines
Weges vo,v_1,... 0

In Ubung 3 findet man eine zweite Beweisidee fiir dieses Lemma. Man benutzt dazu,
daf} ein Baum auf n Knoten genau n — 1 Kanten hat.

Lemma 7. Sei G zusammenhdngend. G ist ein Baum genau dann, wenn jede Kante von
G eine Briicke ist.

Beweis. G Wald <= G hat keinen Kreis &= jede Kante ist eine Briicke. Das erste
“ &7 war die Definition, das zweite ist Lemma 5.
Da Baume gerade die zusammenhingenden Wilder sind, folgt die Behauptung. 0

Erlduterung zum Titelbild

Der dargestellte Graph ist ein 4-regulirer Graph mit 20 Knoten. Das Bild beweist, dafl man
die Kanten des Graphen in zwei disjunkte Hamilton—-Kreise zerlegen kann. Eine weitere
Zerlegung der Kantenmenge in fiinf disjunkte Kreise, die sich paarweise je zwei mal kreuzen
ist moglich.

In einer kiirzlich fertiggestellten Arbeit konnten wir zeigen:

Satz. Sei G ein 4-requldrer Graph, der kreuzungsfrei in die Ebene gezeichnet ist, und
dessen Kantenmenge sich in Kreise zerlegen lafit, so daf8 gilt:

(1) Jeder Knoten ist Kreuzungspunkt zweier Kreise.
(2) Je zwei Kreise kreuzen sich genau zwei mal.

(3) Einer der Kreise hat von jedem Paar der tibrigen Kreise genau einen Kreuzungs-
punkt im Inneren.

Dann laft sich die Kantenmenge von G in zwei disjunkte Hamilton-Kreise zerlegen.
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