Farbungen von Graphen
Omega w und Chi y Il

Isabell Wiebking
TU Berlin

i.wiebking@campus.tu-berlin.de

19. Februar 2021

29



Die Inhalte

2/29



Die Inhalte

@ Einfilhrung und Notation

29



Die Inhalte

@ Einfilhrung und Notation

® Beispiele von A-freien Graphen mit hoher chromatischer Zahl
(w=2, x>k)
—> Zykov
—> Moycielski

N

29



Die Inhalte

@ Einfilhrung und Notation

® Beispiele von A-freien Graphen mit hoher chromatischer Zahl
(w=2, x>k)
—> Zykov
—> Moycielski

© Burling Graphen

— “intersection Graphen" von Liniensegmenten in der Ebene
— Frage: x-bounded ?

N

29



Die Inhalte

@ Einfilhrung und Notation

® Beispiele von A-freien Graphen mit hoher chromatischer Zahl
(w=2, x>k)
—> Zykov
—> Moycielski

© Burling Graphen

— “intersection Graphen" von Liniensegmenten in der Ebene
— Frage: x-bounded ?

O Die chromatische Zahl eines Teilgraphen H c G

— Frage: Falls x(G) > f(n), gibt es dann einen Teilgraphen H
mit x(H) =n und H ist A-frei ?

)
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Einflihrung und Notation

= Graph G =(V,E), auch V =V (G), E=E(G)
= Graph Gy = (Vi, Ey)
= Kante vw € F, auch (v,w) € E, mit Knoten v,w eV

= Chromatische Zahl x(G): minimale Anzahl Farben fir
zuldssige Knotenfarbung

= CliquengroBe w(G): maximaler vollstandiger Teilgraph in G
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Einflihrung und Notation

= Graph G =(V,E), auch V =V (G), E=E(G)

= Graph Gy = (Vi, Ey)

= Kante vw € F, auch (v,w) € E, mit Knoten v,w eV

= Chromatische Zahl x(G): minimale Anzahl Farben fir
zulassige Knotenfarbung

= CliquengroBe w(G): maximaler vollstandiger Teilgraph in G

= Klar: x(G) > w(G)

= y-bounded: Fiir eine Klasse von Graphen G ist x beschrankt
durch eine Funktion iber w,

d.h. x(G) < f(w(G)) YVGegG
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Zykovs Konstruktion
Beispiel mit w=2, x > k
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Zykovs Konstruktion
Beispiel mit w=2, x > k

= Induktive Konstruktion eines Graphen Gy,

= ZIEL: G, k € N ist nicht x-bounded, wollen G}, ist A-frei
(w(G) =2), aber x(Gg) > k
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Zykovs Konstruktion
Beispiel mit w=2, x > k

Induktive Konstruktion eines Graphen Gy,

ZIEL: Gy, k € N ist nicht x-bounded, wollen G}, ist A-frei
(w(G) =2), aber x(Gg) > k

= |.LA.: Gy ist 1-Knoten Graph = x(G1) =1 v

= |.S.: Gg41: Nehme disjunkte Vereinigung von G, ..., Gy,
fur jedes k-Tupel (v1,...,v;) mit v; € V;, fige neuen Knoten
hinzu mit Nachbarn vq,...,vs.
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I.S.: Gg41: 1. Disjunkte Vereinigung von G, ...,Gy.
2. Vk-Tupel (v1,...,v;), v; € V;, neuer Knoten mit Nachbarn v;.
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Zykovs Konstruktion
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I.S.: Giy1: 1. Disjunkte Vereinigung von Gy, ..., Gg.

2. Vk-Tupel (v1,...,v;), v; € V;, neuer Knoten mit Nachbarn v;.
5/29



Zykovs Konstruktion

“Q

“ Q-9

G3

I.S.: Giy1: 1. Disjunkte Vereinigung von Gy, ..., Gg.
2. Vk-Tupel (v1,...,v;), v; € V;, neuer Knoten mit Nachbarn v;.

5/29



Zykovs Konstruktion

“Q

Gy

“ 9 o9 3 j
m
I.S.: Giy1: 1. Disjunkte Vereinigung von Gy, ..., Gg.

2. Vk-Tupel (v1,...,v;), v; € V;, neuer Knoten mit Nachbarn v;.
5/29



Zykovs Konstruktion

“Q

Gy

“ Q-9

G3

I.S.: Giy1: 1. Disjunkte Vereinigung von Gy, ..., Gg.

2. Vk-Tupel (v1,...,v;), v; € V;, neuer Knoten mit Nachbarn v;.
5/29



Zykovs Konstruktion

“Q

Gy

“ Q-9

G3

I.S.: Giy1: 1. Disjunkte Vereinigung von Gy, ..., Gg.

2. Vk-Tupel (v1,...,v;), v; € V;, neuer Knoten mit Nachbarn v;.
5/29



Zykovs Konstruktion

“Q

Gy

5/29



Zykovs Konstruktion

“Q

“ Q-9

o

5/29



Zykovs Konstruktion
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I.S.: Giy1: 1. Disjunkte Vereinigung von Gy, ..., Gg.
2. Vk-Tupel (v1,...,v;), v; € V;, neuer Knoten mit Nachbarn v;.






Zykovs Konstruktion

“Q

= Gy ist A-frei — w(G) =2
= G ist k-farbbar und nicht (k — 1)-farbbar — x(Gg) = k
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Beispiel mit w=2, x > k
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Mycielskis Konstruktion
Beispiel mit w=2, x > k

= Induktive Konstruktion eines Graphen Gy

= ZIEL: G, k € N ist nicht x-bounded, wollen G}, ist A-frei
(w(G) =2), aber x(Gg) > k

29



Mycielskis Konstruktion
Beispiel mit w=2, x > k

Induktive Konstruktion eines Graphen Gy,
= ZIEL: G, k € N ist nicht x-bounded, wollen G}, ist A-frei
(w(G) =2), aber x(Gg) > k

= |.LA.: Gy ist vollstandiger 2-Knoten Graph = x(G3) =2 v
= |.S.: Gj hat Knotenmenge V. = {1,...,n}, |Vi| = n.
Gri1: Knoten Vi = {a1,...,an,b1,..., by, ¢}, [Vis1] = 2n+1,
Kanten:
Fiur 1 <i<j<n: Falls ij € Eg, dann

a;a;j,

a;bj, € B

ba;

Firi=1,...,n: bic € Epq.
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Induktive Konstruktion von Gg1
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Mycielskis Konstruktion

“ —@

(w) Kanten @z}, 0,1y, € Epy1 mit 2,y € {a,b}, d.h. ij,ipe Ey

= jp ¢ Ey, weil Gy ist A-frei
= 1Yy ¢ Epe1 = Gpyr ist A-frei —

W(Gk+1) =2
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(w) Kanten @z}, 0,1y, € Epy1 mit 2,y € {a,b}, d.h. ij,ipe Ey

= jp ¢ Ey, weil Gy ist A-frei
= 1Yy ¢ Epe1 = Gpyr ist A-frei —
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Mycielskis Konstruktion
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(w) Kanten @z}, 0,1y, € Epy1 mit 2,y € {a,b}, d.h. ij,ipe Ey
= jp ¢ Ey, weil Gy ist A-frei
= T;Yp ¢ Eri1 = Gy ist A-frei — w(Gk+1) =2

(x) IDEE: Kante ij in G}, induziert a;a;, a;b;, bja; in Gy
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(w) Kanten @z}, 0,1y, € Epy1 mit 2,y € {a,b}, d.h. ij,ipe Ey
= jp ¢ Ey, weil Gy ist A-frei
= T;jlYp ¢ Eri1 = Gy ist A-frei — w(Gk+1) =2

(x) IDEE: Kante ij in G}, induziert a;a;, a;b;, bja; in Gy
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Mycielskis Konstruktion

- 9—@

(w) Kanten @z}, 0,1y, € Epy1 mit 2,y € {a,b}, d.h. ij,ipe Ey
= jp ¢ Ey, weil Gy ist A-frei
= 1Yp ¢ Exy1 = Gpyp ist A-frei — W(Gre1) =2

(x) IDEE: Kante ij in G}, induziert a;a;, a;b;, bja; in Gy
= ij, jp € By = ip ¢ By (weil A-frei) = a;by, ajap,bia, ¢ Eg
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Mycielskis Konstruktion
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(w) Kanten @z}, 0,1y, € Epy1 mit 2,y € {a,b}, d.h. ij,ipe Ey
= jp ¢ Ey, weil Gy ist A-frei
= 1Yp ¢ Exy1 = Gpyp ist A-frei — W(Gre1) =2

(x) IDEE: Kante ij in G}, induziert a;a;, a;b;, bja; in Gy
* ij, jp € By = ip ¢ Ej, (weil A-frei) = aiby, aiap, biay ¢ B
= Gis1 (k+1)- und nicht k-farbbar — | x(Ggi1) =k +1




Burling Graphen

Was brauchen wir?

= Liniensegmente S in der Ebene
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Burling Graphen

Was brauchen wir?

= Liniensegmente S in der Ebene

— In Zusammenhang mit intersection Graphen
—> Achsausgerichtete Rechtecke

— Proben P von Liniensegmenten im Rechteck
— Waurzeln (roots) von Proben

— Farbung
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Liniensegmente in der Ebene
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Liniensegmente in der Ebene
Yy R =[a,c] x[b,d]

d
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Liniensegmente in der Ebene
Yy R =[a,c] x [b,d]

d

dl
AN

= Probe: P =[d,c]x [V/,d] fir (S, R), falls:
@®a<a <cund bV <d <d
® Kein Segment aus S schneidet den linken Rand von P
© Kein Segment aus S hat seinen Endpunkt im Inneren oder auf
dem Rand von P
@ Segmente aus S, die P schneiden, sind paarweise disjunkt
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Liniensegmente in der Ebene
Yy R =[a,c] x [b,d]

d
\[L
/
]| C
\
b x
a .,/ C

= Probe: P =[d’,c] x[V',d] fir (S, R), falls:
@®a<a <cund bV <d <d
® Kein Segment aus S schneidet den linken Rand von P
© Kein Segment aus S hat seinen Endpunkt im Inneren oder auf
dem Rand von P
@ Segmente aus S, die P schneiden, sind paarweise disjunkt
= root: Rechteck [a’,c'] x [b',d'] mit max. ¢/, das disjunkt ist
zu allen Segmenten, die P schneiden
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Burling Graphen

Die Fragestellung

Frage (Erdds, 1970er)

Sind intersection Graphen von Liniensegmenten in der Ebene
x-bounded ?

12/29



Burling Graphen

Die Fragestellung

Frage (Erdds, 1970er)

Sind intersection Graphen von Liniensegmenten in der Ebene
x-bounded ?

— Antwort: Nein !

= Wir wollen zeigen:

Theorem

Fiir alle k > 1, gibt es eine Familie S von Liniensegmenten in der
Ebene, von denen sich keine 3 paarweise schneiden (w(S) =2) und
mit x(S) > k.
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Theorem

Fiir alle k > 1, gibt es eine Familie S von Liniensegmenten in der
Ebene, von denen sich keine 3 paarweise schneiden (w(S) =2) und
mit x(S) > k.

= Sequenzen (s;)ien und (p;)ien induktiv definiert: s =py =1,
siv1 = (pi+1)si +p7,  pis1 =2-p;

= R: Rechteck in der Ebene

= Si: A-freie Familie von s Liniensegmenten im Inneren von R

= Px: Familie von pj, paarweise disjunkten Proben fiir (Si, R)

= ¢: zuldssige Farbung von Sj
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Burling Graphen

Die Antwort

Theorem

Fiir alle k > 1, gibt es eine Familie S von Liniensegmenten in der
Ebene, von denen sich keine 3 paarweise schneiden (w(S) =2) und
mit x(S) > k.

= Sequenzen (s;)ien und (p;)ien induktiv definiert: s =py =1,
i1 = (pi+1)s;i+p3,  pis1=2-p7

= R: Rechteck in der Ebene

= Si: A-freie Familie von s Liniensegmenten im Inneren von R

= Px: Familie von pj, paarweise disjunkten Proben fiir (Si, R)

= ¢: zuldssige Farbung von Sj

Lemma

Fiir alle k > 1 gibt es Sy, Py wie beschrieben, so dass gilt:
Fiir alle ¢ existiert eine Probe P € Py, in der ¢ mindestens k
Farben benutzt fiir die Segmente in Sy, die P schneiden.
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Burling Graphen

Lemma

Fiir alle k > 1 gibt es Sy, Py wie beschrieben, so dass gilt:
Fiir alle ¢ existiert eine Probe P € Py, in der ¢ mindestens k
Farben benutzt fiir die Segmente in Sy, die P schneiden.

Beweis.
Induktion tber k.

LA k=1: 81 = {Sl}, 731 = {Pl} v

Y

R

P

Sy

14 /29



Burling Graphen
LV.: Vk>1 3 Sy, A-frei, Py paarw. disjunkt (|Sk| = sk, |Pk| = pr),
so dass: V¢ zulassige Farbung 3P € Py, mit x4(Sk(P)) > k.
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Burling Graphen
LV.: Vk>1 3 Sy, A-frei, Py paarw. disjunkt (|Sk| = sk, |Pk| = pr),
so dass: V¢ zulassige Farbung 3P € Py, mit x4(Sk(P)) > k.

I.S. (k — k+1): Wir konstruieren Siy1 und Pp,1.

R

)
=tz W

= ske1 = Sk (Dk o sk) + (k- Pr) = (P + 1)k + D} .

i




Burling Graphen
LV.: Vk>1 3 Sy, A-frei, Py paarw. disjunkt (|Sk| = sk, |Pk| = pr),
so dass: V¢ zulassige Farbung 3P € Py, mit x4(Sk(P)) > k.

I.S. (k — k+1): Wir konstruieren Siy1 und Pp,1.

R

ez

PePy %
X%\e eSp(P) >
==\

= ska1 =5k + Pk sk) + (ko) = (P + 1) 3 + 9} e




Burling Graphen

PePy

€ € Si(P) 3
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Burling Graphen
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Burling Graphen

PePy

€ € Si(P) 3

[ Ty

i / e Si(P) 5

Lg

= Ug und Lg erfilllen Probenbedingungen, da S;.(P)u{Dg}
und Sp(P)u sind beide unabhingig

" Pre1=2DgPE=2-D;
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Burling Graphen

-

7 e Si(P) 9

/ : ““LQ

= Ug und L erfiillen Probenbedingungen, da S, (P)u{Dg}
und Sp(P)u sind beide unabhingig

" Dks1=2-Dk Dk =2D:
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Burling Graphen

I.V.:Vk>13 S A-frei, Py paarw. disjunkt (|Sk| = sk, |Pk| = pr),
so dass: V¢ zuldssige Farbung 3P € Py, mit x4(Sk(P)) > k.
Was wir nach Induktionsschritt haben:

* Sequenzen sj.1 = (pi+1)sk +Dp,  Prs1 =2 Dt

= R: Rechteck in der Ebene

= Spi1: A-freie Familie von sp,q Liniensegmenten in R v/

= Pi,1: Familie von py,q paarw. disjunkten Proben v

17/29



Burling Graphen

I.V.:Vk>13 S A-frei, Py paarw. disjunkt (|Sk| = sk, |Pk| = pr),
so dass: V¢ zuldssige Farbung 3P € Py, mit x4(Sk(P)) > k.
Was wir nach Induktionsschritt haben:
* Sequenzen sj.1 = (pi+1)sk +Dp,  Prs1 =2 Dt
= R: Rechteck in der Ebene
= Spi1: A-freie Familie von sp,q Liniensegmenten in R v/
= Pi,1: Familie von py,q paarw. disjunkten Proben v
Sei nun ¢y,1 zuldssige Farbung von Si.1:

= Wollen zeigen: 3P € Py,q, fir die ¢ry1 mindestens k + 1
Farben benutzt fir die Segmente in Si.1, die P schneiden.

= Sei ¢y die Einschrankung von ¢p,1 auf Sg.
= Nach LV. 3P € Py, s.d. ¢ benutzt min. k Farben in Si(P)

= Betrachte Kopie Sp im Inneren der root von P

17/29



Burling Graphen
R
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Burling Graphen

= JP € Py, s.d. ¢ benutzt min. k Farben in S.(P)
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Burling Graphen

7 ﬁ e S(P) >

/ : Lq

= JP € Py, s.d. ¢ benutzt min. k Farben in S.(P)
" , s.d. ¢r41 benutzt min. k Farben in
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Burling Graphen

7 ﬁ e S(P) >

/ : Lq

= JP € Py, s.d. ¢ benutzt min. k Farben in S.(P)
" , s.d. ¢r41 benutzt min. k Farben in
= k+1 Farben in Lg oder Ug,. a 18 /29



Burling Graphen
Die Resultate
= Sequenzen s;1 = (p;i +1)s; +p?,  pis1 = 2p?
= R: Rechteck in der Ebene
= Si: A-freie Familie von s Liniensegmenten im Inneren von R
= Py: Familie von pj paarweise disjunkten Proben fiir (Sg, R)

= ¢: zuldssige Farbung von Sy

Lemma

Fiir alle k > 1 gibt es Sy, Py, wie beschrieben, so dass gilt:
Fiir alle ¢ existiert eine Probe P € Py, in der ¢ mindestens k
Farben benutzt fiir die Segmente in Sy, die P schneiden.

Theorem

Fiir alle k > 1, gibt es eine Familie S von Liniensegmenten in der
Ebene, von denen sich keine 3 paarweise schneiden (w(S) =2) und
mit x(S) > k.
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Burling Graphen
Die Resultate
,Lemma = Theorem":

R

= Segmente: S,
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Burling Graphen
Die Resultate
,Lemma = Theorem":

R

===
R

L

= Segmente: S, U {D); : Diagonale in Probe P; € P}, Vi} =S,
= A-frei: Segmente, die eine Probe schneiden sind disjunkt
= x> k: ¢ benutzt > k Farben fiir Segmente, die bestimmte
Probe P schneiden = Diagonale braucht neue Farbe
= x > k+1>k. = nicht y-bounded!
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Burling Graphen

Weitere Resultate

= Asplund, Griilnbaum (1960) Achsausgerichtete Rechtecke in
der Ebene (R?) sind x-bounded.

= Burling (1965) A-freie achsausgerichtete Boxen in R sind
nicht y-bounded.

= Pawlik et al (2014) Liniensegmente in der Ebene (R?) sind
nicht y-bounded.

Bemerkung

Konstruktion von Liniensegmenten :S’; =S, uD; mit X(:ST;;) >k und
A-freie Boxen in R® (nach Burlings Konstruktion) mit x > k haben
den gleichen intersection Graphen!

= Davies (2020+) Es gibt Liniensegmente/ Boxen in R?, dessen
intersection Graph hohen Kreisumfang (girth) und x > k hat.

21/29



Die chromatische Zahl eines Teilgraphen H c G

Die Fragestellung
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Die chromatische Zahl eines Teilgraphen H c GG

Die Fragestellung
Frage (Erdds, 1970er)

Stimmt es, dass es zu jedem n > 0 einen Wert f(n) gibt, s.d.:

Falls x(G) > f(n), dann 3H c G: w(H) =2 und x(H) =n| ?
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Die chromatische Zahl eines Teilgraphen H c G

Die Fragestellung

Frage (Erdés, 1970er)

Stimmt es, dass es zu jedem n > 0 einen Wert f(n) gibt, s.d.:

Falls x(G) > f(n), dann 3H c G: w(H) =2 und x(H) =n| ?

— Antwort: Ja !
= Wir wollen zeigen:

Theorem

Graph G = (V, E). Fiir alle m,n € N gibt es g(m,n), so dass gilt:
Falls x(G) > g(m,n), dann gilt entweder

@ G enthilt einen vollstindigen Teilgraphen K., c G, oder
® JH cG mitw(H) =2 und x(H) 2n.

22/29



Die chromatische Zahl eines Teilgraphen H c G

Die Fragestellung

Frage (Erdés, 1970er)

Stimmt es, dass es zu jedem n > 0 einen Wert f(n) gibt, s.d.:

Falls x(G) > f(n), dann 3H c G: w(H) =2 und x(H) =n| ?

— Antwort: Ja !
= Wir wollen zeigen:

Theorem

Graph G = (V, E). Fiir alle m,n € N gibt es g(m,n), so dass gilt:
Falls x(G) > g(m,n), dann gilt entweder

@ G enthilt einen vollstindigen Teilgraphen K., c G, oder

® JH cG mitw(H) =2 und x(H) 2n.

= Tutte: Es gibt einen A-freien Graphen H mit x(H) =n.
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Die chromatische Zahl eines Teilgraphen H c G
Der Beweis - Was brauchen wir?
= Sei G=(V,E) und V = V(G) linear geordnet durch , <"
= Links-Nachbarschafts-Graph von v € V: Teilgraph L(v,G) mit
V(L(v,G))={weV:w<v,(w,v) e E(G)}
E(L(0.G)) = {(w,w) € B uyw e V(L(v,G))}
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Die chromatische Zahl eines Teilgraphen H c GG
Der Beweis - Was brauchen wir?

Proposition (Zykov)

Sei G = (V,E) Graph mit x(G) >(p-1)(¢-1) + 1.

Sei £/ = E U By Partition von E. Dann ist

entweder X((V, El)) >p oder x((V, EQ)) >q.
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Die chromatische Zahl eines Teilgraphen H c G

Der Beweis - Was brauchen wir?
Proposition (Zykov)

Sei G = (V,E) Graph mit x(G) > (p-1)(¢—-1) +1.
Sei E = Ey U Ey Partition von E. Dann ist

entweder X((V, El)) >p oder X((V, E2)) >q.

Beweis.

Angenommen x((V,E1)) =p-1 und X((V,Eg)):q—l.
Dann kénnten wir G mit (p—1)(g—1) Farben farben, d.h.
X(G) < (p-1)(g-1). ¢ O

Er
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Die chromatische Zahl eines Teilgraphen H c G

Der Beweis - Was brauchen wir?
Proposition (Zykov)

Sei G = (V,E) Graph mit x(G) > (p-1)(¢—-1) +1.
Sei E = Ey U Ey Partition von E. Dann ist

entweder X((V, El)) >p oder X((V, EQ)) >q.

Beweis.

Angenommen X((V,El)):p—l und X((V,Eg)):q—l.
Dann kénnten wir G mit (p—1)(g—1) Farben farben, d.h.
X(G)<(p-1)(g-1). ¢ O

Qr/l @ -
3\3 @/Q

9
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Die chromatische Zahl eines Teilgraphen H c G

Der Beweis

Graph G = (V, E). Fiir alle m,n € N gibt es g(m,n), so dass gilt:
Falls x(G) > g(m,n), dann gilt entweder

@ G enthalt einen vollstindigen Teilgraphen K,, c G, oder
® JH cG mitw(H) =2 und x(H) >n.
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Die chromatische Zahl eines Teilgraphen H c G

Der Beweis

Graph G = (V, E). Fiir alle m,n € N gibt es g(m,n), so dass gilt:
Falls x(G) > g(m,n), dann gilt entweder

@ G enthilt einen vollstindigen Teilgraphen K,, c G, oder
® 3H cG mitw(H)=2und x(H) 2n.

Beweis.

Induktion iber m.
[LA. m =2: Wahle g(2,n) =2 fir alle n. x(G)>2und Ko c G Vv

I.V.: 3g(m -1,n), so dass jeder Graph mit x(G) > g(m -1,n)
enthilt K,,,_1 oder A-freien Teilgraphen H c G mit x(H) > n.

I.S. ((m —1) - m): Betrachte einen Graphen Gy mit K, ¢ Gy und

X(Go) = (n=1)?" 1 1 = g(m, n)
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Die chromatische Zahl eines Teilgraphen H c GG

Der Beweis

I.V.: 3g(m -1,n), so dass jeder Graph mit x(G) > g(m -1,n)
enthalt K, oder A-freien Teilgraphen H c G mit x(H) > n.

I.S. ((m—-1) - m): Betrachte einen Graphen Gy mit K,, ¢ Go und

X(Go) = (n= 1)1 1 = g(m, n)
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Die chromatische Zahl eines Teilgraphen H c GG

Der Beweis

I.V.: 3g(m -1,n), so dass jeder Graph mit x(G) > g(m -1,n)
enthalt K, oder A-freien Teilgraphen H c G mit x(H) > n.

I.S. ((m—-1) - m): Betrachte einen Graphen Gy mit K,, ¢ Go und

X(Go) = (n= 1)1 1 = g(m, n)

= ZIEL: H c Gy mit x(H) 2n
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Die chromatische Zahl eines Teilgraphen H c GG

Der Beweis
I.V.: 3g(m -1,n), so dass jeder Graph mit x(G) > g(m -1,n)
enthalt K, oder A-freien Teilgraphen H c G mit x(H) > n.
I.S. ((m—-1) - m): Betrachte einen Graphen Gy mit K,, ¢ Go und

X(Go) = (n= 1)1 1 = g(m, n)

= ZIEL: H c Gy mit x(H) >n
= Sei <" lineare Ordnung auf V(Gy)

= Betrachte Links-Nachbarschafts-Graphen L(v, Gp):
Aus K,, ¢ Gy folgt K1 ¢ L(U, G[)) Vv e V(Go)
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Die chromatische Zahl eines Teilgraphen H c GG

Der Beweis

I.V.: 3g(m -1,n), so dass jeder Graph mit x(G) > g(m -1,n)
enthalt K, oder A-freien Teilgraphen H c G mit x(H) > n.

I.S. ((m—-1) - m): Betrachte einen Graphen Gy mit K,, ¢ Go und

X(Go) = (n= 1)1 1 = g(m, n)

= ZIEL: H c Gy mit x(H) >n
= Sei <" lineare Ordnung auf V(Gy)

= Betrachte Links-Nachbarschafts-Graphen L(v, Gp):
Aus K,, ¢ Gy folgt K1 ¢ L(U, G[)) Vv e V(Go)
(I) Falls x(L(v,Gp)) > g(m - 1,n) fiir ein v e V(Gy), folgt mit
V.: 3H c L(v,Gg) c Gg mit w(H) =2 und x(H) >n v
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Die chromatische Zahl eines Teilgraphen H c GG

Der Beweis

I.V.: 3g(m -1,n), so dass jeder Graph mit x(G) > g(m -1,n)
enthalt K, oder A-freien Teilgraphen H c G mit x(H) > n.

I.S. ((m—-1) - m): Betrachte einen Graphen Gy mit K,, ¢ Go und

X(Go) = (n= 1)1 1 = g(m, n)

= ZIEL: H c Gy mit x(H) >n
= Sei <" lineare Ordnung auf V(Gy)
= Betrachte Links-Nachbarschafts-Graphen L(v, Gp):
Aus K,, ¢ Gy folgt K1 ¢ L(U, G[)) Vv e V(Go)
(I) Falls x(L(v,Gp)) > g(m - 1,n) fiir ein v e V(Gy), folgt mit
V.: 3H c L(v,Gg) c G mit w(H) =2 und x(H) >n v
(11) Sei k=x(L(v,Go)) < g(m-1,n) Vv e Gy.
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Die chromatische Zahl eines Teilgraphen H c GG
Der Beweis

X(Go) = (n=1)" 1 11 = g(m, ) (1)

(1) Sei k=x(L(v,Gyp)) < g(m—1,n) YveV(Gp).
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Die chromatische Zahl eines Teilgraphen H c GG

Der Beweis

X(Go) = (n=1)" 1 11 = g(m, ) (1)

(1) Sei k=x(L(v,Gyp)) < g(m—1,n) YveV(Gp).
» Sei U, BY Farbung von L(v,Gy). Definiere:
E(Go) = E1 @] E2 U---u Eg(m—l,n)—lv
E;={(u,v):ueB,ve V(Gy)}

L(1,Gy) =2

L(2,Go) = ({1}, 2)

L(3,Go) = ({1,2},{(1,2)})

L(4,Go) = ({1,2,3},{(1,2),(2,3),(1,3)})
L(5,Go) = ({3,4},{(3,4)})
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Die chromatische Zahl eines Teilgraphen H c GG

Der Beweis

X(Go) = (n=1)" 1 11 = g(m, ) (1)
(1) Sei k=x(L(v,Gyp)) < g(m—1,n) YveV(Gp).
» Sei U, BY Farbung von L(v,Gy). Definiere:
E(Go) =FiuFEyu---U Eg(m—l,n)—la

E; ={(u,v):ueB!,veV(Goy)}
L(l,GQ) =g B B3 By
L(2,Go) = ({1},2)
L(3,Go) = ({1,2},{(1,2)})

L(4,Go) = ({1,2,3},{(1,2),(2,3).(1,3)})
L(57GO) = ({374}7 {(374)})
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Die chromatische Zahl eines Teilgraphen H c GG

Der Beweis

X(Go) = (n=1)" 1 11 = g(m, ) (1)

(1) Sei k=x(L(v,Gyp)) < g(m—1,n) YveV(Gp).
» Sei U, BY Farbung von L(v,Gy). Definiere:
E(Go) = E1 @] E2 U---u Eg(m—l,n)—lv
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L(2,Go) = ({1},2)

L(3,Go) = ({1,2},{(1,2)})

L(4,Go) = ({1,2,3},{(1,2),(2,3).(1,3)})
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Die chromatische Zahl eines Teilgraphen H c GG

Der Beweis
X(Go) = (n=1)?" b 1 = g(m, n) (1)
(1) Sei k=x(L(v,Gyp)) < g(m—1,n) YveV(Gp).
» Sei U, BY Farbung von L(v,Gy). Definiere:
E(Go) = E1 @] E2 U---u Eg(m—l,n)—lv
E;={(u,v):ueB,ve V(Gy)}
L(l,GQ) =g B4 B3 By
L(2,Go) = ({1},9)
L(3,Go) = ({1,2},{(1,2)})
L(4’ GU) = ({ 7273}7 {(172)a (273)7 (173)})
L(5,Go) = ({3, }.{(3,4)})
s (G Y -1 (1) - (n-1)+1

(9(m-1,n)-2) -mal

Zykov
227 34 x((V,E;)) 2nund (V,E;) c Gg ist A-frei. O
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Die chromatische Zahl eines Teilgraphen H c G

Das Resultat

Graph G = (V, E). Fiir alle m,n € N gibt es g(m,n), so dass gilt:
Falls x(G) > g(m,n), dann gilt entweder

@ G enthalt einen vollstiandigen Teilgraphen K., c G, oder
® 3H cG mitw(H) =2 und x(H) > n.

= Tutte: Es gibt einen A-freien Graphen H mit x(H) =n.

Antwort (auf Erdés)
Es stimmt, dass es zu jedem n > 0 einen Wert f(n) gibt, so dass
gilt:

Falls x(G) > f(n), dann 3H c G: w(H) =2 und x(H) =n
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