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Die Klausur ist mit 18 Punkten bestanden. Die Bearbeitungszeit betragt 90 Minuten.
Schreiben Sie nicht mit Bleistift.

Aufgabe 1 2 3 4 5 6 7 Summe
Punkte
Korrektor

Aufgabe 1 (6 Punkte)

(a) Sei R? mit der euklidischen Metrik versehen. Geben Sie eine Menge in R? an, die genau
zwei Randpunkte besitzt.

(b) Sei I eine nichtleere Teilmenge von R und 2y € I. Man betrachte den Vektorraum
aller Abbildungen f : I — R (punktweise Operationen) und darauf die Abbildung

LFIF== 1f(zo)| € R.

Unter welchen Bedingungen an [ ist das eine Norm?

(c) Man finde alle komplexen Zahlen z mit 27 = 5.



Aufgabe 2 Sei f: R — C definiert mit f(z) = exp(iz). (6 Punkte)

(a) Bestimmen Sie die Ableitung von f.

(b) Zeigen Sie, dass fiir f die Aussage des Mittelwertsatzes auf [0, 27| nicht gilt.

Aufgabe 3 Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten der uneigentlichen Integrale:

(5 Punkte)
o] 2
(@) Jy wimde,
Aufgabe 4 Berechnen Sie folgende Integrale: (5 Punkte)

(a) fol 3exp(z)y/exp(x) + ldz,

(b) [In(1+ 2?)dz.

Aufgabe 5 Seien |||, und [|-||, zwei d&quivalente Normen auf einem Vektorraum E. Zeigen
Sie: (4 Punkte)

(a) (x,) ist eine Cauchyfolge beziiglich |||, <= (z,,) ist eine Cauchyfolge beztiglich ||-||,,

(b) E ist vollstdndig beziiglich ||-||, <= E ist vollstandig beztiglich ||-||,.

Aufgabe 6 Bestimmen Sie den Konvergenzradius von » .~ ﬁx%“ mittels der Defini-
tion. (3 Punkte)

Aufgabe 7 Es sei R? mit der />-Norm versechen und f : R? — R? gegeben durch
f(z,y) := (z(1—y),zy). Die Abbildung f ist stetig differenzierbar (dies muss nicht gezeigt
werden.) (7 Punkte)

(a) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen mittels der Definition und die Jacobi-Matrix
von f.

(b) Zeigen Sie: die Abbildung f bildet den Streifen S = (0,00) x (0,1) diffeomorph auf
den ersten Quadranten @ = (0,00) x (0, 00) ab.
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Aufgabe 1

(a) Menge, die aus 2 Punkten besteht, z.B. {(1,0), (0,0)}. (1P)

(b) Es gilt: ||f]] = 0 <= f(x¢) = 0. Damit die Abbildung eine Norm ist, muss gelten
f(z) = 0 fiir alle x € I. Angenommen, es existiert ein x; € I mit zy # x;. Dann
betrachten wir die Funktion f(z;) = j mit j € {0,1}. Es gilt dann ||f|| = 0 aber
f # 0. Dies ist ein Widerspruch. Deshalb I = {z,}. (2 P)
Fir f,g: 1 — R gilt: (1P)

f=0 =17l =0
IAFI = IAf (o)l = [AT1f (zo)| = AL
1+ gl = 1(f + g)(@o)| < | (o)l + lg(wo)| = 1 + llgll -

(c) Sei w := exp(1°§5) = V5 und w = exp(%). Dann gilt w* = eXp(Q’T?ik), wobei k =

0,1,...,6 (Notation: s. VL). (1P)
Insgesamt sind die Lésungen von 27 = 5 also z, = ww® = v/5exp(2ZE), wobei k =
0,1,...,6. (1P)
Aufgabe 2
(a) Es gilt (2 P)
RN SN COLANIE SV ACOIAY
fm_( k!)_z( k!
k=0 k=0
% k-1 k-1 SRy
N T ek T e )t
—sz s zm—zz o = i expir.
k=1 k=1 k=0

(Andere Losungen sind auch moglich.)



(b) Nach der Aussage des Mittelwertsatzes miiite es ein « € (0,27) geben mit

f@2m)—f(0) _ 4
oo = (@)
Wegen |f'(z)| = 1 fiir alle x € R und f(0) = 1 = exp(27i) = f(27) kann es jedoch
kein solches = geben. (4 P)
Aufgabe 3
(a) Da f : [0,1] — R mit f(z) = #;H eine stetige Funktion auf einem kompakten
: L 1 42
Intervall ist, existiert [ ——dx. (1P)
Es gilt (1P)
v A > 1
= —, x>1
e+l r4+i45 732 T
Da [ 3-dx = oo, existiert auch [ = +1da: nicht. (1P)
(b) Es gilt (1P)
0< =g
\/EW =7E W
Wegen [;° 2~ 1°dz = /2 existiert f;o mdw. (1P)
Aufgabe 4
(a) Es gilt mit der Substitutionsregel (s(z) = exp(z) + 1) (2 P)
1 1 s(1)
/3exp(:1:)\/exp(x) +1dx = | 3s'(x)y/s(x)dx =3 / Vrdr
0 0 s(0)
9 exp(1)+1
=3 [gx“’)} = 2(exp(1) + 1) — 2*°.
2
(b) Mit partieller Integration erhalten wir (1P)
/11n(1+x2)da:—xln(1+x2) —/x 2 dx
B L+a2
Es gilt lfmg = }igﬁ — Hlmg und | H%dx = arctan . (2 P)
Damit

/ 1In(1+ 2*)dr = xIn(1 + 2°) — 22 + 2arctan z.



Aufgabe 5

(a) Noch Voraussetzung existiert A > 1 mit ||z||, < X ||z, fir alle z € E. (1P)
Sei (x,,) eine Cauchyfolge beziiglich ||-||,. Sei ¢ > 0. Dann existiert no € N mit (1 P.)
|z — zmll, < % Vn,m > ny.

Somit gilt

|z — Tmlly < A|l@n —2mll; <& Vn,m > ny,
d.h. (x,) ist eine Cauchyfolge beziiglich ||-||,.
Die Riickrichtung funktioniert analog.

(b) Sei E vollstdndig beziiglich ||-||,. Sei (x,) eine Cauchyfolge beziiglich ||-||,. Nach (a) ist
(x,,) eine Cauchyfolge beziiglich ||-||,. Sei x der Grenzwert dieser Cauchyfolge beziiglich
||I-||;- Dann gilt (A wie in (a))

[en = 2lly < Az, — 2l — 0.
Somit ist « der Grenzwert von (z,,) beziiglich ||-||,.
Die Riickrichtung funktioniert analog. (2 P)

Aufgabe 6 Die Reihe Y77 | 57z 2°" ! ist eine Potenzreihe der Form 2% a2/ mit (1 P.)

1
Aol = O, A9k4+1 = W (l{? & N)

Wegen 525 Ink — 0 fiir n — oo (mit 'Hospital) gilt (1P)
lim k751 (li Ink) =1
2k+1 — =
im exp(lim go—— In .
Wegen 31— V/3 fiir n — oo gilt (1P)

v 1 1
limsup {/|a;| = limsup *R/|ags1]| = lim ZH\II kL2 e

Damit ist R = /3.

Aufgabe 7

(a) Es gilt (2 P)
04 (z.y) = lim flz+t, yi —flzy) _ iy (t(1 —ty),ty) —(1—y.y).
0. f(z.y) = lim flzy+ ti — fla,y) _ - (—tﬂ;,tw) ~ (a.2),



(b) Fir (x,y) € (0,00) x (0,1) gilt: z(1 —y) € (0,00) und zy € (0,00), d.h.
F((0,00) x (0,1)) € (0,00) x (0,00). (1P)
[ ist surjektiv: Seien z,y € (0,00). Dann gilt f(z +y, =) = (z,y). (1P)
f ist injektiv: Seien (z,v),(Z,7) € (0,00) x (0,1) mit f(x,y) = f(&,7). Dann
(1 —y) = (1 —y) und zy = &y. Durch Addition der beiden Gleichungen erhélt
man r = Z. Damit y = g. (1P)
Die Umkehrabbildung f~! ist (s. Surjektivitat)

).

z,y) — (r+y,
(2,y) = (v +y, — )
Diese Abbildung ist stetig: Sei (z,,y,) — (z,y) in (0,00) x (0,1) € R?. Dann
konvergieren die Komponenten, d.h. z, — = und y,, — y. Wegen

Yn Y

—

Tp + Yn Tty

Tp +Yn — T+ Y,

sind die Komponentenfunktionen f~1, und f~!, stetig. Somit ist f~! stetig. (1 P.)
D, f ist invertierbar fiir jedes p € (0,00) x (0,1): Wegen

_ L=y —x\ _
detJf—det( y m)—x#o

ist Jf invertierbar und daher ist D, f invertierbar fiir jedes p € (0,00) x (0,1). (1 P.)
Somit ist f ein Diffeomorphismus (nach Lemma E8.13 aus der Vorlesung).



