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K. Fackeldey

1 Erste Gedanken

Die Mathematik ist die Konigin aller Wissenschaften. Ihr Liebling
ist die Wahrheit, ihre Kleidung - Einfachheit und Klarheit.
Ihr Palast ist von Dornengehdlz umwachsen, wer zu ithm gelangen
will, muf$ sich durch dieses Dickicht kimpfen. Fin zufdlliger
Reisender wird im Palast nichts Anziehendes finden. Seine
Schonheit ffnet sich nur dem Verstand, der die Wahrheit
liebt, der beim Uberwinden von Schwierigkeiten hart wurde
und der Zeuge ist fr die erstaunliche Neigung des Menschen
zu verworrenen, aber unerschopflichen und erhabenen geistigen
Gendtissen.

J. B. Snidadecki

1.1 Das Problem

Im Jahre 1742 schrieb der preussische Mathematiker CHRISTIAN GOLDBACH
(1690 — 1764) in einem Brief an EULER:

»Es scheinet wenigstens, dass eine jede Zahl grifier als zwei, ein
aggretum trium numerorum primorum' sey.“

EULER replizierte, dass sich nach seiner Kenntnis jede natiirliche, gerade
Zahl n > 6 als Summe von zwei ungeraden Primzahlen darstellen lasse.

In der Literatur findet man fiir die Goldbachsche Vermutung vorwiegend
folgende Form:

(G) n = p1 + po ist losbar mit ungeraden py, po € P fiir jedes gerade
natiirliche n > 6.

(U) N = p1 + po + p3 ist 16sbar mit ungeraden p1, po, p3 € P fiir jedes
ungerade natiirliche N > 9 .

mit P:= {p € N : p ist Primzahl}. Die Vermutung (G) wird auch als starke
oder strenge Goldbachsche Vermutung bezeichnet, da aus ihr (U) folgt:

wenn N — 3 =p; + po fiir ungerades N € N gilt, dann auch

N =p+p2+3.

Es sei noch erwéhnt, dass bereits DESCARTES (1596 - 1650) bemerkt hatte,
dass jede Zahl die Summe von nicht mehr als drei Primzahlen ist. Sein
Manuskript wurde jedoch erst 1908 verdffentlicht. Diese Tatsache beeintréchtigt

1 aggretum trium numerorum primorum®= ,,die Summe von drei Primzahlen*
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nicht die Prioritédt GOLDBACHS, denn er hat als erster von seiner Entdeckung
Mitteilung gemacht.

Vereinbarung:

Wenn p und q nicht weiter beschrieben sind, handelt es sich um Primzahlen,
ebenso p;.

EULER hatte keinen Zweifel, dass die von Goldbach aufgestellte Vermutung
richtig sei, jedoch konnte auch er sie nicht beweisen.

1.2 Die Wahrscheinlichkeit, dass die Goldbachsche Vermutung
nicht stimmt

Ahnlich wie EULER ging es Dutzenden von groBen Mathematikern, die sich
nach bekannt werden des Problems damit befassten. Auch heute noch versuchen
Mathematiker dieses Problem zu lésen. Anlass fiir solche Versuche geben
folgende Resultate.

Satz 1 Die Wahrscheinlichkeit, dass die Goldbachsche Vermutung fir unendlich
viele n nicht stimmdt, ist 0.

Beweisskizze:

Sei
1 ¢ ist prim oder 1
0 sonst

Aus dem Primzahlsatz erhalten wir:

Nun definieren wir eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einer Menge der
natiirlichen Zahlen in folgender Weise:

logi :
0 mit der Wahrscheinlichkeit 1 — —— i>2

log i

¥ { 1 mit der Wahrscheinlichkeit ——
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und X1 = X2 =1.
Dann ist n
Z X; ~ —— fast sicher,?
; logn
i<n
so dass die Menge {i : X; = 1} genauso schnell wichst wie die Primzahlen.
Bestimmen wir nun die Wahrscheinlichkeit von:
2n
Z X; Xon_i >0, fiir alle n.
i=1

Sei E,, das Ereignis das Zfﬁl X;Xon_; = 0 gilt. Dann ergibt sich fiir n > 3

1 1 - 1
P(E,) = 10— =
(En) log(2n — 1) log(2n — 2) g < logilog 2n — z>

Aus der Mafitheorie haben wir folgenden Satz:

Lemma 1 (Borel-Cantelli) Sei A das Lebesgue-Mafs. Wenn fiir die Menge
E, C [0,1] mit
SANER) < 0o gilt, dann hat die Menge der Punkte in unendlich vielen der
E, das Mafs 0.

Dieses Lemma kann auch auf Wahrscheinlichkeitsmafie angewandt werden
und da fiir die Summe

o
> P(E,) < oo
n=3

gilt, ist der Satz 1 gezeigt.

MONTGOMERY & VAUGHAN bewiesen, dass die Méchtigkeit der Ausnahmemenge
vom Goldbachschen Problem

Ey(X) == |{n < X :2n # p1 + p2}| (1.1)

Folgendes erfiillt:
Ey(X) < X170

2Definition (’fast sicher’, nach [?] ) Y wund fir n € N, Y, seien reellwertige
Zufallsvariablen auf Q . (Yn)nen konvergiert fast sicher gegen Y, falls P(K) =1, mit

K:={weQ: lim Y,(w) =Y (w)}

n—oo

1st.
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wobei § > 0 eine absolute Konstante ist. Sie wurde von LI [?] bestimmt, mit
0 =0,079 und § = 0,086. Unter Annahme der Giiltigkeit der Riemannschen
Vermutung gilt die Aussage auch fiir § < 0,5 (eine Folgerung aus einem Satz
von HARDY & LITTLEWOOD).

Hua konzentrierte sich auf die Darstellung N = p; + p2 + ps und zeigte,
dass die dazu entsprechende Ausnahmemenge E3(X)

E3(X) < Xlog P X
erfiillt, fiir geeignete B > 0. LEUNG & LU [?] zeigten sogar:
E3(X) < X170

mit § > 0.

1.3 Ein C++4 Programm als Besipiel

Die Goldbachsche Vermutung wurde mit Hilfe von Computern bis n = 4-10'4
(RICHSTEIN, 2001) verifiziert. Das nachfolgende Beispiel-Programm in C++
veranschaulicht, wie die Goldbachsche Vermutung implementiert werden
kann.

#include <math.h>

#include <stdio.h>

int primenumber(int p); // Hilfsprogramm
int main( void) // Hauptprogramm

{

int i; // ’kleinerer’’ Primsummand
int j; // ’’grsserer’’ Primsummand
int h=1; // Die eingegebene Zahl
int k=0; // Hilfszhlvariable

printf( ’\n’’);

printf(’’\n Geben Sie eine gerade natuerliche
Zahl ein: ?);

scanf (*’%d’’, &h);

for (i=2; i<= h/2; i++)

{
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k = h/2 -i; // Gibt den Abstand von der
kleienren Zahl zur ’’Mitte’’ an
j = h-i;
if (primenumber(i))
if (primenumber (j) )
printf ("\n %5d %5d %5d ’’, i,j,k); // Ausgabe

}

return O;

int primenumber (int p)

{

int t =2; // Teiler wird initialisiert

while (t <= (int) sqrt((float)p))

{
if( p\%t == 0) // p\%t bedeutet Primzahl
//p modulo Teiler t

return O; //keine Primzahl
else
t++;

return 1; //eine Primzahl

}

Wie arbeitet das Programm?

Das Programm besteht aus main und primenumber. Im main-Teil wird die
eingegebene Zahl eingelesen. Dann wird eine Schleife gebildet, in der die
eingegebene Zahl in j = h -i (< h= i+j) aufgeteilt wird. Nun erfolgt der
Test, unter Benutzung von primenumber, ob i und j Primzahlen sind.

Es wird dabei eine while-Schleife gebildet, die mit einem t € {t € N: 2 <
t < [/p]} priift, ob die Zahl p mod ¢t = 0 ergibt. Ist dies der Fall, dann
wird eine ,,0“ausgegeben, andernfalls wird t erh6ht. Wenn also alle t aus
der oben stehenden Menge nicht Teiler von p sind, handelt es sich um eine
Primzahl. Das dargestellte Programm soll ausschlieflich als Beispiel dienen
und ist keinesfalls laufzeitoptimiert.
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AGARWAL et al. entwickelten einen neuen Algorithmus, der derzeit der fortschritt-
lichste und zuverléssigste Test fiir Primzahlen ist. Seine Korrektheit basiert

auf der verallgemeinerten Riemannschen Vermutung. In dem oben aufgezeigten
Programm kann die Methode primenumber wie folgt ersetzt werden:
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int primenumber2(int p)
if( n==a"b, b>1)

return O;

int r=2
if(ggT(n,r) !=1)
return O;

{

if (primenumber(r))

int g=largestprimefactor(r-1);

if(q =>4*sqrt(r)*log(n) && n~ (r-1)/q '=1%r)
break;

T++;

I

for(a=1;2*sqrt(r)*log(n);a++)

if((x-a) " n!=(x"n-a) (%x"r-1,n)
return O;

return 1;

primenumber?2 benétigt als Eingabe eine ungerade, quadratfreie Zahl. Ebenso
wie in primenumber erfolgt als Ausgabe eine 1 fiir den Fall, dass p eine
Primzahl ist. Ist p keine Primzahl, so wird eine 0 ausgewiesen. Obwohl
primenumber? die langsame Methode primenumber benutzt, ist dieser Prim
- zahltest schneller als alle bisherigen. Das liegt daran, dass in der while-
Schleife r<n als Bedingung steht. In [?] wird seine Korrektheit und seine
Uberlegenheit gegeniiber anderen Tests aufgezeigt. Auf weiterfithrende Aus-
fithrungen soll hier wegen der Komplexitit verzichtet werden.

Die ersten computergestiitzten Verifikationen fingen 1940 mit PIPPING an,
der die Goldbachsche Vermutung bis n < 100000 zeigte. Bis heute konnte
die Vermutung bis n < 4 - 101 nachgewiesen werden. Diese Resultate sind
zwar eine beachtenswerte numerische Leistung, jedoch sind sie kein richtiger
Beweis.
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1.4 Zwei unterschiedliche Losungsstategien

In den folgenden Kapiteln verlassen wir diese Ebene der computergestiitzten
Tests und gehen zu den klassischen mathematischen Herangehensweisen
iiber. Bei den bisherigen Losungsversuchen lassen sich zwei unterschiedliche
Methoden finden. Diese sind die Basismethode und die Fast- Primzahlmethode.

e Bei der Basismethode zeigt man, dass jede gerade Zahl die Summe
einer festen Anzahl von genau k Primzahlen ist. Als néchstes versucht
man dieses k immer kleiner und kleiner zu wéhlen, bis eventuell £ = 2
ist, was dann der Beweis der Goldbachschen Vermutung wiire.

e Bei der Fast-Primzahlmethode zeigt man, dass jede Zahl die Summe
von Fast-Primzahlen (also Zahlen die ein Produkt von endlich vielen
Primzahlen sind) ist. Die Idee besteht darin, die ,,Qualitidt“der Fast-
Primzahlen so zu verbessern, dass aus den Fast-Primzahlen normale
Primzahlen werden.
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2 Die Basismethode

Der Name Basismethode kommt hier aus der additiven Zahlentheorie. Seien
nimlich A,B C N und B C A, dann ist B eine Basis h-ter Ordnung von
A falls hB = A ist. Die Goldbachsche Vermutung besagt nun, dass die
Menge der ungeraden Primzahlen eine Basis der Ordnung 2 fiir die Menge
der geraden Zahlen > 6 hat.

2.1 Darstellung natiirlicher Zahlen als Summe von ungleichen
Primzahlen

Aus der Arbeit von H.E. RICHERT, ,, Uber Zerfillungen in ungleiche Primzahlen,
1941, stammt folgender Satz, der eine zuriickhaltende Anniherung an das

Goldbachsche Problem enthélt:

Satz 2 Jedes natiirliche n > 6 ist als Summe ungleicher Primzahlen darstellbar.

Um diesen Satz zu beweisen, bendtigt man folgendes Lemma, welches in der
Vorlesung Zahlentheorie (SoSe 2002) [2] erwéhnt wurde:

Lemma 2 Sei w(n) die Primzahlfunktion, dann gilt:
m(2n) —mw(n) > 1.
D.h. fiir die kleinste Primzahl p, die n < p erfillt, gilt p < 2n.

Beweis (von Satz 2)

Betrachte zuvor folgende Zerlegungen:
7T=7,8=5+3,9=7+2,..,18=114+7,19=11+5+ 3.

Wir kénnen also durch geeignete Summation mit p; = 2,po = 3,p3 = 5,p4 =
7,p5 = 11 ein Folge von sy = 13 aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen
erzeugen. Addiert man noch pg = 13, so entstehen s; = so+pg = 13+13 = 26
aufeinander folgende Zahlen und zwar alle n € N mit 7 < n < 32.

Analog fiir ss :

So = 81 + p7 Zahlen im Bereich 7 < n < 49.

Die neuen Zahlen, die jedesmal dazukommen bestehen aus der Summe der
einen Primzahl und aus einem Restterm, welcher aus der vorangegangenen
Summe stammt, fiir den wir bekanntlich schon eine Darstellung in Primzahlen
gefunden haben. Das Verfahren l&8t sich unbegrenzt fortsetzen, wenn in
Sk+1 = Sk + pe+k stets pgrr < si gilt. Dies zeigt man durch vollstdndige
Induktion:

k=1:
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k—1—k:
Sei k € N beliebig und es gelte: pg+r—1 < Sk—1
dann gilt auch:

Lemma

Dotk < 2P64k—1 < Sk—1 + Do+k—1 = Sk-
0

Aufgrund von Satz 2 wissen wir nun, dass es eine Basis fiir die Menge der
Primzahlen gibt. Es folgt eine Verschirfung dieser Aussage.

2.2 Darstellung natiirlicher Zahlen als endliche Summe von
ungleichen Primzahlen

Mit dem folgenden Satz zeigte der russische Mathematiker SCHNIRELMANN,
dass die Menge der Primzahlen P eine Basis endlicher Ordnung fiir N hat.

Satz 3 (Schnirelmann) Jedes natiirliche n > 1 ist als Summe von hichstens
S Primzahlen darstellbar.

Dieser Beweis wird leichter nachvollziehbar, wenn man ihn in mehrere Schritte
unterteilt:

e Im 1.Schritt wird der Begriff der Dichte eingefiihrt.

e Im 2.Schritt wird gezeigt, wie wir die Dichten von z.B. zwei Folgen
nach oben abschitzen kénnen.

e 3.Schritt: Zu einer gegebenen Menge und einer gegebenen Dichte wird
die maximale Anzahl der Summanden bestimmt.

e Der im 4.Schritt gezeigte Beweis ist sehr aufwendig: hier mufl auf
eine in diesem Text nicht bewiesene Abschitzung von
D(z) = |{x € N|z = p1 + p2; p1,p2 € P}| zuriickgegriffen werden.

e Im Satz 5 bendtigten wir eine positive Dichte, im Satz 4 zeigten wir,
dass die Dichte von 2P positiv ist. Diese beiden Resultate werden im
5. Schritt zusammengefafit und ergeben den Beweis von Satz 3.

10
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1.Schritt: Die Dichte einer Zahlenfolge

Es sei aneny = {a1 = 1, ag, ...} eine die Eins enthaltende Teilfolge der Folge
nken der natiirlichen Zahlen. Ferner definieren wir A(m) als die Anzahl der
Folgenglieder der Folge a,cn fiir die gilt: a; < m, m € N und a; ist i-tes
Folgenglied von a,cn.

Definition 1 (Dichte) Unter der Schnirelmann-Dichte o einer Folge apnen
verstehen wir:

o = inf A
m>1 ™

Bemerkung 2.1 Die Menge der Primzahlen hat die Dichte 0, denn

im T g,
n—oo n

Das bedeutet also, dass ,,fast alle“natiirlichen Zahlen zusammengesetzt sind.

Mit der Definition 2 gilt A(m) > am fir alle m > 1 und 0 < a < 1.
Aus o =1 folgt apen = ngen. Stellen wir uns nun & Folgen vor:

akeN, aieN, s aﬁeN mit den Dichten aq, as, ..., ay.
Jetzt bilden wir daraus die Summenfolge:
Wp = a}LeN + aieN +ot QZEN’
welche alle verschiedenen Zahlen
v = 01a;, + 0204, + ... + dga;,, wobei d; =1 oder O ist,
der Grofle nach geordnet enthélt. Fiir den Fall
UpeN = Gney = - = aZeN =:an

und dass w, alle natiirlichen Zahlen enthilt, also w, = ka, = nnen gilt,
bedeutet dies, dass sich jedes s € N als Summe von h6chstens k& Summanden
aus a,, darstellen 1453t.

2.Schritt: Abschitzung der Summe von Dichten
Im Jahr 1942 bewies H.B. MANN, dass fiir die Dichte v von w, folgendes
gilt:

11
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v > min(ag + g + ... + ag, 1).

Fiir unseren Beweis wollen wir jedoch nicht diese Abschéitzung benutzen,
sondern eine schwichere Abschitzung von v, da wir nur die Existenz einer
Konstanten zeigen wollen.

Satz 4 Se:
A:={aeN}, A(z) ={ac A:a <z}
B:={beN}, B(z)=|{be B:b <z}
S:={seN :s=aoders=boders=a+ b}
A(x)

0 <a=inf;>; —— und

0< B =inf,> B(z)

T

dann gilt fir olle x >0 :
S(z) > (a+ p — af)z.
Wir verzichten hier auf den Beweis und betrachten noch das folgende Lemma:

Lemma 3 Ist mit den Notationen von Satz 4
a+p8>1

dann gilt fiir alle x > 0
S(z) ==

es ist also jede natiirliche Zahl ein 7s”.

Beweis:
Fallunterscheidung;:

o Ist a =0,dann ist § > 1 also § = 1 =- B enthilt alle natiirlichen
Zahlen.

e Sei a > 0, zu zeigen ist, dass ¢ € S gilt.

—Seixe A =zxel

12
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— andernfalls: sei z > 1 und
Alx —1) = A(z) > ax > afx — 1)
Bz —1)> Bz —1).

Die a € Amit a < z—1 sind also mehr als a(z—1) Zahlen, die b <
x — 1 mindestens 3(z — 1) Zahlen, also die positiven x —b <z —1
mindestens S(z — 1) Zahlen. Wegen a(z — 1)+ f(x — 1) >z —1
istalsoa=z—-b&x=a+0.

3.Schritt: Abschétzung fiir natiirliche Zahlen

Satz 5 FEs sei a > 0,
A:={aeN}; Alx)={a€e A:a <z} und
A(z)

€T 7

0 S o = infa;zl
dann ist jede natiirliche Zahl als Summe von héchstens ci(a) Summanden

a darstellbar.

Beweis: Setze 1 —a =+ mit 0 <~ < 1.

Ferner ist Ap, := {a € A : a besteht aus hochstens h Summanden} mit den
Elementen aj, € Ap. Analog zu A(z) ist Ap(x) = [{a € Ay : ap < x}| Wir
wollen nun durch Induktion iiber h die folgende Formel fiir alle x > 0 zeigen:

Ap(z) > (1 ="z

Ai(z) =2 (1 =)z
h— h+1:
wir benutzen Satz 4 mit: B = A, und =1 — A
A1 2 (a+B—aBle=(1-v+1-7"=(1-9(1-9"))=

= (1 — 4"z fiir alle z.

Wenn man nun h = cy(a) mit 1 —~" > 1/2 wihlt, dann gehért nach Lemma
3 jede natiirliche Zahl zu Ay, = A, (o)-

Damit ist der Satz bewiesen.

4. Schritt: Primzahlsumme mit positiver Dichte

13
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Satz 6 Die aus 1 und den Primzahlsummen p und q gebildete Folge hat
positive Dichte.

Beweis: D(i) sei die Anzahl der Darstellungen von ¢ als Summe von zwei
Primzahlen und M (z) sei die Anzahl der y < z, fiir die gilt: y = p + p/ mit
y,x €N, p,p’ € P Man erhilt also:

Z 1= M(z).

D(i)>1

Nun benutzen wir die CAUCHY-SCHWARZsche-Ungleichung geschickt, um
einen Zusammenhang herauszufinden:

x 2 xX
0< <Z1 : D(n)> < M(z))_ D*(n) (2.1)
n=4 n=4

oder

Zn:4D (’I’L)
Da es zu zeigen gilt, dass M (z) positiv ist brauchen wir
i) eine untere Schranke fiir den Z#hler und
i)  eine obere Schranke fiir den Nenner
Betrachte: Fiir alle p < /2 und ¢ < x/2 ist p+ ¢ < x eine Darstellung, die
in > D(n) gezéhlt® wird, daher die erste Ungleichung:

z 2
€T Tschebyscheff C120
S bmy> Y 1=x (§> > . (2.3)
n=4 p,q€EP og T
pa<%

Wir benutzen folgende Abschétzung, deren Beweis in [32] zu finden ist. Es
gibt eine positive Konstante ¢, so dass fiir alle n > 2 gilt:

D(n) < cH(l +p (2.4)
pln

. log?n’

3Wobei fiir g # p, p + ¢ und ¢ + p als verschieden gelten sollen.

14
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Dann ist

Zﬂg:Dz(n)(< D(1 —1—022

n=1

log*n

H 1+p 1)2
pln

D(1)=1 N i
<

1+ec SO +ph?

n=2 \pln

log*

Der Produktterm soll dabei noch weiter abgeschéitzt werden:
Wie in (1.4) betrachten wir nun die Entwicklung fiir alle Primteiler von n
und finden mit a,b € N Folgendes:

[Ja+pH=>a'> b7"=> (ab)~". (2.5)
pln

Hierbei durchlaufen a¢ und b unabhéngig voneinander die quadratfreien Teiler
von n. Wenn man jetzt ¢ und b iiber alle Teiler von n gehen 148t, kann die
Summe Y (ab)~! nur gréBer werden.

AuBerdem gilt kgV (a,b)|n, d.h ein beliebiges Produkt (ab)~! wobei a < z

und b < z ist kann also zu Zahlen gehoren, fiir die n < z gilt.

X
kgV (a,b)
Dies erklért die erste Ungleichung. Die Zweite ergibt sich aus der Tatsache,

dass kgV'(a,b) > Vab ist.

)3} | CRSRNEES SRR Em sl ED S IR

a=1 b=1 a=1 b=1

[e.e] oo
<z Z a=3/? Z b=3% < cou. (2.6)
a=1 b=1
Firne {keN:8 <k <z} gilt:
3 3
ZDQ <142y m4 =c3 m4 . (2.7)
n<e log™ z log™ z
Setzt man dies nun in (1.2) ein erhélt man:
4 1 4 2
M(z) > c%x— BTG, (2.8)

logz 3¢5 3
Dies bedeutet also, dass es eine positive Konstante « gibt mit
M(z)
x

>R

15
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5.Schritt: Das Finale

Beweis:(Satz 3)

Sei A die Menge, die aus 1 und allen p+p; besteht, dann ist A(x) = 1+M (z).
Nach Satz 7 ist :

14+ M(z) > kx also A(z) > cx

Nach Satz 6 ist jedes x > 0 in héchstens c¢1x = ¢4 Summanden 1 und p + pg
zerlegbar, also in maximal 2x = ¢; Summanden 1, p zerlegbar.

x =2 € P, dann folgt: + =2+ > (1 oder p),

wobei die Summe hochstens cs Glieder enthélt.

Wir wollen nun die Einsen eliminieren: Kommt keine 1 in der Darstellung
vor, dann ist x in héchstens 1 + c5 Primzahlen zerlegt. Kommt eine 1 in der
Darstellung vor, dann vereinigt man 2 und die Einsen zu Zweien oder zu
einer Drei und sonst Zweien und z ist in hochstens c; Primzahlen zerlegt.
Also

S=1+4cs.

Damit ist der Satz bewiesen.

2.3 Die Schnirelmannsche Konstante

Die im Satz 3 erwiihnte Konstante S (SCHNIRELMANNsche Konstante) wurde
von SCHNIRELMANN (1930) S < 800000 errechnet und schlieflich durch
Riccr (1936) auf S < 67 reduziert. Fiir geniigend grofie n ergab sich S < 20
(SHAPIRO und WARGA , 1950) und S < 18 (YIN WEN LIN |, 1957).

Die Konstante S konnte aufgrund von besseren Approximationen verringert
werden. Zum Beispiel kann in (1.4) bei der Abschitzung von D(x) (=
H{(p,q) :z=p+q,p < qgmitp,q € P}|) folgendes benutzt werden:

Satz 7
z/2
1
D(zx) ~ _ i d > 6.
(x) kzg (k) In(n — k)’ fir gerades x >
Beweisskizze:
Es gelten:
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Satz 8 (Primzahlsatz) Sei w(x) die Anzahl der Primzahlen mit 2 < p <
x, dann gilt:
m(x)

n—oo x/In(x)

Satz 9 (Tschebyscheff)

7 ()
g < x/In(z)

Aufgrund von Satz 8 € Satz 9 erhédlt man die Abschéitzung:

<9
8

Die Wahrscheinlichkeit von x eine Primzahl zu sein ist:

m(x) —m(x —1) Yy
P ~ = — — 1)~ — _
(z) n—(n-1) m@) —m@—1) dy In(y) ly=r
1 1 1

= — ~ . 2.9

In(z) In(z—1) In(x) (2.9)

Nun nehmen wir uns eine Zahl:
ke{meN:3<m<uz/2, x > 6 ist gerade}.

Die Wahrscheinlichkeit, dass £ und z — k beide Primzahlen sind, ist:

P(k)P(z — k).

Da D(x) die Anzahl der ,,Primzahlsummenpérchen “z#hlt, kann diese Funktion
durch die Summe iiber alle k (mit 3 < k < z/2) der P(k)P(z—k) approximiert

werden:
x/2

D(x) ~ ZP(k:)P(x — k), fiir gerades z > 6
k=3
/2

1
~ ];’ (k) In(z — k)’ (2.10)

Hiermit ist ein Weg aufgezeigt, den RiccCI et al. beschritten haben, um den
Wert der absoluten Konstante S auf eine niedrigere Gréfie zu reduzieren.
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2.4 Darstellung einer ungeraden Zahl als Summe von 3 Primzahlen

Wir haben bis jetzt gesehen, dass die Menge der Primzahlen eine Basis
endlicher Ordnung ist. Fiir gentigend grofie n konnte sogar bewiesen werden,
dass die Basis < 18 ist.

Im folgenden Beweis erfolgt nun der Durchbruch von VINOGRADOV. Er hat
gezeigt, dass die Menge der ungeraden Primzahlen eine Basis der asymptotischen
Ordnung 3 fiir die Menge der ungeraden Zahlen ist. B C A ist eine Basis
asymptotoscher Ordnung h von A, wenn hB alle bis auf endlich viele Zahlen
aus A enthilt.

Der Beweis von VINOGRADOV ist sehr aufwendig und umfangreich. In diesem
Abschnitt soll versucht werden, die Kreismethode und die Riemannsche
Vermutung vorzustellen, bevor die Beweisskizze iiber den Satz von VINOGRADOV
erfolgt.

HARDY und LITTLEWOOD hatten im Jahr 1923 gezeigt, dass unter Annahme
einer Verallgemeinerung der Riemannschen Vermutung jede hinreichend grofle,
ungerade natiirliche Zahl als Summe von drei ungeraden Primzahlen dargestellt
werden kann, wobei hinreichend groff > 3,6 - 1032 (vgl.[16]) bedeutet.
ZINOVIEV zeigte sogar folgenden Satz:

Satz 10 (Zinoviev) Unter der Annahme der verallgemeinerten Riemannschen
Vermutung gilt: jede ungerade Zahl grofler 1020 ist eine Summe von drei
Primzahlen.

Wir werden uns hier die Beweise von HARDY und LITTLEWOOD bzw. ZINOVIEV
jedoch nicht ansehen, weil sie auf einer Vermutung basieren und auflerdem
sehr lang sind. Trotzdem ist ihre Erwidhnung berechtigt, weil HARDY &
LITTLEWOOD die unten erwdhnte Kreismethode entwickelten, welche fiir
viele folgende Beweise die Grundlage ist. Auflerdem konnten die beiden
Mathematiker mit ihrer Methode bedeutende Ergebnisse beim WARING-
Problem erzielen, darauf soll in 3.1.2 weiter eingegangen werden.

Jetzt wollen wir uns mit einer Beweisidee zu einem Satz von VINOGRADOV
befassen , der die gleiche Aussage wie HARDY und LITTLEWOOD zeigt, wobei
der Beweis jedoch nicht auf der Annahme der Riemannschen Vermutung
basiert.

2.4.1 Die Hardy - Littlewoodsche Kreismethode

Fiir gegebenes natiirliches s und komplexes z bilden wir die Potenzreihen:

F(z)=Y 2m) (2] < 1). (2.11)
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Wenn man nun solche einzelnen Terme zusammen zu einer groflen Summe
zieht, so dass m¥ 4 .... + m¥ = n ist, sieht man, dass

D I W T

mi1=1 ms=1

Wobei Rgs(n) die Anzahl der Darstellungen von n in der benétigten Form
m¥ + ... + mb = n ist. Wir erhalten damit nach einem Satz von CAUCHY:

Ry(n) = — / PGSy,

n+1
21 v %

wobei v ein Kreis mit dem Mittelpunkt im Ursprung und Radius p,
0 < p < 1 und einem Kreisbogen in einer bestimmten Umgebung des
rationalen Punktes e(a/q) := €2™/% ist. Dann erhélt man die Approximation:

F(pe(8 +a/q)) ~ g~ S(q,a)Cr(1 - pe(8)) /",
wobei
q
Ze (az®/q)
r=1
ist. Leider waren sie nur in der Lage dies zu zeigen, wenn
p=1-1/n, |fl<q¢'n T 1<a<qg<n'* < (a9 =1

gilt.

Diese Methode erwies sich als sehr sinnvoll, doch in ihrem weiteren Beweis
benétigten sie Abschétzungen, die auf der Richtigkeit der Riemannschen
Vermutung basieren. Daher:

2.4.2 Die Riemannsche Vermutung

Lésst man p die Menge P durchlaufen, so wird formal:

o o 1
—1y-1
Mo -3t
peP n=1
Wihrend ) 0%, 1 divergiert, ist > 00, L = [Tep(1 — p~*)~! konvergent

fiir alle z € C mit Re(z) > 1. Die hierdurch deﬁmerte Funktion heifit
RiEMANNsche (-Funktion. Sie hat Nullstellen bei allen negativen, geraden
Zahlen und fiir unendlich viele komplexe Zahlen z mit 0 < Re(z) < 1. Dabei
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haben unendlich viele Nullstellen den Realteil 1/2. Riemanns Vermutung
ist nun, dass fiir alle Nullstellen mit 0 < Re(z) < 1 gilt: Re(z) = 1/2 .
Die Richtigkeit dieser Vermutung (allerdings in einer allgemeineren Form)
bendtigten HARDY & LITTLEWOOD fiir ihre Abschéitzungen.

Mit Hilfe dieser Aussage, waren sie in der Lage zu zeigen, dass jede hinreichend
groe ungerade Zahl als Summe von drei ungeraden Primzahlen darstellbar
ist. Die von ihnen entwickelten Methoden waren so mafigebend, dass man
1981 insgesamt 400 Veroffentlichungen zéhlte, in denen andere Mathematiker
ihre Methoden benutzten. Einer von ihnen war VINOGRADOV:

Satz 11 (Vinogradov) Jede hinreichend grofie ungerade Zahl N kann als
Summe dreier Primzahlen dargestellt werden. Bezeichne r(N) die Anzahl
der Losungen der Gleichung

N =p1+p2+p3 (2.12)
in Primzahlen py,p2,ps3 so gilt fir N — oo

Haugjfglzed Fehlerglied

r(N) = %S(N)NQ(log N)3 4+ 0(N?loglog N - (log N)™), (2.13)

wobei
SN =J[a+@-0-J[0-@-17? (2.14)

plN p|N

ist. Fiir ungerades N ist S(N) > 6m~2 > 0.

Fiir gerades N ist S(IV) = 0, so dass man also in diesem Fall nichts aussagen
kann.

VINOGRADOV hatte in seinem Beweis eine etwas abgewandelte Methode
von HARDY & LITTLEWOOD benutzt, mit dem Unterschied jedoch, dass er

die Exponentialsummen sehr scharfsinnig abschétzt (mit trigonometrischen
Summen). Das Resultat ist der folgende Satz:

Satz 12 Seil<qg< N, (a,q)=1
und ‘
Sn(§) = e =3 " e(ép)

p<N p<N
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Dann gilt:
Sn(€) = (CN log?? N {(qfl +gN~HY2 4 eap(—log 1/2N)}) . (2.15)

Der Beweis ist sehr umfangreich, da man neben der Abschéitzung von Summen
iiber Teilerfunktionen auch noch Abschétzungen iiber gewisse Exponentialsummen
bendtigt. Er soll hier nicht erbracht werden, es wird auf [27] verwiesen.
Die Gleichung in (1.15) ist besser als Sy () = O(N/log N) wenn ¢ nicht
zu klein aber auch nicht zu nahe bei N liegt. Deswegen wird (1.15) fiir
log? N < ¢ < N(log N)~4 angewandt.

Es soll nun eine Beweisskizze fiir den Satz 11 von VINOGRADOV erfolgen.
Dabei wird vorrausgesetzt, dass N eine geniigend grofie natiirliche Zahl
ist. Es bezeichne r(n) die Anzahl der Losungen der Gleichung (1.12). Mit
ra(n) bezeichnen wir die Anzahl der Losungen von (1.12) in Primzahlen
pj < N,( = 1,2,3). Fir n < N gilt offenbar r}(n) = r(n), da die
Bedingung p; < N dann von selbst erfiillt ist. Ausgehend von:

Sw(©) = Y el(ép) (2.16)

p<N

erhilt man:

$O=3Y Yetwm+mtp)= Y rilmelcn) (217)

P1,P2,P3<N 6<n<3N

Fiir ganzes k bei beliebigen reellen wyq :

1-wo 1 fiir k=0
/ . e(k&) d¢ = { . nglst (2.18)
Aus (1.17) und (1.18) erhélt man unter der Bedingung 73, (N) = r(N) :
1—wo
)= [ S @elen) de (2.19)

Aus der Integraldarstellung (1.19) soll nun r(N) asymptotisch berechnet
werden. Wegen Satz 12 kann S(€) in der Umgebung eines Punktes £ = a/q
mit ,,grolem*“q gut abgeschitzt werden. Zuvor mufl jedoch eine Aufteilung
des Integrationsintervalles [—wg, 1 — wy] erfolgen. Es wird sich zeigen, dass
in einer gewissen Umgebung M, , rationaler Punkte £ = a/q mit

skleinem “q der Ausdruck S3(¢) mit Hilfe des Primzahlsatzes von PAGE,
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SIEGEL & WALFISz 4 durch einfachere Funktionen ersetzt werden kann, so
dass dann die Integration ausgefiihrt werden kann. Durch einige Umformungen
kann (1.13) in eine Gestalt gebracht werden, aus der man ersieht, dass fiir
ungerades N das Hauptglied dem Fehlerglied iiberwiegt, denn S(N) > 672,
Fiir gerades N erhélt man: S(N) = 0. Damit hat man dann gezeigt, dass
Folgendes fiir die Anzahl der Darstellungen gilt:

r(N) > 0 fiir geniigend grofie und ungerade N,

wobei ,,geniigend groflies N “bedeutet: > 33 , es handelt sich dabei um eine
Zahl mit 6 846 165 Stellen, die BORODZKIN 1956 bestimmt hat. CHEN &
WANG zeigten, dass VIONGRADOVS Theorem auch fiir ungerade N > 1043000
gilt. Aber auch diese Zahl ist zu grof, als dass man bis dahin mit Computern
die Goldbachsche Vermutung verifizieren kénnte. VINOGRADOV hatte mit
seinem Beweis damit auch gezeigt, dass es unendlich viele Primzahlen gibt.

“Der Satz wird nur der Vollstandigkeit halber erwihnt. Was wir uns merken sollten,
ist, dass man die Primzahlfunktion 7 hier mit einem Integral ann&hern kann.

Satz 13 (Page-Siegel-Walfisz) Zu vorgegebenen B > 0 ezitstieren positive, hichstens
von B abhingige Konstanten, C1,Ca derart, dass fir alle x > 2 und alle k < (logz)® die

Abschdtzung:
1 * du 1/10
. _ — | < —Cs 1
m(aika) = —o= [ 2] < Cuzexp(~Calog!/ o)
mat
m(x, k,a) = Z 1 und ¢(k) = kH(l —p_l).
p<z,p=a mod k plk
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3 Die Fast-Primzahlmethode

Die im Folgenden erlduterte Methode, ist ein Hilfsmittel, um zu zeigen, dass
sich jedes geniigend groBe n € N in der Form n = a(®) + a® darstellen 1:8t,
wobei a(") eine aus héchstens r Primzahlen zusammengesetzte Zahl sein soll.
Die Variablen s und ¢ konnten sehr gut verkleinert werden ( auf s = 1 und
t=2).

Aufgrund der Uberschrift folgt eine

Definition 2 Fine natiirliche Zahl heifst Fast-Primzahl, wenn ihre Anzahl
der Primfaktoren eine bestimmie Zahl nicht tiberschreitet.
Notation: P; = {p; - ... - pilp1, ..., pi € P}.

3.1 Darstellung einer geraden Zahl als Summe von zwei Fast-
Primzahlen

In diesem Abschnitt soll das BRUNsche Siebverfahren vorgestellt werden,
welches eine Verbesserung des Siebes von ERATOTHENES darstellt. Auf Grundlage
dieser Konstruktion wurde o.g. Resultat erziehlt.

3.2 Das Brunsche Siebverfahren

Das BRUNsche Siebverfahren dient zur Siebung der Zahlen n < einer arithmetischen
Folge F' mit dem Anfangsglied a > 0 und der Differenz d.

Das Sieb wird auf folgende Weise gebildet:

Aus der Folge der Primzahlen streichen wir die Zwei und alle Primzahlteiler
von d. Die iibriggebliebenen Primzahlen ordnen wir der Grésse nach und
bezeichen sie mit g1, qo, ... .

Sei v(y) die Anzahl der ¢; < y. Jedem ¢; < y werden zwei arithmetische
Folgen A; und B; mit dem Anfangsglied a; bzw. b; und der Differenz g;
zugeordnet, unter der Bedingung, dass 0 < a; < ¢;; 0 < b; < q;; a; # b;. Alle
diese Folgen A; und B; (derer sind es 2v(y)) bilden jetzt das Sieb, indem
man aus F' diejenigen n wegfallen 148t, die in einer Folge A; oder B; liegen.
Die tibriggebliebenen n < z erfiillen dann die Bedingungen:

n = a(modd); n % a;(mod ¢;); n # b;(mod ¢;); a; # b;.

Diese Bedingungen werden natiirlich erfiillt, weil die Zahlen, welche den
Bedingungen nicht geniigen, von uns aussortiert wurden.

Die Anzahl dieser restlichen n bezeichnen wir mit Y(d, z,y). Da wir iiber
Y(d,z,y) nur spezielle von a,a;,b; unabhéingige Aussagen machen, werden
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eben diese Argumente nicht in Y(d, z, y) aufgefiihrt. Das Ziel des Siebverfahrens
ist es, eine moglichst gute Abschitzung fiir Y(d, z,y) zu finden.

Betrachtung 1 Seia =1; d=2; ¢ =3; g =25 ¢ = pir1 und
a; = 0 fir jedes i; by = z( mod ¢;) fir x # 0( mod ¢;), aber b; % z(

mod ¢;), wenn x = 0( mod ¢;). Ist x gerade und w > 2 ganz, so ist
T(Q,x,xl/“) < der Anzahl der ungeraden n < x mit der Figenschaft, dass
weder n noch x — n durch eine Primzahl < 2% teilbar ist.

Aus x —n =0( mod g¢;) folgt ndmlich n = b;( mod ¢;), wenn

x # 0( mod ¢) undn =0( mod g;), wennz = 0( mod ¢;). Alle Primteiler
von n und z-n sind also > z'/*. Das bedeutet:

sowohl n als auch x —n konnen hichstens u—1 Primfaktoren enthalten. Aus
Y (2,z,2'/%) > 2 wiirde also die Existenz einer Darstellung © = n + (x — n)

folgen, in der n und x —n Primzahlen sind.

Die Ausfiithrungen in Betrachtung 1 zeigen, dass das Brunsche Siebverfahren
auch auf das Goldbachsche Problem fiihrt (schliefllich ist die letzte Zeile in
Betrachtung 1 eine andere Formulierung der Vermutung). Der Ansatz mit
der Siebmethode fiihrt jedoch leider nicht zu einer Losung der Vermutung, da
der Term Y(2,z,2'/*) keine positive untere Schranke besitzt. Somit konnte
man den Fall s = ¢t = 1 nicht zeigen. Jedoch war es moglich mit dem
Siebverfahren , ausgehend von n = a® + a(®), folgendes zu erreichen:

s =t =9 (BruN 1919); s = t = 7 (RADEMACHER 1924); s =t = 6
(ESTERMANN 1932); s = 5,t =7; s = 4,t = 9;s = 3,t = 15;5s = 2,t = 366
(Riccr 1936); s =t =4 (BucHSTAB 1940); s =t = 3 (VINOGRADOV 1957);
s =2,t =3 (WANG YUAN 1959, LEVIN 1963).

3.3 Darstellung einer geraden Zahl als Summe einer Primzahl
und einer Fast-Primzahl

Hier werden Resultate der Form (s = 1,t = K) vorgestellt, wobei man
das K auf 1 zu reduzieren versuchte - bis jetzt ohne Erfolg. Wir wollen uns
zuerst einen Satz ansehen, der schon im Jahr 1934 von ROMANOFF bewiesen
wurde:

Satz 14 Seia > 2 mit a € N. Die Zahlen n, welche sich in der Form
n=p+a", P prim, m=1,2,... (3.1)

darstellen lassen, haben positive (asymptotische) Dichte.
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Bei a™ handelt es sich leider nicht um eine Primzahlpotenz, deswegen passt
der Satz eigentlich auch nicht unter diese Uberschrift. Trotzdem wird er
erwahnt, um zu zeigen, wie wenig man eigentlich {iber die additve Theorie
der Primzahlen weifl. ROMANOFF hat zwar gezeigt, dass die Zahlen, die sich
wie in (2.1) darstellen lassen positive Dichte haben. Es ist offensichtlich, dass
mit p + 2™, p € {q € P : q ist ungerade} nur ungerade Zahlen dargestellt
werden koénnen. Jedoch zeigten ERDOS und v.D. CORPUT dass es eine arithme
-tische Reihe von ungeraden Zahlen gibt, welche nicht in dieser Form darstell
-bar ist. SUN zeigte in [31], dass es unendlich viele ungerade Zahlen n gibt,
so dass weder n noch n + 448 eine Darstellung in der Form 2* + p® besitzen,
wobei a eine Primzahlpotenz ist.

Es zeigt sich also, dass Aussagen in dieser Form nicht stark genug sind.

Im Jahr 1932 bewies T. ESTERMANN, dass jede grofie, gerade Zahl die
Summe von einer Primzahl und einer Fast-Primzahl (d.h. ein Element von P)
ist. Jedoch geht auch ® dieser Beweis von der Riemannschen Vermutung aus.
RENYI zeigte 1947/48 (unabhinging von der Riemannschen Vermutung):
Jede gerade Zahl lisst sich als Summe einer Primzahl und einer Fast-Primzahl
darstellen, wobei die Fast-Primzahl eine Zahl mit maximal K Primfaktoren
ist.

12 Jahre spéter -im Jahr 1960- bewiesen WANG YUAN 1962 & LEVIN 1963
unter Giiltigkeit der Riemannschen Vermutung den Fall K = 4 (bzw.s =
1,¢t = 4 , mit obiger Notation), PANG CHENG DONG zeigte K = 5 (s=1,
t=5) und BucHSTAB K = 3 (s=1, t=3). Im néchsten Abschnitt werden wir
darauf eingehen, wie CHEN JING-RUN den Fall K = 2 bewiesen hat.

3.4 Das Theorem von Chen
Im Jahr 1978 veroffentlichte J.R.CHEN das bisher , beste“Resultat in Bezug
auf die Goldbachsche Vermutung;:

Sei R(n) die Anzahl der Primzahlen p < n—2 fiir die n—p das Produkt
von hochstens 2 Primzahlen ist also

Rn)=p:p < N,N —p= P}

dann gilt:

Swie HARDY-LITTLEWOOD
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Theorem 1 (Chen) Fiir jedes geniigend grofie und gerade n ist

1 p—1 N
Rn)> 0,67 (1 - ——5 b= .
" 11 ( (r— 1)2> sy P~ 2log® N

p>2

Das bedeutet also: Jede gentigend grofie gerade Zahl kann als die Summe von
etner Primzahl und einer Zahl die < 2 Primfaktoren hat, dargestellt werden.

CHEN ging bei seinem Beweis von einem Satz von RENYT aus, dieser besagte:
Es existiert ein & > 1, so dass 2 auf unendlich viele Arten in der Form :
2 = m — p dargestellt werden kann, wobei p Primzahl und m eine k-Fast-
Primzahl (also m € Pj) ist. CHEN zeigte dann mit der Siebmethode, dass
k = 2 gewahlt werden kann, so dass

2=m — p mit m € Py und p € P gilt.

CHEN bewies also gleichzeitig:

Es gibt unendlich viele Primzahlen, so dass p 4+ 2 € Py ist.

Dieses Resultat ist sehr dicht an der beriihmten und bisher unbewiesenen
Vermutung, dass es unendlich viele Primzahlzwillinge gibt (p,p’ € P heifien
Primzahlzwillinge wenn p’ = p + 2 gilt (z.B.: (5,7);(11,13);(17,19)). Der
Beweis von Theorem 1 ist sehr technisch und bendétigt viele Hilfsmittel,
die hier nicht in Kiirze erklirt werden kénnen. In Anlehnung an 2.2 hat
CHEN also den Fall s = 1,t = 2 gezeigt. Bei seinem Beweis benutzt er
die SELBERGsche Siebmethode, die eine Art Modifikation des Siebes von
ERATOSTHENES und des Siebes von BRUN ist.
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4 Schlu3betrachtungen

In diesem Kapitel werden die jiingsten Resultate vorgestellt, die man mit
der Siebmethode und der Kreismethode erzielt hat. Zum Abschlufl erfolgt
noch eine chronologische Betrachtung der Goldbachschen Vermutung, dabei
wird die Entwicklung des Problems in drei Zeitabschnitte unterteilt.

4.1 Zusammenhinge

Bei der Betrachtung der Goldbachschen Vermutung dréngen sich folgende
Uberlegungen auf:

1. Wieso ist eine scheinbar so einfache Behauptung so schwer zu beweisen?
2. Wieso arbeitete nicht auch EULER daran?

Zu (a) : Die Goldbachsche Vermutung verbindet eine multiplikative Eigenschaft
(eine Primzahl zu sein) mit einer additiven Eigenschaft. Das ist eine Verbindung,
die bis heute noch nicht ausreichend erforscht ist.

Zu (b) : Es sind keine Versuche EULERs bekannt, die Goldbachsche Vermutung
zu beweisen. Moglicherweise sind im weiteren Briefwechel zwischen Fuler
und Goldbach Bemerkungen iiber Primzahlzwillinge als derartige Versuche
anzusehen. Das Resultat von CHEN, in dem man einen klaren Zusammenhang
zu den Primzahlzwillingsproblem sieht, bestirken diese Annahme.

Bei den meisten Anndhernugen an die Goldbachsche Vermutung sind zwei
Ansitze zu finden:

e Siebmethode

e Kreismethode.

4.2 Siebmethode

Fiir lange Zeit dachte man, dass die Siebmethoden vielleicht nie die Aufgabe
erfiillen konnen, fiir die sie eigentlich konstruiert wurden, ndmlich fiir das
Aufspiiren von Primzahlen. Bekannt wurde dies als ,parity problem ¢,
welches eine Barriere war, die Zahlentheoretiker davon abhielt, die Siebmethode
in Fragen beziiglich der Verteilung von Primzahlen zu benutzen.

Die Siebmethode geht nach dem folgenden Prinzip vor:
1. Schreibe alle natiirlichen Zahlen von 2 bis N auf

2. Streiche alle Vielfachen der Primzahlen p = 2,3,5, ...
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3. Wiederhole (b) so lange, bis alles < \/n gestrichen ist.

Die iibrigbleibenden Zahlen sind die Primzahlen zwischen y/n und n.
Wir fangen mit n — 1 Zahlen an, streichen die |5 | Vielfachen von 2, danach
streichen wir die Vielfachen von 3, das sind |§] minus [ ], die schon bei
der 2 mitgezéhlt wurden. Nach diesem Streichen sind also nur noch:

n—1-15) -1zl +g)

Zahlen iibrig. Die 4 wurde schon durch die 2 abgehandelt, also nehmen wir
die Vielfachen von 5, womit wir dann auch schon 10 und 15 erledigt haben.
Jedoch miissen wir die Vielfachen von 30 wieder dazuzéihlen, die haben wir
ja schon vorher gestrichen.

Nach dem Streichen aller Vielfachen von 2,3 und 5 bleiben noch:

“1+ 13- 1) - - L+ B+ L + L

n n

4~ L5t

Damit kommen wir zu folgenden Gleichung, die uns die Anzahl der Primzahlen
zwischen y/n und n gibt:

m(n) = m(vn) = 1+ > uld)| = ). (4.1)
dx

Wobei d* = {d : Primfaktoren von d sind < y/n} bedeuten soll. Wenn man
(3.1) genau bestimmen kénnte, wire es moglich 7(n) gut abzuschétzen, aber
dies ist iiberraschenderweise ziemlich kompliziert.

Was hat das mit der Goldbachschen Vermutung zu tun?

Wir benutzen ein sehr #dhnliches System nur mit dem Unterschied, dass
wir nicht mit einer Reihe von Zahlen anfangen, sondern eine Reihe von
Zweiertupeln, die in der Summe jeweils 2n ergeben, betrachten.

Bsp.: (1,2n — 1),..,(26,2n — 26),...,(2n — 1,1). Dann streichen wir das
erste Glied, welches ein echtes Vielfaches von 2 ist. Dann streichen wir das
erste Glied, welches ein echtes Vielfaches von 3 ist ... CHEN benutzte in
seinem Beweis zum Theorem 1 dieses System (natiirlich hat er noch einige
Feinheiten und Tricks zusétzlich benétigt).

4.2.1 Das jlingste Resultat mit der Siebmethode

FRIEDLANDER & IWANIEC [5] zeigten 1998, dass es unendlich viele Primzahlen
der Form 2% + y* gibt.
Was ist das Besondere daran?
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Zahlentheoretiker, die sich mit Primzahlen beschéftigen, haben das Ziel
Werkzeuge zu konstruieren, um diese besonderen Zahlen aufzuspiihren. DIRICHLET
zeigte im Jahr 1873, dass es unendlich viele Primzaheln der Form a,a +
d,a + 2d,a + 3d,... (mit ggT(a,d) < 1) gibt. Spéter wurden dann noch
Techniken entwickelt mit denen man z.B. zeigen konnte, dass es unendlich
viele Primzahlen der Form 22+21y? gibt. Diese dadurch konstruierten Folgen
haben jedoch eines gemeinsam:

Sie besitzten noch sehr wviele Nicht-Primzahlen. Ein Losungsansatz ist z.B.
eine Folge zu konstruieren, in der relativ viele Primzahlen und relativ wenig
andere natiirliche Zahlen vorkommen.

Um relativ viel bzw. relativ wenig besser zu erkldren benttigen wir folgende
Definition:

Definition 3 Unter der natirlichen Dichte § einer Folge anen verstehen
wir : 1
6 = lim ﬂ
m—o0o M

Das Bestreben ist es, eine Folge mit der Dichte § = 0 zu konstruieren, die
unendlich viele Primzahlen hat. Machen wir uns den Sachverhalt an den
Mengen {z2 + 4% : z,y € N} und {22 +y* : 2,y € N} klar:
Es gilt:

|A| == [{z? +v* 2,y € N} N [1,n]| = Cn

IB| = {a? +y* 2,y € N} 0 [1,7]] < n¥/4,

Fiir die jeweiligen natiirlichen Dichten gilt:

. . Cn
5A:llmu%h —=C
n—oo n, n—oo N

) | ) n3/4
6p= lim — < lim — =0.
n—oo n n—oo n

Hier liegt die besondere Leistung von FRIEDLANDER & [WANIEC . Sie endeckten
eine ,diinne“Menge die unendlich viele Primzahlen enthélt. Anschaulich
bedeutet dies, dass es zwischen 0 und 108

e ungefihr 27 Millionen Zahlen der Form z? + 42, jedoch nur
e 1 Millionen Zahlen der Form z2 4 y* gibt.

Beide Mengen haben aber unendlich viele Primzahlen. Damit ist IWANIEC
& FRIEDLANDER ein Durchbruch bei dem ,,parity problem*“gelungen.
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4.3 Die Kreismethode

Die Kreismethode wurde von HARDY & RAMANUJAN [8] erfunden. Sie ist
ein elegantes Mittel um additive Zahlenprobleme zu untersuchen und zeigt
damit einen Zusammenhang zwischen Zahlentheorie und Funktionentheorie.
Spéter arbeiteten HARDY & LITTLEWOOD sie weiter aus. VINOGRADOV
hat in seinem Beweis diese Methode benutzt und sie verbessert, indem er
schérfere Abschétzungen benutzte. In 2.2 wird die Methode beschrieben. Mit
Hilfe der Kreismethode konnte auch das WARING-Problem geltst werden,
WARING behauptete 1770:

Satz 15 (Waring) Sei s eine feste natiirliche Zahl. Dann gibt es stets eine
natirliche Zahl m = m(s), so dass die Gleichung

mit ganzen Ti....T, > 0 fir jedes natirliche n mindestens eine Lisung hat.

Zwar ist die Behauptung 1909 - also vor der Entwicklung der Kreismethode

- von Hilbert bewiesen worden, doch in [29] befindet sich ein Beweis, der
die Hilfsmittel der Kreismethode verwendet. Das WARING Problem wurde
hier erwiihnt weil es eine gewisse Ahnlichkeit zur Goldbachschen Vermutung
aufweist und um zu zeigen, dass die Kreismethode von HARDY & LITTLEWOOD
ein weites Anwendungsfeld in der additiven Zahlentheorie besitzt.

Im 1. Kapitel wurde bereits die Kreismethode vorgestellt. Hier soll sie nochmal
auf die strengere Goldbachsche Vermutung angewendet werden. Wir gehen
wieder von folgender Summe aus:

f(z) = Zz“ mit P :=P U {0;1}.
acP

Dann ist: -
Az = Z R(n)z".
n=0

wobei R(n) die Anzahl der Moglichkeiten ist n als Summe von héchstens 2
Primzahlen zu schreiben.
Mit einer Formel von CAUCHY gilt:

1 2
R(2n) = 5 / ;rfﬁ dz

|z[=p
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Man erhéilt somit eine Gleichung fiir die Anzahl der M6glichkeiten durch die
n als Summe von maximal zwei Primzahlen dargestellt werden kann.
Es reicht dabei zu zeigen, dass:

f2(2)
Z2n+1d
zl=p

>e, >0 (4.2)

ist. Die Berechnug ist jedoch kompliziert, man kann den Wert nur numerisch
approximieren. Um dies zu tun, bricht man den Kreis |z| = p in zwei
unterschiedliche Bogen auf, die getrennt voneinander behandelt werden kénnen:
Es sind dies zum einen rationale Zahlen mit kleinem Z&hler und zum anderen
Bogen, die keine rationalen Zahlen haben.

Da R(n) nur die Zahlen < n zdhlt, konnen wir f wie folgt mit Hilfe der
Summe definieren: (wobei wir p = 1 setzen)

fm(z) = Z 2%
ac€P,a<m

Auf diese Art und Weise ist es bisher gelungen zu zeigen, dass jede ungerade
Zahl die Summe von maximal 7 Primzahlen ist.
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4.3.1 Das jlingste Resultat mit der Kreismethode

GOWERS fiihrte kiirzlich (2002) neue Techniken ein um Teile, die bei dem
Integral in (3.2) vorkommen, zu vereinfachen. Dabei benutzt er die Fourieranalysis
auf endlichen Gruppen, dieser Ansatz gilt als vielversprechend.®

Zur Ubersicht folgt nun eine Tabelle, die die einzelnen , Meilensteine“bei

den Losungsversuchen zur Goldbachschen Vermutung in chronologischer
Reihenfolge aufzeigt:

‘ Jahr ‘ Name H Formulierung math. Formulierung ‘
1922 Hardy Jede hinreichend grofie
& Littlewood ungerade Zahl ist als Summe von
3 PZ darstellbar.
1930 Brun Brunsches Siebverfahren
1931 Schnirelmann Alle geraden Zahlen sind als
Summe von max. 300000
N = p1 +p2 + ... + DP300000
Primzahlen darstellbar.
1934 Romanoff n = p + a™ Die Zahlen die sich in
der Form darstellen lassen haben
positive Dichte.
1937 Vinogradov Hardy-Littlewood ohne
Riemannsche Vermutung.
1938 Estermann fast alle geraden Zahlen
v.d. Corput sind Summe von zwei Primzahlen.
1947 Renyi Jede gerade Zahl ldsst sich als Summe
von einer Primzahl und einer fast-Primzahl
darstellen mit max. k Primfaktoren.
1960 Wang Yuan Jede gentigend grofie Zahl ist als Summe
von einer Primzahl und einer fast-Primzahl
darstellbar mit max. 4 Primfaktoren.
1965 Buchstab Jede gentiigend grofie Zahl ist als Summe
von einer Primzahl und einer fast-Primzahl
darstellbar mit max. 3 Primfaktoren.
1973/78 | Chen Jede geniigend grofle gerade Zahl N ist
Summe einer Primzahl und einer Zahl
die hochstens aus zwei Primfaktoren besteht.

SDieser Ansatz ist die Ausarbeitung, einer fritheren Versffentlichung von GOWERSs , fiir

den er damals unter anderem im Jahr 1994 die Fields Medallie erhielt.
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Diese Tabelle ist nicht vollstdndig, da es viele andere Mathematiker gab,
die hilfreiche Anregungen zum Thema gegeben haben. So benutzten z.B.
HARDY & LITTLEWOOD die Formulierung der Allgemeinen Riemannschen
Vermutung aus [11] von E. LANDAU, der in seiner Arbeit von einem noch
unklarem und ,,geheimnissvollen*Zusammenhang zwischen den Nullstellen
der Zeta-Funktion und den Primzahlen schrieb.
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4.4 Die Entwicklung der Vermutung in Perioden betrachtet

Die Geschichte der Losungsversuche des Problems kann man in drei Perioden
unterteilen.

e Die erste Periode ( 1742 - ca.1920) ist durch das Fehlen von mathematischen
Methoden in der Erforschung gekennzeichnet. Die Richtigkeit der Vermutung
wurde nur empirisch iiberpriift und aus den Wahrscheinlichkeitserwagungen
wurden angenéherte Formeln fiir die Anzahl der Darstellungen aufgestellt.
LANDAU zéhlte noch im Jahre 1912 die Goldbachsche Vermutung zu
den Raitseln, die beim gegenwértigen Stand der Wissenschaft noch
unangreifbar sind.

e In der zweiten Periode (ca. 1920 - 1936) wurden die ersten mathematischen
Methoden, die eine wichtige Grundlage fiir folgende Losungsversuche
bildeten, entwickelt. Das war vor allem die von HARDY & LITTLEWOOD
entwickelte Kreismethode, welche die Verbindung zwischen der Vermutung
und der analytischen Zahlentheorie zog. Ein weiter Grundstein war das
BRUNsche Siebverfahren.

Das wichtigste Ergebnis jener Zeit ist der Satz von SCHNIRELMANN,
welcher besagt, dass es eine feste Zahl S gibt, so dass jede natiirliche
Zahl die Summe von nicht mehr als S Primzahlen ist. Die Grundgedanken
von SCHNIRELMANN wurden zur Grundlage der neuen metrischen Richtung
in der additiven Zahlentheorie (Dichte eine Zahlenfolge).

e Die dritte Periode begann mit der grundlegenden Forschung von VINOGRADOV
im Jahr 1937. Er entwickelte die Methode der endlichen Exponentialsummen,
welche eine wesentliche Verbesserung der Methode von HARDY &
LiTTLEWOOD darstellt. Danach folgten noch weitere Ausarbeitungen
der bereits bestehenden Methoden, die bis zum Theorem von CHEN
fithrten. Das Ergebnis von FRIEDLANDER & IWANIEC hat einen Durchbruch
beim parity problem geschaffen; es besteht wenig Zweifel, dass dieses
Resultat eine starke Auswirkung auf unser bisheriges Wissen in der
Primzahlverteilung hat.

Zum Schlufl moéchte ich einer Anekdote folgen, die von folgendem Zitat des
Mathematikers L. KRONECKER ausgeht:

,Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott geschaffen, alles andere
ist Menschenwerk. “

Dementsprechend hat H. HASSE im Index seines Buches ,, VORLESUNGEN
UBER ZAHLENTHEORIE“unter ‘L‘ den , Lieben Gott“ aufgefiihrt.
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Wir wollen hier dhnlich verfahren:

Satz 16 Jede gerade Zahln > 2 ist als Summe von zwei Primzahlen darstellbar.

Beweis:
siehe [10]
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