AE a2x3

Eine exakte Autoevolute mit 6 Tetraedern, also 12 Punkten.
( Es wird genau ein Exemplar eines Tetraeders sechs mal geklont. Der Diederwinkel des Tetraeders liegt bei cos(Phi)=1/3,
das ist die Einparameter-Familie in der auch das Platonische Vierflach liegt.)

Die duBeren Symmetrien der AE entsprechen D3 =22 x Z3.
Das sind ..

1. die Spiegelung an der x-Achse

2. die Drehung um 2 Pi/3 um die z-Achse

(* Die Drehung um 2 P'il3 um die z™=Achse, Multiplikation von rechts. *)
drehz120 = {{—1/2, Sqrt[3]l2, 0}, {—Sqrt[3]l2, —1I2, 0}, {0, o, 1}};

Der hier gesetzte Parameter t ist im Grunde der Tangens eines halben Winkels, also t = tan(phi/2).
Daraus machen wir cos(phi), sin(phi) und die weiteren Parameter und Koordinaten.
Alle diese Werte liegen dann in einer algebraischen Erweiterung der rationalen Zahlen exakt vor.

e= sare[s=a sare[s]+saress] (2= sare D)
cosphi = S'impl'ify[(l -t Az)/(l +t "2)];

sinphi = S'imp'L'ify[z tl(l +t Az)];

print[r ¢ = v, <]

Pr-int[" cosphi = ", cosph'i]

Pr'int[" sinphi = ", S'inph'i]

o e

cosphi =
—7+a4 '\/;—2’\/;+ '\/;
2 \/6—4 '\/;+2‘\/;— '\/;
sinphi = —

—7+4'\/;—2'\/E+'\/;



(* Zwei weitere abgeleitete GroRen a und b *)

tmpnon = simplify[2 + sqrt[3] + 4 tr2 = (=24 sqrt[3]) tr2];
tmpden = simplify[12 (2 = sart[3] + (2 + sart[3]) £~ 4)];
a = simplify[sqrt[tmpnom [ tmpden]];
b = simplity[(2=sare[s] + (2 # sare[3]) £12) [ (1 4 £22)];
print[" a =, a]
print[" b =, b]

2=3 43 + Y1z

Die Koordinaten der 12 Punkte der Kurve.

Die Indizes sind modulo 12 zu lesen.

Die “innere” Symmetrie (der Indizes) ist..

1. die Spiegelung an der x-Achse: j > -

2. die Drehung um 2 Pi/3 um die z-Achse: | -> j+8
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ClearAll [p]

(* Die 4 Basispunkte, in etwa langs der x™Achse *)

p[o] = {a +1/2, 0, 0};

p[6] = {a —1/2, 0, o};

p[3] — {—a b, cosphi I2, ==sinphi Iz};
p[9] — {—a b, —cosph'ilz, s-inph'ilz};
(* Die erste Drehung *)

p[8] - p[o] .drehz120;

p[2] — p[G] .drehz120;

p[ll] — p[3].dreh2120;

p[5] - p[9] .drehz120;

(* Die zweite Drehung *)

p[4] —] p[8].dreh2120;

p[lo] —] p[Z].drehzlzo;

p[7] - p[ll].drehzlzo;

p[l] — p[5] .drehz120;

(* Ansonsten gilt.. (mod 12) *)

pln_] :=p[] =p[uodln, 1]

Erster Test, ob die Absténde stimmen.

(* Der Abstand (zum Quadrat) *)

d'istsq[x_, y_] H— S'imp'l'ify[(x = y).(x - y)]
(* Die Normalen (p[j],p[j+6]) sind qua Konstruktion in Ordnung, dennoch.. *)
Print [Un'ion[Tab'Le[l - d'istsq[p[j], p[j + 6]] , {j , 0, 5}]]]

{True}

(* Die anderen 12 "Diagonalen" gehen in einem

Rutsch. Auch da wédren nur die ersten 4 zu priifen, egal.. *)

print[union[Table[1 == distsa[p[5], p[i 711, {5, e, 12 }]]]
{rrue}
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Zweiter Test, ob der Evolutenpunkt stimmtt, also die Kolinearitét von 3 Punkten mit dem Evolutenpunkt.
(* Der Spat: Uberall ne 1 ranhingen und dann die Determinate nehmen. *)
spat[vl_, v2__, v3_, v4_] ] Block[

{m = {Append[vl, 1], Append[vz, 1], Append[v3, 1], Append[v4, 1]}}, Det[m]]

(* Hat der Spat den Wert 02 Alle 12
in einem Lauf. Auch da wiren 4 genug, egal.. *)

Print [Un'ion[

Table[S'impl'ify[O == spat[p[j —1], p[j], p[:i + 1], p[J’ +6]]], {J', o, 11}]]]
{True}

Numerische Werte flir die Koordinaten und Bilder.

SetOpti ons[Graphi cs3D, Axes => True q

AxesLabel = {x, Y, z}, AxesOrigin -> {0, 0, 0}, Ticks =9 None];

(* Obacht, coo=Tab'l.e[] ist in Mathematica "klassisch" 1-ba5'iert! *)

coo =n[rabte[p[i], {3, o, 12}]];

(* Einer mehr schadet nicht *)

AppendTo [coo , COO El]]] 5

(* Rote Normalen *)

normals == {Thick, Red, L'ine[Table[{coo[[j]], coo[[j + 6]]}, {j, 6}]]},
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Out[37]=

Out[40]=

(* Als Tube *)

Table [Graph‘ics3D[{Tube [coo, .03], normals}, ViewPoint =9 v],

L {{es, =24, 2.}, seton}}]

(* Das ist nur je die eine Halfte der Dreiecke,
jedem Tetraeder fehlen noch 2 Dreiecke *)

polyl =Table[{Mod[j, 12, 1], Mod[j +5, 12, 1], Mod[j +1, 12, 1]}, {j, 1, 12}];
poly2 =Table[{Mod[j, 12, 1], Mod[j +7, 12, 1], Mod[j +1, 12, 1]}, {j, 1, 12}];

{Graph'ics3D[Po'Lygon[coo, polyl]], Graph'ics3D[P01ygon[coo, po'ly2]]}




6 AE_a2x3.nb

(* Als Tetraederring *)

Table [Graph‘ics3D[Polygon[coo, Un'ion[po'l.yl, p01y2]], ViewPoint =9 v],

L {{es, =24, 2.}, seton}}]

Out[41]=

(* Die numerischen Koordinaten *)

Print [Matr'i xForm [coo]]

[ 1.58824 0. 0. \
—0.186761 0.603486 0.187573
—0.294118 0.509428 0.
—0.429253 0.463483 —0.187573
—0.794118 —1.37545 0.

0.616015 —0.140003 ©.187573
0.588236 0. 0.
0.616015  0.140003 —0.187573
—0.794118 1.37545 0.
—0.429253 —0.463483 0.187573
—0.294118 —0.509428 0.
—0.186761 —0.603486 —0.187573

\ 1.58824 0. 0. /



