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I Einleitung
1. Uberblick

Wir betrachten Minimalsphédren, das sind minimale
Immersionen der zweidimensionalen Sphare 82 mit differen-
zierbarer Struktur in die vierdimensionale Sphiare S4 vom
Radius 1 im finfdimensionalen euklidischen Raumims. Die
Grundlagen dafir entstammen, abgesehen vom Kapitel V, der

Arbeit von Chern zu diesem Thema.

Die Minimalsphédren werden durch andere Objekte beschrieben.

Im Kapitel II sind das total isotrope, komplexe Kurven im P, C,

4
sogenannte Direktrix-Kurven, und im Kapitel IV sind das

regulédre, komplexe Kurven im P_.C, die hier erzeugende Kurven

genannt werden. Der Vorteil digser Umschreibung liegt in zweil
Punkten:

(i) Erzeugende Kurven lassen sich leicht finden. Im Abschnitt
16 ordnen wir jeder rationalen, komplexen Funktion vom Grad
grofler als 2 eine erzeugende Kurve zu.

(ii) Das Verfahren, aus der erzeugenden Kurve eine Direktrix
und weliter eine Minimalsph&dre herzustellen, ist formal einfach
(Abschnitte 15 und 12). Im Abschnitt 19 wird ein bekanntes
Beispiel vorgerechnet.

Im Kapitel V zeigen wir, daB alle Minimalsph&dren auBer dem
Aquator nicht nur euklidisch imI]R5 bzw. 1sometrisch in S4

bewegt werden konnen.



2. Zum Kalkil

Der finfdimensionale Raum I§Sist mit einem kanonischen
inneren Produkt (.,.> und einer kanonischen Ableitung V
ausgestattet, die wir als Riemannsche Metrik und zugehorige
Levi-Civita-Ableitung auffassen. Der folgende Cartan-Kalkiil
ist in Ho/Ru §15 genauer ausgefiihrt. Fiir multilineare
Differentialformen mit Werten in E§&IB bzw. dem Tangential-
biindel Tﬂﬁshaben wir duBere Ableitungen d bzw. av
Einige Eigenschaften sind:

(i) Das Verschwinden des Kriimmungstensors im Iﬁsist

dquivalent zur Gleichung
(aV)2 =0 .

(ii) Sind Yj,j=1,..,n+1, Vektorfelder aus ITUHRS) und ist
Z eine vektorwertige n-Form, so berechnet man die ZuBere

Ableitung durch

n+1

v _ _ayJ+1 o
dZ(yl,--,ml)—JZ:l( 1) Vij(yl,-,yj,-,yml)

_1yJtk N a
+J§_<k( D2y oy 0950 08 -0 q)
Dabei bedeutet jj das Weglassen dieses Feldes. Diese
Gleichung gilt auch flur die Ableitung d, wenn bei Funktionen

f die Derivation Vyf:=y*f eingesetzt wird.

(iii) Ist w eine k-Form, so gilt die Produktvertrdglichkeit
A"(WaAz)=dwaz +(-1)¥w . a"z .

(iv) Vektorfelder konnen wir als vektorwertige O-Formen

auffassen.



3. Die Strukturformeln fiir S4

sei s%:={xe R | ¢{x,x> =1} die Einheitssphire.
Wir wdahlen auf S4 lokale Vektorfelder e y j=0,..,4, so,
daf3 %)die duflere Normale, %,..,%.tangential an S und
&1 Gy orthonormal in T]R5 sind. Fir S4—tangent1a1e
Vektorfelder y definieren wir die lokalen 1-Formen

wj(y) LTI A

Jsk=0,..,4

L v —-—
wjk(y) = (§,d eJ.(Y)) = (ﬁ(,Vyej) .

Dann gilt
u)o==0,
W ., ==~wW,., denn O0=y*(e.,e ¥=(e,,V. e d>+(V e.,e ),
ik kj’ yrie g 3y v%i %
u)oj= wj, denn V %)=y,
4
1 d v w e, = W, e,
(1) & = Vg = g g ; 58
v 4 4
2 d e =Ve, = . = —-W, + W . ,
(2) 5=V Yk % j g—; ik %k
v
(3) 0= ddeJ——dw eb+w ~d eo+§ dw <ex—wjk"dq<
4 4 :
+ UJ. Aw b UJ. A(..O e .
kZ:=1 ik~ %k O k:,n=l ik~ Ykn T
Ein Koeffizientenvergleich in (3) ergibt die
Maurer-Cartan-Strukturformeln fiir S4 imIRS:
.4
(4) dw, =5 w, ,
I k=T k
4 J,k=o,. ,4

(4) und (5) sind #dquivalent zur Codazzi- und GauBgleichung
fir die orientierte Hyperfldche 84, vergl. Kiihnel, Seite 121.



I Die Direktrix einer Minimalsphére
4. Die gegebene Minimalsph&re

Sei 82 eine differenzierbare zweidimensionale Sphire
und x :82——’S4eine Immersion., Wir ziehen die Metrik
und damit alle Ableitungen auf ngurUck und machen
X zur isometrischen Immersion. Da die so gewonnenen
Strukturen auf Sgund S4nut dem Lift x* kommutieren,
benutzen wir die bisherigen Bezeichnungen und Ergebnisse
weiter. Allerdings diurfen wir in den Gleichungen (4)
und (5) nur Sz—tangentiale Vektorfelder als Argumente
zulassen. Die vektorwertigen Formen haben ihre Werte
jetzt in x*(TE§5. Dieses Blindel identifizieren wir mit
TS2elsgexflS4..Dabei ist.LSzdas Normalenbiindel von 52
bezogen auf die Immersion x und lS4'das Normalenblindel
von S4bezogen auf die Inklusion in deniRS. Im letzteren
identifizieren wir q)xnit dem Ortsvektor x. Die lokalen

Vektorfelder &€ brauchen wir nur noch im Biindel

4

x*(TﬂR5) erkldren. Hier machen wir die weitere Einschriankung
2 2

el,eZEI“(TS ), woraus &€ € I"(LS™) und

(6) Wr=w,=0 folgen.

Sei he F(Homz(TS2,l82D die zweite Fundamentalform der

Immersion x. Bezogen auf %}..,ez hat h die Darstellungs-
koeffizienten
2
(7) h? =(e, hie,e)> =(e,(V e)5)=(e,V o)
jk h’ j’?: n’ %%< h’ %%<

=wkn(ej) =<wkn,wj> , jJ,k=1,2;n=3,4.

Die letzte Gleichheit gilt, weil % und wj dual und

normiert sind.



Daraus folgt fiir k=1,2 und n= 3,4

nl oW,

(8) W, = kY3

kn

Mo
Mo

, W, > W, =
J>

(Lukn J

J=1 J=1

Die Immersion X ist genau dann minimal, wenn die
mittlere Krimmungsnormale Spur(h) verschwindet.
Das heif3it filr n=3,4

(9) nY +n%. =0,

Von nun an betrachten wir nur noch minimale

Immersionen x : 82——*84.



5. Eine komplexe Schreibweise

In allen beteiligten Biindeln B filhren wir eine

komplexe Schreibweise ein:

B—3Ceo®B .

Die reellen Ableitungsoperatoren werden damit komplex
linear, Mit Re bzw. Im bezeichnen wir den Real- bzw.
den Imagindrteil einer GroBe. a ist die zu a konjugiert
komplexe Grofle. Als kanonische Erweiterungen der
Metrik (.,.? nehmen wir das hermitesche Produkt
w(a,by=(pa,b)>=(a,nb) und das bilineare Produkt
(a,b):= (a,b).

Wir definieren:

(10) E,.:=e, +ie

1 1 2 !
(11) E2:=e3-+1.e4 ,
(12) Qi=wy +iw, ,
(13) H :=h% +1inf k=3,4

Kk 11 vt Mo

Dazu geben wir eine Interpretation:

Wir betrachten die Immersion X :SZ——+®5,

s?_ X ,sf 3R, ¢°

’

und erweitern unsere bisherige Identifizierung auf

2

E*(TGS)Z—(E@TS o (EczaJ_S2 & (Eex*(_LS4) .

In den einzelnen Summanden widhlen wir lokale Vektorfelder
E E

e
1’ 2 70
Ej’Ej orthogonale, auf V2 normierte Basisfelder in

so, daB - bezogen auf das hermitesche Produkt -

Ca&TS® fir j=1 und in € 815° fir j=2 ergeben und

g reell und normiert in C(sx*(lS4) ist.



Ein Schliissel fiir die weiteren Ergebnisse ist
die Isotropie der Felder El’EZ bezogen auf die vom
bilinearen Produkt erzeugte quadratische Form,

(Ej,Ej)=O, J=1,2.
Die Herleitung der Strukturformeln (4) und (5) konnen

wir jetzt komplex nachvollziehen. Beachten wir die im
Abschnitt 4 gemachten Einschriankungen an die Formen

und ihre Argumente, so gilt mit (1), (2) und (6) bis (13):

4
v
(14) d El-—QeO-+é=l(wlk+(»2k)ek
=-Qe. . +1iwWw e, + W e

0 21 71 12 72

ook LK
- 1(ihy) - hy,) wyley

k=3 1
_ 4
=—Qeo—1w12El+QZerk,
k=3
2
V.V .
(15) ddEl——dQeO+QAJZ=1 W, e -idw,,E;
v _ 4
+1w12AdEl+dQE erk
k=3
_ 4 4
_§2Ak§=3(<;1erk+Hk J§:1mk3 5 Y=0.

Sortieren der Koeffizienten in (15) ergibt:

(16) O=—d§2—iw12“§2,

(17) o=QAwl-idw12—§A(H3w31+H4 Wy s
(18) OzQAw2+dw12—QA(H3w32+H4w42) ;
(19) O:iw12AH3Q+H3dQ—QAdH3+H4w43AQ,
(20) O=i(,012AH4Q+H4dQ—QAdH4+H3w34A§—?.



6. Die Krimmung

Wir multiplizieren die Gleichung (18) mit -i
und addieren dann (17). Setzen wir (8) und (9) ein,
so erhalten wir

4
O=QAQ—2idwl2—QAk§=3Hk(wkl—iwk2)

4
-2idw,, —QA[Q+ng(—kal - il w,)]

4
-2idw,,-(1- [H, )0 . Q
12 =

H

Diese Gleichung kann als Definition der GauRkrimmung K
- der einzigen Schnittkrimmung - verwendet werden.
Tatsachlich folgt aus der GauBgleichung* flur die

minimale Immersion x

— _ 2

(21) K=1+<h(ey,e ),hle,,e,)0 - [lh(e;,e )|l
B 3 3 4 4 3 2 . 4 s
=1l+hy)hyy+hy)hyy=(hyy)" =(h,)

4
2
1-5 [H|
k=3

* Siehe Ko/Nu, Seite 23, Prop. 4.1.



7. Die zweite Fundamentalform und ihre Nullstellen

(20) mit H setzten

Wir erweitern (19) mit H 4

3’
(16) ein und addieren:

(s 2 2 . 2 2
0= [1 (H3+H4)w12+1 (H3+H4)u)1

2 3 47774

=
_ . 2 2 2 2 =
(22) 0=[41 (H}+H)) w ,+a(H+HI. O .
Wir wollen zeigen, daB H3 bereits die ganze zweite
Fundamentalform h und die Kriimmung K beschreibt.
Dazu berechnen wir die komplexe Krimmungsnormale N,
die C‘alsz-Komponente von-%—dvEl(El). Mit (14) folgt
1

. v cels® 1 4
(23) N.:-é-(d El(El)) =?Q(El)ngek

4
= H, e .
2 My e

Wir definieren eine gewdhnliche ( nicht alternierende )

komplexwertige 4-Form
(24) d:= (N, M) Q" = (A +H) Q"

und untersuchen das Transformationsverhalten, falls wir

die lokalen Felder €hree1€y durch eo,ei,..,ez ersetzen.
Sind €1se, und ei,e; gleichorientiert, so gibt es auf

dem Schnitt ihrer Definitionsbereiche eine reelle

Funktion t und es gilt

e¥=cost e, -sint e

1 1 2

% _ wd

e2—s1nt el+cost €5
(25) Er=elt g

1 1

+ HydH o+ H, dH, ] Q
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Aus der Dualitat Q(El) =2, Q(El) =0 folgt

it

(26) Q*¥=e" " Q
Aus (23) folgt
-2 171 -2 ~ ~ AT
L geitige gCoL8%, 1 21t v () Cols?
T2 17 ~1 2 13771

e2lt N .

Die Gleichungen (24),(26),(27) liefern

b*=9 .

Damit ist ¢ auf Szglobal definiert. Ein Wechsel der
Felder e,,e, hat keinen EinfluB8 auf N und d.

Wir wdhlen isotherme Koordinaten, das heiBt aus

dem (einzigen) konformen Atlas von Szwéhlen wir eine Karte

z:U——D ,IJch, Dc€C, U,D sind Gebiete.

Dann gibt es eine reell differenzierbare Funktion

AN:U—>C, und wir erhalten die lokale Darstellung
(28) = ANdz,
_ (TF 2, TT2) 34 b4
(I)_(H3+H4))\ dz* ,

Da x eine Immersion ist, hat die Funktion A keine
Nullstelle. Die Gleichung (16) erweitern wir mit A,
setzen (28) ein, konjugieren und erhalten

(29) inl2As‘§=X dQ =X d\ .dz=dx . §
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Die Gleichung (22) erweitern wir mit X®, setzen (28),(29)

ein und erhalten
_ 3 2 2 'y 4 2 2 =
0= (4% (H;+H}) aX+ X*d(HS + HJ)] . dZ
_ 4 2 2 =
—d[x (H3+H4)]Adz
Dies ist dquivalent zu
_ 2 (w(ig2.g2
O"aZ(K(HB'FH4ﬂ ’

und daher ist § ein globales holomorphes Differential
vom Grad 4. Nach dem Satz von Riemann-Roch (Be/So, S.561,

Gl1.27) muB @ identisch verschwinden, es folgt

2 2 _
(30) H3-+H4-O .
Die Gleichung (27) sagt, daB die stetige, reelle Funktion
HN||2==!H3|2+IH4|2 auf ganz 82 definiert ist. Ihre

Nullstellenmenge
G:={pes®; lIn,_\ll’=0}
(p)

ist eine kompakte Teilmenge wvon 82. Thre Elemente

bezeichnen wir als Ausnahmepunkte.

Ist G==Sz, so ist H3=P2f=0 fir jede Wahl lokaler Felder
€1sees€ye Die zweite Fundamentalforg h der Immersion x
verschwindet identisch, das heiBt S~ ist totalgeod&atisch
immersiert und x(S2)ist ein zweidimensionaler Aquator

in S4. Diesen Fall schlieflen wir im weiteren aus.

Ist G:kSZ, so zeigen wir, daB G endlich ist. Fir den

Fall G=¢ ist nichts zu zeigen, sei also G+ 0.

Fiir einen Randpunkt p€t 8G wdhlen wir isotherme Koordinaten

so, daB z(p) =0 ist.
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Die Gleichungen (19) und (20) lauten lokal

0=(2 iH3 Wyt dH3+ H, w43)A A dz

0=(2 iH4w12+ dH4+H3w34),\?\dz .

Wir entwickeln w und @

12 lokal,

34

1 = 1
-2—)\wjk(E1) dz ,
und setzen

a.

~ihw,(E) ,

1 _
"—2—)\ (.\)34(E1) .

Nun konnen wir das System (19),(20) vollstédndig in
dz und dz entwickeln. Beachten wir, daB A keine Nullstellen
hat und daB dz -Terme verschwinden, so bleibt das

Differentialgleichungssystem

o -

EH3—aH3+bH4 ’
(31)
a = -
a_ZH4_ bH3+aH4
Auf das zu (31) konjugierte System wenden wir den im
Abschnitt 21 bewiesenen Satz an. Damit ist pedG ein
isolierter Punkt. Szist kompakt, also ist ¢G endlich.
Mit dem topologischen Argument aus dem Abschnitt 20

schlieBen wir, daB G endlich ist.



13

Da mit (30) Hsund H4nur gemeinsame Nullstellen haben,
konnen wir HB/H4in Ausnahmepunkten stetig zu +i oder -i
fortsetzen, Dies ist die zweite Aussage des Satzes aus
Abschnitt 21 . Bei geeigneter Orientierung der lokalen
Felder e3,e4 wird die Vorzeichenwahl stetig auf ganz S2,

und wir setzen ohne Einschrinkung
(32) H,=1iH

Aus (23) folgt

(33) N==H3E2 ,

und (21) liefert

(34) K=1—2IH3]2.

Die Ausnahmepunkte sind genau die Punkte p auf SZmit

der Krimmung K(p)= 1.
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8. Die Frenet-Boruvka-Formeln

Die komplexen Ableitungsgleichungen fir die
minimale Immersion x: Sz——; S4 erhalten wir durch
Entwickeln der vektorwertigen 1-Formen (Homomorphismen-
felder) dvx, dvEl, dvE2 nach den orthogonalen Basisfeldern
x, E ., El’ E,» E2 (Identifizierung x = eo) .
Aus (1) und (6) folgt

dvx=Re(QE1).
Aus (14), (23), (33) erhalten wir
AE, =~Qx-iw,.E +H,QF
1 12 71 3 2

Von dVEzberechnen wir die Koeffizienten:

v v
(x,dE2)=—(d>gE2>=O,

%(El,dvE2>=—%<dvEl,E2>=—Q iy
%—(El,dvEg)=——é—<dvE1,E2)—O,
%‘<E2’dVE2>=?‘“33 §w34+%‘“43+% 44= 1 W
%‘<E2’dvE2>=%w33+%‘”34+%‘“’43‘ %‘*’44=O .

Wir fassen die Frenet-Boruvka-Formeln zusammen.

| v 1 1 =
(35) i d'x = ?QE1+?QE1

| v, _ .
(36) | d El——QX-—l wlZEl +H3QE2
(37) d"E,= -A,QE E
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9. Die induzierte Direktrix

Wie in Gleichung (28) wdhlen wir isotherme

Koordinaten. Dann gibt es Funktionen @l,mgztj———bc mit
w34=Lp1dz+ap2dz .

Sei die Funktion p: U——> C eine LoOsung der Differential-

gleichung

(38) =P =1i¢,p mit p(0) 40,

so folgt aus (37)

d"(pE,) =dpE,+p d'E,

— 3 o .
_((a—zp) Eg-p)\h3El—1pgplE2)dz.

Dies bedeutet, daB die Komponentenfunktionen von pE2
in z holomorph sind. Da die Gleichung (38) holomorphe

Funktionen f wie Konstanten behandelt, das heift

Io

_ 9
(fp)—fa_zp’

\]

0

liegt es nahe, die komplexe Kurve pE2 in homogenen
Koordinaten zu interpretieren. Eine Transformation
wie in (25) wird durch eine neue Losung in (38)
ausgeglichen. Wir erhalten eine global induzierte

holomorphe Kurve
2
€:=98 — P,C

und nennen sie die von der minimalen Immersion x

induzierte Direktrix-Kurve.
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Bemerkungen:
(i) E ist rational.

Jede Komponentenfunktion von pE2 laBt sich

meromorph (holomorph bis auf Pole) auf ganz 82
fortsetzen, weil £ keine wesentliche Singularitidt hat.

Die Komponentenfunktionen sind rational nach Be/So, S.202,
Satz 11.

(ii) & ist substantiell.

Aus (35),(36),(37) folgt: Die Schmieghyperebene der
2’ El, X’ E

Jjeweils an der Stelle p ausgewertet, aufgespannt.

Direktrix wird an einer Stelle pe Sgdurch E 10
So0ll die Schmieghyperebene raumfest bleiben, so muB in der
zu (36) konjugierten Gleichung der Term ﬁ3Q Eeidentisch

verschwinden, das heiB3t H3==O. Es liegt ein ,Aquator" vor.
(i) & ist total isotrop.

Da E2 isotrop ist, liegt g auf der vom bilinearen Produkt

in P4® induzierten Hyperquadrik
Q:={ueP4€ | (u,u)=0}.

Nach (37) ist die Ableitung von E2Linearkombination von

El und Ey. Mit (El,El)==(El,E2)==(E2,E2):=O liegen auch
alle Tangentenlinien von g auf der Hyperquadrik Q.

Solche Kurven heiBen total isotrop (beziiglich Q).
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T Die Minimalsphidre einer Direktrix

In der Hoffnung Direktrix-Kurven £ leichter finden
zu konnen als minimale Immersionen x, geben wir ein
Konstruktionsverfahren an, das zur Konstruktion der

Direktrix invers ist.
10. Multivektorraumkurven

Bezeichnungen:

N:={0,1,2,...} ,

£f:D— " sei holomorph, Dc € sei ein Gebiet,

d
.
i ._—E;f‘,

und wir identifizieren
n n. (k)
Chee e T =C

unter Verwendung des durch die Determinante

(Bpnaeeenay, bln...ﬁbk> 1= det ((( aj,bl> ))j,lzl,..,k

induzierten Skalarproduktes.

In einer Umgebung um z.e¢ D hat f eine Entwicklung

0
(o] s n
f(z) => a.(z-z )9, mit a.e C .
=5 J 0 J
J_
Flir den Entwicklungspunkt ajdefinieren wir
(i) Rang(f) := dim Spann{aj | je I%} y
(i) f-Index : {1,..,n} —» N o {w} ,

o , falls Rang(f)<k
f-Index(k) :=
min{j eI, | dim Spann{ao,..,ai}=k£sonst.
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Lemma: Betrachten w1r die induzierten holomorphen
Kurven f . f"I)———»C(Z) und £ A f'a f”'D-———0®(3) SO
gilt fir jeden Entwicklungspunkt z €D :

0
(39) f.~f'-Index(1) = f-Index(1) + f-Index(2) -1,
(40) f . f'-Index(2) = f-Index(1) + f-Index(3) -1,
3
(41) fAf'.f"-Index(1) = E f-Index(k)
k=1

Ist ein Index unendlich, so ist entsprechend zu interpretieren.

Beweis: Fiir k=1,..,Rang(f) sei By i= f-Index(k).
Dann hat f die eindeutige lokale Darstellung
gﬂlg(f) My
f(Z)zlﬁ auk(z—zo) gk(Z)
mit holomorphen Funktionen g, : D —C ,gk(zo)==l.

Daraus folgt

f.f'(z)=5 a ~a. (g -up.)
l§j<kgRang(f) by T kT

4p, -1
J k
(z - z) gjk(Z)

mit holomorphen Funktionen gjk:])———bc ,gjk(zo)==l und

1 1 1
faf'af"(z)= E a ~a. ~a Wl
f<j<k<l<Rang(f) M35 Mk B J K3
Mj uk ul
J+ uk+ ul— 3 :
(z - z4) gjkl(Z)
=1,

mit holomorphen Funktionen gjkl:ID———0® ’gjkl(zo)

Diese Entwicklungsvektoren von f, f.f', f.f'.f" sind jeweils

linear unabhangig,und es gilt
u1+ u2< ul+ u3< uj+ “k flir andere Paare j<k sowie
hyt u2+ u3< uj+-uk+ ul flir andere Paare j<k«<1.

Die Behauptungen (39),(40),(41) folgen daraus sofort.
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11, Die gegebene Direktrix

Uber eine feste konforme Karte z identifizieren wir
SZInit der geschlossenen Ebene Co {0} . P4® beschreiben
wir durch homogene Koordinaten im ®5.

Wir geben eine Kurve E: 82———+ P4® vor mit den Eigenschaften

[

(42) | £ ist holomorph und substantiell,

(43) ; (E,E)=(EE"Y =0 (totale Isotropie),

(44) | £-Index(3) = g-Index(2) +1 in jedem Entwicklungspunkt.
Folgerungen:

(i) Aufgrund homogener Koordinaten ist E-Index(1) = 0.

(ii) Die fUnf Koordinatenfunktionen sind meromorph in S2,
also rational. Erweitern wir mit dem Hauptnenner, so 14dBt

sich & durch finf Polynome beschreiben.

(iii) Mehrfaches Differenzieren von (43) liefert

(45) (€,8')=(8,8")=(g",E") =(E,€" =0 und
(46) (g",g") =-(g',E") .

Im weiteren setzen wir

(47) m:=§¢-Index(2) -1 .
Damit ist m :82-——+I% eine Funktion des Entwicklungspunktes

Zq und wir werden sehen, daB die Punkte z. mit m(zo)>O

0
genau die Ausnahmepunkte sind.

Lemma:

(48) m(zo)==O = {g,g-,g,g'} ist in z, linear unabhingig.

Beweis: Aus (39),(47) folgt m(zo) =0 <=>gAg'(zO) 0.
Aus (43),(45) folgt [[E~E'~E~E'lI2=1lE~E'|*.
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12. Die Konstruktion der Minimalsphire

Um zu einer komplexen Kurve x :S2-——os4zu gelangen,
werden wir E, €', E" sukzessive orthogonalisieren. Der
orthogonale Rest von g" beziiglich £ und ¥ liegt im
orthogonalen Komplement {E,E'}l und wegen (45) in
{€. €' E,E' } = {Re(r),In(£) ,Re(g),In(g) }'. Ist m(z,) -0,
so ist mit (48) dieser orthogonale Rest ein komplexes
Vielfaches eines reellen Einheitsvektors x, der unser
Kandidat fiir die gesuchte Minimalfldche ist. x ist bis auf
sein Vorzeichen bestimmt, das heiBt wir konstruieren die
Fldchen +x und -x gleichzeitig. Um dieses Verfahren auch in
Ausnahmepunkten mit m(zo)> O durchfiihren zu kdnnen, bendtigen

wir noch ein Lemma:

(49) Die nicht holomorphe, aber reell analytische

1
Kurve £€'- iﬁg%ﬁlg hat in 2y eine komplexe

Nullstelle der Ordnung m(zo).

Beweis: m==m(zo). [f]m sel das um z_, entwickelte Taylor-

0
polynom vom Grad m in den Variablen Re(z) und Im(z).

Wie im Beweis von (39) sei

Rang (&)

W
€(z) =5 2, (z-—zo)]‘gk(z).
Dann ist k=1 K

(€], = ap (g1,
[g']m= o) [gi]m+ A1 (m+1) (z - ZO)m i

[E'- i%’_g%%g]f aO |:gZ'L]m"' am+1(m+1)(z - ZO)m

2= - N m
lagll® g 8y +Cag a4 5 (m+l) g, (2 - 2,)
2ol IPNEITRE a1/
00 A
b}
——9——221—)(m+1)(z-zo)m.
laqll

m

0

Die Nullstellenordnung ist nicht gréBer, weil aound a1

linear unabhidngig sind.
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Wir wdhlen ZO==O als Entwicklungspunkt und filhren das

Verfahren mit m=m(0) durch.
0 E, Vo' &
(50) e

II I ‘”‘< oS )
o) - E'- —%g%,—g

- 127 1€ gl
ZV'?Z_m HEN2E' —CE,E'DE
2™ EN 1IE A&

Nach Aussage (49) bleibt E;

Ausdruck und ||E1||2=2. Mit (43),(45) sind El,Ez,El,E2

orthogonal und auf V2' normiert. Der orthogonale Rest von &"

in z=0 ein reell analytischer

ist demnach

1
(52) VX=g"—-—2—(E1,§">E1_?<E2’gn>E2

Dabel ist v(z) e € und x(z) € S4CIR5E 65.Einen direkten
Zugang zum orthogonalen Rest bietet fiir alle Stellen =z

mit m{(z) =0 die Definition

2 . o . .
(53) 1=y (-1)3cEL g, e T g £ 32 onne 03D,
3=0

Aus (43),(45) folgt
CE,q>=<CE",>=0 und daher

< 2,n>—<E YN =
Weiter ist

5y :( “ndcgagnea g e R )
J_

~eae g5 e ey, also
CE,m> =<E,M) =0,
(E,,M? = <E1,n>=o ,
M= IE~E ~E"I?

Damit ist gezeigt, daB vx und 7T linear abhidngig sind,

und es gilt
(vx,Md>=CEnN>=||E. E'LE"]2.
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Vergleichen wir die Koeffizienten von £" in (52) und (53),
so folgt

(54) Heg~g'11? vx=m1,

(55) HE~EI® IvI®=11E. &L E"2.

Aus (43),(45) folgt
2 . ~
(mom) =35 " (-1)3* e gne.dogm
J,k=0 .
Ce~en e Ko (gl g

= lg~E"1I* (g€,

also ist

(56) vi=(g"mE") .
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13, Die Probe

Wir wollen zeigen, daB x eine minimale Immersion ist,
und berechnen dazu die Ableitungen von EZ’Eﬁf und x.
Zuerst stellen wir einige der verwendeten Rechenhilfen

zusammen, Mit

J:= Argument(z) folgt aus (50),(51),(52)

_ el
6= v B2,
_HE~E]] Jimd CELEY
g'_AWT T © B+ 7 E, s

1 1
§"=\/x4-?T<El,§”>El-rzr(E2,g”>E2.

Weiter ist
dd¥=dIm(lnz) = Im(—d;— ,

all £l = Re(E .~ £'> dz)

el ’
dll g~ E'l =Re<<§ﬁ§':§g7ﬁ">dz> ’
d(ﬂ_g_iT”)=_Re(<§”Ag§A',g§Tldg">dz) ’
R s
<E2,g">=V§'< L ED

und wir verwenden die logarithmische Ableitung

dg .
£=7g; = df=f£3) —3 .
J J =3
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. Re((E, £') dz)
d““:‘ﬂ?rrg % - V2 e

ve _HE~E']l imd Im( > dz) ¢
(57) dE2——Eﬂ—E-E—5—elm dz E, +i E“gg”z z E,

d'E,;=e ge~1mY E, + gl d(ﬂ—]g'-ﬂ) E,

+ 11~ & d(-ﬂ_ﬁﬂ-) El

-im
+\|/|§‘§{T ||§A g'll (2Re({€,E') dz) Ery ”gllz £ dz

-1lEll?dz E-CE,E"> dz E-CE,E') E' dz)

Voo (s _Re((E, E') dz) Re((§A§ gug > dz)
d"E,= (-imdy e TE=ET ) Ey

+ e a2 E, Tr%rgn”Tn—

vZ e 1M 1] az 1 o 1 |
+ TE= &1 (vx+—é-(E1,g >E1+—2-(E2,§ >E2)

—1m&

-ﬂg—-g—,”-(”g ”2 dZ+<g g”)dZ)E

_5 .a-
v V2 v [|E]] e ™
(58) a"E, = T T dz x

_]_Im(( % _j_ﬂg__g_ﬁ_r) dZ)E

CHEa g eI
TET dz E,

Aus dv(vx) = xdv+vd'x folgt

v 1,.v 1, .v
vd'x=-xdv+ g'"dz - 5<(d'E;,§" E; - 5(dE,, §" E,

1 I
- ?<El, g > dz El_

1 me

—2—<E ,g >dZE2

- £y a"E. - 2(m,,§"ya"E
2 7 17 2 ¢E € 2

Der 2.,5. und 6. Summand der rechten Seite ergeben zusammen

o 1, = nmy w
(x, & >x+?(E1,§ )El
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Aus (45),(46),(56) folgt

v{x, g")dz = (vx,E") dz

(En’ gnv) dz - %(El’?u) (E]_’ gnl) dz

2(E~ ELE ~ EYD
vdav+v T~ e 12 dz .

Setzen wir die beiden letzten Ergebnisse ein, so folgt

vdvx=(—dv+dv+v< % "g, T= " dz

1 o lEN vvE e7im?d
AT 1 5 4

1

+ 2 (B , E") dz E

1

1 v " 1 v "
- (?<d El,x>(x,§ >+—4—<d El’El><El’§ >

1 v " 1 , v
+ 7 (d El’E2>< Ez,g >+T<E1,§‘ ><El’d El)

1 " v
+7<E2,§ ><El,d E2>) E,

l v " v t
-7 (CA'E,,E ) (E , E") +<d E,,E,2CE,,E"

! v [] . v
+(E;,§")(E,,d'E ) +(E,,E")CE,,d E,)) E, .

Beachten wir,daB (dVEl,El> und <dVE2,E2) rein imagindr

sind und daB <dvE2,E1) - -<E2,dVE1> gilt, so bleibt

vax = - + (a"E, ,x>(x ‘g">1~:-"2 S| dz E
5 1° ’ 1" V3 ¢ ~ & 1

Da vi= (vx,£") =v{(x,§") rational ist, folgt

v _-vlgll ™ v gl et
(59) d'x = V‘THgAgWTdZ E + = e~ az E,.
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Die Kurve x ist im Entwicklungspunkt z.= 0 genau dann

0]
eine Immersion, wenn

V12 NE. BBl
TE~ £ 112 e~ E TR

dort keine Nullstelle hat. Hier hilft die geforderte
Eigenschaft (44) in Verbindung mit (39),(41) weiter.

Wir entwickeln um zo=(k

Ne . er.en))z Nag~ag,g~ap o7 (mel)%(me2)? 2] "

e~ i lag~a_ 1" (me1) az|4m+
Diese Funktion hat in z =0 keine Nullstelle. x ist damit
eine Immersion von Sznach S4. Die Gleichung (59) zeigt,
daB E,, El, und damit E,, Ez’
sind. (57),(58),(59) sind die Frenet-Boruvka-Formeln

genau vom Typ im Abschnitt 5

(35),(36),(37). Wir haben eine minimale Immersion konstruiert,

und wir konnen die alten Bezeichnungen uUbernehmen:

Va2 v |[£]] e~ MY

N 1 A0
(DL (ELEY (E. ELELEM
W= I g - e ) 99
(e, £
0y Tal- B2 aa)
(60) Hﬁ E,HZ -2imy

Ha= varv ilgll®

Bemerkung: w hat fir z =0 keinen Pol, der dritte Summand

12
entwickelt sich zu —-g—+ oo

Mit (34),(55),(60) kdnnen wir die Krimmung durch die

Direktrix ausdrilicken,

Ll et L€~ g
(61) K—-l—T\-fg"g—ﬂgETé—l ”gﬁgl gn| ”E”G ¢

*,.. 2 Terme hoherer Ordnung.
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Wir entwickeln (61) um z.= 0 und erhalten

0

IIaO,\a [ (m+1)® |z|6m+...

m+1

K(Z)=l

- 6 2 2 2 4m
IIaOIIIIaO,\am+1A am+2||(m+1) (m+2)%|z| 4. ..
S0 finden wir unsere Vermutung iiber die Ausnahmepunkte

bestatigt,

m(zy) > 0 & K, y=1,

O)_

und dies geschieht nur in endlich vielen Punkten.

*,.. 2 Terme hdherer Ordnung.
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IV Erzeugende Kurven
14, Liniengeometrie

Wir untersuchen einen Sonderfall der im Abschnitt 10
eingefihrten Multivektorraumkurven. Dazu referieren wir zweil

Ergebnisse der projektiven Differentialgeometrie:

(i) (Siehe Bol, Seite 68). Einer Geraden, die durch zwei
ihrer Punkte f, g im P3C gegeben ist, entspricht genau ein
Punkt f . g auf einer Quadrik Pl im P5® und umgekehrt.

In homogenen Koordinaten (Pliicker-Linienkoordinaten):

fo 81 -1 8

o &0 fo8 - T5 g
. ?_’g: 5% A ngzz%gB‘fs%)
2 g2 fre3-T38;
T3 €3 f3g, -1, 83

18- T8
Die Festlegung der Indexreihenfolge (01,02,03,23,31,12)

bestimmt die Darstellung P der Pliickerquadrik Pl in

homogenen Koordinaten. Mit

000100
000010
b.. 000001
: 100000
010000
001000
ist Pl:={uePC| (u,Pu) =0 [

(ii) (Siehe Bol, Seite 73). Jeder Torse im P3

genau eine bezlglich Pl total isotrope Kurve im PSC und

€ entspricht

umgekehrt,

Den zweiten Punkt prifen wir genauer.

Es gilt: Jede Torse, die kein Kegel ist, hat genau eine
Gratlinie.

Zum Existenzbeweis, siehe Bol,Seite 59. Zur Eindeutigkeit
sei f4g,f~f'=ga.g'.Dann ist mit B+O0:g=af+ B’

=S g'=a'f+(a+BY) £'+ BE" = e Spann{f,f'} = f ist eine

Gerade, £ .~ f' ist ein entarteter Kegel.
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Folgende Falle interessieren uns nicht weiter:

Punkte, Geraden, ebene Kurven im PBG erzeugen

Kegel, Geraden, ebene Torsen im P3G, diese entsprechen
Punkten, Geraden und ebenen Kurven auf Pl im PSG.
SchlieBen wir diese Fdlle aus, so bleibt eine Bijektion
zwischen substantiellen Raumkurven im PSC und nichtebenen,
total isotropen Kurven im PSC.
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15. Neue Kriterien

Unser Ziel ist es, die in (42),(43),(44) aufgestellten
Kriterien auf Kurven im P3(D zu Ubertragen. Dazu miissen wir

(i) im P5c die Quadriken wechseln,

(ii) die Dimension korrigieren.

Zu (i).SeiQ':={ue P_.C | (u,u) =O} und sei

5

2

OO OOR
Or 00RO
HFOOROO
codkoor
o ocooro
Looroo

dann ist Wtw=P,und W ist unitar.

Es gilt uePl & WueQ',

denn (u,Pu) = (u,thu) = (Wu,Wu).

Zu (ii), Wir identifizieren P4<E mit

t
{ue P.C | u'= (uo,ul,u2,u3,u4,0)}.
— ) 1
A 5= Ug & WueQ nP4(B,
denn (Wu)SZ\Tg“(uz_uS)zo ) u2=u5,(vg1.(65)).
Die Quadrik Q aus Abschnitt 9 ist genau Q'nP4(E.

Dann gilt ue Pl und u

Betrachten wir die Indizes von f . f'bzw. W(f .f'), so folgt

mit den Bezeichnungen aus dem Beweis von (39):

Hit By

ul+u2<ul+u3<{ }<u2+u4<u3+u4

ot Uqg
Aus dieser Ungleichungskette lesen wir ab:
Rang(f) =4 ,
Rang(f ~ £') =5 Ol + by= bot By,
g14(z)/ gzs(z) ist konstant, nicht O.

Nun konnen wir die neuen Kriterien aufstellen.
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E:= W(f . f') ist eine Direktrix-Kurve und erfiillt

(42),(43),(44) genau dann, wenn f :82-——¢PSG die folgenden
Eigenschaften erfillt:

(62) f ist holomorph und substantiell,
(63) f-Index(2) =1
; in jedem Entwicklungspunkt, '
(64) ; f-Index(4) = f-Index(3) + 1
’ v v _ v !
(65) | fO f3 f3 fo fl f2 f2 fl
Bemerkungen:

(i) Wir nennen Kurven, die (62) bis (65) erfillen,

erzeugende Kurven.

(ii) Ein Vergleich mit den Direktrixkurven und mit (40)

zeigt, f-Index(3) = m+2 , f-Index(4) = m+3 .

(iii) Obwohl wir die Kriterien (63),(64),(65) in Abhingigkeit
einer konformen Karte z und einer Entwicklung um einen
Punkt zozformuliert haben, sind sie fiir die Kurve f

charakteristisch und invariant formulierbar:
(63') f ist regulédre Kurve (im Sinne der Kurventheorie).

(64') Hat f einen Wendepunkt der Ordnung m, so entartet

das begleitende Tetraeder von der Ordnung 2m .

(65") f gehort einem vorgegebenen linearen Geraden-
komplex an (siehe Bol, §44).

Erldauterungen zu (64'):

(i) Der Wendepunktbegriff ist im Sinne von Bol, Seite 53.

(ii) Das begleitende Tetraeder, aufgespannt von f, f',f" £,

ist nicht Bols Begleittetraeder.
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(iii) Fur die reguldre Kurve f gilt:
f hat einen Wendepunkt der Ordnung m,

&) die begleitende Schmiegebenenschar wird

stationar von der Ordnung m,

(k) { =0 fir k=0,..,m-1

) ] 1" ? b

N (£ frafh) $0 fir k=m ’
(k+2) =0 fiur k=0,..,m-1

2\ ] ’ b

@ £t f $0 flir k=m ;’

&) f-Index(3) =m+ 2 .
(v) Betrachten wir die k-fache Ableitung

(f P AL LR fl”) (k)= Z c. f(aj)A f(Bj),\ f(Yj)A f(&‘j’) ,

5 J

so folgt aus der Schiefsymmetrie des Dachproduktes

o - -~ s
J<BJ<YJ<65

ohne(!) Vertauschungen vorgenommen zu haben. 97 sind positive
Konstanten. Genauer ist

k . .
(£atriaon oo s— Xy e o )3 p(k=3+3)
3=0

Setzen wir (iii) voraus, so verschwinden die Summanden fiir
J<m und diejenigen mit Yj< m+ 2. Fir die restlichen

Summanden liefert dies die Ungleichungskette
m+ 2 ¢ Yj< 5j:=k-j+-3$ kK-m+3 .
Daraus folgt 2m ¢ k,und es bleibt:
(k) =0 fir k=0,..,2m-1
(fﬁflﬁf”h f!ll) { ’ ’
(3 o p(mi2) 2 (me3) iy o,
Unter der Voraussetzung (ii) gilt:

Das begleitende Tetraeder entartet von der

Ordnung 2m,

& f-Index (4) =m+ 3.
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16. Beispiele fiir erzeugende Kurven

Wir identifizieren weiterhin S2ndt der geschlossenen

Ebene Cu{wl} . Sei

deren Grad groBer als zwei ist.

(66)

eine erzeugende Kurve im P

f(z) :=

2

r:S ———»82 eine rationale Funktion,

1

Z

r'(z)

Dann ist

zr'(z) -2r(z)

3

C, deren Ausnahmepunktverhalten

(Wendepunktverhalten) wir anhand der Funktion r voraussagen.

Beweis:

Zu (62). Aus der Rationalitdt folgt die Holomorphie.

Die Eigenschaft ,substantiell" wird in (64) gezeigt.

Zu (63). (£.fY(z)) =1 auf ganz 5.

Zu (65).

(i) z, ist endlich,

f. fl-f

0

3

370

Zu (64). Wir unterscheiden vier Fzlle.

r ist in z

0

v _ "__ [ t
fl=zr r fi f2

f

2

]
fl'

holomorph. Damit ist (als

vier Unterdeterminanten zu lesen)

m(zo) ist
gilt

f Af'.f"(z)

1

2z

r'(z)

zr(z)-2r(z)

r'(z) £(z) .

0
1

I‘"(Z)

zr'(z) -r'(z)

0

0]
r'"(z)
zr'"(z)

genau die Nullstellenordnung von r'''in zo,und es

r fh~f(m+2z\f(m+3)(zo)

1

20
3%

0
1

*

¥*

o O

]

(m+3%zo)

20

r\(m+3)'

(zo)

(m+2)

mr‘(

zo)

0
0
r(m+4>(z )

O
(m+4)
Zy T (ZO)+ (m+1) r

0n+1)(r(m+3%zoD2—Inr(m+2%zo)r(m+4%zo)+().

(m+3)
(z4)
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(ii) r hat in o einen Pol hochstens zweiter Ordnung oder ist
dort holomorph. Wir untersuchen das Verhalten der Kurve
f(z):= zf(%) in 0. Ff ist in 0 holomorph(!),und T(0) % 0.

.1 (z)
z 1 0
1 0 O

= e - 1) e =5 )
ri)-2zr) -Lrbseledyorndy Lroedy

= - S ) F(z)

r'""hat in o eine Nullstelle mindestens vierter, aber endlicher

Ordnung! Sei m+4 diese Nullstellenordnung, dann ist m die
—,r"(2) in 0. Wir priifen,

Nullstellenordnung von w(z):= >

F thf(m+21\f(m+3%O)

0 1 0] 0
1 0] 0 0

T * Inw(m_lko) (m+l)w(m%0)
* * w(m%O) w(m+1%0)

—emw ™ 0y w ™0y & (me1) (w0240 .

In diesem Fall ist m(eo) die Nullstellenordnung von r'"

in .o minus vier.

(iii) r hat im endlichen z,. einen Pol der Ordnung m+ 1 .

0
Wir untersuchen eine in gaholomorphe Darstellung von £,

T(z) := (z-zo>m+2 £(z) , mit F(z,) 40,

Die erste Komponente von f 14Bt den f-Index(3) =m+ 2

erkennen. Wir priifen,

O 0 (m+2)! 0
0 0 (m+2) z (m+3 )
tapapmeR) gy o = 0 T o

* ¥* * ¥*
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* ¥

Die Determinante des Blocks |, ,| verschwindet nicht, weil

f(zo):¥0 und f reguldre Kurve ist. Hier ist m(zo) die
Polordnung von r minus eins.

(iv) r hat in o einen Pol der Ordnung m+ 3. Wir untersuchen

das Verhalten der Kurve f(z):=zm+3

f@%)in 0. Wieder ist
T in O holomorph und f£(0) +# 0. Die zweite Komponente von

f 148t den f-Index(3) =m+ 2 erkennen. Wir priifen,

O 0 0 (m+3)!
0 0 (m+2)! 0

FLop wm2) p(med)gy o . $o0,
H# ¥* E3 *

analog dem Fall (iii). Hier ist m(oo) die Polordnung von r in

oo minus drei.

Wir fassen alle vier Fdlle zusammen.

(67) m(z.) ist die Nullstellenordnung
70

1" 5
Polstellenordnung }'von roinoz

0

T } falls r'in zy{ DoTOMOTPR Ly g,
minus vier Ol singuléar

Fur Zp= ist der Zusatz ,minus vier" in die

andere Zeile zu setzen.

Soll ein vorgegebenes Ausnahmepunktverhalten erfiillt werden,
so gehen wir von einer rationalen Funktion T aus, die
folgende Bedingungen erfiillt:

+ 0,

(68) T hat im Endlichen keine Pole der Ordnung 1, 2 oder 3,

=l

T hat in o keine Nullstelle der Ordnung 1, 2 oder 3.

Das Verschwinden aller Residuen zeigt, daB sich T dreimal
integrieren 12Bt, das heif3t es gibt eine rationale Funktion r
mit r'"=7. Die Gleichung (67) zeigt, daB die Integrations-

konstanten fur das Ausnahmepunktverhalten ohne Bedeutung sind.
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Wir stellen die Bedeutung der Ausnahmemenge G aus Abschnitt 7

zZusSammern :
(i) Rationale Funktionen

r ist vom Grad groBer als zwei,oder T = r'"erfillt (68).
. . 2

Mit (67) ist G=={ZOE S |m(zO)> O}.

(ii) Erzeugende Kurven

f entsteht aus r durch (66). G ist die Menge der Wendepunkte.

(iii) Direktrix-Kurven
E=W(f.f"). In G ist € nicht regular (keine Immersion).
(iv) Minimale Immersionen

x entsteht aus € durch (53). In G verschwindet die zweite

Fundamentalform h,und die Krimmung nimmt den Wert 1 an.



37

V Scharen

17. Scharen von Direktrix-Kurven

Definitionen:
Dk sei die Menge aller Direktrix-Kurven
((42),(43),(44)) E: s, P,C , wobei
£ und £ nicht unterschieden werden
(Willkiir in (32)).
Mob sei die Menge der biholomorphen
Abbildungen auf 82(Mébiustransformationen).
sS0(5,C) sei die spezielle komplex-orthogonale

Gruppe (siehe Chev., Seite 4).
SO0(5,R):={R€ S0(5,C) | R ist reell}.

Die Elemente aus S0(5,C) sind genau die Repridsentanten
derjenigen projektiven Transformationen, die unsere
Ruadrik Q@ aus Abschnitt 9 invariant lassen.

Aus (42),(43),(44) folgt fiur Me SO(5,C):

£ €Dk ¢ M(¥)e Dk

Im folgenden ist immer § e Dk, y e Mob, Me SO(5,C), R € SO(5,RR).
Auf Dk lassen wir das direkte Produkt S0(5,C) x Mob und die
Untergruppe S0(5,R) x Mob operieren:

(M,¥)o E:=M(Eoy ")
(R,y)o £:= R(Eoy™ ) .
Fir £ definieren wir die Standgruppen

C-St(£):={(M,y) e S0(5,0) x Mob | (M,y)oE=E},

R-St(E):={(R,y) € SO(5,R)xMob | (R,y)oE=E},
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und die Mannigfaltigkeiten
C-Orbit(E) :={ €Dk | (P}/W (M,y)oE= 0},
R-Orbit(E) :={ Y €Dk | (R\<(> (R,Y)oE={ 1.

Bezeichnen wir die Lie-Algebren der auftretenden Lie-Gruppen
mit kleinen Buchstaben (mob, so(5,C), so(5,R), C-st(g), R-st(E§))

und den Tangentialraum im Punkt p einer Mannigfaltigkeit

durch vorangestelltes ”Tp”, so gelten die Vektorraum-
isomorphien:

(69) so(5,C) emdb = C-st(g) eTgC—OPbit(g),

(70) so(5,R) e mdb = R-st(§) eTg]R—Orbit(g) .

Es gilt

(71) dim(R-St(g)) =0 fir jedes E.

Beweis: Sei E(z) = R(goy_l(zD. In einem Fixpunkt z
folgt aus (50),(51) fir j=1, 2:

o von'y

Ej(zq) = R(E (Y7 (2,)) =R(E,(z) -

Analog der Idee im Abschnitt 12 haben wir 4 linear unab-
hangige, reelle Eigenvektoren zum Eigenwert 1 gefunden.
Mit det(R) =1 folgt, R ist die Einheitsmatrix. ‘

Da £ substantiell ist, 14Bt sich eine Komponente lokal
invertieren und z==y_1(z) in einer offenen Menge.

Daher ist vy die identische Abbildung auf S2.

Definition:

IcIR sei ein offenes Intervall. Wir nennen Abbildung

I — Dk

eine Schar von Direktrix-Kurven, wenn
t —— gt

Ix 82—————+ P4®
eine differenzierbare Abbildung ist.

(t,2) — £ (2)
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Mit den operierenden Gruppen konnen wir Scharen erzeugen.

Sei

M = (M
eine differenzierbare Kurve in SO0(5,C) x Mob. Dann ist flir ¥ e Dk
I —— Dk

t!————bgt:= (M,'\()(t)og

eine Schar. Wir nennen sie lineare Schar.

Definition:
Eine Schar heiBlt wesentlich, falls flir alle tl’tZE I,t1+ t2

gilt: .
£, ¢ R-Orbit( ) .
Ty gte

Die Anzahl F der Freiheitsgrade,wesentliche lineare Scharen

einer Direktrix £ zu bilden,ist gegeben durch
(72) F:= dim(TgG—Orbit(g))—-dim(TgIR—Orbit(g)).

Wir wollen F abschdtzen. Da £ substantiell ist, gilt
M(E) =M(E) & M=MN.
Daraus folgt

C-st(€) ~ s0(5,C) e {0} = {0} und
(73) dim(C-st(E)) < 26 -20=6 .

Aus (70),(71) folgt

16 = 0 + dim(Tg]R—Orbit(g)) .
(72) lautet nun

F = dim(Tga:-Orbit(g)) -16 ,
und aus (69) folgt

26 =F + 16 + dim(C-st(E)) .

Mit (73) erhalten wir

(74) 4<FK10.
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18, Scharen von Minimalsphdren

Definition:

Ms sei die Menge aller minimalen
. 2 4 .
Immersionen x : ST—— S, wobei +x

und -x nicht unterschieden werden.

Das Kapitel II liefert eine Abbildung = : Ms — Dk, Z(x) =E .
Das Kapitel I liefert eine Abbildung X : Dk —» Ms, X(g)==x.
Im Abschnitt 14 ist nachgewiesen, daB beide Abbildungen

zueinander invers sind,

(75) ZoX=1id XoZ=1id

(Dk)’ (Ms) *

Im folgenden ist immer x e Ms. Setzt man Eoy in (53), (54)

ein, so folgt
(76) X(Eoy) = (X(ENoy , und mit (75) folgt
(77) Slxoy) = (S(x)Noy .

Ebenso folgt aus (53),(54) fir Re SO(5,R) (R ist unitar)
(78) X(R(E)) = R(X(E) , und mit (75) folgt
(79) =(R(x)) =R(E(x)) .

Die Gleichung (79) sagt, daB sich mit der Minimalsphire

ihr Normalenraum.LSznutdreht. Dies war zu erwarten.

Auf Ms lassen wir S0(5,C) x Mob und SO(5,IR) x Mob operieren,
(M,y)ox 1= X((M,y)oZ(x)) .

Mit (75) bis (79) folgt

(R,‘Y)ox = R(Xo‘y—l) .
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Analog dem Abschnitt 17 seien fir x € Ms die Standgruppen,
Orbits, Scharen und wesentliche Scharen definiert.
Sei x =X(£), X=X(¥), dann folgt aus (76) bis (79)

x € R-Orbit(X) > £¢ R-Orbit(¥) .

Damit folgt das Lemma:

th——ogtist wesentliche Schar

& t—a x :==x(gt) ist wesentliche Schar,

t

Mit (72),(74) und diesem Lemma haben wir einen Satz bewiesen.

SatZ : ‘ . . N PN,

Jede minimale Immersion x : 52———>S4, deren Bild

kein Aquator ist, liegt in einer mehrparametrigen
(80)
| wesentlichen Schar von minimalen Immersionen.
!
: Die Anzahl der Freiheitsgrade ist mindestens vier.
.

Im Abschnitt 11 haben wir jeder Direktrix eine Funktion
m :S2———oﬂ% zugeordnet, welche die Ausnahmepunkte gewichtet.

Diese Zuordnung driicken wir durch eine formale Summe aus,

g—Div(g) :=>_  m(z) z ,

2
ZES
Aus der Definition des Indexes im Abschnitt 10 folgt

Div(M(E)) = Div(g), weiter ist
Div(gey) = > m(y(z)) z.
2
ZES

Sei (M,y)e C-St(§),dann ist

. . -1
(81) E m(z) z=Div(g) =Div(M(Eoy 7)) = E m(z) vy(z) .
2 2

ZEDS ZES
Kennen wir die Anzahl der Ausnahmepunkte, so kodnnen wir den
Satz (80) verschidrfen. Wir unterscheiden:
(i) #ém—l(DU 2 3. Flir jede lineare Schar mit (M,y)vt)EG—St(g)
hat Y(t) mindestens 3 Fixpunkte, das heif3t y(t)= id(Sg).
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Dadurch konnen wir (73) und (75) besser abschitzen:
dim(C-st(g))=0 und F = 10.

Analoge Uberlegungen liefern:
(1) #m () =2 = dim(C-st(E) <2 =) F2 8,

(i) #m (W) =1 = dim(C-st(E) €4 =) F3 6,

(iv) #m_l(]N) =0 = dim(C-st(g)) <6 =) F >4, wie bereits im Satz.

Eine Bemerkung zum Aquatorfall:

Ist x(S2) ein Aquator (totalgeoddtisch), so ist der
Normalenraum konstant, die  Direktrix" ist ein Punkt.
Ein Punkt kann nicht in einer wesentlichen Schar t»——»gt
enthalten sein, denn die Direktrix-Kurven miiBten die

zum Punkt polare Fernhyperebene verlassen, was im Wider-

spruch zur Werteannahme rationaler Funktionen steht.
Folgerung:
Eine totalgeodatische Immersion x :S2———+S4

gehort keiner wesentlichen Schar an.
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19. Die Veronese in einer wesentlichen Schar

Die bisher aufgezeigten Verfahren sollen an einem
konkreten Beispiel vorgefiihrt werden. Dazu gehen wir aus

von der konstanten Funktion

T(z*) :V_%—' .

Sie erfillt die Forderung (68) und m=0, bzw. G=0 .
Wir integrieren dreimal, jeweils mit der Integrations-

konstanten O,

4
3v3

r{z*) = z*3

Daraus entsteht nach Gleichung (66) die erzeugende Kurve

1

Z*

f(z*) = 1 g *2 y
V3
1

3v3

die wir mit z := V_é“z* umparametrisieren. Dies ergibt

z*3

1 0
V3'z Nl

£2) = Ayge| o (2= loym,
z° 3 z?

Die von f erzeugte Torse [ lautet in Pliicker-Linienkoordinaten

Va3 1
2V3'z 2z
3 z? ‘ V7 22
C(z) :=f . f'(z) = VT zb z " .
-2v3' z* -2 z®

3 z? V3 z?
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Wir erhalten die Direktrix-Kurve

1+ z4
2z (1-2%
1 2 V3 z?
5 |1 (1 - 2%
2iz(1+2%

0

E(z) :=W(L(2)) =

3

~

Die in (53) verwendeten Koeffizienten <§,\g',gﬂ.9.bg">
berechnen wir aus den entsprechenden Koordinaten der Torse.

Dies fuhrt zum richtigen Ergebnis, da W unitdr ist.

1 0 0
2z 2 0
V3 z? 2V3z 2 V3
g(z) | oz ’ g'(z) T 142 , §'(z) = 12 z?
-2 73 -6 72 =12 z
V3 z? 2V3 z 2 V3
Hel? =(1+ |z|®)*
Il g2 =4 (1+ |z|®)2(1+4z]?
Il gl =24 (1+6 [z]?+6[z]*)
g, E" =4z (1+|z]?)°
(E, & =122z (1 + |z]??
CE', 8™ =24z (1+ lz|®)(1+2]|2]?
Il E~ E'1° =4 (1+ |z]|%®
CE~ELEAEM =247 (1+|z]%°
(E. E,E.Em =487 (1 + |z|?)"

V2= (gn’gn) — (gu’pgu) 24 , V= 2\/6*

Die Gleichung (53) lautet nun

4 (1+ 12138 2VE x(z) =48 Z2 (1 + 1z]|%)* £(z)

—247Z (1+ |212)° ENz) + 4 (1 + |z|?)° g(z)
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oder 2VE (1 + |21%)? x(z)=w(122® {(z)-62 (1+ |z]?) (=)
+(1+ 2|32 0(2)
12 z2 12 (2% + 2?)
12z (1-12z]% -12 (z+2)(1 - |z}?
2V§'(1—4|z|2+|z|l') 1 4V3(1-4z|%+ |z*)
=Vl 12 2 o | - 112 (22~ 22)
12z (1 - |z|? 112 (z-2)(1-1z]?
2V3(1-41z|%+ |z|*) 0

Die so erhaltene minimale Immersion formen wir dreimal um.

(i) Wir setzen die stereographische Projektion ein,

J |s+t+u—1}—p®u{oo},
z(y) : , mit der Umkehrung
Z+ 2z .z -2 1-1z]|?

Sz1+|zz’ t=—11+ zl2 YT Tz

(i) Wir drehen orthogonal im Rr° mit

o V6

V3 0 -1 0 o V2|

-V30 -1 0 0 V2

1 O 0 2 0 o V2
V6| 0 0 0 VB 0 O
0O 0 0 0 V&0

oooo}

(iii) Wir benutzen eine Isometrie zwischen den symmetrischen
Endomorphismen auf ]R3 und dem IR6,
411 \
820
a
~ 33 6

Do 2 e R .
Jjk V?al2

V?'a23
V2 a

sym(R°) 3 (2,

31
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Damit erhalten wir

V3 (z+2)"+ (z-2)°
2

(1 + 1z]%)°
(z+2z)(1-1z]%
v (1 + [z]%)°
(1—lz|2)2 1 (z+2)2-(z-2)2
T+ z?2 — 72 (1 +Tz[%)?
x(z) = .V_.(Z+E)(z—2)
R G P L
. (z-2)(1-1z]?%
LV8 =151z
0
3 2 1
V3 su \/;—(t -5
u’ ——;—(s‘?+ t?) \/g—t (u? ——é—)
(1) (1) (jii)\/é:-(yo;y—lid).
Vist V3's t 2 3
V3 tu V3 tu
0 V3 us

Das Bild x(Sz) ist eine Veronesefldche.

Wir nehmen T e IR als Scharparameter, variieren die Ausgangs-

funktion T und filhren dasselbe Verfahren noch einmal durch.

= o T = =T 2
r,c(z*) r=e " r(z*) =e 75
%* _ =T _1_ %3
rt(z )=e 3V§‘Z
{ 1 %
z* ev? z»
* — o
f‘[,' (z*) = e_-c 1 %2 - e—T/z 1 7 %2
V3 V3
-T 1 %3 T 1 %3
l e FrnZ e 75 2
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2 0 0o o
0 LG 0
t:(2) = 1, 0 R Z I f(z)
0 0 0 %
e © 0 0 0 0
0 1 0 0 o o0
0 0 1 0 0 0
C.(z) =g 0 0 et 0 0 C(z)
0 0 o o 1 0
0 0 0 0 0 1
000-100
00000O0
000000
E.(z)=exp(it |, 5500 0| ) E(2)
000O0O0O
0000O0O

V3 (1 + |z]|?) (2% + 2%
—V§'(z+§)(et—e_t|zll')
el-3el|z?-3e |zl +e TV zf
xp(2) =a,(2) gy 202 (22 - 32
1V3(z-2)(e'-e " |zl*)

0
- - 6
mit qt(z):zl/(et+3etlz|2+3et|z|a+e Tz
V3's ug
1, 2 2
. i () uup - (s + t9 e
Ty T Y | v3Es t
V@tut
0
mit a. (u):=2/(2 cosht -u(3-1?) sinh7t)
2
u.E:=ucosh‘E—1;u' sinhtT
C.:=cosht-usinhT

T
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Zum Beweis der Wesentlichkeit dieser Schar berechnen wir

die Krimmung fir z =0 (wieder aus den Koordinaten der Torse).

el 0 0

0 2

0 0 2 V3

L(0) = | 4 ,  Go)= |4 , Gyo) =
0 0 0
0 0 2 V3
Aus (61) folgt
(20 ) 2 o1

Koyl z@vwmetyretrp-1-3°¢

In einer Umgebung um T =0 muB die Schar wesentlich sein,

da nur fur T =0 eine Veronese vorliegt.

Zum SchluB geben wir eine Schar aus der C-Standgruppe der
Veronese an. Am einfachsten sehen wir dies an der Schar

der erzeugenden Kurve,

1 0] 0] 0 1 1
V3zp 1 0 0 V@(z—z.c) V3 z
V327 22z 1 0 V3 (z - z¢)? = | v3z?
z% Vﬁ‘z% V3z; 1 (z - Zt)3 z?

Tatsachlich wird aus der angegebenen Matrix M(zt) im Zuge 1
des Verfahrens die komplex-orthogonale Matrix VI(M(ZT)A]W(ZTQ W,
Unter diesem Dachprodukt sind alle zweireihigen Unterdeter-
minanten zu verstehen. Die Indexreihenfolge fiir Zeilen und
Spalten ist den Pliicker-Linienkoordinaten zu entnehmen.

Da wir alle Translationsscharen Y(T)(Z):= z + z¢ durch geeignete

Matrixscharen M(z ) ausgleichen konnen, gilt fir die

T
Veronese

F g8 (vgl.(74)).
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VI Anhang

20. Ein topologisches Argument

o
Bezeichnungen: G := offener Kern von G
N

’
G := abgeschlossene Hiille von G, G :=G G
Sei S ein topologischer Raum, G ¢ S und S\ G zusammenh&éngend,
dann gilt G=23G oder G=S.
Unter den weiteren Voraussetzungen

G=G,

G#+S,

3G ist endlich,
gilt: G ist endlich.

Beweis: S5~ 3G ist mit der Relativtopologie ein zusammen-

hangender Raum. Darin ist & eine relativ-offene Menge und
ihr Relativ-Komplement S\\(beJé)==S\~§ auch. Daraus folgt
é==¢ oder é==S\~aG. Dies ist &quivalent zur ersten Behauptung.

Die zweite Behauptung folgt dann sofort.
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21. Ein Satz iUber ein elliptisches Differentialgleichungs-

system

Sei Sc C ein Gebiet um z =0, Fur 1< a,f
C(l)—Funktionen Wq s

tialgleichungssystem

mh

3

n
w, = a -~ W
ccéf—lccBB
erfillen. Sei

n
G:= [) w_l{o} und G £ S.

¢ N seien

aaB: S —».C gegeben, die das Differen-

a=1
Dann gilt:
(i) | G besteht aus isolierten Punkten.
(i) Die komplexe Kurve c : S\-G———oPn_lc,

z%——»(wl(z),..,wn(z», ist in G stetig fortsetzbar.

Bezeichnungen: € , R >0 ,
Ik(zo):={ze® ;Iz—zol<€},
D n=DR(O).

Im weiteren soll immer gelten:
Dc S, ZOED und DE(ZO)C D.

sKonjugierte Mengen" kommen nicht vor,

Lemma 1.

Sei £f:D—»C stetig, dann gilt:

=1im [ £(2) 4,

2mnif(z P
€0 aDE(zo) 0

O)

Beweis:
fe n=max{|f(z)| 5 Z EBDE(ZO)},

| 22) gy ce S | 92

Z - Z £ z -
0 °Ds(zo)

ZO| =21 fe ,
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f ist stetig = 1lim f¢ = If(zo)l.
£E—-+0

Betrachten wir die stetige Funktion f(z) n=f(z)-—f(zo), S0

folgt aus dem bisher Gezeigten fiir T :

O=1im f ZfEZZ) dz
£—0 aDE(zO) 0

f(z)

=1im J 7

Z_
E+0 °D€(Zo)

dz -21mi f(zo).

Beim letzten Schritt wurde die Cauchysche Integralformel

verwendet.
Lemma 2.
lim |zl § a2 -0
Z.+» 0 D 0]
0
Beweis:
Sei 0O« IzO|< %;IX, €:='%?|ZO . Wir zerlegen das Integral

Jooo=f oo+ .o+ f

D De(0)  Del(z,) D~ (D(0)o Delzy))

und schéatzen die Summanden ab:

(1) I axdy _ ¢

DE(O) Z zZ—Zoj

ot
f rgrdp =2T.
0]

O m

Dasselbe gilt fir den zweiten Summanden.

(ii) Die Funktion

ist in D\~5€(zo) analytisch, der

Betrag nimmt sein Maximum auf dem Rande in z==€;zc)an, also
ist
|==—1<3.
0
Damit gilt
dx dy ssﬂ dx dy

D~ (D¢ (0) v Dg () 21z =25)1 " " pg(0) 12

dr

=6T ?-=6n(lnR—ln€).
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Zusammengefalt haben wir

dx dy
IZO| gm | z l(4TE+6TII]lnR|+6TE|ln-]—[-|)

Der rechte Wert strebt gegen O fiir zo—+().

Lemma 3.
Sei f:D—C stetig, lipschitzstetig in 0 und £(0) = 0.
Dann gilt

1im [ Z—éi—zljd dy_ﬂ f(z)dxdy

ZO—>O D 0O

Nach Voraussetzung gibt es eine positive Konstante K, so
daB fir alle zeD gilt:

[f(z)] < K|z

Das rechte Integral existiert, denn

ffl 2) | axay <k JJ =Y _onqri .

p 1zl

Es genlgt ,die Differenz abzusch&édtzen,

1 1 < 1
l{)f f(Z)(m—?) dXdY| ¢ K |ZO| IDHH_Z-_ZJI dx dy .

Nach Lemma 2 strebt der letzte Wert gegen 0O fiir ZO——>O.

Lemma 4.
Sei f:S—C stetig differenzierbar, f==o(|z|k_% in z=0
fir ein k ¢ N. Dann gilt in D~ {0} :

d
f(zo) ! f(z) dz 1 —Ef(z) dx dy
k ~2mwi k T :
Zy 3D z (z-zo) D =z (z-—zo)

Bemerkung: Der mittlere Term ist z.-analytisch in D,

0



53

Beweis:
f(z) dz 2 f(z) %f(z)

dZ . dz = 2 i —=
zZ -z z 7 (

dx ~ dy .
z-—zo)

Im Sinne uneigentlicher Integrale schreiben wir mit dem

Satz von Stokes,

2f(z) f(z) dz
21 f 22 axdy= |
D z*(z-—zo) 3D =z (z-—zo)
f(z) dz f(z) dz
-lim J _ —1im

k k
£—+0 aDE(ZO)Z (z-—zo) e—=+0 &DE(O)Z (z-—zo)

mit Lemma 1 folgt weiter

f(z) dz f(zo) £(z)
.= —_— 2T ——m— ~-2T 1
k k k-1
3D z (z-—zo) Z z (z-—zo)

z=0
Der letzte Summand verschwindet nach Voraussetzung.

Die Behauptung erhalten wir durch eine einfache Umformung.

Lemma 5.

Unter den Voraussetzungen des Satzes sei fir alle a=1,..,n
und ein k ¢ IN wazzo(lzlk_l) in z=0.

Dann existiert fir jedes a=1,..,n der Grenzwert

w (z)
lim C‘k
z—0 Z
Beweis:
MZM=mmﬂW&ZH;a=l“.m},

n
A h=max{§;;!aaﬁ(z)l i Z€D ,a==1,..,n} .

Die Zerlegung nach Lemma 4 lautet:

”

X Wa(ZO) 1 wo(z) dz 1 Z; ayp(z) wa(z)
) E T oTI - I 5 ; Eaxay .

z; 2D Zk(Z-ZO) D z (Z-—ZO)
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Wir schatzen ab:

(rr) M(zo) Y j M(z) |dz]| AJ{ M(z) dx dy
12y 1% " 2T D |21 z-2z,] "D [z18lz-z,] °
0 0 O
Wir bemerken:
dx dy dx . dy
(%%%) ]f —92 9% 29 _orgr  und
ZO_Z]-[ D ]Z0|
1 1 1 1
[z-z J1z—-2z.] Tz-2z.] z—z+z—zI
0 0 1 1 0] 0 1
Zusammen gilt:
dx . dy 4TR
I 0 0 < .
D Iz—zollzo—zll Iz—zll
dxodyo
Wir integrieren die Abschdtzung (**) bezliglich
und erhalten: |ZO— le
Jf M(z ) dx dyO _1_}[ J M(z)|dz]| dxo dyo
D |z Iklz—z! 2D oD lzIklz—zllz—zl
0 0 1 0 0] 1
AJT_[ M(z) dxdydxodyO
+-——-
TEDDlzlklz—ZIIZ—zl
! 0] 1
M(z) 4R M(z) 4TR
&i f |dz|+—ff dx dy .
2T k Kk
D |z] Iz—z1 z| " |z-2z.|
1
Daher ist
M(z) dx dy M(z) |dz|
(1-4aR) [ — — ¢<2R - .
D |z]" |z-2z| lz]™ [z -z |

Wir wahlen den Radius R so klein, daB 4 AR <1 ist.Damit gilt

M(z) dx dy max{M(z);zr-_aD >R

I — ‘1f§AR T R-Tz.T °
D |z]| Iz—zll R "1

Insbesondere ist das Integral beschrankt fir z,— 0. Aus der

Abschdtzung (**) sehen wir, daB fiir jedes a=1,..,n

WQ(Z)
| T |
Z

beschrankt ist fiir z —0.
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n
Damit ist fa(z) n=zl-k§ aaB(Z>WB(Z) lipschitzstetig in O,
p=1

und wir wenden das Lemma 3 an. In der Zerlegung (*) existieren

alle Grenzwerte fir z,—0.

0]
Lemma 6.
Unter den Voraussetzungen des Satzes sei fiir alle k € N und
alle ¢=1,..,n wa==o(|z|k_l) in z=0. Dann ist O e &.
Beweis:

Nehmen wir das Gegenteil an. Zu jedem R> 0 gibt es ein zOE D

mit M(zo):#O. Wir integrieren die Abschdtzung (**) aus dem

Lemma 5 beziiglich dxodyo. Mit (***) erhalten wir:

M(z.) M(z) |dz|
0] 1
—gdxo vy el [ — dxq dyy
D |z DD |z| |z-2z_.]
0 O
A M(z) dx dy dxO dyO
+"-|—?I‘f K
D D |z |z-—zO|
M(z) M(z)
<R - ldzl +2AR [ w dx dy .
3D | z| D |z|
Somit gilt:
M(z) M(z)
(1-2AR) f —F axady <R | = laz| .
D |z] oD | z]|

Diese Ungleichung wird nach oben und unten abgeschdtzt.
Dazu w&hlen wir
(i) R so klein, daB 1> 2 AR ist,

(ii) Konstanten K, und K2,

1

K = (1-2AR) J. M(z) dx dy ,
Dl (0)
zol

K,:=R J M(z) |az] .
oD

Es ist K, > O, weil M(zo)=ko und M stetig ist, K, >0 aufgrund

der Ungleichung. Die zusammengesetzte Ungleichungskette lautet:
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K, M(z)
0« -<(1-2AaR) [ - dx dy
|
Izl D, ,(O) |z |
0
M(z) K
<(1-2aR) [ dx dy § —= .
& i
D |z]| R
lz . | K, IZO! K
Dies ergibt mit <1 und 0< — ¢ ( )7 fiir alle k ¢ IN
R K, R

einen Widerspruch. Die Annahme war falsch, das Lemma 6 ist

bewiesen.,

Beweis des Satzes:

Falls G=¢, so ist nichts zu zeigen. Sei also G+ @ und
0.B.d.A. sei O0¢e9G. Nach Lemma 6 gibt es ein groBtes k € IN,so0
daB fur alle a=1,..,n gilt:

wa==o(|z!k—l) in z =0.

Nach Lemma 5 existieren alle n Grenzwerte

w_(z)
1im %

k
z—0 =z

Da k maximal gewdhlt war, ist mindestens einer dieser Grenz-

werte von null verschieden. Angenommen z =0 ist kein isolierter

Randpunkt, dann gibt es eine Nullfolge {Zj}je.m in G und
w (z.)
. k
J —»o (Zj)

Dies ist ein Widerspruch. Der Rand von G besteht aus isolierten
Punkten. Mit dem Argument aus Abschnitt 20 folgt ¢G =G, da G
abgeschlossen ist. Die Aussage (i) des Satzes ist bewiesen.
In homogenen Koordinaten ist

w,(z) w_(z)

1im (w,(z),..,w_(2z)) =1im ( yeos—=2—") 4 (0,..,0).
z—20 n 20 K K

Dies ist die stetige Fortsetzung. Die Aussage (ii) ist bewiesen.
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