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Aufgabenlösungen

Nachfolgend sind die Lösungen der in der vierten Auflage der Monographie ”Höhere Ma-
thematik für Naturwissenschaftler und Ingenieure” gestellten Aufgaben kapitelweise zu
finden. Um die Lösungsschritte nachvollziehbar zu machen, wurden die einzelnen Aufga-
benlösungen möglichst umfangreich behandelt.

Berlin, Juli 2023 G. Bärwolff, A. Kato
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Kapitel 1
1) Nachweis mit vollständiger Induktion
Induktionsanfang n = 2
(1 + a1)(1 + a2) = 1 + a1 + a2 + a1a2 > 1 + a1 + a2, da a1a2 > 0 ist.
Induktionsschritt n =⇒ n+ 1
Die Aussage gelte für festes n. Die Gültigkeit für n+ 1 ist zu zeigen.
(1 + a1)(1 + a2) · · · · · (1 + an) > 1 + (a1 + a2 + · · ·+ an) =⇒
(1 + a1)(1 + a2) · · · · · (1 + an)(1 + an+1) > [1 + (a1 + a2 + · · ·+ an)](1 + an+1) =
1 + (a1 + a2 + · · ·+ an + an+1) + a1an+1 + · · ·+ anan+1 > 1 + (a1 + a2 + · · ·+ an + an+1),
da a1an+1 + · · ·+ anan+1 > 0 ist.
Damit ist der Induktionsbeweis erbracht.

2) Nachweis mit vollständiger Induktion
Induktionsanfang n = 2
(1− a1)(1− a2) = 1− (a1 + a2) + a1a2 > 1− (a1 + a2), da a1a2 > 0 ist.
Induktionsschritt n =⇒ n+ 1
Die Aussage gelte für festes n. Die Gültigkeit für n+ 1 ist zu zeigen.
(1− a1)(1− a2) · · · · · (1− an) > 1− (a1 + a2 + · · ·+ an) =⇒
(1− a1)(1− a2) · · · · · (1− an)(1− an+1) > [1− (a1 + a2 + · · ·+ an)](1− an+1) =
1− (a1 + a2 + · · ·+ an + an+1) + a1an+1 + · · ·+ anan+1 > 1− (a1 + a2 + · · ·+ an + an+1),
da a1an+1 + · · ·+ anan+1 > 0 ist.
Damit ist der Induktionsbeweis erbracht.

3) Falls a > 0 ist, ergibt sich die Beziehung bei n = 2 als Spezialfall ak = a, k = 1, . . . , n,
von Aufgabe 1). Falls −1 < a < 0 gilt, erhält man die Ungleichung für n ≥ 2 als Spezialfall
ak = −a, k = 1, . . . , n, von Aufgabe 2). Die Fälle n = 0,1 (a > −1) und a = 0 (n = 0,1, . . . )
sind unmittelbar klar.

4) Nachweis mit vollständiger Induktion
Induktionsanfang n = 0

1 = 1−a0+1

1−a = 1.
Induktionsschritt n =⇒ n+ 1
Die Aussage gelte für festes n. Die Gültigkeit für n+ 1 ist zu zeigen.
1 + a+ a2 + · · ·+ an + an+1 = 1−an+1

1−a + an+1 =

= 1−an+1+an+1(1−a)
1−a = 1−an+1+an+1−an+2)

1−a = 1−an+2

1−a .
Damit ist der Induktionsbeweis erbracht.

5) Lösungsmenge der Ungleichung |x− 5| < 1
x , kritische Punkte x = 0, x = 5

a) x ≥ 5: |x− 5| < 1
x ⇐⇒ (x− 5)x = x2 − 5x < 1 ⇐⇒

x2 − 5x− 1 = (x− 5+
√
29

2 )(x− 5−
√
29

2 ) < 0 ⇐⇒ 5−
√
29

2 < 5 ≤ x < 5+
√
29

2
b) 0 < x < 5: |x− 5| < 1

x ⇐⇒ −(x− 5)x = −x2 + 5x < 1 ⇐⇒
x2 − 5x+ 1 = (x− 5+

√
21

2 )(x− 5−
√
21

2 ) > 0 ⇐⇒ 0 < x < 5−
√
21

2 ∨ 5+
√
21

2 < x < 5
c) x < 0: |x− 5| < 1

x ⇐⇒ −(x− 5)x = −x2 + 5x > 1 ⇐⇒
x2 − 5x+ 1 < 0 ⇐⇒ (x− 5+

√
21

2 )(x− 5−
√
21

2 ) < 0 ⇐⇒ für kein x < 0 erfüllt.
Lösungsmenge:

L =]0,
5−

√
21

2
[∪] 5 +

√
21

2
,
5 +

√
29

2
[ .
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6) Die Ungleichung x2 + 6x+ 2 > 0 ist wegen

x2 + 6x+ 2 = (x− (−3 +
√
7))(x− (−3−

√
7)) für x < −3−

√
7 ∨ −3 +

√
7 < x

erfüllt. Die Ungleichung |x+ 3| ≤ 4 ist für x ∈ [−7,1] erfüllt.
Lösungsmenge des Systems:

L = (]−∞,−3−
√
7[∪]− 3 +

√
7,∞[) ∩ [−7,1] = [−7,−3−

√
7[∪]− 3 +

√
7,1] .

7) Gegeben z = ei
π
2 +3−5i
2−i , es ist ei

π
2 = i

z =
(2 + i)(i+ 3− 5i)

(2− i)(2 + i)
=

1

5
[(2+ i)(3− 4i)] =

(2 + i)(3− 4i)

5
=

6 + 3i− 8i+ 4

5
= 2− i .

8) Gegeben z = ei
5π
6 + 2−i

1+i , es ist ei
5π
6 = cos( 5π6 ) + i sin( 5π6 ) = −

√
3
2 + i 12

z = −
√
3

2
+ i

1

2
+

2− 3i− 1

2
=

1−
√
3

2
− i .

9) Gegeben z = 2 + 2
√
3i, |z| =

√
4 + 12 =

√
16 = 4

Arg z = arctan
2
√
3

2
= arctan

√
3 =

π

3
=⇒ z = 2 + 2

√
3i = 4ei

π
3 .

10) Zu lösen ist z4 = i, i = ei
π
2 = ei(

π
2 +2kπ), k ∈ Z.

zk = ei(
π
2 +2kπ)/4 = ei(

π
8 +k π

2 ), k = 0,1,2,3 .

11) Man findet mit z = −2 eine Nullstelle von p(z). Die Nullstellen von p(z) bilden ein
regelmäßiges Fünfeck und liegen auf einem Kreis mit dem Radius 2 um den Ursprung. Es
ist z5 = −32 = 32 eiπ zu lösen; mit der DE MOIVREschen Formel findet man

zk = 2ei(
π
5 +k 2π

5 ) = 2 cos(
π

5
+ k

2π

5
) + i2 sin(

π

5
+ k

2π

5
) , k = 0,1,2,3,4,

und damit die Linearfaktoren (z − zk), k = 0,1,2,3,4, mit p(z) =
∏4

k=0(z − zk). Konkret
ergeben sich die Linearfaktoren

(z− (2 cos
π

5
+ i2 sin

π

5
)) , (z− (2 cos

3π

5
+ i2 sin

3π

5
)) , (z− (2 cos

5π

5
+ i2 sin

5π

5
)) ,

(z − (2 cos
7π

5
+ i2 sin

7π

5
)) , (z − (2 cos

9π

5
+ i2 sin

9π

5
)) ,

wobei der dritte Linearfaktor (z − (−2)) = z + 2 die Nullstelle z = −2 enthält.

12) Es gilt eix = cosx+ i sinx und damit

(cosx+ i sinx)3 = (eix)3 = ei3x = cos 3x+ i sin 3x .

Man erhält nun

(cosx+ i sinx)3 = (cos2 x+ 2i cosx sinx− sin2 x)(cosx+ i sinx)

= cos3 x+ 2i cos2 x sinx− sin2 x cosx+ i cos2 x sinx− 2 cosx sin2 x− i sin3 x

= cos3 x− sin2 x cosx− 2 cosx sin2 x+ i(2 cos2 x sinx+ cos2 x sinx− sin3 x)

= 4 cos3 x− 3 cos3 x− 3 cosx sin2 x+ i(3 cos2 x sinx+ 3 sin3 x− 4 sin3 x)

= 4 cos3 x− 3 cosx+ i(3 sinx− 4 sin3 x) ,

und damit durch Vergleich von Real- und Imaginärteil die zu beweisenden Beziehungen.
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Kapitel 2
1) Für die Folge (an) ergibt sich

lim
n→∞

an = lim
n→∞

[
4

3 + 4
n + 25

n2

+

√
3

3n2 + 4n+ 25
] =

4

3
.

Es gilt − 1
n < sin(n3)

n < 1
n und damit wegen limn→∞

1
n = 0 auch limn→∞ cn = 0. Für die

Folge (dn) gilt

0 < dn =
n

1 + n+ n2

2! +
n3

3! + . . .
<

n

1 + n+ n2

2!

und aus limn→∞
n

1+n+n2

2!

= 0 folgt limn→∞ dn = 0.

Zur Berechnung des Grenzwertes der Folge (bn) berechnen wir hilfsweise den Grenzwert
der Funktion f(x) = x

√
x+ 4, also

lim
x→∞

x
√
x+ 4 = lim

x→∞
(x+ 4)1/x = lim

x→∞
e

1
x ln(x+4) = elimx→∞

1
x ln(x+4) = e0 = 1 .

Dabei haben wir die Stetigkeit der Exponentialfunktion und limx→∞
1
x ln(x+4) = 0 (Regel

von BERNOULLI-L’HOSPITAL) genutzt. Damit folgt limn→∞ bn = 1.
2) Mit der Regel von BERNOULLI-L’HOSPITAL ergibt sich

lim
x→∞

lnx+
√
x

x
= lim

x→∞
[
1

x
+

1

2
√
x
] = 0 , lim

x→0

sin(x3)

x2
= lim

x→0

3x2 cos(x3)

2x
= 0 ,

lim
x→π

2

cosx
π
2 − x

= lim
x→π

2

− sinx

−1
= 1 .

3) Für die Ableitungen (in den jeweiligen Definitionsbereichen) ergibt sich

f ′
1(x) =

cosx

2
√
sinx

,

f ′
2(x) = (xx2

)′ = (ex
2 ln x)′ = (ex

2 ln x)(x2 lnx)′ = xx2

(2x lnx+ x) ,

f ′
3(x) =

(ex + xex) arctanx− xex

1+x2

arctan2 x
=

ex(1 + x)

arctanx
− x ex

(1 + x2) arctan2 x
,

f ′
4(x) =

3

2

√
x cosx− x

√
x sinx .

4) Für die Ableitungen von f(x) =
√
1 + x2 erhält man

f ′(x) =
x√

1 + x2
, f ′(0) = 0, f ′′(x) =

√
1 + x2 − x2

√
1+x2

1 + x2
= (1 + x2)−

3
2 , f ′′(0) = 1,

f ′′′(x) = −3x(1 + x2)−
5
2 .

Daraus ergibt sich das TAYLOR-Polynom

T2(x) = 1 +
x2

2
und das Restglied R2(x) = −3ξ(1 + ξ2)−

5
2
x3

6
(0 ≤ ξ ≤ 1

5
).

Für x ∈ [0, 1
5 ] gilt die Abschätzung

|R2(x)| = |ξ(1 + ξ2)−
5
2
x3

2
| ≤ 1

5

1

125

1

2
=

1

1250
.
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5) Für die Krümmung erhält man

κ(x) =
6x−4√
1 + 4

x6

3 =
6

x4
√

1 + 4
x6

3 .

Die Krümmung wird maximal, wenn der Nenner n(x) = x4
√

1 + 4
x6

3

minimal wird. Für
die Ableitung ergibt sich

n′(x) = (x4

√
1 +

4

x6

3

)′ = 4x3(1+
4

x6
)

√
1 +

4

x6
−x4 3

2

√
1 +

4

x6

24

x7
= x3

√
1 +

4

x6
(4− 20

x6
)

mit der nichttrivialen Nullstelle x0 = 6
√
5. Für die 2. Ableitung des Nenners errechnet man

n′′(x) = [

√
1 +

4

x6
(4x3 − 20

x3
)]′ =

1

2
√
1 + 4

x6

(−24

x7
) +

√
1 +

4

x6
(12x2 +

60

x4
)

= −12

√
1 + 4

x6

(1 + 4
x6 )x7

(4x3 − 20

x3
) +

√
1 +

4

x6
(12x2 +

60

x4
) = ...

=

√
1 +

4

x6
[12x2 +

60

x4
+

240

x10 + 4x4
− 48x2

x6 + 4
] .

Für x = x0 ergibt sich

n′′(x0) =

√
1 +

4

5
20

3
√
5 > 0 ,

also wird die Krümmung an der Stelle x0 = 6
√
5 maximal.

6) Es ergeben sich folgende Stammfunktionen∫
x3

x2 + 2x− 1
dx =

∫
[x− 2 +

5x− 2

x2 + 2x− 1
] dx

=
x2

2
− 2x+

5

2

∫
2x+ 2

x2 + 2x− 1
dx−

∫
7

x2 + 2x− 1
dx

=
x2

2
− 2x+

5

2
ln |x2 + 2x− 1| −

∫
7

(x− (−1 +
√
2))(x− (−1−

√
2))

dx

=
x2

2
− 2x+

5

2
ln |x2 + 2x− 1| − 7

2
√
2
[

∫
[

1

x− (−1 +
√
2)

− 1

x− (−1−
√
2)

] dx

=
x2

2
− 2x+

5

2
ln |x2 + 2x− 1| − 7

2
√
2
ln |x− (−1 +

√
2)

x− (−1−
√
2)

|+ const. .∫
e3x cosx dx = e3x sinx−

∫
3e3x sinx dx

= e3x sinx− 3[−e3x cosx−
∫

3e3x(− cosx) dx]

= e3x sinx+ 3e3x cosx− 9

∫
e3x cosx dx =⇒∫

e3x cosx dx =
1

10
[e3x sinx+ 3e3x cosx] + const.
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Die Substitution t = tan x
2 ergibt∫

1

cosx+ sinx+ 1
dx =

∫
2

2t+ 2
dt = ln |t+ 1|+ const. = ln | tan x

2
+ 1|+ const.

7) Die Funktion f(x) = x3 hat im Intervall [0, π] die auf dem Intervall [0, π3] definierte
Umkehrfunktion g(y) = 3

√
y, so dass sich das Volumen des Rotationskörpers zu

V = π

∫ π3

0

( 3
√
y)2 dy = π

3

5
y

5
3 |π

3

0 =
3

5
π6

ergibt.
8) Für die Mantelfläche ergibt sich

F = 2π

∫ 2

0

√
4− x2

√
1 +

x2

4− x2
dx = 2π

∫ 2

0

2 dx = 8π

und zusammen mit der Deckfläche D = 22π erhält man für die gesamte Oberfläche den
Wert von 12π (hier kann man den Wert auch direkt durch Kenntnis der Oberfläche einer
Halbkugel angeben, sofern man die Formel parat hat).
9) Das Integral

∫∞
0

1
1+x4 dx konvergiert, da wir die Konvergenz des Integrals

∫∞
0

1
1+x2 dx

nachgewiesen haben und 1
1+x2 für x ≥ 1 eine konvergente Majorante von 1

1+x4 ist. Den
Wert des Integrals kann man über die Stammfunktionsberechnung mit einer Partialbruch-
zerlegung erhalten. Möglich ist aber die Nutzung der Residuensatzes (s. dazu Kapitel 10).
Für das Integral

∫ 2

1
1

x2−1 dx ergibt sich mit 0 < ϵ (< 1)∫ 2

1+ϵ

1

x2 − 1
dx =

1

2

∫ 2

1+ϵ

[
1

x− 1
− 1

x+ 1
] dx =

1

2
ln |x− 1

x+ 1
|
∣∣2
1+ϵ =

1

2
ln

1

3
− 1

2
ln

ϵ

2 + ϵ
.

Wegen limϵ→0 ln
ϵ

2+ϵ = −∞ konvergiert das Integral nicht.
Das Integral∫ ∞

0

cos2 x

1 + x3
dx =

∫ 1

0

cos2 x

1 + x3
dx+

∫ ∞

1

cos2 x

1 + x3
dx

konvergiert, da

cos2 x

1 + x3
≤ 1

1 + x2
für x ∈ [1,∞[

gilt, d.h. wir haben mit 1
1+x2 eine konvergente Majorante gefunden (der Summand

∫ 1

0
cos2 x
1+x3 dx

ist unkritisch, da es sich um ein bestimmtes Integral einer stetigen Funktion handelt).
10) Zur Berechnung von

√
5 wird eine Nullstelle der Funktion f(x) = x2 − 5 gesucht. Das

NEWTON-Verfahren ergibt die Rekursionsfolge

xn+1 = xn − x2
n − 5

2xn
=

1

2
(xn +

5

xn
)

zur Bestimmung einer Nullstelle von f(x) = x2 − 5.
11) Für die LAGRANGE-Basispolynome L1, L2, L3 erhält man (L0 spielt wegen y0 = 0 keine
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Rolle)

L1(x) =
(x− 1)(x− 3)(x− 5)

(2− 1)(2− 3)(2− 5)
=

1

3
(x− 1)(x− 3)(x− 5) ,

L2(x) =
(x− 1)(x− 2)(x− 5)

(3− 1)(3− 2)(3− 5)
= −1

4
(x− 1)(x− 2)(x− 5) ,

L3(x) =
(x− 1)(x− 2)(x− 3)

(5− 1)(5− 2)(5− 3)
=

1

24
(x− 1)(x− 2)(x− 3) ,

so dass sich das LAGRANGE-Polynom

p3(x) = 0 · L0(x) + 3 · 1
3
(x− 1)(x− 3)(x− 5)− 2 · 1

4
(x− 1)(x− 2)(x− 5) + 1 · 1

24
(x− 1)(x− 2)(x− 3)

= (x− 1)(x− 3)(x− 5)− 1

2
(x− 1)(x− 2)(x− 5) +

1

24
(x− 1)(x− 2)(x− 3)

ergibt.
12) Das Steigungsschema von Seite 189 wird geeignet erweitert zu

xi+3 − xi xi+2 − xi xi+1 − xi xi [xi] = yi ∆ [xi+1, xi] ∆ [xi+2xi+1xi] ∆ [x3x2x1x0]

1 3
1 -1 -1

2 2 2 5 2,5
3 1 4 4 -7 -7/3

2 3 6 -9 -4,5
1 -5 -5

4 1

und man erhält

[x0] = 3 , [x1x0] = −1 , [x2x1x0] = 2,5 , [x3x2x1x0] = −7

3
.

Damit erhält man das NEWTONsche Interpolationspolynom

p2(x) = [x0] + [x1x0](x− x0) + [x2x1x0](x− x0)(x− x1) + [x3x2x1x0]((x− x0)(x− x1)(x− x2)

= 3− (x− 1) + 2,5 · (x− 1)(x− 2)− 7

3
(x− 1)(x− 2)(x− 3) .
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Kapitel 3
1) Man findet aufgrund der Berechnungsformel für den Wert einer geometrischen Reihe

∞∑
k=0

(
3

4
)k =

1

1− 3
4

= 4 und damit
∞∑
k=3

(
3

4
)k = 4− (1 +

3

4
+

9

16
) =

27

16
.

2) Es gilt

∞∑
k=1

1

k(k + 1)
=

∞∑
k=1

k + 1− k

k(k + 1)
=

∞∑
k=1

[
1

k
− 1

k + 1
] = lim

n→∞
sn

mit sn = (1− 1
2 ) + ( 12 − 1

3 ) + · · ·+ ( 1n − 1
n+1 ) = 1− 1

n+1 . Damit ergibt sich

∞∑
k=1

1

k(k + 1)
= lim

n→∞
sn = 1 .

3) Man erhält

ρ = lim
k→∞

| ak
ak+1

| = lim
k→∞

2k(k + 1)!

2k+1k!
= lim

k→∞

k + 1

2
= ∞ ,

also konvergiert die Reihe für alle x ∈]−∞,∞[.
4) Wegen

ρ = lim
k→∞

| ak
ak+1

| = lim
k→∞

|2− i

1− i
| = lim

k→∞

√
10

2
=

√
10

2
,

konvergiert die Reihe für alle z mit |z − i| <
√
10
2 . Der Konvergenzkreis ist ein Kreis mit

dem Radius
√
10
2 und dem Mittelpunkt z0 = i in der komplexen Zahlenebene.

5) Für den Konvergenzradius ρ gilt 6 ≥ ρ ≥ 4, weil die Reihe für x = −4 divergiert, also
|−4−2| = 6 ≥ ρ gilt, und weil die Reihe für x = −2 konvergiert, also |−2−2| = 4 ≤ ρ gilt.
Deshalb liegt im Intervall [−2,6[ Konvergenz, und in den Intervallen ]−∞,−4] und ]8,∞[
Divergenz vor.
6) Die arctan-Reihe

arctanx =

∞∑
k=0

(−1)k
x2k+1

2k + 1

ist für x = 1 konvergent, so dass π
4 = arctan 1 = 1 − 1

3 + 1
5 ∓ . . . gilt. Die geforderte

Genauigkeit erreicht man in jedem Fall, wenn

|(−1)k
1

2(n+ 1) + 1
| = 1

2n+ 3
< 10−5 also n >

105 − 3

2

gilt, also jedenfalls für n größer als 50000.
7) Die ungerade 2π-periodische Fortsetzung ergibt

f(x) =

{
4
π (πx− x2) x ∈ [0, π]
4
π (πx+ x2) x ∈ [−π,0]

.
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Die Koeffizienten ak sind gleich Null und für die Koeffizienten bk, k ≥ 1, ergibt sich bk =
2
π

∫ π

0
4
π (πx− x2) sin kx dx. Mit den Stammfunktionen∫

x sin kx dx = −x cos kx

k
+

sin kx

k2∫
x2 sin kx dx = −x2 cos kx

k
+

2x sin kx

k2
+

2 cos kx

k3

ergeben sich die Koeffizienten

bk =
8

π
[−x cos kx

k
+

sin kx

k2
]π0 − 8

π2
[−x2 cos kx

k
+

2x sin kx

k2
+

2 cos kx

k3
]π0

=
16

π2k3
[1− (−1)k]

und damit die FOURIER-Reihe

f(x) =
16

π2

∞∑
k=1

1− (−1)k

k3
sin kx =

32

π2

∞∑
k=1

sin(2k − 1)x

(2k − 1)3
.

8) Mit der Stammfunktion
∫
x sin kx dx aus der vorigen Aufgabe erhält man für die FOURIER-

Koeffizienten bk, k ≥ 1

bk =
2

π

∫ π
2

−π
2

x sin kx dx

=
2

π
[−x cos kx

k
+

sin kx

k2
]
π
2

−π
2
=

2

π
[
sin k π

2

k2
−

sin(k(−π
2 ))

k2
] =

4

π

sin k π
2

k2
.

Damit erhält man die FOURIER-Reihe

f(x) =
4

π

∞∑
k=1

sin k π
2

k2
sin kx

=
4

π

∞∑
n=1

sin[(2n− 1)π2 ]

(2n− 1)2
sin[(2n− 1)x] =

4

π

∞∑
n=1

(−1)n−1

(2n− 1)2
sin[(2n− 1)x] .

Für x = π
2 ergibt sich daraus

π

2
=

4

π

∞∑
n=1

(−1)n−1

(2n− 1)2
sin[(2n− 1)

π

2
] =

4

π

∞∑
n=1

(−1)n−1

(2n− 1)2
(−1)n−1 =

4

π

∞∑
n=1

1

(2n− 1)2

bzw.
∑∞

n=1
1

(2n−1)2 = π2

8 . Aus der PARSEVALschen Gleichung folgt mit

1

π

∫ 3π
2

−π
2

f2(x) dx =
π2

6

die Beziehung

π2

6
=

16

π2

∞∑
n=1

1

(2n− 1)4
und damit

∞∑
n=1

1

(2n− 1)4
=

π4

96
.
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9) Die Funktion ist π-periodisch und gerade, so dass nur die Koeffizienten ak zu bestimmen
sind. Es gilt für k > 0

ak =
2

π

∫ π

0

(x− π

2
)2 cos k2x dx

=
2

π
[

∫ π

0

x2cosk2x dx−
∫ π

0

x cos k2x dx+
π2

4

∫ π

0

cos k2x dx]

=
x

πk2
cos k2x|π0 =

1

k2

und

a0 =
2

π

∫ π

0

(x− π

2
)2 dx =

2

π

∫ π
2

−π
2

u2 du =
2

π

u3

3
|
π
2

−π
2
=

π

6
.

Die Fourier-Reihe konvergiert auf R gegen die stetige Funktion f(x), so dass

f(x) =
π

12
+

∞∑
k=1

1

k2
cos k2x (1)

gilt, und für x = π ergibt sich

π2

4
=

π2

12
+

1

k2
⇐⇒

∞∑
k=1

1

k2
=

π

6
.

Setzt man in (1) x = π
2 , so erhält man

0 =
π2

12
+

∞∑
k=1

1

k2
(−1)k ⇐⇒

∞∑
k=1

1

k2
(−1)k−1 =

π2

12
.

10) Die Funktion ist 2-periodisch und die Fourierkoeffizienten werden mit der Formel

αk =
1

T

∫ T

0

f(x)e−ikωx dx =
1

2

∫ 2

0

f(x)e−ikπx dx

berechnet. Als Integrationsintervall benutzen wir [−1,1], d.h. es gilt

f(x) =

{
e−2x , −1 ≤ x ≤ 0
e2x , 0 ≤ x ≤ 1
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und damit erhält man

αk =
1

2

∫ 0

−1

e−2xe−ikπx dx+
1

2

∫ 1

0

e2xe−ikπx dx

=
1

2

∫ 0

−1

e−2x(cos kπx− i sin kπx) dx+
1

2

∫ 1

0

e2x(cos kπx+ i sin kπx) dx

=
1

2

∫ 0

−1

e−2x cos kπx dx+
1

2

∫ 1

0

e2x cos kπx dx (Subst. u = −x)

= −1

2

∫ 0

1

e2u cos kπ(−u) du+
1

2

∫ 1

0

e2x cos kπx dx

=
1

2

∫ 1

0

e2u cos kπu du+
1

2

∫ 1

0

e2x cos kπx dx

=

∫ 1

0

e2x cos kπx dx (2-malige part. Integration)

=
2

4 + k2π2
(e2(−1)k − 1) .

Da f eine gerade Funktion ist, besteht die Fourier-Reihe nur aus cos-Gliedern. Die Koeffzi-
enten ergeben sich zu

ak = αk + α−k =
4

k2π2 + 4
.

11) f(x) = | sinx| ist π-periodisch, gerade und auf [0, π] gleich sinx. Deshalb sind die Koef-
fizienten bk gleich Null. Für die ak gilt für k > 0

ak =
2

π

∫ π

0

sinx cos k2x dx

=
2

π
[sinx

sin k2x

k2
|π0 −

∫ π

0

cosx
sin k2x

k2
dx]

=
2

π
[− 1

k2

∫ π

0

cosx sin k2x dx]

=
2

π
[
1

k24
cosx cos k2x|π0 +

1

k24

∫ π

0

sinx cos k2x dx

= − 1

πk2
+

1

πk22

∫ π

0

sinx cos k2x dx →
∫ π

0

sinx cos k2x dx = − 2

4k2 − 1
,

und daraus folgt

ak = − 4

4k2 − 1
.

Für a0 ergibt sich

a0 =
2

π

∫ π

0

sinx dx =
4

π

und damit ergibt sich auf [0, π]

sinx =
2

π
− 4

π

∞∑
k=1

1

k24− 1
cos k2x .
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12) Es gilt

sin2 x =
1

2
(1− cos(2x)) ,

also besteht die Fourierreihe von sin2 x nur aus diesen beiden Summanden, und damit
findet man∫ π

0

sin4 x dx =
1

4

∫ π

0

[1− 2 cos(2x) + cos2(2x)] dx

=
π

4
− 1

2

∫ π

0

cos(2x) dx+
1

4

∫ π

0

cos2(2x) dx

=
π

4
− 0 +

1

4

π

2

=
3

8
π ,

wobei man beim letzten Integral eine Orthogonalitätsrelation genutzt hat.

13) Die ungerade Fortsetzung ist durch

f(x) =

{
x(1− x) , 0 ≤ x ≤ 1
x(1 + x) , −1 ≤ x ≤ 0

und f(x+ 2) = f(x) für x ∈ R erklärt.
Da f ungerade und 2-periodisch ist, sind nur die Koeffizienten bk, k = 1,2, . . . zu berech-
nen. Mit ω = 2π

2 = π ergibt sich

bk =

∫ 1

−1

f(x) sin(kωx) dx

= 2

∫ 1

0

x(1− x) sin(kπx) dx

= 2

∫ 1

0

x sin(kπx) dx− 2

∫ 1

0

x2 sin(kπx) dx .

Nach einmaliger bzw. zweimaliger partieller Integration ergibt sich

bk =
4

k3π3
[1− (−1)k] ,

so dass man für das n-te Fourierpolynom bzw. die Fourierreihe

ϕn(x) =
4

π3

n∑
k=1

1

k3
[1− (−1)k] sin(kπx)

und

f(x) =
4

π3

∞∑
k=1

1

k3
[1− (−1)k] sin(kπx)

erhält.
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Kapitel 4
1) Die Determinanten der Matrizen A und B sind mit det(A) = 1 und det(B) = 1+a+b−2ab
mit der SARRUSschen Regel leicht zu berechnen. Bei der Matrix C erkennt man, dass in den
Spalten die 0-te, 1-te, 2-te und 3-te Potenz der Zahlen w = 1, x = 2, y = 3, z = 4 steht, also

C =


1 1 1 1
1 2 4 8
1 3 9 27
1 4 16 64

 =


1 w w2 w3

1 x x2 x3

1 y y2 y3

1 z z2 z3

 .

Die Determinanten solcher Matrizen nennt man VANDERMONDEsche Determinanten, die
die allgemeine Form

V = det


1 x1 x2

1 x3
1 . . . xn−1

1

1 x2 x2
2 x3

2 . . . xn−1
2

. . .
1 xn x2

n x3
n . . . xn−1

n

 (2)

haben. Man findet nun

det(C) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 w w2 w3

0 x− w x2 − w2 x3 − w3

0 y − w y2 − w2 y3 − w3

0 z − w z2 − w2 z3 − w3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
x− w x2 − w2 x3 − w3

y − w y2 − w2 y3 − w3

z − w z2 − w2 z3 − w3

∣∣∣∣∣∣
= (x− w)(y − w)(z − w)

∣∣∣∣∣∣
1 x+ w x2 + xw + w2

1 y + w y2 + yw + w2

1 z + w z2 + zw + w2

∣∣∣∣∣∣
= (x− w)(y − w)(z − w)

∣∣∣∣∣∣
1 x+ w x2 + xw + w2

0 y − x y2 − x2 + yw − xw
0 z − x z2 − x2 + zw − xw

∣∣∣∣∣∣
= (x− w)(y − w)(z − w)

∣∣∣∣ y − x y2 − x2 + yw − xw
z − x z2 − x2 + zw − xw

∣∣∣∣
= (x− w)(y − w)(z − w)(y − x)(z − x)

∣∣∣∣ 1 y + x+ w
1 z + x+ w

∣∣∣∣
= (x− w)(y − w)(z − w)(y − x)(z − x)(z − y)

und damit det(C) = (2− 1)(3− 1)(4− 1)(3− 2)(4− 2)(4− 3) = 12. Für die Determinante
(2) erhält man auf die gleiche Weise

V =

n∏
i,j=1

i>j

(xi − xj) .

2) Es gilt

det(B)

{
= 0 für b ∈ R \ { 1

2}, a = b+1
2b−1

̸= 0 für b = 1
2 , a beliebig, oder b ∈ R \ { 1

2}, a ̸= b+1
2b−1

.

3) Für das Gleichungssystem A1x = b1 findet man nach 3 Schritten des GAUSSschen Algo-
rithmus 2 −2 0 3

−1 2 −1 −3
1 0 −1 0

⇐⇒

 2 −2 0 3
0 2 −2 −3
0 0 0 0

 ,
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damit ist das Gleichungssystem lösbar und die Lösung hat die Form x
y
z

 =

 0
− 3

2
0

+ t

 1
1
1

 , t ∈ R .

Für das Gleichungssystem A2x = b2 ergibt sich
2 −2 1 2 3

−1 2 −1 −2 −3
1 0 −1 1 0
0 1 3 2 5

⇐⇒


2 −2 1 2 3
0 2 −1 −2 −3
0 2 −2 −1 −3
0 1 3 2 5



⇐⇒


2 −2 1 2 3
0 2 −1 −2 −3
0 0 −1 1 0
0 0 8 5 13

⇐⇒


2 −2 1 2 3
0 2 −1 −2 −3
0 0 −1 1 0
0 0 0 13 13


und damit die Lösung x = (0,0,1,1)T .
4) Die Matrix A hat das charakteristische Polynom χA(λ) = −λ3 + 4λ2 − 3λ und man
findet die Eigenwerte λ1 = 0, λ2 = 1 und λ3 = 3, wobei man den Eigenwert λ1 = 0 auf-
grund von det(A) = 0 sofort ohne Rechnung findet. Die zugehörigen Eigenvektoren sind
v1 = t(1,1,1)T , v2 = s(1, 0,−1)T und v3 = r(1,−2,1)T .
Die Matrix B hat das charakteristische Polynom χB(λ) = −λ3 + 3λ2 und damit den dop-
pelten Eigenwert λ1,2 = 0 und den einfachen Eigenwert λ3 = 3. Zum Eigenwert λ3 fin-
det man die Eigenvektoren v3 = r(1,−1,1)T und für λ1,2 erhält man die Eigenvektoren
v1,2 = s(1,1,0)T + t(−1,0,1)T .
Die Matrix C hat das charakteristische Polynom

χC(λ) = λ4 − 4λ3 + 6λ2 − 4λ+ 1 = (λ− 1)4

mit dem vierfachen Eigenwert λ = 1. Man findet allerdings nur einen Eigenvektor v1 =
t(1,1,1,1)T (λ hat die geometrische Vielfachheit 1). Zur Berechnung der Hauptvektoren
vk, k = 2,3,4, ist das Gleichungssystem

(C − E)4vk = 0

zu lösen. Die kann man allerdings auch sukzessiv tun, indem man die Gleichungssyste-
me (C − E)vk = vk−1, k = 2,3,4, löst, wobei man ausgehend vom Eigenvektor v1 zuerst
den Hauptvektor v2, daraus den Hauptvektor v3 und schließlich den Hauptvektor v4 be-
stimmt. Der Vorteil dieses Vorgehens besteht darin, dass man explizit keine Matrixpoten-
zen berechnen muss. Man erhält

v2 = (−3

2
,−1

2
,
1

2
,
3

2
)T v3 = (

5

4
,−1

4
,−3

4
,−1

4
)T v4 = (−5

8
,
5

8
,
3

8
,−3

8
)T .

5) Die Eigenräume von A aus Aufgabe 4 sind Geraden im R3, die durch den Ursprung
gehen. Sei a ein zum Eigenwert λ gehörender Eigenvektor von A, dann ist

Eλ = {x |x = sa, s ∈ R}

der Eigenraum zu λ. Sind x1 und x2 aus Eλ, dann ist auch die Linearkombination x =
c1x1+c2x2 = (c1s1+c2s2)a Element von Eλ. die anderen Eigenschaften (neutrale Elemente,
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inverse Elemente) sind offensichtlich. b1 = (1,1,1)T ist eine Basis von Eλ1 , b2 = (1, 0,−1)T

und b3 = (1,−2,1)T sind Basen von Eλ2 , Eλ3 .
6) Die Bedingung für eine Basis (x1,x2,x3) lautet

a1x1 + a2x2 + a3x3 = 0 ⇐⇒ a1 = a2 = a3 = 0 .

Konkret für x1 = (0,3,4)T ,x2 = (0,4,2)T ,x3 = (2,0,1)T ist das Gleichungssystem 0 0 2
3 4 0
4 2 1

 a1
a2
a3

 =

 0
0
0


zu betrachten. Die Determinante der Koeffizientenmatrix hat den Wert −20, woraus die
eindeutige Lösbarkeit mit der trivialen Lösung a1 = a2 = a3 = 0 folgt. Damit ist der Nach-
weis, dass die Ortsvektoren eine Basis bilden, erbracht.
Den ersten Vektor der Orthonormalbasis erhält man mit y1 = x1

|x1| = 1
5 (0, 3, 4)

T . Mit
dem SCHMIDTschen Orthogonalisierungverfahren findet man y2 = 1

5 (0,−4,3)T und y3 =
(1,0,0)T und hat damit eine Orthonormalbasis (y1,y2,y3) konstruiert. Die Beziehungen
zwischen der Orthonormalbasis und der kanonischen Basis lauten

e1 = y3 e2 =
3

5
y1 −

4

5
y2 e3 =

4

5
y1 +

3

5
y2 ,

und damit hat der Vektor (1,1,1)T die Darstellung

(1,1,1)T = 1 · e1 + 1 · e2 + 1 · e3 =
9

5
· y1 −

1

5
· y2 + 1 · y3 ,

also die Koordinaten 9
5 , − 1

5 und 1 bezüglich der Orthonormalbasis.
7) Die Gleichung a1 + a2x+ a3x

2 = 0 ist für beliebige x ∈ R nur erfüllbar, wenn a1 = a2 =
a3 = 0 ist. Z.B. kann man die Gleichung für die 3 x-Werte 1,2,3 betrachten. Es ergibt sich
das Gleichungssystem 1 1 1

1 2 4
1 3 9

 a1
a2
a3

 =

 0
0
0


mit der einzigen Lösung a1 = a2 = a3 = 0.
Für p1(x) = 1 gilt ||p1||2 =

∫ 1

0
12 dx = 1. Mit dem Ansatz

q2(x) = p1(x) + λp2(x) = 1 + λx

findet man nach skalarer Multiplikation mit p1 und der Forderung (q2, p1) = 0

(q2, p1) = 0 = (p1, p1) + λ(p2, p1) ⇐⇒ λ = − 1

(p2, p1)
= − 1∫ 1

0
x dx

= −2

und damit q2(x) = 1−2x. Mit der Norm ||q2(x)|| =
√∫ 1

0
(1− 2x)2 dx = 1√

3
erhalten wir mit

r2(x) =
√
3 − 2

√
3x den zweiten Vektor der Orthonormalbasis. Der dritte Vektor der Basis

ergibt sich mit dem SCHMIDTschen Orthogonalisierungsverfahren zu r3(x) =
1
c (−

1
2 +3x−

3x2), wobei c =
√

3
10 gleich der Norm des Polynoms − 1

2 + 3x− 3x2 ist.
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8+9) Die Vektor- oder Parametergleichung für die Gerade g erhält man als Lösung des
Gleichungssystems

(
1 1 4
2 1 6

) x
y
z

 =

(
1

2

)
mit  x

y
z

 =

 1
0
0

+ r

 −2
−2
1

 , a =

 −2
−2
1

 , P0 = (1, 0, 0) .

Für den kürzesten Abstand des Punktes P ′ = (1,4,8) ergibt sich

d =
|a×

−−−→
P0P

′|
|a|

=

√
720√
9

=
√
80 = 4

√
5 .

Die HESSEsche Normalform der Ebene E erhält man mit 1√
3
(1,1,1)T ·(x, y, z)T = n·x = 2√

3
.

Für die Parametergleichung der Ebene E ergibt sich x
y
z

 =

 2
0
0

+ s

 −1
1
0

+ t

 −1
0
1

 , P1 = (2,0,0).

Für den kürzesten Abstand des Punktes P ′ von der Ebene ergibt sich

ρ = |
−−→
0P ′ · n− 2√

3
| = |(1,4,8)T · 1√

3
(1,1,1)T − 2√

3
| = 11√

3
.

Der Durchstoßpunkt der Geraden g durch die Ebene E ergibt sich über die Gleichsetzung 1
0
0

+ r

 −2
−2
1

 =

 2
0
0

+ s

 −1
1
0

+ t

 −1
0
1



⇐⇒ r

 2
2
−1

+ s

 −1
1
0

+ t

 −1
0
1

 =

 −1
0
0


mit der Lösung r = t = − 1

3 , s = 2
3 . Man erhält schließlich mit der Geradengleichung den

Durchstoßpunkt x
y
z

 =

 1
0
0

− 1

3

 −2
−2
1

 =

 5
3
2
3

− 1
3

 .

10) Mit dem Betrag des Vektorprodukts der Ortsvektoren von A und B erhält man den
doppelten Flächeninhalt des Dreiecks

2F = |
−→
0A×

−→
0B| = |(−6,3,−3)T | =

√
54 = 3

√
6 ⇐⇒ F =

3
√
6

2
.

11) Man findet mit (2, 2
3

√
3,0) den Fußpunkt des Punktes P3, der zusammen mit P1, P2

und dem Ursprung 0 den Tetraeder aufspannt. Die z-Koordinate von P3 ergibt sich aus
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4 =
√
22 + ( 23

√
3)2 + z2 zu z = 4

√
2
3 , da die Ortsvektoren von P1 und P3 gleich lang sein

müssen. Man überlegt sich, dass das Volumen des Tetraeders gerade ein Sechstel des Vo-
lumens des Spats ist, der von den Ortsvektoren von P1, P2, P3 aufgespannt wird. Es ergibt
sich

VT =
1

6

∣∣∣∣∣∣∣
4 0 0

2 2
√
3 0

2 2
3

√
3 4

√
2
3

∣∣∣∣∣∣∣ =
1

6
32
√
2 =

16
√
2

3
.

Das Ergbnis kann man auch überprüfen, wenn man die bekannte Pyramidenvolumen-
Formel 1

3Gh mit der Grundfläche G und der Höhe h benutzt.

12) Die Determinante von A1 ist gleich 3 − 3α, so dass A1x = b1 für α ̸= 1 eindeutig
lösbar ist. Mit dem Gaußschen Algorithmus erhält man nach 2 Schritten das Zeilen-Stufen-
Schema 1 3 1 5

0 1 1
3

5
3

0 0 α− 1 0


so dass man für α ̸= 1 die eindeutige Lösung

x = [2 ,
5

3
, 0]T

findet. Für α = 1 ergibt sich die Lösungsmenge

L = {

 0
5
3 − t 13

t

 , t ∈ R} .

Für das zweite lineare Gleichungssystem findet man nach 3 Schritten des Gaußschen Al-
gorithmus das Zeilen-Stufen-Schema 1 1 −1 1

0 1 β + 2 1
0 0 4− (β + 2)(β − 1) 2− β

 ,

Da

ϕ(β) = 4− (β + 2)(β − 1) = −β2 − β + 6

keine reellen Nullstellen besitzt, ist das Gleichungssystem A2x = b2 eindeutig lösbar, und
es hat die Lösung x = (x , y , z)T mit

z =
2− β

−β2 − β + 6
, y = 1− (β + 2)z, x = 1− y + z .

13) Es sind die Koeffizienten α, β, γ der Linearkombination

a = αb1 + βb2 + γb3

zu berechnen, also das lineare Gleichungssystme 1 1 0
1 2 0
1 1 1

 α
β
γ

 =

 1
2
3


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zu lösen. Man findet nach kurzer Rechnung γ = 2, β = 1 und α = 0 als Lösung und als die
gesuchten Koordinaten.

14) Wir setzen

q′
1 = b1 =

 1
1
1

 und erhalten mit q1 =
1

|q′
1|
q′
1 =

1√
3

 1
1
1


den ersten orthonormalen Vektor. Nach dem Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren
erhalten wir durch

q′
2 = b2 − ⟨b2,q1⟩q1

=

 1
2
1

− ⟨

 1
2
1

 ,
1√
3

 1
1
1

⟩ 1√
3

 1
1
1


=

1

3

 −1
2
−1


einen Vektor, der zu q1 orthogonal ist. Die Normierung ergibt

q2 =
1

|q′
2|

=
1√
6

 −1
2
−1

 .

Mit

q′
3 = b3 − ⟨b3,q1⟩q1 −−⟨b3,q2⟩q2

=

 0
0
1

− ⟨

 0
0
1

 ,
1√
3

 1
1
1

⟩ 1√
3

 1
1
1


−⟨

 0
0
1

 ,
1√
6

 −1
2
−1

⟩ 1√
6

 −1
2
−1


=

1

2

 −1
0
1


erhalten wir einen Vektor, der orthogonal zu q1 und q2 ist. Die Normierung ergibt

q3 =
1

|q′
3|
q′
3 =

√
2

2

1

53

 −1
0
1


15) Als charakteristisches Polynom der Matrix A ergibt sich

det(A− λE) = −λ2 − 3λ2 + 3λ+ 1 ,

und damit hat A den offensichtlichen Eigenwert λ1 = 1. Durch Polynomdivision des cha-
rakteristischen Polynoms durch (λ− 1) erhält man

det(A− λE) = (λ− 1)(−λ2 − 4λ− 1)
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woraus sich die weiteren Eigenwerte λ2 = −2 +
√
3 und λ3 = −2−

√
3 ergeben.

Zum Eigenwert λ1 = 1 findet man als Lösung des Eigengleichungssystems

(A− E)e1 = 0 ⇐⇒

 −1 1 0
0 −1 1
1 3 −2

 x
y
z

 =

 0
0
0


als Lösung x = y = z = t, t ∈ R, t ̸= 0, also z.B. für t = 1 den Eigenvektor e1 = (1 , 1 , 1)T .
Für λ2 = −2 +

√
3 findet man als Lösung der Eigengleichung

(A− (−2 +
√
3)E)e2 = 0 ⇐⇒

 2−
√
3 1 0

0 2−
√
3 1

1 3 −1−
√
3

 x
y
z

 =

 0
0
0


z = t, y = t(−2−

√
3), x = t(−7− 4

√
3), also z.B. für t = 1 den Eigenvektor

e2 =

 7 + 4
√
3

−2−
√
3

1

 .

Für den Eigenwert λ3 = −2−
√
3 erhält man als Lösung der Eigengleichung

(A− (−2−
√
3)E)e3 = 0 ⇐⇒

 2 +
√
3 1 0

0 2 +
√
3 1

1 3 −1 +
√
3

 x
y
z

 =

 0
0
0


z = t, y = t(

√
3− 2), x = t(7− 4

√
3), also z.B. für t = 1 den Eigenvektor

e3 =

 7− 4
√
3√

3− 2
1

 .

Als charakteristisches Polynom der Matrix B findet man

det(B − λE) = λ2(3− λ) ,

und damit den Eigenwert λ1 = 3 und den Eigenwert λ2 = 0 mit der algebraischen Viel-
fachheit 2.
Für den Eigenwert λ1 = 3 findet man (durch ”genaues Hinsehen”) den Eigenvektor

e1 =

 1
1
1

 .

Für den Eigenwert λ2 = 0 findet man als Lösung der Eigengleichung

(B − 0E)e = 0 ⇐⇒

 1 1 1
1 1 1
1 1 1

 x
y
z

 =

 0
0
0


den Eigenraum

{x = t

 −1
1
0

+ s

 −1
0
1

 , s, t ∈ R}
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und damit die linear unabhängigen Eigenvektoren

e2 =

 −1
1
0

 , e3 =

 −1
0
1

 .

Die Matrix C hat den Eigenwert λ = 1 mit der algebraischen Vielfachheit 4. Als Eigenraum
erhält man den gesamten R4 und als linear unabhängige Eigenvektoren kann man die Vek-
toren der kanonischen Basis wählen.

16) Nach 2 Schritten des Gaußschen Algorithmus erhält man das erweiterte Koeffizienten-
schema 1 3 1 3 5

0 1 1
3

2
3 3

0 0 1 4 −5


und kann die Lösungsmenge

{x =


−4
14
3

−5
0

+ t


−1

2
3

−4
1

 , t ∈ R}

bestimmen.
Beim zweiten linearen Gleichungssystem kann man durch Wahl der Parameter s, t, r ∈ R
mit x = s, y = t, z = r die Lösungskomponenten u, v, w unmittelbar ablesen, man findet
als Lösungsmenge

{x =


x
y
z
u
v
w

 =


0
0
0
8
10
15

+ s


1
0
0
−2
0
−3

+ t


0
1
0
−3
−2
−2

+ r


0
0
1
0
−5
−4

 , s, t, r ∈ R .

17) Es sind die Matrix-Produkte

A ∗D =


5 15 5 5
1 3 1 1
2 6 2 2
4 12 4 4

 , D ∗A = 14 , B ∗ F =


4 + a
6

4 + 4a
2 + 5a

 ,

B ∗ C =


7 4 13 5
6 3 18 6
16 10 16 8
17 11 11 7

 , C ∗B =

(
21 36
15 12

)
, C ∗A =

(
31
23

)

möglich.

18) Wir bezeichnen die Spalten von A mit a1, a2, a3 und die Spalten der zu konstruieren-
den Orthogonalmatrix Q mit q1, q2, q3. Wir setzen

q′
1 = a1 =

 2
1
2

 und erhalten mit q1 =
1

|q′
1|
q′
1 =

1

3

 2
1
2


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die erste Spalte von Q. Nach dem Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren erhalten
wir durch

q′
2 = a2 − ⟨a2,q1⟩q1

=

 1
0
4

− ⟨

 1
0
4

 ,
1

3

 2
1
2

⟩1
3

 2
1
2


= a2 −

1

3
10q1 =

1

9

 −11
−10
16


einen Vektor, der zu q1 orthogonal ist, und mit der Normierung

q2 =
1

|q′
2|

=
1√

477/9

 −11
−10
16


die zweite Spalte von Q. Mit

q′
3 = a3 − ⟨a3,q1⟩q1 −−⟨a3,q2⟩q2

=

 0
0
1

− ⟨

 0
0
1

 ,
1

3

 2
1
2

⟩1
3

 2
1
2


−⟨

 0
0
1

 ,
9√
477

 −11
−10
16

⟩ 9√
477

 −11
−10
16


= a3 −

2

3
q1 −

16√
477

q2 =
1

53

 −4
6
1


erhalten wir einen Vektor, der orthogonal zu q1 und q2 ist. Mit der Normierung

q3 =
1

|q′
3|
q′
3 =

1√
53/53

1

53

 −4
6
1


erhalten wir die dritte Spalte von Q. Schreibt man die Beziehungen zwischen ak und qk, k =
1,2,3, um, dann ergibt sich z.B.

a1 = 3q1

a2 =
10

3
q1 +

√
477

9
q2

a3 =
2

3
q1 +

16√
477

q2 +

√
53

53
q3

oder mit

A = Q

 3 10
3

2
3

0
√
477
9

16√
477

0 0
√
53
53

 =: QR

die QR-Zerlegung von A.
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Die Spalten von B bezeichnen wir nun mit b1 und b2 und die Spalten der zu konstruieren-
den Orthogonanlmatrix Q durch q1, q2, q3. Wir setzen

q′
1 = b1 =

 1
2
1

 und erhalten mit q1 =
1

|q′
1|
q′
1 =

1√
6

 1
2
1


die erste Spalte von Q. Mit dem Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren erhalten wir
durch

q′
2 = b2 − ⟨b2,q1⟩q1

=

 2
0
6

− ⟨

 2
0
6

 ,
1√
6

 1
2
1

⟩ 1√
6

 1
2
1


= b2 −

8√
6
q1 =

2

3

 1
−4
7


einen Vektor, der zu q1 orthogonal ist, und mit der Normierung

q2 =
1

|q′
2|

=
1√
66

 1
−4
7


die zweite Spalte von Q. Zur Bestimmung der dritten Spalte von Q brauchen wir einen
Vektor, der orthogonal zu q1 und q2 ist. D.h. wir suchen einen Vektor q3 = (x, y, z)T der
Länge 1 mit

⟨q1,q
′
3⟩ = 0

⟨q2,q
′
3⟩ = 0 ,

und das bedeutet die Lösung des linearen Gleichungssystems(
1 2 1
1 −4 7

) x
y
z

 =

(
0
0

)
.

Nach zwei Schritten des Gaußschen Algorithmus findet man die allgemeine Lösung x
y
z

 = t

 −3
1
1

 , t ∈ R ,

mit t = 1√
11

erhält man mit

q3 =
1√
11

 −3
1
1


die dritte Spalte von Q. Schreibt man die Beziehungen zwischen b1, b2 und qk, k = 1,2,3,
um, dann ergibt sich z.B.

b1 =
√
6q1

b2 =
8√
6
q1 +

2

3

√
66q2
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oder mit

B = Q


√
6 8√

6

0 2
3

√
66

0 0

 =: QR

die QR-Zerlegung von B.

19) Den ersten orthonormierten Vektor erhält man mit

q1 =
1

|c1
c1 =

1√
6

 i
1
2

 ,

wobei hier beachtet werden muss, dass das Skalarprodukt zweier Vektoren x, y ∈ C3

durch

⟨x,y⟩ =
3∑

k=1

xkȳk

definiert war und dementsprechend die Norm durch

|x| =

√√√√ 3∑
k=1

xkx̄k .

Mit dem Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren erhalten wir durch

q′
2 = c2 − ⟨c2,q1⟩q1

=

 1
1 + i
0

− ⟨

 1
1 + i
0

 ,
1√
6

 i
1
2

⟩ 1√
6

 i
1
2


= c2 −

1√
6
q1 =

 1− 1
6 i

5
6 + i
− 1

3


einen Vektor, der zu q1 orthogonal ist, und mit der Normierung

q2 =
1

|q′
2|

=
6√
102

 1− 1
6 i

5
6 + i
− 1

3


den zweiten orthonormalen Vektor. Den nächsten Schritt zur Berechnung von q3 führe
ich nicht mehr aus, weise aber auf die folgenden Octave-Befehle hin, mit denen man sich
Arbeit erspart und auch eine Probe der bisherigen Rechnung machen kann.

# Definition der Vektoren
c1 = [i ; 1 ; 2]
c2 = [ 1 ; 1 + i ; 0 ]
c3 = [2*i ; 1 ; 1-i]
# Vektoren als Spalten einer Matrix C
C = [c1 c2 c3]
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# QR-Zerlegung von C mit dem Kommando qr
[Q , R] = qr(C)
# Spalten von Q enthalten die orthonormalen Vektoren
q1 = Q(:,1)
q2 = Q(:,2)
q3 = Q(:,3)

20) Das charakteristische Polynom ergibt sich zu

(cosα− λ)(cosα− λ) + sin2 λ = λ2 − 2 cosαλ+ cos2 α+ sin2 α = λ2 − 2 cosαλ+ 1

mit den Nullstellen, also den Eigenwerten

λ1,2 = cosα±
√
cos2 α− 1

= cosα±
√
(−1)(1− cos2 α)

= cosα± i
√
1− cos2 α

= cosα± i sinα .

(a) Wir betrachten zuerst den Fall sinα ̸= 0. Für den Eigenwert λ1 = cosα + i sinα ergibt
sich die Eigengleichung(

−i sinα sinα
− sinα −i sinα

)(
x
y

)
=

(
0
0

)
.

Es ergibt sich der Eigenvektor c1 = (−i , 1)T . Für λ2 = cosα − i sinα erhält man die
Eigengleichung(

i sinα sinα
− sinα i sinα

)(
x
y

)
=

(
0
0

)
.

und findet mit c2 = (i , 1)T den zu λ2 gehörenden Eigenvektor.
(b) sinα = 0 (λ = 1 oder λ = −1, Eigenwerte mit der algebraischen Vielfachheit 2)
Es ergibt sich jeweils die Eigengleichung(

0 0
0 0

)(
x
y

)
=

(
0
0

)
mit dem C2 als Lösungsmenge, so dass z.B. c1 = (1 , 0)T , c2 = (0 , 1)T als Eigenvektoren
in Frage kommen.
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Kapitel 5
1) Für g und f erhält man die Ableitungen

f ′(x1, x2, x3) =


1 0 0

2x1 0 0
0 2x2 0
0 0 2x3

 g′(x, y) =

 cosx 0
0 − sin y

yexy xexy

 .

Die Ableitung der Verkettung ergibt

(f(g(x, y))′ = f ′(g(x, y))g′(x, y) =


1 0 0

2 sinx 0 0
0 2 cos y 0
0 0 2exy


 cosx 0

0 − sin y
yexy xexy



=


cosx 0

2 sinx cosx 0
0 −2 cos y sin y

2ye2xy 2xe2xy

 .

2) Für den Gradienten und die Ableitung ergibt sich

grad f =


ln(x2x3) + x3e

x2+x1x3

x1

x2
+ ex2+x1x3

x1

x3
+ x1e

x2+x1x3

0

 bzw. f ′(x1, x2, x3, x4) = (grad f(x1, x2, x3, x4))
T .

3) Für die Ableitung ergibt sich

f ′(x) =

(
y sin z x sin z xy cos z

1 3y2z y3

)
=⇒ f(x) ≈

(
0 0 0
1 0 0

) x
y
z

 =

(
0

x

)
.

4) Für den Gradienten und die HESSE-Matrix ergibt sich

grad f =

 yz3

xz3

3xyz2

 Hf =

 0 z3 3yz2

z3 0 3xz2

3yz2 3xz2 6xyz

 .

Damit erhält man für das TAYLOR-Polynom 2. Grades um x0 = (1,1,1)T

T2(x) = f(x0) + grad f(x0) · (x− x0) +
1

2
(x− x0)

THf (x0)(x− x0)

= 1 + (x− 1) + (y − 1) + 3(z − 1)

+
1

2
[(x− 1)(y − 1) + 3(x− 1)(z − 1) + (y − 1)(x− 1)

+3(y − 1)(z − 1) + 3(z − 1)(x− 1) + 3(z − 1)(y − 1) + 6(z − 1)(z − 1)]

= 1 + (x− 1) + (y − 1) + 3(z − 1)

+(x− 1)(y − 1) + 3(x− 1)(z − 1) + 3(y − 1)(z − 1) + 3(z − 1)2 .

5) Die Funktion ist stetig partiell differenzierbar an der Stelle (1,1)T . Deshalb ergibt sich für
die Richtungsableitung

∂f

∂a
= grad f(x) · a

|a|
=

(
2

−2

)
·
( 1√

5
2√
5

)
= − 2√

5
.
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6) Die Extrema der Funktion f(x, y, z) = xyz sind unter Berücksichtigung der Nebenbe-
dingung g(x, y, z) = x+ y + z = 105, x, y, z ≥ 0 gesucht. Notwendige Bedingung:

gradL(x, y, z, λ) = grad (f(x, y, x) + λ(g(x, y, z)− 105)) = 0 =⇒

yz + λ = 0
xz + λ = 0
xy + λ = 0

x+ y + z = 105

.

Die Kandidaten für Extremalstellen sind K1 = (x, y, z) = (0,0,105), K2 = (105,0,0), K3 =
(0,105,0) und K4 = (35,35,35). Die Nebenbedingungsmenge ist kompakt, deshalb wird
Maximum und Minimum angenommen, und zwar wird die Funktion an der Stelle K4 ma-
ximal und an den Stellen K1,K2,K3 minimal.
7) Zu minimieren ist die Funktion f(x, y, z) = (x− 5)2 + (y − 7)2 + (z − 18)2 unter Berück-
sichtigung der Bedingung 2x2 + y2

4 + z2 = 1. Die LAGRANGE-Funktion lautet

L(x, y, z, λ) = (x− 5)2 + (y − 7)2 + (z − 18)2 + λ(2x2 +
y2

4
+ z2 − 1) .

Aus der notwendigen Bedingung gradL = 0 folgt das Gleichungssystem

2(x− 5) + λ4x = 0 , 2(y − 7) + λ
y

2
= 0 , 2(z − 18) + λ2z = 0 , 2x2 +

y2

4
+ z2 = 1

zur Bestimmung der Kandidaten für Extremalstellen. Aus den ersten 3 Gleichungen folgt

x =
5

1 + 2λ
, y =

28

4 + λ
, z =

18

1 + λ
.

Einsetzen in die vierte Gleichung ergibt mit

50

1 + 4λ+ 4λ2
+

196

16 + 8λ+ λ2
+

324

1 + 2λ+ λ2
= 1

bzw.

(16 + 8λ+ λ2)(1 + 2λ+ λ2)(1 + 4λ+ 4λ2)− 50(16 + 8λ+ λ2)(1 + 2λ+ λ2)−
196(1 + 4λ+ 4λ2)(1 + 2λ+ λ2)− 324(1 + 4λ+ 4λ2)(16 + 8λ+ λ2)

= 4λ6 + 44λ5 − 1957λ4 − 14214λ3 − 35369λ2 − 26400λ− 6164 = 0

ein Polynom 6. Grades für λ. Die Bestimmung von λ als Nullstelle (und den daraus fol-
genden kritischen Punkten (x, y, z)) ist nur numerisch möglich. Z.B. mit octave (freies, mit
matlab vergleichbares Programm unter linux) erhält man die Nullstellen

λ1 = −25,312 , λ2 = 21,115 , λ3,4 = −2,883± 1,442 i , λ5,6 = −0,518± 0,094 i .

Relevant sind nur λ1,2. Als kritische Punkte erhält man schließlich

P1 = (x, y, z) = (
5

1 + 2λ1
,

28

4 + λ1
,

18

1 + λ1
) = (−0,10076 , −1,3138 , −0,74038)

P2 = (x, y, z) = (
5

1 + 2λ2
,

28

4 + λ2
,

18

1 + λ2
) = (0,11566 , 1,1149 , 0,81394) .

Durch die Berechnung der Funktionswerte an den kritischen Punkten findet man bei P1

ein Maximum M = f(P1) = 446,34 und bei P2 ein Minimum m = f(P2) = 353,85, da die
Nebenbedingungsmenge als Oberfläche eines Ellipsoids kompakt ist.
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8) Für die Niveaus 1, 1
2 , 1

4 ergibt sich√
1− 4x2 − 9y2 = 1 =⇒ 4x2 + 9y2 = 0 =⇒ N1 = {(0,0)}

√
1− 4x2 − 9y2 =

1

2
=⇒ 4x2 + 9y2 =

3

4
=⇒ N 1

2
= {(

√
3

4
cos t,

√
3

6
sin t), t ∈ [0,2π]}

√
1− 4x2 − 9y2 =

1

4
=⇒ 4x2+9y2 =

15

16
=⇒ N 1

4
= {(

√
15

8
cos t,

√
15

12
sin t), t ∈ [0,2π]} .

9) Für die Krümmung der Kurve γ ergibt sich

κ(t) =
|γ̇(t)× γ̈(t)|

|γ̇(t)|3
=

12

(9 cos2 t+ 16 sin2 t)
3
2

.

Die Ableitung von κ ergibt

κ′(t) = −252(9 cos2 t+ 16 sin2 t)−
5
2 cos t sin t ,

mit den Nullstellen t1 = 0, t2 = π, t3 = π
2 , t4 = 3π

2 . Die Auswertung der 2. Ablei-
tung bzw. die Überlegung, dass es sich bei der Kurve um den Rand einer Ellipse mit
den Halbachsen a =

√
3 und b = 2 handelt, ergibt die maximale Krümmung bei t3, t4

und die minimale Krümmung bei t1, t2. Der maximale Krümmungsradius ist demnach
Rmax = 1

κ(t1)
= 27

12 = 9
4 .

10) Man kann die Untersuchung des Verhaltens der Funktion f aufgrund der Rotations-
symmetrie auf die Untersuchung von f̂(r) = sin r

r , r ∈]0,1], f̂(0) = 1, zurückführen. f̂ ist
stetig im Punkt r = 0. Außerdem ist f̂ für r ∈]0,1] monoton fallend, da r schneller wächst
als sin r. Daraus folgt, dass die Funktion f̂ für r = 0 maximal wird, und für r = 1 minimal.
Übersetzt auf die Funktion f heißt das, dass f auf D im Punkt (0,0) das globale Maximum
1 annimmt, und auf der Kreislinie x2 + y2 = 1 das globale Minimum sin 1 annimmt.

11) Für die Richtungsableitung von f gilt

∂f

∂v
= grad f · v ,

wobei v die euklidische Länge 1 hat. Also gilt

∂f

∂v
=

(
x+ y
x+ 2y2

)
·
(

v1
v2

)
= (x+ y)v1 + (x+ 2y2)v2 ,

d.h.

∂f

∂v
(1,1) = 2v1 + 3v2 .

Damit ist das Gleichungssystem

2v1 + 3v2 = 3 und v21 + v22 = 1

zu lösen. Es ist die quadratische Gleichung 13v22 − 18v2 + 5 = 0 zu lösen und man findet
die Lösungen

v2 = 1 =⇒ v1 = 0 bzw. v2 =
5

13
=⇒ v1 =

12

13
,
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und damit hat die Funktion an der Stelle (1,1) in den Richtungen v = (0 , 1)T und v =
( 1213 , 5

13 )
T den Anstieg 3.

12) Für den Gradienten von f ergibt sich

grad f =
1

x2 + y2 + z2

 x
y
z

 und grad f(1,1,0) =
1

2

 1
1
0


und damit die Richtungsableitung (v auf 1 normiert)

∂f

∂v
(1,1,0) =

1

2

 1
1
0

 ·

 1√
2

0
1√
2

 =
1

2
√
2
.

Die Rotation eines Gradientenfeldes ist gleich dem Nullvektor.

13) (a) Aufgrund des Terms y3 strebt die Funktion auf der Geraden {(0, y)|y ∈ R} für
y → ±∞ gegen ±∞, so dass keine (globalen) Extrema angenommen werden. Aus

grad f =

(
2x+ 1 + y
x+ 3y2

)
= 0 ⇐⇒ y2 − 1

6
y − 1

6
= 0

ergeben sich die kritischen Punkte P1 = (− 3
4 ,

1
2 ) und P2 = (− 1

3 ,−
1
3 ). Die Hesse-Matrix ist

Hf (x, y) = f ′′(x, y) =

(
2 1
1 6y

)
.

An der Stelle P1 ist die Hesse-Matrix positiv definit, so dass am Punkt P1 ein lokales Mi-
nimum angenommen wird. Bei P2 ist die Hesse-Matrix indefinit, so dass hier ein Sattel-
punktvorliegt. Für das Taylorpolynom 2. Grades erhält man

T2(x, y) = f(x0, y0)+grad f(x0,y0) ·
(

x− x0

y − y0

)
+

1

2
[x−x0 y−y0]f

′′(x0, y0)

(
x− x0

y − y0

)
und damit an den kritischen Punkten

T2(P1) =
17

16
bzw. T2(P12) = − 4

27
.

(b) Da P1 im Inneren der Menge H liegt, hat f dort ein lokales Minimum. Globale Extrema
existieren wiederum nicht, denn auf der Geraden y = −2x strebt f für x → ±∞ gegen ∓∞.
Durch die Untersuchung des Verhaltens von f auf der Geraden y = −2x findet man dort
noch ein lokales Maximum (2 kritische Punkte), da die Richtungsableitung in Richtung
v = (−2,−1)T auf der Geraden y = −2x überall negativ ist.

14) Es gilt

∂f

∂g1
= sin g21 ,

∂f

∂g2
= g2

und

∂g1
∂x

= y ,
∂g2
∂x

= 1 ,
∂g1
∂y

= x ,
∂g2
∂y

= 2 .
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Mit der Kettenregel für partielle Ableitungen erhält man damit

grad (x,y)f ◦ g =

(
sin(x2y2)y + (x+ 2y) · 1
sin(x2y2)x+ (x+ 2y)2

)
und damit erhält im Punkt (1,0) die Richtung des stärksten Anstiegs

grad (1,0) =

(
1
2

)
.

15) (a) Für v′ bzw. w′ erhält man

v′(x, y) =

 1 2y
cosx cos y − sinx sin y

2xex
2+y2

2yex
2+y2

 bzw.

w′(r, s, t) =

(
1 t s
2r

1+r2+s2+t2
2s

1+r2+s2+t2
2t

1+r2+s2+t2

)
.

(b) Es sind die Verknüpfungen v ◦w und w ◦ v möglich:

v ◦w(r, s, t) =

 (r + st) + [ln(1 + r2 + s2 + t2)]2

sin(r + st) cos(ln(1 + r2 + s2 + t2))

e(r+st)2 + [ln(1 + r2 + s2 + t2)]2


w ◦ v(x, y) =

(
(x+ y2) + sinx cos yex

2+y2

ln[1 + (x+ y2)2 + sin2 x cos2 y + e2(x
2+y2)]

)
.

16) (a) Für den Gradienten findet man

g(x, y, z) = grad (x,y,z)f =

 y
xx

y + yz2 cos(xyz2)
xy lnx+ xz2 cos(xyz2)

xy2z cos(xyz2)


mit dem maximalen Definitionsbereich ]0,∞[×R× R.
(b) Die Ableitungsmatrix von g ist die Hesse-Matrix von f . Es sind die 2. partiellen Ablei-
tungen von f zu bilden, also

∂2f

∂x2
= − y

x2
xy + (

y

x
)2xy − yz2 sin(xyz2)yz2

∂2f

∂x∂y
=

∂2f

∂y∂x
=

1

x
xy +

y

x
lnxxy + z2 cos(xyz2)

∂2f

∂x∂z
=

∂2f

∂z∂x
= 2yz cos(xyz2)− yz2 sin(xyz2)2xyz

∂2f

∂y2
= [lnx]2xy − xz2 sin(xyz2)xz2

∂2f

∂y∂z
=

∂2f

∂z∂y
= 2xz cos(xyz2)− xz2 sin(xyz2)xy2z

∂2f

∂z2
= 2xy cos(xyz2)− xy2z sin(xyz2)xy2z .

Damit ergibt sich für die Hesse-Matrix von f und g′

Hf (x, y, z) = f ′′(x, y, z) = g′(x, y, z) =
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 − y
x2 x

y + ( y
x
)2xy − yz2 sin(xyz2)yz2 1

x
xy + y

x
lnxxy + z2 cos(xyz2) 2yz cos(xyz2)− yz2 sin(xyz2)2xyz

1
x
xy + y

x
lnxxy + z2 cos(xyz2) [lnx]2xy − xz2 sin(xyz2)xz2 2xz cos(xyz2)− xz2 sin(xyz2)xy2z

2yz cos(xyz2)− yz2 sin(xyz2)2xyz 2xz cos(xyz2)− xz2 sin(xyz2)xy2z 2xy cos(xyz2)− xy2z sin(xyz2)xy2z

 .

17) Für das Funktional erhält man

F (x+ h)− F (x) = ||M(x+ h)− y||22 − ||Mx− y||22
= ⟨Mx+Mh− y,Mx+Mh− y⟩ − ⟨Mx− y,Mx− y⟩
= ⟨Mx− y,Mh⟩+ ⟨Mh,Mx− y⟩+ ⟨Mh,Mh⟩
= ⟨2(MTMx−MTy),h⟩+ ⟨Mh,Mh⟩ (3)

Setzt man nun h = h
(
1
0

)
, ergibt (3) nach Division durch h nach dem Grenzübergang h → 0

mit der ersten Komponente des Vektors 2(MTMx − MTy) die partielle Ableitung von F
nach x. Analog erhält man mit h = h

(
0
1

)
auf dem gleichen Weg mit der zweiten Kompo-

nente von 2(MTMx−MTy) die partielle Ableitung von F nach y, so dass wir

gradF(x,y) = 2(MTMx−MTy)

erhalten. Für die Hesse-Matrix von F erhält man dann

HF (x, y) = F ′′(x, y) = 2MTM .

Mit der Lösung der Gleichung

MTMx−MTy ⇐⇒
(

9 5
5 10

)(
x
y

)
=

(
9
10

)
erhält man den einzigen kritischen Punkt (x, y) = ( 8

13 ,
9
13 ) als Kandidat für eine lokale

Extremalstelle. Da die Hessematrix wegen

kT 2MTMk = 2||Mk||22 > 0

für k ̸= 0 gilt (weil die Spalten von M linear unabhängig sind), ist F ′′ positiv definit und
im Punkt (x, y) = ( 8

13 ,
9
13 ) wird ein lokales Minimum angenommen. Da F nach unten

beschränkt ist, ist

F (
8

13
,
9

13
)

auch global. Es existiert kein Maximum, da F z.B. für x = h
(
1
0

)
für h → ∞ über alle Grenzen

wächst.

18) Für k′ ergibt sich

k′(r, θ, ϕ) =

 cosϕ cos θ −r cosϕ sin θ −r sinϕ cos θ
sinϕ cos θ −r sinϕ sin θ r cosϕ cos θ

sin θ r cos θ 0

 .

Für die Determinate findet man

det(k′(r, θ, ϕ)) = −r2 cos2 ϕ sin2 θ cos θ − r2 sin2 ϕ cos2 θ cos θ

−r2 cos2 ϕ cos2 θ cos θ − r2 sin2 ϕ sin2 θ cos θ ,

und nach Zusammenfassung des ersten und vierten, sowie des zweiten und dritten Sum-
manden

det(k′(r, θ, ϕ)) = −r2 sin2 θ cos θ − r2 cos2 θ cos θ = −r2 cos θ .
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Kapitel 6
1) Auf die erforderlichen Integrationen wird nicht ausführlich eingegangen. Es ergibt sich
für die nichttrivialen (y ̸= 0) Lösungen der Differentialgleichungen

(a)

∫
dy

y2
= −

∫
2x dx

x2 − 1
=⇒ −1

y
= − ln |x2 − 1|+ c =⇒ y =

1

ln |x2 − 1| − c

(b)

∫
dy

y ln y
= −

∫
dx

x
=⇒ ln | ln |y|| = − ln |x|+ c0 =⇒ y = e

c
x

(c)

∫
dy

cos2 y
=

∫
2x dx

x2 + 1
=⇒ tan y = ln(x2 + 1) + c =⇒ y = arctan(ln(x2 + 1) + c)

(d)

∫
dy

y2
=

∫ √
x dx

x
=⇒ −1

y
= 2

√
x+ c =⇒ y = − 1

2
√
x+ c

(e)

∫
dy

sinh y
=

∫
dx

x2 + 1
=⇒ ln | tanh y

2
| = arctanx+ c0

=⇒ y = 2artanh(cearctan x)

(f)

∫
dy′

y′ + 1
=

∫
dx

tanx
=⇒ ln |y′ + 1| = ln | sinx|+ c0 =⇒

{
y′ = c sinx− 1
y = −c cosx− x+ c1

(g)

∫
dy

y(y − 1)
=

∫
dx

sinx
=⇒ ln |y − 1| − ln |y| = ln | tan x

2
|+ c0

=⇒ y − 1

y
= c tan

x

2
=⇒ y =

1

1− c tan x
2

2) Mit u = y
x findet man

(a) (1−u)u = u+xu′ =⇒
∫

du

−u2
=

∫
dx

x
=⇒ 1

u
= lnx+c =⇒


u = 1

ln x+c

y = x
ln x+c

y(1) = 1 =⇒ c = 1

.

(b)
3− u2

2u
= u+ xu′ =⇒

∫
2u du

3− 3u2
=

∫
dx

x
=⇒ −1

3
ln |u2 − 1| = ln |x|+ c0

=⇒

 u =
√
c|x|−3 + 1

y = x
√
c|x|−3 + 1

y(1) = 2 =⇒ c = 3

.

3) Die Transformation u(x) = y−1 führt in beiden Fällen auf lineare Differentialgleichun-
gen. Es ergibt sich für die Gleichung (a)

u′ − 1

x
u = − lnx

x

mit der homogenen Lösung (Separation) uh(x) = cx. Die Variation der Konstanten ergibt

c′(x) = − lnx

x2
=⇒ c(x) =

lnx+ 1

x
=⇒ u(x) = cx+ lnx+ 1 =⇒ y(x) =

1

cx+ lnx+ 1
.

Im Fall der Gleichung (b) erhält man

u′ +
1

x
u = 1 =⇒ u(x) =

c

x
+

1

2
=⇒ y(x) =

x

c+ 1
2x

.
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4) Für die homogene Lösung von (a) ergibt sich das charakteristische Polynom λ2 + 2λ+ 5
mit den Nullstellen λ1 = −1 + 2i, λ2 = −1 − 2i, und damit die homogene Lösung yh =
c1e

−x cos 2x+ c2e
−x sin 2x. Der Ansatz nach Art der rechten Seite lautet

yp = A cos 2x+B sin 2x, y′p = −2A sin 2x+ 2B cos 2x, y′′p = −4A cos 2x− 4B sin 2x ,

also

−4A cos 2x− 4B sin 2x− 4A sin 2x+ 4B cos 2x+ 5A cos 2x+ 5B sin 2x = −17

2
cos 2x .

Der Koeffizientenvergleich ergibt die Gleichungen 4B +A = − 17
2 und B − 4A = 0 mit den

Lösungen A = − 1
2 , B = −2, so dass sich die allgemeine Lösung

y(x) = c1e
−x cos 2x+ c2e

−x sin 2x− 1

2
cos 2x− 2 sin 2x

ergibt. Für (b) erhält man mit den Nullstellen λ1,2 = 3 ± 2 von λ2 − 6λ + 5 die homoge-
ne Lösung yh = c1e

5x + c2e
x. Der Ansatz nach Art der rechten Seite lautet aufgrund der

Resonanzsituation

yp = Axex, y′p = Aex +Axex, y′′p = Aex +Aex +Axex ,

also

2Aex +Axex − 6Aex − 6Axex + 5Axex = 4ex =⇒ −4A = 4, A = −1 .

Damit ergibt sich die allgemeine Lösung y(x) = c1e
5x + c2e

x − xex.
5) Für (a) ergibt sich das charakteristische Polynom λ3 − 4λ2 + 5λ mit den Nullstellen
λ1 = 0, λ2,3 = 2± i. Damit erhält man das reelle Fundamentalsystem y1 = 1, y2 = e2x cosx,
y3 = e2x sinx und die allgemeine Lösung

y(x) = c1 + c2e
2x cosx+ c3e

2x sinx .

Für (b) ergibt sich das charakteristische Polynom λ3 − 4λ2 + 9λ − 10 mit den Nullstellen
λ1 = 2, λ2,3 = 1 ± 2i, so dass man das reelle Fundamentalsystem y1 = e2x, y2 = ex cos 2x,
y3 = ex sin 2x erhält. Die allgemeine Lösung lautet

y(x) = c1e
2x + c2e

x cos 2x+ c3e
x sin 2x .

6) Die Fundamentallösungen implizieren die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
λ1 = 2, λ2 = 0 und λ3 = 2i, wobei die Nullstelle λ2 eine doppelte Nullstelle sein muss, und
mit λ3 auch λ̄3 Nullstelle sein muss. Damit muss das charakteristische Polynom in jedem
Fall die Faktoren (λ− 2), λ2, (λ− 2i) und (λ+ 2i) haben, so dass sich

(λ− 2)λ2(λ2 + 4) = λ5 − 2λ4 + 4λ3 − 8λ2

ergibt: Die 3 vorgegebenen Funktionen gehören zu den Fundamentallösungen der Diffe-
rentialgleichung

y(5) − 2y(4) + 4y′′′ − 8y′′ = 0 .

7) Mit der Definition von y1 := y, y2 := y′, y3 := y′′ erhält man das äquivalente Differenti-
algleichungssystem y′1

y′2
y′3

 =

 y2
y3

3y1 − x2y2 − sin2 xy3 + cosx

 .
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8) Für das homogene System (a) erhält man die Eigenwerte λ1 = −1 und λ2,3 = −2. Für
λ1 ergibt sich der Eigenvektor v1 = (1,0,0)T und für λ2,3 findet man die Eigenvektoren
v2 = (−1,0,1)T , v3 = (−1,1,0)T . Damit lautet die allgemeine Lösung

y(x) = c1e
−xv1 + c2e

−2xv2 + c3e
−2xv3 .

Zur Lösung des inhomogenen Systems (b) berechnet man zuerst die allgemeine Lösung
des homogenen Systems. Man erhält mit dem doppelten Eigenwert λ1,2 = 1 nur den Ei-
genvektor v1 = (1,1)T , weil die geometrische Vielfachheit von λ1,2 gleich 1 ist. Als Lösung
von (A− 1E)v2 = v1 bestimmt man mit v2 = (1,2)T einen Hauptvektor. Damit ergibt sich
für das homogene System die allgemeine Lösung

yh(x) = c1e
xv1 + c2e

x(v2 + xv1) .

Die partikuläre Lösung erhält man mit der Variation der Konstanten, man erhält das Glei-
chungssystem(

ex ex(1 + x)
ex ex(2 + x)

)(
c′1(x)

c′2(x)

)
=

(
e2x

0

)
=⇒ c′1(x) = ex(2 + x), c′2(x) = −ex .

Nach Integration ergibt sich c1(x) = (x + 1)ex, c2(x) = −ex. Damit erhält man die allge-
meine Lösung

y(x) = (c1 + (x+ 1)ex)exv1 + (c2 − ex)ex(v2 + xv1) .

9) Mit den Eigenwerten λ1 = 5, λ2 = −1 und den dazugehörigen Eigenvektoren v1 =
(1,2)T , v2 = (−1,1)T erhält man für das homogene System die Lösung yh = c1e

5xv1 +
c2e

−xv2. Die partikuläre Lösung erhält man mit der Variation der Konstanten aus dem
Gleichungssystem(

e5x −e−x

2e5x e−x

)(
c′1(x)

c′2(x)

)
=

(
2

0

)
=⇒ c′1(x) =

2

3
e−5x, c′2(x) = −4

3
ex .

Nach Integration ergibt sich c1(x) = − 2
15e

−5x, c2(x) = − 4
3e

x. Damit erhält man die allge-
meine Lösung

y(x) = (c1 −
2

15
e−5x)e5xv1 + (c2 −

4

3
ex)e−xv2 .

Zur Bestimmung der Lösung des Anfangswertproblems erhält man das Gleichungssystem(
1 −1
2 1

)(
c1
c2

)
=

(− 1
5

8
5

)
mit der Lösung c1 = 7

15 , c2 = 2
3 . Damit erhält man die Lösung des Anfangswertproblems

mit

y(x) = (
7

15
− 2

15
e−5x)e5xv1 + (

2

3
− 4

3
ex)e−xv2 .

10) Die Lösung des Gleichungssystem
(

x2

−k sin x1

)
=
(
0
0

)
ergibt mit xn =

(
nπ
0

)
, n ∈ Z, die

Gleichgewichtspunkte. Zur Untersuchung des Stabilitätsverhaltens sind die Eigenwerte
der Ableitungsmatrix des Systems, also der Matrix

F ′(x1, x2) =

(
0 1

−k cosx1 0

)
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zu untersuchen. Für die Gleichgewichtspunkte xn =
(
nπ
0

)
findet man die Eigenwerte λn =

±
√
−k cosnπ. Man erkennt, dass die Eigenwerte λ2n+1 reell sind, wobei immer ein positi-

ver reeller Eigenwert auftritt. Damit sind die Gleichgewichtspunkte x2n+1, n ∈ Z, instabil.
Die Eigenwerte λ2n = ±i

√
k cos 2nπ, n ∈ Z sind rein imaginär und damit sind die Gleich-

gewichtspunkte x2n, n ∈ Z, stabil.

11) Zur Bestimmung der allgemeinen homogenen Lösung betrachten wir das charakteris-
tische Polynom λ2 + λ+ 1 mit den Nulstellen

λ1,2 = −1

2
± i

√
3

2
,

woraus sich die Fundamentallösungen

e−
x
2 cos(

√
3

2
x) und e−

x
2 sin(

√
3

2
x)

ergeben. Damit findet man

yh(x) = c1e
− x

2 cos(

√
3

2
x) + c2e

− x
2 sin(

√
3

2
x) , c1, c2 ∈ R .

als allgemeine homogene Lösung. Für eine partikuläre Lösung wird mit yp(x) = a + bx
ein Ansatz nach Art der rechten Seite gemacht. Mit y′p(x) = b und y′′p (x) = 0 und dem
Koeffizientenvergleich

0 + b+ a+ bx = x

findet man b = 1 und a = −1, so dass sich die allgemeine Lösung

y(x) = c1e
− x

2 cos(

√
3

2
x) + c2e

− x
2 sin(

√
3

2
x)− 1 + x (4)

ergibt. Die Berücksichtigung der Randbedingung y(0) = c1 − 1 = 1 ergibt c1 = 2. Aus (4)
folgt

y′(x) = −e−
x
2 cos(

√
3

2
x)−

√
3e−

x
2 sin(

√
3

2
x)− 1

2
c2e

− x
2 sin(

√
3

2
x)+c2

√
3

2
e−

x
2 cos(

√
3

2
x)+1 .

(5)

Aus der zweiten Randbedingung und (4), (5) (mit der Setzung α = e
− π

2
√

3 ) folgt

y(
π√
3
)− y′(

π√
3
)

= c2α− 1 +
π√
3
+
√
3α+

c2
2
α− 1

= c2[(
3

2
+
√
3)α] +

π√
3
− 2

und die Forderung y( π√
3
)− y′( π√

3
) = −2 bedeutet

c2[(
3

2
+
√
3)α] +

π√
3
= 0 ⇐⇒ c2 = − π√

3
/[(

3

2
+

√
3)α] ,
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d.h. das Randwertproblem ist eindeutig lösbar mit der Lösung (4) und den ermittelten
Koeffizienten c1 und c2.

12) Mit dem charakteristischen Polynom λ2 + 4λ+ 4 und der doppelten Nullstelle λ = −2
erhält man die allgemeine Lösung

y(x) = c1e
−2x + c2xe

−2x , c1, c2 ∈ R .

Für die Ableitung gilt

y′(x) = −2c1e
−2x + c2e

−2x − 2c2xe
−2x .

Damit ergibt sich

y(0) = c1 , y′(0) = −2c1 + c2 , y(1) = (c1 + c2)e
−2 , y′(1) = (−2c1 − c2)e

−2 .

Aus den Randbedingungen folgt

−3c1 + 2c2 = 1 , (1 + 2α)c1 + (1 + α)c2 = 2e2

also das lineare Gleichungssystem(
−3 2

1 + 2α 1 + α

)(
c1
c2

)
=

(
1
2e2

)
. (6)

Die Determinante der Koeffizientenmatrix ist gleich −5−7α, so dass eindeutige Lösbarkeit
bei α ̸= − 5

7 vorliegt. Als Lösung ergibt sich

c2 =
6e2 + 1 + 2α

5 + 7α
, c1 = −1

3
+

2

3
c2 = −1

3
+

4e2 + 2
3 + 4

3α

5 + 7α
.

Mit α = − 5
7 ergibt sich aus (6) das Gleichungssystem(

−3 2
−3 2

)(
c1
c2

)
=

(
1

14e2

)
,

das offensichtlich nicht Lösbar ist. Damit ist das Randwertproblem nur für Werte von α ̸=
− 5

7 (eindeutig) lösbar.

13) Mit dem Faktor es(x), wobei s(x) eine differenziera Funktion sein soll, erhält man

es(x)[y′′ − 2xy′ + ky] = (es(x)y′)′ + es(x)(−2x− s′(x))y′ + es(x)ky

und wenn man

s′(x) = −2x =⇒ s(x) =

∫
−2x dx ,

also z.B. s(x) = −x2 wählt, dann erhält man die äquivalente Differentialgleichung L[y] = 0
mit dem selbstadjungierten Operator

L[y] = (e−x2

y′)′ + e−x2

ky .

14) Zuerst wirden ein Hilfsmittel unter Voraussetzung der Gültigkeit von

−(e−x2

H ′
n)

′ = 2ne−x2

Hn (7)
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gezeigt. Und zwar, dass die Funktion un = e−
x2

2 Hn die Differentialgleichung

u′′
n + [1 + 2n− x2]un = 0 (8)

erfüllt.
Es gilt Hn = e

x2

2 un und damit

H ′
n = xe

x2

2 un + e
x2

2 u′
n ,

damit gilt

(e−x2

H ′
n)

′ = (e−x2

[xe
x2

2 un + e
x2

2 u′
n])

′

= [xe−
x2

2 un + e−
x2

2 u′
n]

′

= e−
x2

2 un + x(−xe−
x2

2 un + e−
x2

2 u′
n)− xe−

x2

2 u′
n + e−

x2

2 u′′
n

= e−
x2

2 un − x2e−
x2

2 un + e−
x2

2 u′′
n

= −2ne−x2

Hn = −2ne−
x2

2 un .

Aus den letzten beiden Zeilen folgt

un − x2un + u′′
n = −2nun ⇐⇒ u′′

n + [1 + 2n− x2]un = 0 .

Nun wird die Orthogonalität gezeigt. Dazu setzt man un = e−
x2

2 Hn und für n,m ∈ N
gelten wie oben gezeigt die Gleichungen

u′′
n + [1 + 2n− x2]un = 0 bzw. u′′

m + [1 + 2m− x2]um = 0 .

Nach Multiplikation der ersten Gleichung mit um und der zweiten Gleichung mit un und
anschließender Subtraktion erhält man

u′′
num − u′′

m + (2n− 2m)unum = 0

⇐⇒ u′′
num + u′

nu
′
m − u′

nu
′
m − u′′

mun + 2(n−m)unum = 0

⇐⇒ ∂

∂x
(u′

num − unu
′
m) + 2(n−m)unum = 0 .

Die Integration über das Intervall ]−∞,∞[ ergibt

lim
a→∞

[u′
num − unu

′
m]a−a +

∫ ∞

−∞
2(n−m)unumdx = 0

⇐⇒ lim
a→∞

[e−
x2

2 Hm(−xe−
x2

2 Hn + e−
x2

2 H ′
m)

−e−
x2

2 Hn(−xe−
x2

2 Hm + e−
x2

2 H ′
m)]a−a +

∫ ∞

−∞
2(n−m)unumdx = 0

⇐⇒ lim
a→∞

[e−
x2

2 (H ′
nHm −HnH

′
m)]a−a + 2(n−m)

∫ ∞

−∞
unumdx = 0 ,

wobei der Grenzwert gleich Null ist, da die e-Funktion schneller als jedes reelle Polynom
wächst. Damit folgt für n ̸= m

2(n−m)

∫ ∞

−∞
unumdx = 0 ⇐⇒

∫ ∞

−∞
unumdx = 0 ⇐⇒

∫ ∞

−∞
e−x2

Hm(x)Hn(x)dx = 0 ,
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also die Orthogonalität.

15) (a) Der Punkt (x, y) = (2,2) ist der einzige stationäre Punkt. Die Jacobi-Matrix von
F (x, y) =

(
xy−4
x−y

)
ist

F ′(x, y) =

(
y x
1 −1

)
und als Eigenwerte von F ′(2,2) findet man

λ1 =
1

2
+ i

√
15

2
und λ2 =

1

2
− i

√
15

2
,

so dass es sich um einen stabilen Punkt handelt.
(b) Als stationären Punkt findet man (x, y) = (5,1). Die Jacobi-Matrix von G(x, y) =

(
x2−25y
5−xy

)
ist

G′(x, y) =

(
2x −25
−y −x

)
und als Eigenwerte von G′(5,1) findet man als Nullstellen des charakteristischen Polynoms
λ2 − 5λ− 75

λ1 = −5

2
+ i

√
325

2
und λ2 = −5

2
− i

√
325

2
,

so dass der Punkt aufgrund des Realteils von λ1,2 instabil ist.

16) Das charakteristische Polynom von A ergibt sich zu

−λ3 − 4λ2 − 7λ− 6

und außer der gegebenen Nullstelle λ1 = −2 ergibt

(−λ3 − 4λ2 − 7λ− 6) : (λ+ 2) = (−λ2 − 2λ− 3)

die weiteren Nullstellen

λ2,3 = −1± i
√
2 .

Für λ1 findet man als Lösung der Eigengleichung

(A+ 2E)

 x
y
z

 = 0

den Eigenraum

{x = t

 2
−2
1

 , t ∈ R} ,

also z.B. den Eigenvektor

v1 =

 2
−2
1

 .
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Als Eigenvektor zum Eigenwert λ2 findet man als eine Lösung der Eigengleichung −2− i
√
2 0 2

1 −i
√
2 0

−2 −1 1− i
√
2

 x
y
z

 = 0

z.B.

v2 =

 2− i
√
2

−1− i
√
2

3

 .

Als Eigenvektor zum Eigenwert λ3 findet man als eine Lösung der Eigengleichung −2 + i
√
2 0 2

1 i
√
2 0

−2 −1 1 + i
√
2

 x
y
z

 = 0

z.B.

v3 =

 2 + i
√
2

−1 + i
√
2

3

 .

Das charakteristische Polynom von B ergibt sich zu

[(2− λ)2 − 1](1− λ) = (λ− 1)(λ− 3)(1− λ)

mit dem Eigenwert λ1 = 3 und dem Eigenwert λ2 = 1 mit der algebraischen Vielfachheit
2. Als Eigenvektor zum Eigenwert λ1 findet man als eine Lösung der Eigengleichung −1 1 −3

1 −1 −1
0 0 −2

 x
y
z

 = 0

z.B.

v1 =

 1
1
0

 .

Zum Eigenwert λ2 = 1 findet man als Lösungsmenge der Eigengleichung 1 1 −3
1 1 −1
0 0 0

 x
y
z

 = 0

den Eigenraum der Dimension 1

{x = t

 −1
1
0

 , t ∈ R} ,

also z.B. den Eigenvektor

v2 =

 −1
1
0

 .
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Aufgrund des Eigenvektordefizits muss also noch ein Hauptvektor bestimmt werden. Den
findet man als Lösung des linearen Gleichungssystems 1 1 −3

1 1 −1
0 0 0

 x
y
z

 = v2 .

Es ergibt sich die Lösungsmenge

{x =

 2
0
1

+ t

 −1
1
0

 , t ∈ R} ,

also z.B. als Hauptvektor (t = 1)

h =

 1
1
1

 .

17) Für das Differentialgleichungssystem ẋ = Bx folgt mit den berechneten Eigenwerten,
den dazugehörenden Eigenvektoren bzw. Hauptvektoren, dass x1(t), x2(t) und x3(t) Fun-
damentallösungen sind.
Für das System1 ẋ = Ax ist aufgrund des Eigenwertes −2 und des dazugehörenden Eigen-
vektors v1 offensichtlich, dass x1(t) eine Lösung ist.
Mit den weiteren Eigenwerten und dazugehörenden Eigenvektoren ergeben sich die Lö-
sungen

c2(t) = e(−1+i
√
2)t

 2− i
√
2

−1− i
√
2

3


und

c3(t) = e(−1−i
√
2)t

 2 + i
√
2

−1 + i
√
2

3

 .

Eine genauere Betrachtung von c2(t) ergibt

c2(t) = e−t(cos
√
2t+ i sin

√
2t)[

 2
−1
3

+ i

 i
√
2

i
√
2

0

]

= e−t[

 2 cos
√
2t+

√
2 sin

√
2t

− cos
√
2t+

√
2 sin

√
2t

3 cos
√
2t

+ i

 2 sin
√
2t−

√
2 cos

√
2t

− sin
√
2t−

√
2 cos

√
2t

0

] .

Realteil und Imaginärteil von c2, d.h.

r2(t) := Re[c2(t)] = e−t

 2 cos
√
2t+

√
2 sin

√
2t

− cos
√
2t+

√
2 sin

√
2t

3 cos
√
2t


1Hier gab es einen Fehler in der Aufgabenstellung im Buch. Siehe dazu die Korrektur im Erratum.
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und

r3(t) := Im[c2(t)] = e−t

 2 sin
√
2t−

√
2 cos

√
2t

− sin
√
2t−

√
2 cos

√
2t

3 sin
√
2t


sind jeweils auch Lösungen des Dgl.-Systems. Damit sind auch die Linearkombinationen

x2(t) = −1

3
r2(t)−

√
2

3
r3(t) und x3(t) =

√
2

3
r2(t)−

1

3
r3(t)

Lösungen, was in der Aufgabe zu zeigen war.

18) Im Ergebnis der Modellierung erhält man das Dgl.-System

u̇1 = −(0,036 + 0,098)u1 + 0 02u2

u̇2 = 0,036u1 − 0,02u2 ,

also

u̇ =

(
−0,134 0,02
0,036 −0,02

)
u =: Au . (9)

Mit dem charakteristischen Polynom

(−0,134− λ)(−0,02− λ)− 0,00072 = λ2 + 0,154λ+ 0,00196

erhält man die Eigenwerte

λ1 = −0,14 , λ2 = −0,014 .

Für λ1 erhält man die Eigengleichung(
0,006 0,02
0,036 0,12

)(
x
y

)
= 0

und damit z.B. den Eigenvektor

v1 =

(
−10
3

)
.

Für λ2 erhält man die Eigengleichung(
−0,120 0,02
0,036 −0,006

)(
x
y

)
= 0

und damit den Eigenvektor

v2 =

(
1
6

)
.

Mit den Eigenwerten und Eigenvektoren erhl̈t man

x(t) = c1e
−0,14t

(
−10
3

)
+ c2e

−0,014t

(
1
6

)
, c1, c2 ∈ R ,
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als allgemeine Lösung von (9).

19) Für I(x) = 1
2 (x

2 + y2) erhält man

d

dx
I(x) =

1

2
(2x+ 2y(x)y′(x)) = x+ yy′ = 0

für Lösungen der Differentialgleichung und damit den geforderten Nachweis.
Für I(x) = x+ x

y ergibt sich mit Qutienten- und Kettenregel

d

dx
I(x) = 1 +

1

y(x)
− x

y(x)2
y′(x) = 0

und damit ist gezeigt, dass I(x) eine Erhaltungsgröße ist.
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Kapitel 7
1) Unter der Vorausetzung, dass das Vektorfeld v dreimal stetig partiell differenzierbar
ist, kann man die Ableitungsreihenfolge vertauschen, und unter Nutzung der Beziehung
divv = 0 und div (gradv) = ∆v erhält man

div (
∂v

∂t
) =

∂divv

∂t
= 0 ,div∆v = ∆divv = 0 und div (grad p) = ∆ p ,

und damit ergibt sich

−∆ p = div [(v · ∇)v] .

2) Für die Länge der Kurve γ gilt L =
∫ 4

0

√
1 + e2t dt. Mit der Substitution u =

√
1 + e2t

erhält man dt = u
u2−1 du und damit

L =

∫ 4

0

√
1 + e2t dt =

∫ √
1+e8

√
2

u2

u2 − 1
du

=

∫ √
1+e8

√
2

[1 +
1

2
(

1

u− 1
− 1

u+ 1
)] du = [u+

1

2
ln

u− 1

u+ 1
]
√
1+e8√
2

= [
√
1 + e8 −

√
2 +

1

2
ln

(
√
1 + e8 − 1)(

√
2 + 1)

(
√
1 + e8 + 1)(

√
2− 1)

] .

3) Die Parametrisierung des Nordpolarkreises ergibt γ(t) = (ρ cos t, ρ sin t, zn)
T , t ∈ [0,2π],

wobei zn = r sinϕn und ρ = r cosϕn ist. Mit γ̇(t) = (−ρ sin t, ρ cos t,0)T erhält man für das
Kurvenintegral∫

γ

f(x, y, z) ds =

∫ 2π

0

ρ(ρ cos2 t− sin t)

zn
ρ dt =

ρ2

zn

∫ 2π

0

(ρ cos2 t− sin t) dt

=
ρ2

zn
[
ρ

2
(cos t sin t+ t) + cos t]2π0 =

ρ3π

zn
=

r3 cos2 ϕnπ

r sinϕn

≈ 0,19056 r2 = 7,8 · 106km2 .

4) Es ergibt sich rotw = ∇×w = 0. Da der R3 als natürlicher Definitionsbereich einfach zu-
sammenhängend ist, handelt es sich bei w um ein Potentialfeld. Als Stammfunktion erhält
man mit der Ansatzmethode aus fx = w1, d.h. fx = yz cos(xyz) + 2xz durch Integration

f(x, y, z) =

∫
(yz cos(xyz) + 2xz) dx = sin(xyz) + x2z + C(y, z)

und damit fy = xz cos(xyz) + Cy(y, z) = xz cos(xyz) + 2yz2 = w2. Daraus folgt C =
y2z2 +D(z). Aus fz = w3, d.h.

xy cos(xyz) + x2 + 2y2z +Dz = xy cos(xyz) + x2 + 2yz2

folgt D = const., so dass sich letztendlich die Stammfunktion f(x, y, z) = sin(xyz) + x2z +
y2z2 + const. ergibt.
5) Für (a) bzw. (b) erhält man die symmetrischen JACOBI-Matrizen

v′ = c


2xy

(x2+y2)2
y2−x2

(x2+y2)2 0
y2−x2

(x2+y2)2 − 2xy
(x2+y2)2 0

0 0 0

 bzw. w′ =

(
− 2xy

(x2+y2)2
x2−y2

(x2+y2)2 + 1

1 + x2−y2

(x2+y2)2
2xy

(x2+y2)2

)
.
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Die Integration des Vektorfeldes v entlang der Kreislinie γ(t) = (cos t, sin t,0)T , t ∈ [0,2π]
ergibt mit x2 + y2 = 1 auf γ∫

γ

v · ds = c

∫ 2π

0

(− sin t, cos t,0)T · (− sin t, cos t, 0)T dt = c

∫ 2π

0

dt = 2πc .

Ebenso erhält man für
∫
γ
w · ds einen von Null verschiedenen Wert. D.h. weder v noch

w sind in ihren Definitionsbereichen Potentialfelder, obwohl die Integrabilitätsbedingung
erfüllt ist, da die Integrale über geschlossenen Kurven ungleich Null sind. Das liegt daran,
dass in beiden Fällen die Definitionsbereiche nicht einfach zusammenhängend sind.
6) Nach Definition des Arbeitsintegrals ergibt sich∫

γ

v · dx =

∫ 1

0

v(γ(t)) · γ̇(t) dt =
∫ 1

0

[2t(1− t) + 1− t2] dt = 1 .

Andererseits ist rotv = 0 und als Stammfunktion findet man f(x, y, z) = x2y + xz3. Damit
ergibt sich aus dem ersten Hauptsatz für Potentialfelder∫

γ

v · dx = f(γ(1))− f(γ(0)) = f(1,0,1)− f(0,1,1) = 1− 0 = 1 .

7) Für die Beschleunigung erhält man a = 120 km
h10s = 10

3
m
s2 . Wenn wir die Erdschwere ver-

nachlässigen, erhält man als Kraftfeld k = (75 kg 10
3

m
s2 ,0,0)

T = (250 kgm
s2 ,0,0)T . Die Parame-

trisierung des Weges ergibt γ(t) = (t 10m,0,0)T , t ∈ [0,1]. Für die zu verrichtende Arbeit
ergibt sich∫

γ

k · ds =
∫ 1

0

250
kgm

s2
10mdt = 2500Nm .

Anmerkung: Die in der Aufgabe vorgegebe Beschleunigung von 0 auf 120 km/h ist für
einen deutschen Personenzug nicht realistisch. Bei der Aufgabenstellung haben wir mögli-
cherweise etwas geträumt und an die Zukunft gedacht. Deutsche Personenzüge brauchen
normalerweise etwa 95 s von 0 auf 120 km/h, was einer Beschleunigung von a = 0,35 m

s2

entspricht.

8) Die Rechnung ∇×v = 0 zeigt, dass v ein Potentialfeld ist. Die Ansatzmethode ergibt mit
f(x, y, z) = exy + z3

3 eine Stammfunktion. Für das vektorielle Kurvenintegral erhält man
damit∫

γ

v · ds = f(γ(2π))− f(γ(0)) = 0 ,

da es sich bei γ um eine geschlossenen Kurve handelt.
9) Es gilt divv = 0, d.h. es existiert ein Vektorpotential w. Wir setzen w3 = const. = c3. Für
w = (w1, w2, w3)

T muss ∂w3

∂y − ∂w2

∂z
∂w1

∂z − ∂w3

∂x
∂w2

∂x − ∂w1

∂y

 =

 −∂w2

∂z
∂w1

∂z
∂w2

∂x − ∂w1

∂y

 =

 y
z
x


gelten. Daraus folgt w2 = −yz + C(x, y) und w1 = z2

2 + D(x, y). Aus der 3. Gleichung
folgt Cx = Dy , so dass w = ( z

2

2 + c1,−yz + c2, c3)
T mit reellen Konstanten c1, c2, c3 ein
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Vektorpotential von v ist.
10) Die Berechnung des Arbeitsintegrals entlang der Schraubenlinie ergibt∫

γ

v · ds =
∫ 2π

0

(− sin t, cos t, 2)T · (− sin t, cos t, 1)T dt =

∫ 2π

0

(1 + 2) dt = 6π .
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Kapitel 8
1) Um die Halbachsen der Ellipse zu ermitteln, muss die Gleichung auf Normalform ge-
bracht werden. Es gilt

(x, y)

(
1 2
2 6

)(
x

y

)
= x2 + 6y2 + 4xy ,

mit den Eigenwerten λ1,2 = 7±
√
41

2 der Matrix
(
1 2
2 6

)
kann man die Ellipse in der Form

λ1x̄
2 + λ2ȳ

2 = 1

beschreiben, wobei x̄, ȳ die Koordinaten in einem transformierten kartesischen Koordina-
tensystem sind. Als Halbachsen findet man damit a =

√
2√

7+
√
41

und b =
√
2√

7−
√
41

. Mit

der Flächeninhaltsformel ergibt sich mit der Parametrisierung x(t) = (a cos t, b sin t)T , t ∈
[0,2π] des Ellipsenrandes

FE =
1

2

∫ 2π

0

[−b sin t(−a sin t) + a cos t b cos t] dt =
ab

2

∫ 2π

0

dt = abπ .

Damit erhält man FE = 2√
(7+

√
41)(7−

√
41)

π =
√
2
2 π.

2) Es ergibt sich für die Integrale

(a)

∫ 1

0

∫ 2−x2

x

dydx =

∫ 1

0

∫ y

0

dxdy +

∫ 2

1

∫ √
2−y

0

dxdy =
7

6
,

(b)

∫ 0

−2

∫ 0

y2−4

dxdy =

∫ 0

−4

∫ 0

−
√
x+4

dydx =
16

3
,

(c)

∫ 1

0

∫ √
2−y2

√
y

dxdy =

∫ 1

0

∫ x2

0

dydx+

∫ √
2

1

∫ √
2−x2

0

dydx

=
1

3
+ 2[

π

4
− 1

4
− 1

2
arcsin

1√
2
] = −1

6
+

π

4
.

Beim letzten Integral wurde für
√
2− x2 mit der Substitution x =

√
2 sinu, dx =

√
2 cosu du

die Stammfunktion x√
2

√
1− x2

2 + arcsin x√
2

berechnet.

3) Beim Integral (a) ist der Integrationsbereich ein Kreissektor. Daher bietet sich eine Trans-
formation in Polarkoordinaten an. Es ergibt sich mit der Transformationsformel

(a)

∫ 2

0

∫ √
8−x2

x

1

5 + x2 + y2
dydx =

∫ π
2

π
4

∫ √
8

0

r

5 + r2
drdϕ

=

∫ π
2

π
4

[
1

2
ln(5 + r2)]

√
8

0 dϕ =

∫ π
2

π
4

(
1

2
ln 13− 1

2
ln 5) dϕ =

π

8
ln

13

5
.

Beim Integral (b) ist über den oberen Halbkreis mit dem Radius 3 zu integrieren. Mit der
Transformation auf Polarkoordinaten und der Transformationsformel ergibt sich

(b)

∫ 3

−3

∫ √
9−x2

0

√
x2 + y2 dydy =

∫ π

0

∫ 3

0

√
r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕr drdϕ

=

∫ π

0

∫ 3

0

r2 drdϕ =

∫ π

0

r3

3
|30dϕ = 9π .



Kapitel 8 47

4) Mit γ̇(t) = (−3 cos2 t sin t, 3 sin2 t cos t)T und der Flächeninhaltsformel ergibt sich

F (B) =
1

2

∫ 2π

0

[− sin3 t(−3 cos2 t sin t) + cos3 t 3 sin2 t cos t] dt

=
3

2

∫ 2π

0

[sin4 t cos2 t+ cos4 t sin2 t] dt =
3

2

∫ 2π

0

sin2 t cos2 t dt

=
3

8

∫ 2π

0

sin2(2t) dt =
3

16

∫ 4π

0

sin2 z dz =
3

16
[
z

2
− 1

2
sin z cos z]4π0 =

3

8
π .

5) Im Fall (a) ergibt sich die Parametrisierung des Randes des Dreiecks zu

γ1(t) =

(
t

0

)
, t ∈ [0,1], γ2(t) =

(
1

3t

)
, t ∈ [0,1], γ3(t) =

(
1− t

3− 3t

)
, t ∈ [0,1] .

Damit erhält man∫
γ

v · ds =
∫
γ1

v · ds+
∫
γ2

v · ds+
∫
γ3

v · ds

=

∫ 1

0

(
t

0

)
·
(
1

0

)
dt+

∫ 1

0

(
1− 3t

3t

)
·
(
0

3

)
dt+

∫ 1

0

(
1− t− 3 + 3t

(1− t)3(1− t)

)
·
(
−1

−3

)
dt

=

∫ 1

0

(t+ 9t− 1 + t+ 3− 3t− 9 + 18t− 9t2) dt =

∫ 1

0

(−7 + 26t− 9t2) dt = 3 .

Mit dem Satz von GREEN erhält man das Integral über das Dreieck D

∫
D

(y + 1) dF =

∫ 1

0

∫ 3x

0

(y + 1) dydx =

∫ 1

0

[
y2

2
+ y]3x0 dx

=

∫ 1

0

(
9x2

2
+ 3x) dx = [

3x3

2
+

3x2

2
]10 = 3 .

Für das Integral (b) erhält man das Kurvenintegral über die Kreislinie K mit dem Radius 3

∫
K

v · ds =
∫ 2π

0

(
−9 sin2 t

9 cos2 t

)
·
(
−3 sin t

3 cos t

)
dt

= 27

∫ 2π

0

(sin3 t+ cos3 t) dt = 27

∫ 2π

0

[(1− cos2 t) sin t+ (1− sin2 t) cos t] dt

= 27[− cos t+
cos3 t

3
+ sin t− sin3 t

3
]2π0 = 0 .

Mit dem Satz von GREEN ergibt sich das Integral

∫ 3

−3

∫ √
9−x2

−
√
9−x2

(2x+ 2y) dydx ,

das ebenfalls den Wert Null hat.
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6) Für das Integral (a) erhält man∫ π/2

0

∫ y2

0

∫ y

0

cos
x

y
dzdxdy =

∫ π/2

0

∫ y2

0

[z cos
x

y
]y0 dxdy

=

∫ π/2

0

∫ y2

0

y cos
x

y
dxdy =

∫ π/2

0

[y2 sin
x

y
]y

2

0 dy

=

∫ π/2

0

y2 sin y dy = [−y2 cos y]
π/2
0 + 2

∫ π/2

0

y cos y dy

= 0 + 2[y sin y]
π/2
0 − 2

∫ π/2

0

sin y dy = π + 2[cos y]
π/2
0 = π − 2 .

Für das Integral (b) ergibt sich

I =

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 2−x2−y2

0

xyez dzdxdy =

∫ 1

0

∫ 1

0

[xyez]2−x2−y2

0 dxdy

=

∫ 1

0

∫ 1

0

(xye2−x2−y2

− xy) dxdy .

Mit der Substitution u = 2− x2 − y2, du = −2xdx erhält man∫
xye2−x2−y2

dx = −1

2

∫
yeu du = −1

2
yeu = −1

2
ye2−x2−y2

+ c .

Damit ergibt sich

I =

∫ 1

0

[−1

2
ye2−x2−y2

]10 dy −
∫ 1

0

[
x2y

2
]10 dy =

∫ 1

0

(−1

2
ye1−y2

+
1

2
ye2−y2

) dy − 1

2

∫ 1

0

y dy .

Mit der Substitution u = a− y2, du = −2ydy erhält man∫
yea−y2

dy = −1

2

∫
eu du = −1

2
eu + c = −1

2
ea−y2

+ c .

Daraus folgt schließlich

I = [
1

4
e1−y2

]10 + [−1

4
e2−y2

]10 −
1

4
[y2]10 =

1

4
− 1

4
e− 1

4
e+

1

4
e2 − 1

4
=

1

4
e2 − 1

2
e .

7) Im Fall (a) ergibt sich für das Volumen des Körpers∫
B

dV =

∫ 2

0

∫ 8

x3

[

∫ 4

0

dy]dzdx =

∫ 2

0

∫ 8

x3

4 dzdx

=

∫ 2

0

[4z]8x3 dx =

∫ 2

0

(32− 4x3) dx = [32x− x4]20 = 48 .

Man kann natürlich auch die Integrationsreihenfolge ändern, d.h.∫
B

dV =

∫ 4

0

[

∫ 2

0

(

∫ 8

x3

dz)dx]dy

zur Berechnung des Volumens von B benutzen.
Das Volumen im Fall (b) ergibt sich zu∫

B

dV =

∫ √
2

−
√
2

∫ 4−y2

y2

[

∫ 3

0

dz] dxdy =

∫ √
2

−
√
2

∫ 4−y2

y2

3 dxdy =

∫ √
2

−
√
2

[3x]4−y2

y2 dy

=

∫ √
2

−
√
2

(12− 6y2) dy = [12y − 2y3]
√
2

−
√
2
= 24

√
2− 4

√
2
3
= 16

√
2 .
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Auch in diesem Fall kann man eine andere Integrationsreihenfolge verwenden:∫
B

dV =

∫ 3

0

[

∫ √
2

−
√
2

(

∫ 4−y2

y2

dx)dy]dz

führt ebenso auf das Ergebnis
∫
B
dV = 16

√
2.

8) Mit den Steigungsparametern u, v findet man y = ux− 1, u ∈ [1,2], y = 1− x
v , v ∈ [1,2],

und damit die Transformation

x : [1,2]× [1,2] → B, x(u, v) =
2v

1 + uv
, y(u, v) =

uv − 1

1 + uv
.

Für die Funktionaldeterminante ergibt sich

∂(x, y)

∂(u, v)
= det

(
− 2v2

(uv+1)2
2

(uv+1)2
2v

(uv+1)2
2u

(uv+1)2

)
=

−4v(uv + 1)

(uv + 1)4
= −4

v

(uv + 1)3
,

so dass man mit der Transformationsformel∫
B

1

x3
dxdy =

∫ 2

1

∫ 2

1

1

x(u, v)3
|∂(x, y)
∂(u, v)

| dudv =

∫ 2

1

∫ 2

1

1

2v2
dudv

=
1

2

∫ 2

1

1

v2
[u]21 dv =

1

2

∫ 2

1

1

v2
dv =

1

2
[−1

v
]21 =

1

2
[−1

2
+ 1] =

1

4

erhält.
9) Für die Masse erhält man

M =

∫ L

0

∫ L

0

∫ L

0

ae−cz dzdydx =

∫ L

0

∫ L

0

[−a

c
e−cz]L0 dydx

=

∫ L

0

∫ L

0

a

c
(1− e−cL) dydx

a

c
(1− e−cL)

∫ L

0

∫ L

0

dydx =
aL2

c
(1− e−cL) .

Mit Hilfe von∫
ze−cz dz = −z

c
e−cz +

∫
1

c
e−cz dz = −z

c
e−cz − 1

c2
e−cz + k

ergibt sich für die z-Koordinate des Schwerpunktes

z̄ =
1

M

∫ L

0

∫ L

0

∫ L

0

zae−cz dzdydx =
a

M

∫ L

0

∫ L

0

[−z

c
e−cz − 1

c2
e−cz]L0 dydx

=
a

M

∫ L

0

∫ L

0

(−L

c
e−cL − 1

c2
e−cL +

1

c2
) dydx

=
a

cM
(−Le−cL − 1

c
e−cL +

1

c
)

∫ L

0

∫ L

0

dydx

=
aL2

cM
(−Le−cL − 1

c
e−cL +

1

c
) =

−Le−cL − 1
c e

−cL + 1
c

1− e−cL
=

1

c
+

Le−cL

e−cL − 1
.

Für die x- und y-Koordinaten des Schwerpunktes findet man mit Rechnung oder durch
bloße Überlegung x̄ = ȳ = L

2 .
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10) Für den Auftrieb erhält man mit v = (0,0, z)T , divv = 1 und dem Satz von GAUSS

ρwg

∫
∂B

v · dO = ρwg

∫
B

divv dV = ρwg

∫
B

dV =
4

3
πR3ρwg ,

da die Kugel mit dem Radius R das Volumen 4
3πR

3 hat. Da nirgends benutzt wurde, dass
der Körper kugelförmig ist, ist der Auftrieb eines Körpers K allein durch sein Volumen∫
K
dV und seine Dichte ρw (und natürlich die jeweilige Erdbeschleunigung) bestimmt.

11) Es ist divv = 2z − 2, damit ergibt sich im Fall (a) nach dem Satz von GAUSS für das
Flussintegral∫

∂B

v · dO =

∫
B

(2z − 2) dV .

Mit Zylinderkoordinaten (r, ϕ, z) ∈ [0,4]× [0,2π]× [1,5] und der Transformationsformel für
Volumenintegrale erhält man∫

B

(2z − 2) dV =

∫ 4

0

∫ 2π

0

∫ 5

1

(2z − 2)r dzdϕdr =

∫ 4

0

∫ 2π

0

r[z2 − 2z]51 dϕdr

=

∫ 4

0

∫ 2π

0

16r dϕdr =

∫ 4

0

32rπ dr = [16r2π]40 = 256π .

Mit Kugelkoordinaten (r, ϕ, θ) ∈ [0, R]×[0,2π]×[0, π], der Funktionaldeterminate ∂(x,y,z)
∂(r,ϕ,θ) =

r2 sin θ und dem Satz von GAUSS erhält man im Fall (b)∫
∂B

v · dO =

∫
B

(2x+ 3y2 + 3z2) dV =

∫
B

[3(x2 + y2 + z2) + 2x− 3x2] dV

=

∫ R

0

∫ 2π

0

∫ π

0

3r2 r2 sin θ dθdϕdr

+

∫ R

0

∫ 2π

0

∫ π

0

[2r cosϕ sin θ − 3r2 cos2 ϕ sin2 θ]r2 sin θ dθdϕdr .

Für den ersten Summanden der rechten Seite erhält man∫ R

0

∫ 2π

0

∫ π

0

3r2 r2 sin θ dθdϕdr

=

∫ R

0

∫ 2π

0

[−3r4 cos θ]π0dϕdr =

∫ R

0

∫ 2π

0

6r4 dϕdr = [12π
r5

5
]R0 =

12

5
πR5 .

Für den zweiten Summanden ergibt sich∫ R

0

∫ 2π

0

∫ π

0

[2r cosϕ sin θ − 3r2 cos2 ϕ sin2 θ]r2 sin θ dθdϕdr

= 2

∫ R

0

r3
∫ 2π

0

cosϕ[
θ

2
− 1

2
cos θ sin θ]π0 dϕdr

−3

∫ R

0

r4
∫ 2π

0

cos2 ϕ[− cos θ +
cos3 θ

3
]π0 dϕdr

= −3

∫ R

0

r4
∫ 2π

0

cos2 ϕ
4

3
dϕdr = −4

∫ R

0

r4[
1

2
cosϕ sinϕ+

ϕ

2
]2π0 dr

= −4π

∫ R

0

r4 dr = −4

5
πR5 .
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Damit erhält man insgesamt das Resultat∫
∂B

v · dO =
12

5
πR5 − 4

5
πR5 =

8

5
πR5 .

12) Mit dem Stokesschen Integralsatz gilt∫ ∫
S

v · dO =

∫ ∫
S

rotw · dO =

∫
∂S

w · ds ,

wobei ∂S die Kreislinie

γ(φ) =


√
2 cosφ

√
2
2√

2 sinφ
√
2
2√

2
√
2
2

 =

 cosφ
sinφ
1

 , φ ∈ [0,2π]

ist. Damit ergibt sich

∫
∂S

w · ds =

∫ 2π

0

 cosφ
sinφ cosφ

sinφ

 ·

 − sinφ
cosφ
0


=

∫ 2π

0

[− cosφ sinφ+ sinφ cos2 φ]dφ

= [− sin2 φ

2
− cos3 φ

3
]2π0

= 0 .

13) Die Parametrisierung von B ergibt (Schnittpunkt von 3− x2 und x2 + 1 ist (1,2))∫
B

x
√
y
dF =

∫ 1

0

[

∫ 3−x2

x2+1

x
√
y
dy]dx

=

∫ 1

0

x2
√
y|y=3−x2

y=x2+1 dx

= 2

∫ 1

0

[x
√
3− x2 − x

√
x2 + 1]dx (Substitution v = 3− x2, u = x2 + 1)

= −
∫ 2

3

√
v dv −

∫ 2

1

√
u du

=

∫ 3

2

√
v dv − 2

3
u3/2|21

=
2

3
v3/2|32 −

2

3
(
√
8− 1)

=
2

3
(
√
27−

√
8)− 2

3

√
8 +

2

3

=
2

3

√
27− 4

3

√
8 +

2

3
.

Mit dem folgenden Octave-Code wird das eben berechnete Integral durch eine Riemann-
Summe R30,40 angenähert und man stellt fest, dass man oben offensichtlich richtig gerech-
net hat.
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m=40;
n=30;
y=linspace(1,3,m);
x=linspace(0,1,n);
for i=1:n
for j=1:m

if y(j)<(3-x(i)^2) && y(j)>(1+x(i)^2)
b(i,j)=1;

else
b(i,j)=0;

endif
end

end
sum=0;
for i=1:n-1

for j=1:m-1
sum=sum + b(i,j)*(x(i+1)-x(i))*(y(j+1)-y(j))*x(i)/sqrt(y(j));

end
end
approxloesung = sum
exaktloesung = 2*sqrt(27)/3 - 4*sqrt(8)/3 + 2/3
relfehler = abs(approxloesung-exaktloesung)/exaktloesung

14) Im Folgenden werden die 3 Wege beschrieben.
1. Weg: Integrationsreihenfolge bedeutet Summation ”vertikaler Scheiben” parallel zur
y − z-Ebene

∫ 1

−1

[

∫ √
1−x2

0

∫ y/2

0

1 dz dy] dx =

∫ 1

−1

∫ √
1−x2

0

y/2 dy dx

=

∫ 1

−1

[
y2

4
]
√
1−x2

0 dx

=
1

4

∫ 1

−1

[1− x2] dx

=
1

4
[x− x3

3
]1−1

=
1

3

2. Weg: Integrationsreihenfolge bedeutet Summation ”vertikaler Scheiben” parallel zur x−
z-Ebene.∫ 1

0

[

∫ √
1−y2

−
√

1−y2

∫ y/2

0

1 dz dx]dy =

∫ 1

0

∫ √
1−y2

−
√

1−y2

y

2
dx dy

=
1

2

∫ 1

0

yx|x=
√

1−y2

x=−
√

1−y2
dy =

1

2

∫ 1

0

2y
√
1− y2 dy

=

∫ 1

0

y
√
1− y2 dy = (∗ ∗ ∗)
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Die Substitution u = 1− y2 ergibt sofort

(∗ ∗ ∗) = −1

3
(1− y2)3/2|10 =

1

3

3. Weg: Integrationsreihenfolge bedeutet Summation von ”horizontalen Scheiben” parallel
zur x− y-Ebene

∫ 1/2

0

[

∫ 1

2z

∫ √
1−y2

−
√

1−y2

1 dx dy] dz =

∫ 1/2

0

∫ 1

2z

2
√

1− y2 dy dz

= 2

∫ 1/2

0

∫ 1

2z

√
1− y2 dy dz = (∗)

Mit der Substitution y = sin t findet man die Stammfunktion∫ √
1− y2 dy =

1

2
[y
√
1− y2 + arcsin y] + c

und damit ergibt sich

(∗) =

∫ 1/2

0

[y
√
1− y2 + arcsin y]12z dz

=

∫ 1/2

0

[arcsin 1− 2z
√
1− 4z2 − arcsin 2z] dz

=
π

4
− 2

∫ 1/2

0

z
√
1− 4z2 dz −

∫ 1/2

0

arcsin 2z dz = (∗∗)

Mit der Substitution u = 1− 4z2 findet man die Stammfunktion∫
z
√
1− 4z2 dz = − 1

12
(1− 4z2)3/2 + c

und mit partieller Integration findet man die Stammfunktion∫
1 · arcsin 2z dz = z arcsin 2z +

1

2

√
1− 4z2 + c .

Damit ergibt sich

(∗∗) =
π

4
− 2[− 1

12
(1− 4z2)3/2|1/20 ]− z arcsin 2z|1/20 − 1

2

√
1− 4z2|1/20

=
π

4
− 1

6
(1)3/2 − 1

2
arcsin 1 +

1

2

=
π

4
− 1

6
− π

4
+

1

2

=
1

3
.

Der 3. Weg zeigt eindringlich den Wert der Wahl einer günstigen Integrationsreihenfolge
wie z.B. beim 1. und 2. Weg.
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Kapitel 9
1) Für die Gleichung (a) ergibt der Ansatz u(x, y) = X(x)Y (y) nach dem Einsetzen in die
Differentialgleichung und der Voraussetzung u(x, y) = X(x)Y (y) ̸= 0

X ′′(x)Y (y) = 4X(x)Y ′(y), X(0) = X(π) = 0,

X ′′(x)Y (y) = 4X(x)Y ′(y) ⇐⇒ X ′′

X
=

4Y ′

Y
= µ ,

mit einer freien Konstanten µ. Die Lösung der Gleichung 4Y ′

Y = µ ist Y (y) = ke
µ
4 y . Für die

Differentialgleichung X ′′ − µX = 0 erhält man als Lösung im Fall
µ > 0 X(x) = c1e

√
µx + c2e

−√
µx, aus X(0) = X(π) = 0 folgt c1 = c2 = 0, also die triviale

Lösung,

µ = 0 X(x) = c1 + c2x, aus X(0) = X(π) = 0 folgt c1 = c2 = 0, also die triviale Lösung,

µ < 0 X(x) = c1 cos(
√
−µx) + c2 sin(

√
−µx), aus X(0) = 0 folgt c1 = 0; aus X(π) =

c2 sin(
√
−µπ) = 0 ergibt sich

√
−µπ = πn, n ∈ Z, µ = −n2, so dass sich die Lösun-

gen Xn(x) = c2 sinnx ergeben.
Für die Lösung des Randwertproblems (a) erhält man schließlich die Lösungen un(x, y) =

kc2 sinnx e
−n2

4 y =: bn sinnx e
−n2

4 y . Das Superpositionsprinzip ergibt die allgemeine Lö-
sung

u(x, y) =

∞∑
−∞

bn sinnx e
−n2

4 y .

Für die Gleichung (b) ergibt der Ansatz u(x, t) = X(x)T (t)

a2X ′′(x)T (t) = T̈ (t)X(x) ⇐⇒ a2X ′′(x) = µX(x) , T̈ (t) = µT (t)

mit einer freien Konstanten µ. Als Lösungen X(x) und T (t) findet man durch Integration

X(x) = c1e
√

µ

a x + c2e
−

√
µ

a x T (t) = d1e
√
µt + d2e

−√
µt ,

so dass sich die Lösung u(x, t) = (c1e
√

µ

a x + c2e
−

√
µ

a x)(d1e
√
µt + d2e

−√
µt) mit den freien

reellen Konstanten µ, c1, c2, d1, d2 ergibt. Bei µ > 0 erhält man die Produkte von Exponenti-
alfunktionen als Lösung und bei µ < 0 ergeben sich mit der EULERschen Formel Produkte
von trigonometrischen Funktionen als Lösung.
2) Mit dem Ansatz u(x, t) = X(x)T (t) erhält man durch Einsetzen für XT ̸= 0 in die Diffe-
rentialgleichung

xX ′T + tṪX = xXT ⇐⇒ X ′ − (1− µ

x
)X = 0 , Ṫ − µ

t
T = 0 .

Durch Variablenseparation erhält man die Lösungen X und T

X(x) = c1e
xx−µ T (t) = c2t

µ und damit u(x, t) = cexx−µtµ .

Die Auswertung der Bedingung u(x,1) = x2ex ergibt c = 1 und µ = −2. Die Lösung lautet
damit u(x, t) = ex(xt )

2.

3) Für die Hyperbelkoordinaten gilt ϕ = arctanh y
x , ρ =

√
x2 − y2 und damit

∂ϕ

∂x
= − sinhϕ

ρ
,
∂ϕ

∂y
=

coshϕ

ρ
,
∂ρ

∂x
= coshϕ,

∂ρ

∂y
= − sinhϕ .
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Damit erhält man mit u(x, y) = v(ρ(x, y), ϕ(x, y)) und der Kettenregel

ux = vρρx + vϕϕx = vρ coshϕ− vϕ
sinhϕ

ρ
, uy = vρρy + vϕϕy = −vρ sinhϕ+ vϕ

coshϕ

ρ
.

Für die 2. Ableitungen ergibt sich dann

uxx = vρρ cosh
2 ϕ− vρϕ

sinhϕ coshϕ

ρ
− vρ

sinh2 ϕ

ρ
− vϕρ

sinhϕ coshϕ

ρ

+vϕϕ
sinh2 ϕ

ρ2
+ 2vϕ

sinhϕ coshϕ

ρ2
,

uyy = vρρ sinh
2 ϕ− vρϕ

sinhϕ coshϕ

ρ
− vρ

cosh2 ϕ

ρ
− vϕρ

sinhϕ coshϕ

ρ

+vϕϕ
cosh2 ϕ

ρ2
+ 2vϕ

sinhϕ coshϕ

ρ2
.

Damit ergibt sich nach Addition die Differentialgleichung in Hyperbelkoordinaten

uxx − uyy = vρρ +
1

ρ
vρ −

1

ρ2
vϕϕ = 0 für |ρ| < 1

mit den Randbedingungen v(±1, ϕ) = cosh2 ϕ+ sinh2 ϕ.
4) Der Produktansatz v(ρ, ϕ) = R(ρ)Φ(ϕ) führt nach Einsetzen in die Differentialgleichung
vρρ +

1
ρvρ −

1
ρ2 vϕϕ = 0 auf die gewöhnlichen Differentialgleichungen

Φ′′ − µΦ = 0 ρ2R′′ + ρR′ − µR = 0 .

5) Parallelströmung bedeutet v = 0. Damit ergibt sich aus den Differentialgleichung mit
dem vorgegebenen Ansatz für den Druck p

u
∂u

∂x
= −(p1 − p0) +

1

Re

∂2u

∂x2
+

1

Re

∂2u

∂y2
.

Wegen der Voraussetzung einer Parallelströmung mit v = 0 folgt aus der geforderten Di-
vergenzfreiheit ∂u

∂x = −∂v
∂y = 0. Damit ergibt sich die Gleichung

0 = −(p1 − p0) +
1

Re

∂2u

∂y2
. (10)

Die Integration der Gleichung (10) in y-Richtung ergibt

u(x, y) = Re(p1 − p0)
y2

2
+ cy + d ,

und die Berücksichtigung der Haftbedingung u = 0 an den Wänden y = 0 und y = H
ergibt mit

0 = u(x,0) = d 0 = Re(p1 − p0)
H2

2
+ cH ⇐⇒ c = −Re(p1 − p0)

H

2

die Lösung u(x, y) = (Re(p1 − p0)[
y2

2 − yH
2 ],0)

T des Randwertproblems.
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6) Die Anwendung des Divergenzoperators auf das Vektorfeld (∂u∂t ,
∂v
∂t )

T ergibt

div
(∂u

∂t
∂v
∂t

)
=

∂divu

∂t
= −div (grad p) +

1

Re
div

(
∆u

∆v

)
= −∆ p− 1

Re
∆divu = 0 ,

und daraus folgt ∆ p = 0 wegen divu = 0.
7) Die Multiplikation der Differentialgleichung mit einer integrierbaren Funktion h, die auf
Γd verschwindet, und die anschließende Integration über Ω ergibt

−
∫
Ω

∆uh dF =

∫
Ω

f h dF

und die Anwendung der 1. GREENschen Integralformel in der Ebene ergibt∫
Ω

∇u · ∇h dF −
∫
Γ

h
∂u

∂n
ds =

∫
Ω

∇u · ∇h dF −
∫
Γd

h
∂u

∂n
ds−

∫
Γn

h
∂u

∂n
ds =

∫
Ω

f h dF .

Die Berücksichtigung der Randbedingungen ergibt schließlich∫
Ω

[∇u · ∇h− f h] dF −
∫
Γn

q h ds = 0 .

8) Mit einer charakteristischen Länge lc und einer charakteristischen Geschwindigkeit vc
kann man die Gleichung entdimensionieren, und zwar definiert man mit

X =
x

lc
, V =

1

vc
v , τ =

tvc
lc

eine dimensionslose Länge X , Geschwindigkeit V und Zeit τ . Damit erhält man ausgehend
von der Konvektions-Diffusion-Gleichung

vc
lc
[
∂c

∂τ
+∇∗ · (cV)] =

D

l2c
∆∗c+ f

bzw.

∂c

∂τ
+∇∗ · (cV) =

D

lcvc
∆∗c+

lc
vc

f .

Mit der Schmidt-Zahl

Sc =
ν

D

und dem dimensionslose Quell-Glied F = lc
vc
f erhält man am Ende die entdimensionierte

Konvektions-Diffusions-Gleichung

∂c

∂τ
+∇∗ · (cV) =

1

ScRe
∆∗c+ F ,

wobei für die Reynolds-Zahl Re = vclc
ν galt.
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Kapitel 10
1) Die komplexen Hyperbelfunktionen sind wie im Reellen durch die Beziehungen sinh z =
1
2 (e

z − e−z), cosh z = 1
2 (e

z + e−z) erklärt, und deshalb gilt

cosh2 z − sinh2 z =
1

4
[e2z + 2 + e−2z]− 1

4
[e2z − 2 + e−2z] = 1 .

Weiter gilt mit der 3. binomischen Formel

sinh 2z =
1

2
(e2z − e−2z) =

1

2
(ez + e−z)(ez − e−z) = 2 cosh z sinh z .

Für cosh(z + w) gilt nach Definition

cosh(z + w) =
1

2
(ez+w + e−z−w) =

1

2
(ezew + e−ze−w) .

Für cosh z coshw + sinh z sinhw errechnet man

1

4
(ez + e−z)(ew + e−w) +

1

4
(ez − e−z)(ew − e−w) =

1

4
(ezew + e−zew + eze−w + e−ze−w + ezew − e−zew − eze−w + e−ze−w)

=
1

4
(2ezew + 2e−ze−w) =

1

2
(ez+w + e−z−w) = cosh(z + w) .

2) Für die Ableitungen von ϕ = arctan y
x findet man

ϕx = − y

x2 + y2
, ϕxx =

y2x

(x2 + y2)2
ϕy =

x

x2 + y2
, ϕyy = − x2y

(x2 + y2)2
,

woraus ∆ϕ = 0 folgt.
3) Für die Ableitungen von Φ ergibt sich

Φx = ex cos y + xex cos y − yex sin y , Φxx = ex cos y + ex cos y + xex cos y − yex sin y ,

Φy = −xex sin y− ex sin y− yex cos y , Φyy = −xex cos y− ex cos y− ex cos y+ yex sin y ,

woraus Φxx+Φyy = 0 folgt. Als konjugiert harmonische Funktion Ψ findet man als Stamm-
funktion des Vektorfeldes(

−Φy

Φx

)
=

(
(x+ 1)ex sin y + yex cos y

(1 + x)ex cos y − yex sin y

)
die Funktion Ψ = yex cos y + xex sin y .

4+5) Mit der Wahl von z1 = −1 + i, z2 = 1 + 3i, z3 = 3 + i und w1 = −1, w2 = i, w3 = 1
ergibt sich für die Transformation der Kreise mit der Transformationsformel

z + 1− i

z − 3− i

1 + 3i− 3− i

1 + 3i+ 1− i
=

w + 1

w − 1

i− 1

i+ 1
=⇒ w =

z − 1− i

2
.

Für die Transformation des Kreises auf die Gerade wählen wir z1 = 1, z2 = 3i, z3 = −i und
w1 = 2, w2 = 2− i, w3 = 2 + i und erhalten

z − 1

z + i

3i+ i

3i− 1
=

w − 2

w − 2− i

2− i− 2− i

2− i− 2
=⇒ w =

−2iz + 8− 2i

(1− i)z + 3− i
.
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6) Für die Ableitung gilt F ′(z) = ux + ivx, so dass sich

F ′(z) = F ′(x+ iy) = (ln
√

x2 + y2)x + i(arctan
y

x
)x

=
1√

x2 + y2
x√

x2 + y2
+ i

−y

x2 + y2
=

x− iy

x2 + y2
=

z̄

zz̄
=

1

z

ergibt.
7) Mit einer Partialbruchzerlegung und der Formel (10.31) erhält man

sin z

z(z2 − 1)
= − sin z

z
− 1

2

sin z

z + 1
− 1

2

sin z

z − 1

und damit die Residuen

Res(
sin z

z
,0) =

1

0!
sin 0 = 0, Res(

1
2 sin z

z ± 1
,∓1) =

1

0!

1

2
sin(∓1) = ∓1

2
sin 1 .

8) Für die Parametrisierung der Kreislinie erhält man z(t) = eit+ i = cos t+ i(sin t+1), t ∈
[0,2π] und damit ż(t) = i eit = − sin t+ i cos t. Es ergibt sich∫

K

zz̄ dz =

∫ 2π

0

(eit + i)(e−it − i)i eit dt

=

∫ 2π

0

[i eit + e2it − 1 + i eit] dt

=

∫ 2π

0

(eit + i)2 dt = −2π .

9) Man findet durch partielle Integration die Stammfunktion f(z) = (z−1)ez . Damit erhält
man für das Integral∫

K

zez dz = f(1 + i)− f(−1− i) = ie1+i − (−2− i)e−1−i = ieei +
2 + i

eei
,

und, sortiert nach Real- und Imaginärteil∫
K

zez dz =
2 cos 1 + sin 1− e2 sin 1

e
+ i

e2 cos 1 + cos 1− 2 sin 1

e
.

10) Für das Integral (a) erhält man mit den Singularitäten der Funktion f(z) = z2+1
z4+1 in der

oberen Halbebene z1 = 1√
2
+ i 1√

2
, z2 = − 1√

2
+ i 1√

2
die Residuen

Res(
z2 + 1

z4 + 1
, z1) =

z21 + 1

4z31
=

√
2

4

1 + i

−1 + i
= −

√
2

4
i,

Res(
z2 + 1

z4 + 1
, z2) =

z22 + 1

4z32
=

√
2

4

1− i

1 + i
= −

√
2

4
i .

Mit der Berechnungsformel (10.32) ergibt sich∫ ∞

−∞

x2 + 1

x4 + 1
dx = 2πi[−

√
2

4
i−

√
2

4
i] =

√
2π .
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Für das Integral (b) erhält man mit der Formel (10.35)∫ 2π

0

1

2 + cos t
dt = 2π

∑
|zk|<1

Res(
2

z2 + 4z + 1
, zk) .

Man erhält die Singularitäten z1,2 = −2 ±
√
3 von 2

z2+4z+1 , von denen z1 im Inneren des
Einheitskreises liegt. Damit ergibt sich∫ 2π

0

1

2 + cos t
dt = 2πRes(

2

z2 + 4z + 1
,−2 +

√
3) = 2π

2

2z + 4
|z=−2+

√
3 =

2

3

√
3π .

11) Für das komplexe Strömungspotential findet man f(z) = (1− 2i)z + 4+8i
z . Mit

f ′(z) = (1− 2i)− 4 + 8i

z2
= (1− 2i)− (4 + 8i)z̄2

|z|4
=

(1− 2i)|z|4 − (4 + 8i)z̄2

|z|4

findet man für das komplexe Geschwindigkeitsfeld

v(z) = f ′(z) =
(1 + 2i)|z|4 − (4− 8i)z2

|z|4

= 1 +
−4(x2 − y2)− 16xy

(x2 + y2)2
+ i[2 +

8(x2 − y2)− 8xy

(x2 + y2)2
] .



60 Aufgabenlösungen

Kapitel 11
1) Das uneigentliche Integral ist definiert als∫ ∞

−∞
x3 dx = lim

r→∞
R→∞

∫ R

−r

x3 dx = lim
r→∞

∫ a

−r

x3 dx+ lim
R→∞

∫ R

a

x3 dx .

Weder limr→∞
∫ a

−r
x3 dx noch limR→∞

∫ R

a
x3 dx existiert, und damit konvergiert das Inte-

gral nicht. Für den CAUCHYschen Hauptwert findet man

C.H.

∫ ∞

−∞
x3 dx = lim

A→∞

∫ A

−A

x3 dx = lim
A→∞

[
x4

4
]A−A = 0 .

2) Man erhält mit der EULERschen Formel

F [f(t)](ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞

e−iωt

a2 + t2
dt

=
1

2π
[

∫ ∞

−∞

cos(ωt)

a2 + t2
dt− i

∫ ∞

−∞

sin(ωt)

a2 + t2
dt] =

1

2π

∫ ∞

−∞

cos(ωt)

a2 + t2
dt ,

da die Funktion sin(ωt)
a2+t2 ungerade ist. Für das Integral

∫∞
−∞

cos(ωt)
a2+t2 dt erhält man mit der

Substitution σ = ωt, dt = dσ
ω , und wegen F [f(t)](ω) = F [f(t)](−ω)∫ ∞

−∞

cos(ωt)

a2 + t2
dt =

∫ ∞

−∞

cosσ

|ω|(a2 + ( σω )
2)

dσ =

∫ ∞

−∞

|ω| cosσ
|ω|2a2 + σ2

dσ .

Mit dem Residuensatz bzw. den daraus folgenden Beziehungen für reelle Integrale ergibt
sich ∫ ∞

−∞

|ω| cosσ
|ω|2a2 + σ2

dσ = Re[2πi
∑

Imσk>0

Res(
|ω|eiσ

σ2 + |ω|2a2
, σk)]

= Re[2πiRes(
|ω|eiσ

(σ − ia|ω|)(σ + ia|ω|)
, ia|ω|)] = Re[2πi

|ω|e−a|ω|

2ia|ω|
] =

π

a
e−a|ω| .

Damit erhält man schließlich

F [
1

a2 + t2
](ω) =

1

2a
e−a|ω| .

3) Es sei darauf hingewiesen, dass das in der Aufgabenstellung erfragte Faltungsprodukt
sich um den Faktor 1

2π von dem im Kapitel 11 definierten Faltungsprodukt unterscheidet.
Nichtsdestotrotz ist das erfragte Integral ein Faltungsprodukt. Man erhält

(f ∗ g)(t) =

∫ ∞

−∞
e−c|t−τ | cos(ωτ) dτ

=

∫ t

−∞
e−ct+cτ cos(ωτ) dτ +

∫ ∞

t

e−cτ+ct cos(ωτ) dτ .

Für das Integral
∫
eaτ cos(ωτ) dτ ergibt sich durch partielle Integration∫

eaτ cos(ωτ) dτ = eaτ
sin(ωτ)

ω
− a

ω

∫
eaτ sin(ωτ) dτ

= eaτ
sin(ωτ)

ω
− a

ω
[eaτ

− cos(ωτ)

ω
− a

ω

∫
eaτ (− cos(ωτ)) dτ ]

= eaτ
sin(ωτ)

ω
+

a

ω2
eaτ cos(ωτ)− a2

ω2

∫
eaτ cos(ωτ) dτ ,



Kapitel 11 61

also ∫
eaτ cos(ωτ) dτ =

ωeaτ

ω2 + a2
[sin(ωτ) +

a

ω
cos(ωτ)] .

Damit erhält man für (f ∗ g)(t)

e−ct lim
r→−∞

[
ωect

ω2 + c2
(sin(ωt) +

c

ω
cos(ωt))− ωecr

ω2 + c2
(sin(ωr) +

a

ω
cos(ωr))]

+ect lim
r→∞

[
ωe−cr

ω2 + c2
(sin(ωr) +

−c

ω
cos(ωr))− ωe−ct

ω2 + c2
(sin(ωt) +

−c

ω
cos(ωt))]

= 2e−ct ωect

ω2 + c2
c

ω
cos(ωt) = 2

c

ω2 + c2
cos(ωt) ,

also (f ∗ g)(t) = 2 c
(ω2+c2) cos(ωt).

4) Für die FOURIERtransformierte von f gilt

F [f(t)](ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞
f(t)e−iωt dt

=
1

2π
[

∫ ∞

−∞
f(t) cos(−ωt) dt+

∫ ∞

−∞
f(t)i sin(−ωt) dt]

=
1

2π

∫ ∞

−∞
f(t)i sin(−ωt) dt =

−i

2π

∫ ∞

−∞
f(t) sin(ωt) dt ,

da die Funktion f(t) cos(−ωt) ungerade ist. Da f(t) sin(ωt) eine gerade Funktion ist, gilt
schließlich

F [f(t)](ω) =
−i

π

∫ ∞

0

f(t) sin(ωt) dt .

5) Es ergibt sich für die Differentialgleichung

F [y′′ + 2y′ − 6y](ω) = (iω)2F [y](ω) + 2iωF [y](ω)− 6F [y](ω) = F [e−t2 ](ω) .

Für die FOURIERtransformierte von e−t2 findet man

F [e−t2 ](ω) =
1

2
√
π
e−

ω2

4 und damit F [y](ω) =
1

2
√
π

e−
ω2

4

−ω2 + 2iω − 6
.

6) Im Falle (a) gilt ebt cos(at) = Re(e(b+ia)t), so dass man

L[f(t)] = Re(
∫ ∞

0

e(b+ia)te−zt dt) = Re(
1

z − b− ia
) = Re(

z − b+ ia

(z − b)2 + a2
) ,

also L[f(t)] = z−b
(z−b)2+a2 erhält, wobei Re z > b gefordert werden muss. Im Fall (b) gilt

ebt sinh(at) = 1
2 [e

(b+a)t − e(b−a)t], so dass man mit der LAPLACE-Transformierten der Ex-
ponentialfunktion ect für Re z > max{b− a, b+ a} das Ergebnis

L[g(t)] = 1

2
[

1

z − (b+ a)
− 1

z − (b− a)
] =

a

(z − b)2 − a2

erhält.
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7) Für F (z) ergibt sich

F (z) =
3z − 5

z2 − 4z + 3
=

3z − 5

(z − 1)(z − 3)
=

A

z − 1
+

B

z − 3
,

und man findet A = 1 und B = 2. Damit gilt

F (z) = L[f(t)] = 1

z − 1
+

2

z − 3
= L[et] + 2L[e3t] = L[et + 2e3t] ,

so dass aus dem Eindeutigkeitssatz f(t) = et + 2e3t folgt. Für G(z) erhält man

G(z) =
1

z
L[sin 2t] = L[

∫ t

0

sin 2τ dτ ] = L[−1

2
cos 2τ |t0] = L[ 1

2
(1− cos 2t)] .

Damit erhält man g(t) = 1
2 (1− cos 2t).

8) Die Transformation der Differentialgleichung ergibt

z2Y (z)− zy(0)− y′(0) + 4(zY (z)− y(0)) + 6Y (z) =
1

z
+

1

z + 1

=⇒ (z2 + 4z + 6)Y (z) =
2z + 1

z(z + 1)
=⇒ Y (z) =

2z + 1

z(z + 1)(z2 + 4z + 6)
.

Eine Partialbruchzerlegung ergibt

Y (z) =
2z + 1

z(z + 1)(z2 + 4z + 6)
=

A

z
+

B

z + 1
+

Cz +D

z2 + 4z + 6

ergibt nach Koeffizientenvergleich A = 1
6 , B = 1

3 , C = − 1
2 , D = − 5

3 .

Y (z) =
1

6z
+

1

3(z + 1)
+

− 1
2z −

5
3

z2 + 4z + 6
=

1

6z
+

1

3(z + 1)
+

− 1
2 (z + 2)− 2

3

(z + 2)2 + 2

=
1

6z
+

1

3(z + 1)
− 1

2

z + 2

(z + 2)2 + 2
− 2

3
√
2

√
2

(z + 2)2 + 2
,

woraus y(t) = 1
6 + 1

3e
−t − 1

2e
−2t cos(

√
2t)−

√
2
3 e−2t sin(

√
2t) folgt.

9) Die Transformation des Differentialgleichungssystems ergibt unter Berücksichtigung der
Anfangsbedingungen

zU(z) + 1
2 = U(z) + 4V (z) + 1

z−1

zV (z)− 1 = U(z) + V (z) + 1
z−1

⇐⇒ (1− z)U(z) + 4V (z) = 1
2 − 1

z−1

U(z) + (1− z)V (z) = −1− 1
z−1

,

mit den Lösungen

U(z) =
− 1

2z
2 + 6z − 3

2

(z − 1)(z + 1)(z − 3)
= − 1

z − 1
− 1

z + 1
+

3

2

1

z − 3

V (z) =
z2 − 3

2z +
3
2

(z − 1)(z + 1)(z − 3)
= −1

4

1

z − 1
+

1

2

1

z + 1
+

3

4

1

z − 3
.

Die Rücktransformation ergibt die Lösungen

u(t) = −et − e−t +
3

2
e3t v(t) = −1

4
et +

1

2
e−t +

3

4
e3t .
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10) Nach dem Faltungssatz gilt

L[cos t]L[f(t)] = L[t sin t] ⇐⇒ z

z2 + 1
L[f(t)] = 2z

(z2 + 1)2
⇐⇒ L[f(t)] = 2

z2 + 1
,

d.h. f(t) = 2 sin t.
11) Mit der Substitution v(r) = y(r + π) erhält man statt der zu lösenden Differentialglei-
chung die Differentialgleichung

v′′(r)− 2v′(r) + v(r) = sin(2r + 2π) + cos(r + π) = sin 2r − cos r ,

wobei v′(0) = 0 und v(0) = 1 gilt (also LAPLACE-gemäße Anfangsbedingungen). Die
Transformation des Anfangswertproblems ergibt

z2V (z)− zv(0)− v′(0)− 2zV (z) + 2v(0) + V (z) =
2

z2 + 4
+

z

z2 + 1

⇐⇒ V (z)(z2 − 2z + 1) = z − 2 +
2

z2 + 4
+

z

z2 + 1
.

Es ergibt sich weiter

V (z) =
(z − 2)(z2 + 4)(z2 + 1) + 2(z2 + 1) + z(z2 + 4)

(z − 1)2(z2 + 4)(z2 + 1)

=
A

z − 1
+

B

(z − 1)2
+

Cz +D

z2 + 4
+

Ez + F

z2 + 1

=
21

25

1

z − 1
− 1

10

1

(z − 1)2
+

4

25

z

z2 + 4
− 6

25

1

z2 + 4
− 1

2

1

z2 + 1

=
21

25

1

z − 1
− 1

10

1

(z − 1)2
+

4

25

z

z2 + 4
− 3

25

2

z2 + 4
− 1

2

1

z2 + 1
,

und damit

L[v(r)] = L[ 21
25

er − 1

10
rer +

4

25
cos 2r − 3

25
sin 2r − 1

2
sin r] .

An dieser Stelle sei der Fairness halber darauf hingewiesen, dass wir das beim Koeffizi-
entenvergleich entstehende lineare Gleichungssystem zur Bestimmung der 6 Koeffizienten
A,B, . . . , F mit dem Programm octave gelöst haben. Damit erhält man die Lösung

v(r) =
21

25
er − 1

10
rer +

4

25
cos 2r − 3

25
sin 2r − 1

2
sin r .

Die Rücksubstitution y(x) = v(x− π) ergibt

y(x) = v(x− π) =
21

25
ex−π − 1

10
(x− π)ex−π

+
4

25
cos(2x− 2π)− 3

25
sin(2x− 2π)− 1

2
sin(x− π)

y(x) =
1

50
ex−π[42− 5(x− π)] +

4

25
cos 2x− 3

25
sin 2x+

1

2
sinx .

12) Die GREENsche Funktion erhält man über das Urbild der LAPLACE-Transformierten
1

z3−3z2+3z−1 . Es gilt nun

1

z3 − 3z2 + 3z − 1
=

1

(z − 1)3
= L[ t

2et

2
] = L[g(t)] ,
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so dass man die GREENsche Funktion

K(t, τ) = g(t− τ) =
(t− τ)2et−τ

2

findet. Als Lösung des Anfangswertproblems erhält man mit der GREENschen Funktion

y(t) =

∫ t

0

K(t, τ)eτ dτ =

∫ t

0

(t− τ)2et−τ

2
eτ dτ = et

t3

6
.

13) Mit U(x, z) := L[u(x, t)](z) erhält man für Re z > 0 die gewöhnliche Differentialglei-
chung mit z als Parameter

zU − xUx =
x

z2
⇐⇒ Ux +

z

x
U =

1

z2
,

mit der homogenen Lösung Uh(x, z) = c(z)x−z . Die Variation der Konstanten U(x, z) =
c(x, z)x−z ergibt

U(x, z) =
1

z2(z + 1)
x+ k(z)x−z .

Aus der Transformation der Randbedingung limx→0 U(x, z) = 0 folgt k(z) = 0. Eine Parti-
albruchzerlegung ergibt

U(x, z) =
1

z2(z + 1)
x = (−1

z
+

1

z2
+

1

z + 1
)x = xL[−1 + t+ e−t](z)

und damit die Lösung u(x, t) = x(−1 + t+ e−t).

14) f und g sind beide gerade, also hat man für alle ω ∈ R

F [f ](ω) =
1

2π

∫ 1

−1

(1− t2)e−iωtdt =
1

π

∫ 1

−1

(1− t2) cos(ωt)dt =
2

πω2
(
sinω

ω
− cosω)

und

F [g](ω) =
1

π

∫ 3

1

cos(ωt)dt =
1

π

sin 3ω − sinω

ω
=

2

π

sinω cos 2ω

ω
(=

2

π
H(ω)) .

Die inverse Fourier-Transformation liefert mit 2πF [F [g]](−ω) = g(ω) dann

2π
2

π
F [H](ω) = g(−ω)

bzw.

F [H](ω) =
1

4
g(−ω) =

{
1
4 falls − 3 ≤ ω ≤ −1 oder 1 ≤ ω ≤ 3
0 sonst.

15) Mit

u(ω, t) = F [U(., t)](ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞
U(x, t)e−iωxdx

erhält man

F [
∂

∂t
U(., t)](ω) =

∂

∂t
u(ω, t) = 4(iω)2F [U(., t)](ω) = −4ω2u(ω, t) .
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Damit ergibt sich

u(ω, t) = K(ω)e−4ω2t .

Die inverse Fourier-Transformation liefert dann

U(x, t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
K(ω)e−4ω2teiωxdω .

Insbesondere gilt zum Zeitpunkt t = 0

1

2π

∫ ∞

−∞
K(ω)eiωxdω = F [K](−x) =

1

x2 + 9
,

und damit lässt sich die Funktion K identifizieren als

K(ω) =
π

3
e−3|ω| , f.a. ω ∈ R .

Damit erhält man

U(x, t) =
1

2π

π

3

∫ ∞

−∞
e−3|ω|e−4tω2

eiωxdω

=
1

6

∫ ∞

−∞
e−3|ω|e−4tω2

eiωxdω

=
1

3

∫ ∞

0

e(ix−3)ωe−4tω2

dω .
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Kapitel 12
1) Für die Differenz f(u+ h)− f(u) ergibt sich unter Nutzung des Additionstheorems für
die Kosinusfunktion

f(u+ h)− f(u) =

∫ π
2

0

cos(u(ϕ) + h(ϕ)) dϕ−
∫ π

2

0

cosu(ϕ) dϕ

=

∫ π
2

0

[cosu(ϕ) cosh(ϕ)− sinu(ϕ) sinh(ϕ)− cosu(ϕ)] dϕ

=

∫ π
2

0

[cosu(ϕ)(cosh(ϕ)− 1)− sinu(ϕ)h(ϕ) + sinu(ϕ)(h(ϕ)− sinh(ϕ))] dϕ

= −
∫ π

2

0

sinu(ϕ)h(ϕ) dϕ+

∫ π
2

0

[cosu(ϕ)(cosh(ϕ)− 1) + sinu(ϕ)(h(ϕ)− sinh(ϕ))] dϕ

=: −
∫ π

2

0

sinu(ϕ)h(ϕ) dϕ+ r(u(ϕ), h(ϕ)) .

Aufgrund einfacher Abschätzungen geht 1
||h(ϕ)|| |r(u(ϕ), h(ϕ))| gegen Null für ||h|| → 0, so

dass man die FRECHET-Ableitung

f ′[u](h) = −
∫ π

2

0

sinu(ϕ)h(ϕ) dϕ

erhält.
2) Da F (t, x, ẋ) nicht von t abhängt, ergibt sich aus der EULER-LAGRANGE-Differential-
gleichung

ẋxẋ√
x(1 + ẋ2)

−
√
x(1 + ẋ2) = c1 = const. =⇒ −x = c1

√
x(1 + ẋ2) =⇒ ẋ =

√
x− c21
c21

.

Als Lösung erhält man nach Integration

2
√
x− c21 =

t√
c21

− c0 =⇒ x(t) =
1

4
(

t

|c1|
− c0)

2 + c21 .

3) Man erhält die EULER-LAGRANGE-Differentialgleichung

Fx − d

dt
Fẋ = ẋ− (ẍ+ ẋ) = 0 mit der Lösung x(t) = c1t+ c2 .

Die Auswertung der Bedingungen x(0) = 1 und x(2) = 2 ergibt die Lösung x(t) = 1
2 t+ 1.

4) Da F (t, x, ẋ) nicht von x abhängt, ergibt sich aus der EULER-LAGRANGE-Differential-
gleichung ẋ = const.. Damit ergibt sich die Lösung x(t) = c1t + c2 und mit der Rand-
bedingung x(0) = 0 folgt c2 = 0. Aus der Forderung x(T ) = r(T ) folgt c1 = 1

T 3 . Die
Transversalitätsbedingung lautet

ẋ(T )ṙ(T ) + 1 = − 1

T 3

1

T
+ 1 = 0

mit der positiven Lösung T = 1 und damit x(t) = t. Man überlegt sich mit einer Skizze der
Funktionen r(t) und x(t), dass die Funktion x(t) = t die kürzeste Verbindung zwischen
dem Ursprung und dem Graphen der Funktion r(t) ist, und damit das Funktional J(x)
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minimiert.

5) Aufgrund der Linearität des Funktionals F ergibt sich mit

F (y + h)− F (y) =

∫ b

a

[y(x) + h(x)]dx−
∫ b

a

y(x)dx =

∫ b

a

h(x)dx

sofort

F ′[y](h) =

∫ b

a

h(x)dx .

6) Mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung erhält man

f(s, x(s) + h(s))− f(s, x(s)) =
∂f

∂x
(s, x(s) + σ(s)h(s))h(s) fmit 0 < σ(s) < 1 ,

und wegen der gleichmäßigen Stetigkeit von ∂f
∂x auf J × {z ∈ R : |z| ≤ sup |x|+ 1}

sup
s∈J

|∂f
∂x

(s, x(s) + σ(s)h(s))− ∂f

∂x
(s, x(s))| ≤ ε

für sup |h| ≤ δ. Für sup |h| ≤ δ gilt damit

sup |F (x+ h)−F (x)−
∫ b

a

k(·, s)∂f
∂x

(s, x(s))h(s)ds| ≤ ε sup |h| max
(t,s)∈J×J

|k(t, s)|(b− a) ,

womit

(F ′(x)h)(t) =

∫ b

a

k(t, s)
∂f

∂x
(s, x(s))h(s)ds

gezeigt wurde.
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Kapitel 13
1) Zur Berechnung der kontravarianten Komponenten ist das Gleichungssystem

x = xj ej ⇐⇒

 2 3 4
1 1 1
1 1 2

 x1

x2

x3

 =

 2
4
1


zu lösen. Als Lösung findet man x1 = 7. x2 = 0, x3 = −3. Mit den Skalarprodukten
xi = x · ei ergibt sich für die kovarianten Koeffizienten x1 = 9, x2 = 11 und x3 = 14.

2) Die Verjüngung von T = tijkl eie
jekel ergibt z.B.

V1 = tijklei · ejekel = tijklδ
j
i e

kel =: akl e
kel .

Als zweite Möglichkeit ergibt sich

V2 = tijkl eie
j · ekel = tijklg

jkeie
l =: bli eie

l .

3) Das tensorielle Produkt ergibt

TR = tijr
l
k eiejekel

und eine der möglichen Verjüngungen ergibt

U1 = tijr
l
k eiej · ekel = tijr

l
k g

jk eiel =: u l
i eiel

und als 2. Möglichkeit sei

U2 = tijr
l
k eiejek · el = tijr

l
k δ

k
l e

iej =: vij e
iej

genannt.

4) Die skalare Multiplikation der beiden Transformationsbeziehungen ergibt

ei = aj
′

i ej′ | · ej′ =⇒ aj
′

i = ei · ej′
ej′ = aij′ei | · ei =⇒ aij′ = ej′ · ei .

Daraus folgt aj
′

i = aij′ , also D = CT . Andererseits ist D = C−1, woraus CT = C−1 folgt.

5) Mit der Beziehung ej =
∂r
∂xj

erhält man die natürlichen Basisvektoren

e1 = er =

 cosϕ sin θ
sinϕ sin θ

cos θ

 , e2 = eϕ =

 −r sinϕ sin θ
r cosϕ sin θ

0

 , e3 = eθ =

 r cosϕ cos θ
r sinϕ cos θ
−r sin θ

 .

Für die Metrikkoeffizienten ergibt sich

g11 = cos2 ϕ sin2 θ + sin2 ϕ sin2 θ + cos2 θ = sin2 θ + cos2 θ = 1

g22 = r2 sin2 ϕ sin2 θ + r2 cos2 ϕ sin2 θ = r2 sin2 θ

g33 = r2 cos2 ϕ cos2 θ + r2 sin2 ϕ cos2 θ + r2 sin2 θ = r2 cos2 θ + r2 sin2 θ = r2 .

Für i ̸= j ergibt sich für die Koeffizienten gij = ei · ej = 0.

6) Für den Gradienten gilt ∇Ψ = ∂iΨ ei und mit x1 = ρ, x2 = ϕ und x3 = z ergibt sich

∂1Ψ = 2ρ cosϕ, ∂2Ψ = −ρ2 sinϕ, ∂3Ψ = 1
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und mit den kontravarianten Basisvektoren im Zylinderkoordinatensystem

eρ = eρ = cosϕex + sinϕey, eϕ = ρ−2eϕ = −1

ρ
sinϕex +

1

ρ
cosϕey, ez = ez

erhält man den Gradienten

∇Ψ = 2ρ cosϕeρ + (−ρ2 sinϕ)eϕ + ez

= (2ρ cos2 ϕ+ ρ sin2 ϕ)ex + (2ρ sinϕ cosϕ− ρ sinϕ cosϕ)ey + ez =

 ρ(cos2 ϕ+ 1)
ρ sinϕ cosϕ

1

 .

7) Mit der natürlichen Basis (Aufgabe 5) gilt mit x1 = r, x2 = ϕ und x3 = θ

v = viei = vxex + vyey + vzez ,

oder

v1(cosϕ sin θex + sinϕ sin θey + cos θez) +

v2(−r sinϕ sin θex + r cosϕ sin θey) +

v3(r cosϕ cos θex + r sinϕ cos θey − r sin θez)

= vxex + vyey + vzez .

Damit kann man die kontravarianten Komponenten vi als Lösung des Gleichungssystems cosϕ sin θ −r sinϕ sin θ r cosϕ cos θ
sinϕ sin θ r cosϕ sin θ r sinϕ cos θ

cos θ 0 −r sin θ

 v1

v2

v3

 =

 vx
vy
vz


in Abhängikeit von den kartesischen Geschwindigkeitskomponenten vx, vy und vz berech-
nen. Geeignete Linearkombinationen der ersten und zweiten Gleichung ergeben

(r cos2 ϕ+ r sin2 ϕ) sin θv2 = −vx sinϕ+ vy cosϕ =⇒ v2 =
1

r sin θ
(− sinϕvx + cosϕvy)

und (
sin θ r cos θ
cos θ −r sin θ

)(
v1

v3

)
=

(
cosϕvx + sinϕvy

vz

)
mit der Lösung

v1 = sin θ(cosϕvx + sinϕvy) + cos θvz , v3 =
1

r
[cos θ(cosϕvx + sinϕvy)− sin θvz] .

Für die kovarianten Komponenten von v erhält man aufgrund der Beziehung vi = gijv
j

mit den Ergebnissen der Aufgabe 5

v1 = v1, v2 = r(− sinϕvx + cosϕvy), v3 = r[cos θ(cosϕvx + sinϕvy)− sin θvz] .

8) Für das CHRISTOFFEL-Symbol Γi
ih erhält man

Γi
ih =

1

2
gij∂hgij =

1

2
(g11∂hg11 + g12∂hg12 + g21∂hg21 + g22∂hg22) .
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Andererseits ist

1

2g

∂g

∂xh
=

1

2g

∂(g11g22 − g12g21)

∂xh
=

1

2g
(g11∂hg22 + g22∂hg11 − g12∂hg21 − g21∂hg12) .

Die Inverse (gij) von (gij) ergibt sich mit g als Determinante von (gij) zu(
g11 g12

g21 g22

)
=

1

g

(
g11 −g21

−g12 g22

)
und damit ist

1

2g

∂g

∂xh
=

1

2g
(g11∂hg22 + g22∂hg11 − g12∂hg21 − g21∂hg12)

=
1

2
(
g11
g

∂hg22 +
g22
g

∂hg11 −
g12
g

∂hg21 −
g21
g

∂hg12)

=
1

2
(g11∂hg11 + g12∂hg12 + g21∂hg21 + g22∂hg22) = Γi

ih ,

also die Beziehung Γi
ih = 1

2g
∂g
∂xh gezeigt.

9) Es gilt v ×w = ϵkijviwjek und damit

div (v ×w) = div (ϵkijviwjek) =
1
√
g
∂k(

√
gϵkijviwj)

=
1
√
g
(

1

2
√
g
∂kg)ϵ

kijviwj + ∂k(ϵ
kijviwj) = ∂k(ϵ

kijviwj)

= ϵkijwj∂kvi + ϵkijvi∂kwj = ϵkijwj∂kvi ej · ej + ϵkijvi∂kwj ei · ei

= ϵkij∂kvi ej · (wj e
j) + ϵkij∂kwjei · (vi ei)

= (rotv) ·w − ϵikj∂kwjei · (vi ei)
= (rotv) ·w − (rotw) · v = (rotv) ·w − v · (rotw) .

Die Identität ist somit bewiesen (∂kg = 0, ei · ei = 1, ϵkij = −ϵikj und die Kommutativität
des Skalarprodukts wurden benutzt).
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Kapitel 14
1) Es ist

m1 = E(X) = (−q)
1

2q2
+ 0 · (1− 1

q2
) + q

1

2q2
= 0

σ2 = E[(X − E(X))2] = E(X2) = (−q)2
1

2q2
+ 02 · (1− 1

q2
) + q2

1

2q2
= 1 .

Also ist

P{|X−m1| ≥ kσ} = P{|X| ≥ k} =

{
0 für k > q
P{X = q}+ P{X = −q} = 1

q2 für 0 < k ≤ q
.

Für k > q ist

P{|X −m1| ≥ kσ} <
1

k2
,

die TSCHEBYSCHEWsche Ungleichung also mit ”<” erfüllt. Für k = q ist

P{|X −m1| ≥ kσ} =
1

k2

die TSCHEBYSCHEWsche Ungleichung also mit ”=” erfüllt; sie kann also nicht verschärft
werden, wenn man die Verteilungen der Zufallsgröße X nicht einschränken will. Für k < q
ist

P{|X −m1| ≥ kσ} =
1

q2
<

1

k2
,

also die TSCHEBYSCHEWsche Ungleichung mit ”<” erfüllt.

2a) Es ist

P{|d− 10| > 0,4} = 1− P{|d− 10| ≤ 0,4} = 1− P{9,6 ≤ d ≤ 10,4}

= 1− [Φ(
10,4− 10

0,5
− Φ(

9,6− 10

0,5
)]

= 1− [Φ(
0,4

0,5
)− Φ(

−0,4

0,5
)] = 1− [Φ(0,8) + Φ(0,8)− 1]

= 2 · (1− Φ(0,8)) = 2 · (1− 0,788) = 0,424.

42,4% der Kugeln werden abgelehnt.
2b) Es muss P{|d− 10| ≤ 0,4} ≥ 0,8 sein.

P{−0,4 ≤ d− 10 ≤ 0,4} = P{9,6 ≤ d ≤ 10,4} = P{|d− 10| ≤ 0,4}

= Ψ(
10,4− 10

σ
)−Ψ(

9,6− 10

σ
)

= Ψ(
0,4

σ
)−Ψ(

−0,4

σ
) = Ψ(

0,4

σ
) + Ψ(

0,4

σ
)− 1

= 2Ψ(
0,4

σ
)− 1 ≥ 0,8 ,

Ψ(
0,4

σ
) ≥ 1

2
1,8 = 0,9 ,

also 0,4
σ ≥ 1,29 bzw. σ ≤ 0,4

1,29 ≤ 0,31. Somit darf die Standardabweichung nicht größer als
0,31 sein, um das Ziel der ”80%-Akzeptanz” zu erreichen.
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3) Wir setzen(
σ2
X ρσXσY

ρσXσY σ2
Y

)
= (kjl) .

∑
j,k=1,2

kjlcjcl = σ2
Xc21 + ρσXσY c1c2 + ρσY σXc2c1 + σ2

Y c
2
2

= σ2
Xc21 + 2ρσXσY c1c2 + σ2

Y c
2
2

= (c1σX + c2ρσY )
2 − c2ρ

2σ2
Y + c22σ

2
Y

= (c1σX + c2ρσY )
2 + (1− ρ2)c22σ

2
Y ,

also ist kjlcjcl > 0 für alle c1, c2 mit c21 + c22 > 0 genau dann, wenn 1 − ρ2 > 0 bzw. ρ2 < 1
ist.

4a) Ausmultiplizieren ergibt

Q2 = −(x−mX , y −mY )

(
x−mX

(1−ρ2)σ2
X
+ ρ(y−mY )

(1−ρ2)σXσY

ρ(x−mX)
(1−ρ2)σXσY

+ y−mY

(1−ρ2)σ2
Y

)

= − 1

(1− ρ2)
[(
x−mX

σX
)2 − 2ρ

x−mX

σX

y −mY

σY
+ (

y −mY

σY
)2] .

4b) Die Inverse der Matrix K ist die Transponierte der Matrix der algebraischen Komple-
mente von K dividiert durch det(K), also wegen det(K) = σ2

Xσ2
Y (1− ρ2)

K−1 =
1

σ2
Xσ2

Y (1− ρ2)

(
σ2
Y ρσXσY

ρσXσY σ2
X

)T

=
1

σ2
Xσ2

Y (1− ρ2)

(
σ2
Y ρσXσY

ρσXσY σ2
X

)
=

(
1

(1−ρ2)σ2
X

ρ
(1−ρ2)σXσY

ρ
(1−ρ2)σXσY

1
(1−ρ2)σ2

Y

)
= A .

Es ist det(K) = σ2
Xσ2

Y (1− ρ2), also gilt (für den in p(x, y) auftretenden Vorfaktor)

1

2πσXσY

√
1− ρ2

=
1

2π
√

det(K)
.

Voraussetzung für die Existenz von K−1 = A ist det(K) ̸= 0. Diese Voraussetzung ist für
ρ2 < 1 erfüllt.

5) Die Zufallsgröße (Y |X = x) ist gemäß Satz 14.12 nach

N(mY + ρ
σY

σX
(x−mX), σY

√
1− ρ2) =: N(µ, σ)

verteilt, d.h.

E(Y |X = x) = 2 + 0,6(x− 2) = 0,6x+ 0,8

V ar(Y |X = x) = (0,25)2(1− 0,36) = 0,04

und

P{y1 ≤ Y < y2|X = x}

= P{y1 − E(Y |X = x)√
V ar(Y |X = x)

≤ (Y |X = x)− E(Y |X = x)√
V ar(Y |X = x)

<
y2 − E(Y |X = x)√

V ar(Y |X = x)
} ,
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wobei (Y |X=x)−E(Y |X=x)√
V ar(Y |X=x)

die standardisierte Zufallsgröße von Y |X = x ist. Für die Wahr-

scheinlichkeit ergibt sich für µ = 0,6x+ 0,8, σ = 0,2

P{y1 ≤ Y < y2|X = x} = Φ(
y2 − 0,6x− 0,8

0,2
)− Φ(

y1 − 0,6x− 0,8

0,2
) .

Bei y1 = 1,9, y2 = 2,1 erhält man für x = 1,5

P{y1 ≤ Y < y2|X = 1,5} = Φ(
0,4

0,2
)− Φ(

0,2

0,2
) = Φ(2)− Φ(1) = 0,97725− 0,841345 ≈ 0,136 .

Für x = 2 und x = 2,5 ergibt sich entsprechend

P{y1 ≤ Y < y2|X = 2} ≈ 0,382 und P{y1 ≤ Y < y2|X = 2,5} ≈ 0,136 .

Die Wahrscheinlichkeit dafür, dass auf Grundstück B zwischen 1,9 und 2,1m3 Wasser ver-
braucht wird, ist (unter den 3 betrachteten Fällen X = 1,5; 2,0; 2,5) am größten, wenn auf
Grundstück A 2m3 verbraucht wird. Das ist wegen ρ = 0,6 ganz plausibel.
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Kapitel 15
1a,b) Empirische Häufigkeitsverteilung Hn(X = i) und Summenhäufigkeiten si (empiri-
sche Wahrscheinlichkeitsverteilung f(x), siehe Abb. 1)

i ni Hn(X = i) si P{Y = i} = λi

i! e
−λ

0 57 0,022 0,022 0,021
1 203 0,078 0,100 0,081
2 383 0,147 0,247 0,156
3 525 0,201 0,448 0,201
4 532 0,204 0,652 0,194
5 408 0,156 0,808 0,150
6 273 0,105 0,913 0,097
7 139 0,053 0,966 0,054
8 45 0,017 0,983 0,026
9 27 0,010 0,993 0,011

10 16 0,006 0,999 0,004

n = 2608
∑10

i=0
ni

n = 0,999 0,995∗)

1c) Gesucht ĩ0,5 mit
∑ĩ0,5

i=0 ni = 1
2 · 2608 = 1304, was ”am besten” für ĩ0,5 = 3 erfüllt ist.

im = 4 ist der empirische Modalwert.
1d) λ = 3,87, P{Y = i} siehe Tabelle.
∗) Die Differenz zu 1,000 hat zwei Gründe
- Rundungsfehler, aber insbesondere:

- die Ereignisse {X = i} für i > 10 haben in der POISSON-Verteilung auch noch eine
positive Wahrscheinlichkeit.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 x,i

0.1

0.5

1.0

n
if(x),_

n

Abbildung 1:
Empirische Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion f(x) nach (15.1) und Histogramm

1e) χ2-Anpassungstest
α = 0,05 wird gewählt, Stichprobenumfang n = 2608, Wahl der Klassen ∆j :

∆0 = ({X = 0}), ∆1 = ({X = 1}), . . . , ∆10 = ({X ≥ 10})
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i ni pi n pi
(ni−n pi)

2

pi

0 57 0,021 54,8 230,5
1 203 0,081 211,2 830,1
2 383 0,156 406,8 3631,0
3 525 0,201 524,2 3,2
4 532 0,194 506,0 3484,5
5 408 0,150 391,2 1881,6
6 273 0,097 253,0 4123,7
7 139 0,054 140,8 60,0
8 45 0,026 67,8 19993,8
9 27 0,011 28,7 262,7

10 16 0,009 23,5 6250,0

1,000 2608,0 40751,1

Testgröße nach (15.43):

t =
40751,1

2608
= 15,6 .

Wegen χ2
10;0,95 = 18,31 wird H0 nicht abgelehnt. Das Stichprobenergebnis (i, ni) spricht

bei α = 0,05 nicht gegen die Annahme, dass die Stichprobe aus einer POISSON-verteilten
Gesamtheit stammt.
2) Mit n = 24000, H24000(A) = 0,5005, zα

2
= 1,64 erhält man aus (15.35), (15.36) pu = 0,4952,

po = 0,5058. Also ist

P{0,4952 ≤ p(A) ≤ 0,5058} ≈ 0,90 .

Das gesuchte Intervall ist also [0,4952 , 0,5058].
3a) Schätzwerte b0, b1 für β0, β1 nach (15.53): b1 = 1,04, b0 = 1,99. Schätzwert s2 für σ2 nach
(15.54): s2 = 0,066.
3b) Nach (15.55) ist

s20 = (
1

11
+

(1,55)2

54,73
) · 0,066 = 0,0089, s0 = 0,094,

s21 =
0,066

54,73
= 0,0012, s1 = 0,035 .

Konfidenzintervalle für β0, β1 folgen aus (15.56) mit t9;0,025 = 2,262:

β0 : [1,99− 2,262 · 0,094 , 1,99 + 2,262 · 0,094] = [1,78 , 2,20]

β1 : [1,04− 2,262 · 0,035 , 1,04 + 2,262 · 0,035] = [0,96 , 1,12] .

3c) Hypothesentests
H0 : β1 = 1 gegen H1 : β1 ̸= 1;: Wegen

|b1 − 1| = 0,04 < t9;0,025 · s1 = 2,262 · 0,035 = 0,079

wird H0 nicht abgelehnt.
H0 : β0 = 2 gegen H1 : β0 ̸= 2; Wegen

|b0 − 2| = 0,01 < t9;0,025 · s0 = 2,262 · 0,094 = 0,21
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−2 0 2 4 x

0

2

4

6

y

Abbildung 2:
Messwerte und Regressionskurve y = 1,99 + 1,04x für die Aufgabe 4

kann H0 anhand der Stichprobe nicht abgelehnt werden.

4) Es ist

r =

∑n
i=1(xi − x̄)(yi − ȳ)√∑n

i=1(xi − x̄)2
√∑n

i=1(yi − ȳ)2
, r2 =

[
∑n

i=1(xi − x̄)(yi − ȳ)]2∑n
i=1(xi − x̄)2

∑n
i=1(yi − ȳ)2

.

Mit ai = xi − x̄, bi = yi − ȳ folgt r2 ≤ 1 aus der CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung.
5a) Aus (15.17) folgt

L = 2zα
2

1√
n
= 2zα′

2

1√
2n

, zα′
2
=

√
2zα

2
. (∗)

Wegen Φ(zα
2
) = 1− α

2 ist

1− α′

2
= Φ(zα′

2
) = Φ(

√
2zα

2
) > Φ(zα

2
) = 1− α

2
,

also α′ < α und 1−α′ > 1−α; die Sicherheitswahrscheinlichkeit wächst. Bei 1−α = 0,90 ist
α
2 = 0,05, z0,05 = 1,64. Aus (*) ergibt sich zα′

2
=

√
2z0,05 = 2,32; Φ(2,32) = 0,9898 = 1− α′

2 .
Daraus folgt α′ = 0,0204 und 1− α′ ≈ 0,98.
5b) Aus (15.17) folgt: Der Stichprobenumfang muss vervierfacht werden.


