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1 Lebesgue-Messbarkeit

1.1 Lebesgue-Messbarkeit von Mengen
Definition 1.1 (o-Algebra) Ein Mengensystem A heifit o-Algebra iiber der Grundmenge €2, wenn gilt:
1. A ist eine (Mengen-)Algebra, d.h.
e Aund Be A= AU B € A (A vereinigungsstabil)

e Aund B e A= A\B € A (A differenzenstabil)
e (Aund Be A= AN B € A (A durchschnittsstabil))

2. Qc A

3. Es sei {A,} eine Folge aus A= |J 4, € A

n=1

Definition 1.2 (Von B erzeugte o-Algebra) Es sei B € P (€2). Der Durchschnitt aller o-Algebren iiber §2,

die B umfassen, wird als von B erzeugte o-Algebra bezeichnet. Notation: o (B)

Definition 1.3 (Borelsche o-Algebra) Sei 2 ein metrischer Raum und O sei das System der offenen Mengen
von Q. o (O) heifst Borelsche o-Algebra iiber .

Definition 1.4 (Maf) Es sei A eine o-Algebra iiber €. Eine reellwertige Funktion p : A — R U {—o00, 00}
heifst Mafs, falls

1. p positiv: p(0) =0AVA € A gilt p(A4) > 0 und

(@

2. p o-additiv: fiir jede Folge {A,,} C A disjunkter Elemente gilt: p < An> = > u(4,).
1 n=1

n

Das Mafs p heift o-finit, wenn es in A eine Folge {4,,} C A mit A, T2 und u(4,) < oo gibt.

Satz 1.1 (Fortsetzungssatz) Sei B ein vereinigungs- und differenzenstabiles Mengensystem (Ring). Sei
@ B — R ein Pramaf, d.h. p’ ist eine positive und o-additive Mengenfunktion auf B. Ist p' o-finites
Pramaf auf B, so ist u' eindeutig fortsetzbar zu einem Maf u auf o (B), d.h. u(B) = p/ (B)VB € B.

Anmerkung 1.1 Ausgehend vom Léingenprdmaf der endlichen Vereinigung halboffener Quader
N(A)=(b1—a1) ... (bg —ag) mit A =[ay,b1) X ... X [ag,bq) und a; <b; Vi=1,...,d kann eine eindeutige
Fortsetzung von A" auf die Borelsche o-Algebra definiert werden. Diese Fortsetzung wird als Lebesgue-Borel-Maj§

bezeichnet.

Satz 1.2 (Vervollstindigung) Es sei (22, 4, 1) ein Mafraum und
N, ={B[BCANAec AANpu(A)=0}.
Fiir die Vervollstdndigung einer o-Algebra A bzgl. p
A, ={EUN|E € ANN € N,}

gilt:

1. A, O Aist o-Algebra.



2. Es gibt genau ein Maf 7 auf (Q2,.4,,) mit @ (A) = p (A) fiir A € A. Ferner gilt fir EUN € A,

A(EUN) = u(E).

3. (9, A, ) ist ein vollsténdiger Makraum, d.h.

Ac A Ni(A)=0NBC A= Be A,

Definition 1.5 (Lebesgue-messbare Mengen und Lebesgue-Mafl) Die Anwendung von Satz 1.2 auf das
oben definierte Lebesque-Borel-Maf und die Borelsche o-Algebra liefert die o-Algebra R% der Lebesgue-messbaren
Mengen und das Lebesque-Mafi A auf RS.

Eigenschaften vom Lebesgue-Maf A:

1. (Lénge)
d
Wenn A = (a1,b1) X ... % (ag,bg) € RE mit a; < b;,Vi = 1,...,d, dann ist A (A) = [] (b; — a;). (Das gilt
i=1
ebenfalls fiir halboffene sowie abgeschlossene mehrdimensionale Quader A.)

2. (Translationsinvarianz)

Seien A € R% und z € RY, dann gilt A (A + z) = A (A).

3. (Nullmenge)
Jede abzéhlbare Teilmenge A C RY ist eine A-Nullmenge, d.h. A(A) = 0 (Zum Beispiel die Menge der

rationalen Zahlen Q.)

4. (Monotonie)
Seien A, B € R¢ mit A C B, so gilt A (4) < A (B).

1.2 Lebesgue-messbare Funktionen

Definition 1.6 (L-messbare Funktion) Sei R¢ die o-Algebra aller L-messbaren Mengen des R?. Eine reell-
wertige Funktion f heifit R{ -messbar (L-messbar) auf der Menge E, falls

1. der Definitionsbereich D von f eine Obermenge von E ist (E C D) und

2. fiir jede reelle Zahl ¢ die Menge X = {z|z € E A f (z) < ¢} zu R¢ gehort, d.h. X muss L-messbare Menge
sein.
Definition 1.7 (Einfache Funktion) Eine Funktion f : R — R heift einfach auf Q = [a,b], wenn f(z) =

> aily, (x) mit
i=1

14 () 1 ,fallsx € A;
\X) =
A 0, falls ¢ A

und a; € R. Dabei ist die Menge {Ai}?zl von paarweise disjunkten messbaren Teilmengen A; C € eine endliche
n

und messbare Zerlegung von Q, d.h. |J 4; = Q.
i=1

3

Satz 1.3 (Aussagen iiber beschrinkte Funktionen) Ist f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion, dann

sind die drei folgenden Aussagen dquivalent.
1. f ist L-messbar.

2. Es gibt eine Folge von einfachen Funktionen {f,};-,, welche gleichméRig gegen f konvergiert.



3. Es seien
Ux (f) := {u(z)|u(z) einfache Funktion A f (z) <u(z)Vz € [a,b]}

und

Ly (f) := {v(x)|v(x) einfache Funktion Av(x) < f(z)Vx € [a,b]},

dann gilt

sup /v(x))\(dx) :uei[]rif('f) /u(m))\ (dx)

VD [a.b]

2 Lebesque-Integrierbarkeit

Beispiel 2.1 (Dirichlet-Funktion) Die Dirichlet-Funktion

)1 JfallszeQ
f(x)'_{o , falls 2 e R\ Q

ist nicht R-integrierbar, jedoch L-integrierbar, da

/f(as))\(da:):1~)\([0,1]ﬂ@)—&—O-A([O,l]ﬂR\Q):0.

[0,1]

2.1 Lebesgue-Integrierbarkeit von einfachen Funktionen

Satz 2.1 (L-Integrierbarkeit einfacher Funktionen) Fiir eine einfache Funktion f(x), geméf obiger Defi-

nition, ist das L-Integral folgendermafen definiert:

[ F @A) =3 ana)
Q 7

2.2 Lebesgue-Integrierbarkeit von beschrinkten Funktionen

Definition 2.1 (L-Integrierbarkeit von beschrinkten Funktionen) Sei f : [a,b] — R eine beschrinkte

L-messbare Funktion, so ist das L-Integral von f wie folgt definiert:

/ f(z)A(dz) = sup / v (x) A (dz)

veL(f
[a,b] St ()

oder dquivalent

/ f (@) A(dx) = ueir%f(f) / u(z) A (dx)

la,b] [a,b]

Eigenschaften des L-Integrals:
Seien f und g beschrénkte L-messbare Funktionen auf [a, b], dann hat das L-Integral folgende Eigenschaften

1. (Linearitét)
Fiir ¢1,c2 € R gilt:

/ {erf (z) + e2g ()} A (da) = / e1f (2) A (dz) + / e29 () A (dz)

[a,b] [a,b] [a,b]



2. (Monotonie)
Sei f (z) < g (x)Vz € [a,b], dann gilt:

/f(x)A(dmg /g<x>x<da:>

[a,b] [a,b]

3. (Betrag)
f (z) ist L-messbar = |f (x) | L-messbar und es gilt:

/ f (@) A(d) | < / IF (@) A (da)
[a,b] [a,b]

4. (A-Nullmenge)
Sei f (z) = g () Vz € [a,b] mit Ausnahme einer Menge A C [a,b] und A (4) = 0. Dann gilt

[ @t = [ @

[a,b] [a,b]

Satz 2.2 (Zusammenhang zwischen R-Integrierbarkeit und L-Integrierbarkeit) Sei

f :a,b] — R eine (beschriankte) Funktion, die R-integrierbar auf [a,b] ist, so ist f (z) auch L-integrierbar

und es gilt:
b
[ r@ain = [ 1@
[a,b] a
2.3 Lebesgue-Integrierbarkeit von unbeschrinkten Funktionen

Definition 2.2 (L-Integrierbarkeit von unbeschrinkten Funktionen) Sei f : [a,b] — R, eine nicht ne-
gative L-messbare Funktion. Sei f,, (z) = min{f (z),n} mit n € Ry. f, (z) ist somit eine beschrinkte L-

messbare Funktion und das L-Integral von f ist wie folgt definiert:

n—oo

[a,b]

I:= /f(:c))\(dx): lim [ fn(2)A(dz).
[a,b]

Falls I < 0o, so sagt man f ist L-integrierbar.

Anmerkung 2.1 Sei f : [a,b] — Ry eine nicht negative L-integrierbare Funktion und A := {z € [a,b] | f (x) = +o0},
so gilt A(A) =0.

3 LP-Raume

Es (2, A, A) ein Makraum.

Definition 3.1 Fiir 1 < p < oo bezeichne L? = L? (2, A, A) die Menge der A-messbaren numerischen Funktio-
nen f:Q — RU{—o0,+00} mit

11, | [lr@Paw | <.
Q

Bezeichnung 3.1
p=1: M-integrierbare Funktionen
p=2: quadratisch A-integrierbare Funktionen

allgemein: p-fach A-integrierbare Funktionen



