
Функциональный анализ и его приложения
2009, т. 43, вып. 1, с. 3–21

УДК 517.962.24+517.965+517.957+517.958

Дискретные нелинейные гиперболические уравнения.
Классификация интегрируемых случаев∗

c© 2009. В. Э. Адлер, А. И. Бобенко, Ю. Б. Сурис

Мы рассматриваем дискретные нелинейные гиперболические уравнения на квад-
графах, в частности, на решетке Z

2 . Поля ассоциированы с вершинами и уравнение
Q(x1, x2, x3, x4) = 0 связывает четыре вершины одной ячейки. Интегрируемость урав-
нений понимается как 3D-совместность. Это означает, что уравнения одного и того же
типа можно приписать всем граням трехмерного куба так, что полученная система
будет совместной. Это позволяет также распространить данные уравнения на много-
мерные решетки Z

N . Мы классифицируем интегрируемые уравнения с комплексными
полями x и с Q, являющимся мультиаффинным многочленом по всем аргументам.
Метод основан на анализе сингулярных решений.

§1. Введение

Концепция совместности является центральной в теории интегрируемых си-
стем. Она появляется уже в самом определении вполне интегрируемого по
Лиувиллю–Арнольду гамильтонова потока, которое гласит, что поток должен
быть включен в полное семейство коммутирующих (совместных) гамильтоно-
вых потоков [1]. Аналогично, для солитонных (интегрируемых) уравнений в
частных производных характерно то, что они не являются изолированными
объектами, но всегда организованы в иерархии совместных систем. Условие су-
ществования набора коммутирующих систем может быть положено в основу
симметрийного подхода в задаче о выделении и классификации интегрируе-
мых случаев среди того или иного типа уравнений общего вида [18]. Еще од-
ним проявлением идеи совместности является связь между непрерывными и
дискретными системами, основанная на понятии преобразования Бэклунда и
теореме Бьянки о перестановочности [9]. Последняя играет роль одного из
фундаментальных принципов в дискретной дифференциальной геометрии [12].
Итак, совместность дискретных уравнений выходит на центральную сцену.

Мы говорим, что
d-мерное дискретное уравнение обладает свойством совместно-
сти, если оно может быть согласованно распространено на все
d-мерные подрешетки в (d + 1)-мерной решетке

(более точное определение дается ниже). Из сказанного выше следует, что связь
данного понятия с интегрируемостью не является новой идеей. В случае d = 1
она использовалась как возможное определение интегрируемости отображе-
ний [24]. При d = 2 решающий шаг был сделан в [10] и, независимо, в [19]: было
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показано, что интегрируемость в обычном смысле солитонной теории (как суще-
ствование представления нулевой кривизны) выводится для двумерных систем
из трехмерной совместности. Таким образом, последнее свойство может быть
принято в качестве определения интегрируемости. Данный критерий допускает
алгоритмическую проверку, без какой-либо дополнительной информации, кро-
ме той, что заложена в самом уравнении. Более того, если результат проверки
положителен, то мы получаем также дискретное представление нулевой кри-
визны.
Элементарным строительным блоком систем на квад-графах является квад-

уравнение, т. е. уравнение

Q(x1, x2, x3, x4) = 0 (1)

на четырехугольной ячейке, где полевые переменные xi ∈ CP
1 приписаны вер-

шинам четырехугольника, как показано на рис. 1. На решетке Z
2 уравнения

такого типа можно интерпретировать как дискретные аналоги нелинейных ги-
перболических уравнений. Начально-краевые задачи типа Гурса для таких си-
стем изучались в [6].
Предположение. В данной работе мы предполагаем, что Q является муль-

тиаффинным многочленом, т. е. имеет степень 1 по каждому аргументу. Отсюда
следует, что уравнение (1) можно разрешить относительно любой переменной,
причем ответ является рациональной функцией от остальных трех переменных.

x1 x2

x3x4

Q

Рис. 1. Квад-уравнение Q(x1, x2, x3, x4) = 0;
переменные xi приписаны вершинам

Общая идея интегрируемости как совместности изображается для уравнений
данного типа рисунком 2. Мы приписываем шесть квад-уравнений граням ко-
ординатного куба. Значок j обозначает сдвиг в направлении j -й координаты.
Стартуя с произвольных значений x, x1 , x2 , x3 , мы находим значения x12 , x13 ,
x23 при помощи трех уравнений на левой, передней и нижней гранях, а уравне-
ния на правой, задней и верхней грани определяют, вообще говоря, три разных
значения для x123 . Система называется 3D-совместной, если данные три значе-
ния тождественно равны для произвольных начальных данных x, x1 , x2 , x3 .
В [3] мы классифицировали 3D-совместные системы частного вида. Уравне-

ния на всех гранях предполагались одинаковыми с точностью до параметров,
ассоциированных с тремя направлениями ребер. Кроме того, мы накладывали
условия симметрии куба, а также некое дополнительное условие, так называ-
емое свойство тетраэдральности (см. ниже). 3D-совместная система без этого
свойства была найдена в [13], позднее было показано, что она линеаризуема [22].
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Рис. 2. 3D-совместная система квад-уравнений.
Уравнения приписаны граням куба

В [26] было показано, что 3D-совместные уравнения из списка [3] удовлетворяют
тесту на интегрируемость, основанному на понятии алгебраической энтропии.
Данный подход обобщался в различных направлениях. Системы с полями на

ребрах ведут к отображениям Янга–Бакстера [25], [23], [20]. Квадрирациональ-
ные отображения Янга–Бакстера были классифицированы в [4]. 4D-совмест-
ность дискретных 3D-систем связана с функциональным уравнением тетраэдра,
изучавшимся в [17], [16], [15], [8].
В настоящей статье мы возвращаемся к задаче классификации 3D-совмест-

ных мультиаффинных квад-уравнений в более общей постановке. Допускается
a priori, что граням совместного куба могут отвечать разные квад-уравнения.
Не накладываются ни условие симметрии, ни условие тетраэдральности. Это
ведет к общей классификации интегрируемых квад-уравнений.
Схематически наш подход заключается в следующем.
a) Последовательно исключая переменные при помощи операций типа дис-

криминанта, можно устроить спуск от мультиаффинного многочлена от четы-
рех переменных, ассоциированного с четырехугольником, к биквадратичным
многочленам от двух переменных, ассоциированным с его сторонами и, нако-
нец, к многочленам четвертой степени от одной переменной, ассоциированным
с вершинами (§2).
b) Анализируя сингулярные решения, мы доказываем, что биквадратичные

многочлены, пришедшие на ребро куба с двух смежных граней, совпадают с
точностью до постоянного множителя (см. §3). В этом месте требуется некото-
рое дополнительное условие невырожденности: мы предполагаем, что рассмат-
риваемые биквадратичные многочлены не имеют множителей типа x − const.
(Примеры уравнений без этого свойства приведены в §7).
c) Это позволяет сопоставить каждой вершине куба многочлен четвертой сте-

пени от соответствующей переменной; допустимые наборы многочленов класси-
фицируются по модулю преобразований Мёбиуса, причем каждая переменная
преобразуется независимо от других (§4).
d) В завершение, мы обращаем процедуру, восстанавливая сначала биквадра-

тичные многочлены на ребрах куба, а затем и сами мультиаффинные уравнения
(§6).
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§2. Мультиаффинные и биквадратичные уравнения

Наш подход основан на спуске с граней на ребра и далее на вершины куба.
В этом параграфе мы рассмотрим одну отдельную грань и опишем этот спуск
безотносительно к 3D-совместности. Пусть Pm

n обозначает множество много-
членов от n переменных степени m по каждой из них. Рассмотрим следующее
действие преобразований Мёбиуса на многочлены f ∈Pm

n :

M [f ](x1, . . . , xn) = (c1x1 + d1)m · · · (cnxn + dn)mf

(
a1x1 + b1

c1x1 + d1
, . . . ,

anxn + bn

cnxn + dn

)
,

где aidi − bici = Δi �= 0. Операции

P1
4

δxi,xj−→ P2
2

δxk−→P4
1 , δx,y(Q) = QxQy −QQxy, δx(h) = h2

x − 2hhxx

ковариантны по отношению к преобразованиям Мёбиуса (индексы x, y обозна-
чают частные производные). Точнее: если Q ∈P1

4 , h ∈P2
2 , то

δxi,xj
(M [Q]) = ΔiΔjM [δxi,xj

(Q)], δxi
(M [h]) = Δ2

i M [δxi
(h)]. (2)

В дальнейшем мы широко используем относительные инварианты много-
членов относительно преобразований Мёбиуса. Для многочленов четвертой сте-
пени r ∈P4

1 эти относительные инварианты хорошо известны и определяются
как коэффициенты вейерштрассовской нормальной формы r = 4x3 − g2x− g3 .
Для данного многочлена r(x) = r4x

4 + r3x
3 + r2x

2 + r1x + r0 они задаются
формулами (см., например, [28])

g2(r, x) =
1
48

(2rrIV − 2r′r′′′ + (r′′)2) =
1
12

(12r0r4 − 3r1r3 + r2
2),

g3(r, x) =
1

3456
(12rr′′rIV − 9(r′)2rIV − 6r(r′′′)2 + 6r′r′′r′′′ − 2(r′′)3)

=
1

432
(72r0r2r4 − 27r2

1r4 + 9r1r2r3 − 27r0r
2
3 − 2r3

2).

При мёбиусовой замене x = x1 эти величины лишь умножаются на постоянные
множители:

gk(M [r], x) = Δ2k
1 gk(r, x), k = 2, 3.

Для биквадратичных многочленов h ∈P2
2 ,

h(x, y) = h22x
2y2+h21x

2y+h20x
2+h12xy2+h11xy+h10x+h02y

2+h01y+h00, (3)

относительными инвариантами являются величины

i2(h, x, y) = 2hhxxyy − 2hxhxyy − 2hyhxxy + 2hxxhyy + h2
xy

= 8h00h22 − 4h01h21 − 4h10h12 + 8h02h20 + h2
11,

i3(h, x, y) =
1
4

det

⎛
⎝ h hx hxx

hy hxy hxxy

hyy hxyy hxxyy

⎞
⎠ = det

⎛
⎝h22 h21 h20

h12 h11 h10

h02 h01 h00

⎞
⎠ .

Заметим, что i3 можно определить также формулой

−4i3(h, x, y) = δx,y(δx,y(h))/h.
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Закон преобразования при мёбиусовых заменах x = x1 и y = x2 имеет вид

ik(M [h], x, y) = Δk
1Δ

k
2ik(h, x, y), k = 2, 3.

Следующие свойства операций δx,y , δx проверяются прямыми вычислениями.
Лемма 1. Для любого мультиаффинного многочлена Q(x1, x2, x3, x4) ∈P1

4

выполняются тождества

δx3(δx1,x2(Q)) = δx2(δx1,x3(Q)), (4)
ik(δx1,x2(Q), x3, x4) = ik(δx3,x4(Q), x1, x2), k = 2, 3. (5)

Для любого биквадратичного многочлена h(x1, x2) ∈P2
2 верно тождество

gk(δx1(h), x2) = gk(δx2(h), x1), k = 2, 3. (6)

Положим hij = hji = δxk,xl
(Q), где {i, j, k, l} = {1, 2, 3, 4}. Тогда из леммы 1

следует коммутативность диаграммы

r4(x4)
δx3←−−−− h34(x3, x4)

δx4−−−−→ r3(x3)

δx1

�⏐⏐ �⏐⏐δx1,x2

�⏐⏐δx2

h14(x1, x4)
δx2,x3←−−−− Q(x1, x2, x3, x4)

δx1,x4−−−−→ h23(x2, x3)

δx4

⏐⏐
 ⏐⏐
δx3,x4

⏐⏐
δx3

r1(x1)
δx2←−−−− h12(x1, x2)

δx1−−−−→ r2(x2)

(7)

Более того, биквадратичные многочлены на противоположных сторонах име-
ют одинаковые инварианты i2 , i3 , а инварианты g2 , g3 совпадают для всех
многочленов четвертой степени ri . Данная диаграмма может быть дополнена
многочленами h13 , h24 , отвечающими диагоналям (так что возникает граф тет-
раэдра), но они нам не понадобятся. Для введенных многочленов выполняется
еще ряд интересных соотношений.
Лемма 2. Для любого мультиаффинного многочлена Q(x1, x2, x3, x4) ∈P1

4

выполнены следующие тождества (используются обозначения hij(xi, xj) =
δxk,xl

(Q) ∈P2
2 ):

4i3(h12, x1, x2)h14 = det

⎛
⎝ h12 h12

x1
�

h12
x2

h12
x1x2

�x2

h12
x2x2

h12
x1x2x2

�x2x2

⎞
⎠ , (8)

где � = h23
x3x3

h34 − h23
x3

h34
x3

+ h23h34
x3x3

;

h12h34 − h14h23 = PQ, P = det

⎛
⎝ Q Qx1 Qx3

Qx2 Qx1x2 Qx2x3

Qx4 Qx1x4 Qx3x4

⎞
⎠ ∈P1

4 , (9)

2Qx1

Q
=

h12
x1

h34 − h14
x1

h23 + h23h34
x3
− h23

x3
h34

h12h34 − h14h23
. (10)
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Тождество (8) показывает, что h14 можно выразить через три остальных би-
квадратичных многочлена (при условии, что i3(h12) �= 0). Тождество (9) опре-
деляет Q как один из сомножителей в простом выражении, составленном из
hij . Наконец, дифференцируя (10) по x2 или x4 , мы получаем соотношение ви-
да Q2 = F [h12, h23, h34, h14], где F есть рациональное выражение от hij и их
производных. Следовательно, если известны биквадратичные многочлены на
трех сторонах из четырех, то Q находится явно. Конечно, из леммы 2 ясно, что
не всякий набор из трех биквадратичных многочленов может быть получен как
hij для некоторого Q ∈P1

4 .
Биквадратичные многочлены hij для данного Q ∈P1

4 тесно связаны с син-
гулярными решениями мультиаффинного уравнения

Q(x1, x2, x3, x4) = 0. (11)

Многочлен Q ∈P1
4 предполагается неприводимым (в частности, Qxi

�≡ 0: иначе
многочлен Q следует считать приводимым, так как замена xi �→ 1/xi перево-
дит его в xiQ). Очевидно, что уравнение (11) разрешимо относительно любой
переменной: пусть Q = p(xj, xk, xl)xi + q(xj , xk, xl); тогда xi = −q/p для значе-
ний xj , xk, xl общего положения. Однако, значение xi не определено в точках
(xj , xk, xl), лежащих на кривой

Si : p(xj , xk, xl) = q(xj, xk, xl) = 0, Q ≡ pxi + q, (12)

в (CP
1)3 . Проекция этой кривой на координатную плоскость (j, k) есть в точ-

ности биквадратичная кривая hjk = pqxl
− pxl

q = 0.
Определение 1. Решение (x1, x2, x3, x4) уравнения (11) называется сингу-

лярным относительно xi , если оно удовлетворяет также уравнению Qxi
(x1, x2,

x3, x4) = 0. Кривая Si называется сингулярной кривой для xi .
Лемма 3. Если решение (x1, x2, x3, x4) уравнения (11) сингулярно относи-

тельно xi , то hjk = hjl = hkl = 0 . Обратно, если для некоторого решения
hjk = 0 , то это решение сингулярно либо относительно xi , либо относитель-
но xl .

Доказательство. Так как hjk = Qxi
Qxl
− QQxi,xl

, то уравнения hjk = 0 и
Qxi

Qxl
= 0 эквивалентны на решениях уравнения Q = 0.

Мы используем следующее определение невырожденности биквадратичных
многочленов.
Определение 2. Биквадратичный многочлен h(x, y) ∈ P2

2 называется не-
вырожденным, если его класс эквивалентности по модулю преобразований Мё-
биуса не содержит многочленов, делящихся на множитель вида x− c или y− c,
где c = const.
Согласно данному определению, невырожденный многочлен h(x, y) ∈ P2

2

либо неприводим, либо имеет вид (α1xy +β1x+γ1y + δ1)(α2xy +β2x+γ2y + δ2),
где αiδi �= βiγi . В обоих случаях уравнение h = 0 определяет y как двузначную
функцию от x и наоборот. С другой стороны, например, многочлен h(x, y) =
x−y2 (рассматриваемый как элемент из P2

2 ), является, согласно определению 2,
вырожденным, так как инверсия x �→ 1/x переводит его в x(1− xy2).
Следующее понятие играет фундаментальную роль в нашем исследовании.
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Определение 3. Мультиаффинная функция Q ∈ P1
4 относится к типу Q,

если невырожденны все четыре отвечающих ей биквадратичных многочлена
hjk ∈P2

2 , и к типу H в противном случае.

3. 3D-совместность и биквадратичные кривые

Рассмотрим систему уравнений
A(x, x1, x2, x12) = 0, Ā(x3, x13, x23, x123) = 0,
B(x, x1, x3, x13) = 0, B̄(x2, x12, x23, x123) = 0,
C(x, x2, x3, x23) = 0, C̄(x1, x12, x13, x123) = 0

(13)

на кубе, см. рис. 3. Функции A, . . . , C̄ считаются мультиаффинными (т. е. при-
надлежат P1

4 ) и a priori никак не связаны друг с другом. Для соответствую-
щих биквадратичных многочленов мы будем использовать обозначение Aij =
δxk,xl

A.

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

x23 x123

x3 x13

x2 x12

x x1

f

h

g
A

Ā

B

B̄

C C̄

Рис. 3. 3D-совместная система квад-уравнений. Уравнения ассоциированы
с гранями куба: A и Ā с нижней и верхней, B и B̄ с передней и задней,

C и C̄ с левой и правой.

Теорема 1. Пусть все шесть функций A, . . . , C̄ относятся к типу Q , и
пусть система (13) 3D-совместна. Тогда
1) для каждого ребра куба два биквадратичных многочлена, отвечающие

этому ребру (пришедшие с двух граней, смежных по данному ребру) совпа-
дают с точностью до постоянного множителя;
2) произведение этих множителей вокруг любой вершины равно −1 , напри-

мер,
A0,1B0,3C0,2 + A0,2B0,1C0,3 = 0; (14)

3) система (13) обладает свойством тетраэдральности ∂x123/∂x = 0 .

Доказательство. Исключение x12 , x13 и x23 приводит к уравнениям

F (
2
x,

1
x1,

1
x2,

3
x3,

1
x123) = Āx13,x23BC − Āx23Bx13C − Āx13BCx23 + ĀBx13Cx23 = 0,

G(
2
x,

1
x1,

3
x2,

1
x3,

1
x123) = B̄x12,x23AC − B̄x23Ax12C − B̄x12ACx23 + B̄Ax12Cx23 = 0,

H(
2
x,

3
x1,

1
x2,

1
x3,

1
x123) = C̄x12,x13AB − C̄x13Ax12B − C̄x12ABx13 + C̄Ax12Bx13 = 0.
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Здесь числа над аргументами функций F , G, H указывают степень, с которой
данная переменная входит в правую часть (степень понимается в проективном
смысле, см. пример в конце предыдущего параграфа). В силу 3D-совместности
выражения для x123 как функции от x, x1 , x2 , x3 , найденные из этих уравнений,
должны совпадать. Следовательно, имеют место разложения на множители

F = f(x,
2
x3)K, G = g(x,

2
x2)K, H = h(x,

2
x1)K, K = K(x,

1
x1,

1
x2,

1
x3,

1
x123),
(15)

где f , g , h — некие многочлены степени 2 по второму аргументу. Степень по x
следует уточнить.
Пусть начальные значения x, x1, x2 суть свободные переменные, а x3 выберем

так, чтобы выполнялось уравнение f(x, x3) = 0. Тогда F ≡ 0 и, следователь-
но, система B = C = Ā = 0 не дает определенного значения x123 . При этом
уравнение B = 0 разрешимо относительно x13 , так как иначе начальные дан-
ные были бы связаны соотношением B0,1(x, x1) = 0. Аналогично, уравнение
C = 0 разрешимо относительно x23 . Следовательно, неопределенность возни-
кает из-за сингулярности уравнения Ā = 0 относительно x123 . Следовательно,
выполняется связь Ā3,13(x3, x13) = 0. В силу предположения теоремы x13 явля-
ется (двузначной) функцией от x3 и не зависит от x1 . Это значит, что уравнение
B = 0 сингулярно относительно x1 и, следовательно, B0,3(x, x3) = 0. Аналогич-
но, C0,3(x, x3) = 0.
Итак, мы доказали, что если x3 = ϕ(x) есть нуль многочлена f , то он явля-

ется также нулем многочленов B0,3 и C0,3 . Если один из этих трех многочленов
неприводим, то отсюда уже следует их совпадение с точностью до постоянного
множителя. Если многочлены приводимы, мы не можем это утверждать, так
как имеется возможность f = a2 , B0,3 = ab, C0,3 = ac, где a, b, c мультиаф-
финны по x, x3 . Однако в любом случае degx f = 2, и этого достаточно для
завершения доказательства.
Действительно, отсюда следует, что degx K = 0, т. е. выполняется свойство

тетраэдральности. В свою очередь, из этого вытекает соотношение (14), как
показано в [3]. Напомним это вычисление: перепишем систему (13) в виде

x12 = a(x, x1, x2), x13 = b(x, x1, x3), x23 = c(x, x2, x3),

x123 = d(x1, x2, x3) = ā(x3, x13, x23) = b̄(x2, x12, x23) = c̄(x1, x12, x13)

и получим дифференцированием

dx1 = āx13bx1 , dx2 = āx23cx2 , 0 = āx13bx + āx23cx,

dx1 = b̄x12ax1 , dx3 = b̄x23cx3 , 0 = b̄x12ax + b̄x23cx,

dx2 = c̄x12ax2 , dx3 = c̄x13bx3 , 0 = c̄x12ax + c̄x13bx.

Эти уравнения сразу дают соотношение

ax2bx1cx3 + ax1bx3cx2 = 0,

эквивалентное (14) в силу тождества ax2/ax1 = A0,1/A0,2 . Переменные в урав-
нении (14) разделяются: B0,3/C0,3 = −A0,2/C0,2 · B0,1/A0,1 , так что B0,3/C0,3

может зависеть лишь от x. В силу предположения теоремы это отношение по-
стоянно.
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Существуют 3D-совместные системы с уравнениями, не принадлежащими ти-
пу Q. Для таких систем утверждения теоремы 1 могут выполняться или не
выполняться, как показывают следующие примеры.
Пример 1. Простейшим 3D-совместным уравнением является линейное

уравнение
x + xi + xj + xij = 0.

В этом случае все биквадратичные многочлены равны 1, так что утвержде-
ние 1) выполнено, а утверждение 2) — нет. Так как 2) есть следствие свойства
тетраэдральности 3), то последнее также не выполняется. Действительно,

x123 = 2x + x1 + x2 + x3.

Множитель f в этом примере также равен 1, но это совпадение нарушается при
преобразованиях Мёбиуса. Действительно, в этом случае degx K = 1, и после
инверсии всех переменных xI → 1/xI мы приходим к f = xx2

3 , тогда как B0,3

переходит в x2x2
3 .

Пример 2. Уравнение Хиетаринты [13]

(x−e(j))(xij−o(j))(xi−o(i))(xj−e(i))− (x−e(i))(xij−o(i))(xi−e(j))(xj−o(j)) = 0
(16)

3D-совместно, но утверждение 1) не выполняется:

B0,3 = (e(3) − o(1))(o(1) − o(3))(x− e(3))(x− e(1))(x3 − e(1))(x3 − o(3)),

C0,3 = (e(3) − o(2))(o(2) − o(3))(x− e(3))(x− e(2))(x3 − e(2))(x3 − o(3)).

Множитель f пропорционален (x − e(3))(x3 − e(1))(x3 − e(2)). Соответственно
degx K = 1 и свойство тетраэдральности не выполняется.
Пример 3. Вероятно, самый известный пример 3D-совместной системы —

это дискретное потенциальное уравнение KdV

(x− xij)(xi − xj) + α(i) − α(j) = 0. (17)

В этом случае все утверждения теоремы выполняются, несмотря на вырожден-
ность биквадратичных кривых:

B0,3 = α(1) − α(3), C0,3 = α(2) − α(3), f = 1.

(Напомним, что степень понимается в проективном смысле. При инверсии эти
многочлены превращаются в x2x2

3 .)
Пример 4. Уравнение (Q1)

Q(x, x1, x2, x12; α(1), α(2); δ)

= α(1)(x− x2)(x1 − x12)− α(2)(x− x1)(x2 − x12) + δα(1)α(2)(α(1) − α(2)) = 0

составляет совместную систему не только с собственными копиями (см. [3] и
теорему 4 ниже), но и с линейными уравнениями. А именно, система, образо-
ванная уравнениями

Q(x, x1, x12, x2; α(1), α(2); δ) = 0, x13 − x3 = x1 − x, x23 − x3 = x2 − x
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и их копиями на противоположных гранях, оказывается 3D-совместной. В этом
случае ребру (x, x3) отвечают многочлены

B0,3 = C0,3 = −1, f = 1.

Однако, в отличие от предыдущего примера, свойство тетраэдральности не вы-
полняется и degx K = 2. Это значит, что многочлен f не биквадратичен и его
образ при инверсии есть x2

3 . Более того, биквадратичные многочлены, отвеча-
ющие ребру (x, x1) не совпадают:

A0,1 = α(2)(α(1) − α(2))((x1 − x)2 − δ(α(1))2), B0,1 = −1, h = 1.

В этом примере мы видим, что возможна ситуация, когда предположения тео-
ремы выполняются для одной части биквадратичных многочленов и не выпол-
няются для другой.

§4. Классификация биквадратичных многочленов

Диаграмма (7) подсказывает алгоритм классификации мультиаффинных
уравнений Q = 0 по модулю преобразований Мёбиуса. Первый шаг заключается
в том, чтобы использовать преобразования Мёбиуса для приведения многочле-
нов ri(xi), ассоциированных с вершинами четырехугольника, к канонической
форме. Согласно формулам (2),

δxl
(δxj ,xk

(M [Q])) = Δ2
jΔ

2
kΔ2

l M [δxl
(δxj ,xk

(Q))] =
C

Δ2
i

M [ri],

где C = Δ2
1Δ2

2Δ2
3Δ2

4 . Так как многочлен Q определен с точностью до произ-
вольного множителя, мы можем считать, что мёбиусовы замены переменных в
уравнении Q = 0 индуцируют преобразования

ri �→ 1
Δ2

i

M [ri]

многочленов ri . Это позволяет привести каждый из ri к одной из следующих
форм:

r = (x2 − 1)(k2x2 − 1), r = x2 − 1, r = x2, r = x, r = 1, r = 0,

согласно следующим шести возможностям: r имеет четыре простых корня, два
простых корня и один двойной, два двойных корня, простой и тройной корни,
корень кратности четыре и, наконец, r равен нулю тождественно. В первой
канонической форме мы всегда будем предполагать, что k �= 0,±1, так что
вторая и третья формы не считаются частным случаем первой.
Не всякая пара многочленов может отвечать смежным вершинам, так как

относительные инварианты многочленов в такой паре должны совпадать со-
гласно (6). Мы определим все допустимые пары, а также решим задачу восста-
новления биквадратичного многочлена (3) по паре его дискриминантов

δy(h) = h2
y − 2hhyy = r1(x), δx(h) = h2

x − 2hhxx = r2(y), (18)

что равносильно решению системы из 10 (билинейных) уравнений для 9 неиз-
вестных коэффициентов многочлена h.
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Теорема 2. Биквадратичные многочлены с парой дискриминантов (r1(x),
r2(y)) в канонической форме существуют для следующих пар, с точностью до
перестановки x , y :

(y2 − 1)(k2y2 − 1) y2 − 1 y2 y 1 0
(x2 − 1)(k2x2 − 1) +

x2 − 1 + +
x2 +
x + +
1 + +
0 +

Эти многочлены h и их относительные инварианты i2, i3 перечислены в сле-
дующем списке:

(r(x), r(y)), r(x) = (x2 − 1)(k2x2 − 1) :

h =
1
2α

(k2α2x2y2 + 2Axy − x2 − y2 + α2), A2 = r(α), (19)

i2 = 3(k2α2 + α−2)− k2 − 1, 4i3 = A(k2α− α−3);

(x2 − δ, y2 − δ) : h =
α

1− α2
(x2 + y2)− 1 + α2

1− α2
xy +

δ(1− α2)
4α

, (20)

i2 =
1 + 10α2 + α4

(1− α2)2
, i3 =

α2(1 + α2)
(1− α2)3

;

(x, y) : h =
1

4α
(x− y)2 − α

2
(x + y) +

α3

4
, i2 =

3
4α2

, i3 =
1

32α3
; (21)

(x2, y2) : h = λx2 + μxy + νy2, μ2 − 4λν = 1, i2 = 1 + 12λν, i3 = −λμν; (22)

h = λx2y2 + μxy + ν, μ2 − 4λν = 1, i2 = 1 + 12λν, i3 = λμν; (23)

(1, 1) : h = λ(x± y)2+μ(x± y) + ν, μ2− 4λν = 1, i2 = 12λ2, i3 = ∓2λ3; (24)

(0, 0) : h = (κxy + λx + μy + ν)2, i2 = 12(κν − λμ)2, i3 = 2(κν − λμ)3; (25)

(x2 − 1, y2) : h = αy2 ± xy +
1
4α

, i2 = 1, i3 = 0; (26)

(x, 1) : h = ±1
4
(y − α)2 ∓ x, i2 = 0, i3 = 0; (27)

(1, 0) : h = λy2 + μy + ν, μ2 − 4λν = 1, i2 = 0, i3 = 0. (28)

Доказательство. Список получен прямым решением системы (18) для раз-
личных канонических пар (r1, r2). Перебор сокращается, если заметить, что
g3
2 �= 27g2

3 только в одном случае и что относительные инварианты для много-
члена r1 = ax2 + bx + c суть 12g2 = a2 , 216g3 = −a3 , так что второй многочлен
должен иметь вид r2 = ay2 + b̃y + c̃. Решение для пары (x, 0) оказывается пу-
стым.
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§5. Классификация мультиаффинных уравнений типа Q

Важно отметить, что после приведения многочленов ri(xi) к каноническому
виду еще остается некоторая свобода. А именно, можно применять преобразова-
ния Мёбиуса, не меняющие вид r, для дальнейшего упрощения биквадратичной
кривой h и мультиаффинного уравнения Q. В частности, список из теоремы 2
является более детальным, чем просто список биквадратичных многочленов по
модулю преобразований Мёбиуса.
Действительно, многочлен (22) превращается в (23) при инверсии x; замена

x �→ −x позволяет зафиксировать знаки в многочленах (24), (26); в случае (27)
знак фиксируется заменой x �→ −x, y �→ iy; многочлены (25), (28) допускают
дальнейшее упрощение.
Однако преобразование переменной, отвечающей одной из четырех вершин

четырехугольника, влияет на биквадратичные многочлены, отвечающие двум
смежным сторонам, и, следовательно, a priori нельзя гарантировать, что все че-
тыре биквадратичные кривые можно привести к некоторой определенной форме
одновременно. Например, если каждой вершине отвечает многочлен ri = x2

i , то
ребрам могут отвечать многочлены вида (22) или вида (23). Заранее не извест-
но, можно ли привести все эти многочлены к одному и тому же виду (хотя бы
и с разными коэффициентами). На самом деле это возможно, как показывает
доказательство следующей теоремы.
Следующий шаг заключается в восстановлении мультиаффинных многочле-

нов по биквадратичным. Так как нашей целью является классификация систем
только типа Q, нам не нужно решать эту задачу во всей полноте. Мы отбрасы-
ваем случаи (26), (27) и (28), так как соответствующие биквадратичные кривые
вырожденны. По этой же причине накладываются дополнительные ограниче-
ния на значения параметров: λν �= 0 в случаях (22), (23), λ �= 0 в случае (24) и
κν − λμ �= 0 в случае (25).

Теорема 3. Любое мультиаффинное уравнение типа Q эквивалентно, с
точностью до преобразований Мёбиуса, одному из уравнений из следующего
списка:

sn(α) sn(β) sn(α + β)(k2x1x2x3x4 + 1)− sn(α)(x1x2 + x3x4)

− sn(β)(x1x4 + x2x3) + sn(α + β)(x1x3 + x2x4) = 0, (29)

(α−α−1)(x1x2 +x3x4) + (β−β−1)(x1x4 +x2x3)− (αβ−α−1β−1)(x1x3 +x2x4)

+
δ

4
(α− α−1)(β − β−1)(αβ − α−1β−1) = 0, (30)

α(x1 − x4)(x2 − x3) + β(x1 − x2)(x4 − x3)

− αβ(α + β)(x1 + x2 + x3 + x4) + αβ(α + β)(α2 + αβ + β2) = 0, (31)
α(x1 − x4)(x2 − x3) + β(x1 − x2)(x4 − x3)− δαβ(α + β) = 0. (32)

Доказательство. Пусть многочлены h12 , h23 , h34 и h14 имеют вид (19) с
параметрами (α, A), (β, B), (α̃, Ã) и (β̃, B̃) соответственно, лежащими на эл-
липтической кривой A2 = r(α). Относительные инварианты i2 , i3 многочленов
h12 и h34 должны совпадать в силу (5), и легко убедиться, что это условие
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оставляет для (α̃, Ã) только следующие возможные значения:

(α, A), (−α,−A),
1

kα2
(α,−A),

1
kα2

(−α, A),

и аналогичные значения возможны для (β̃, B̃). На первый взгляд, нам пред-
стоит перебор 16 четверок hij , но на самом деле ситуация значительно лучше.
Действительно, согласно (2), при преобразовании Мёбиуса в уравнении Q = 0
выполняются соотношения

δxk,xl
(M [Q]) = ΔkΔlM [δxk,xl

(Q)] =
C

ΔiΔj
M [hij],

где C = Δ1Δ2Δ3Δ4 . Так как Q определен с точностью до умножения на кон-
станту, то можно считать, что мёбиусовы замены в уравнении Q = 0 индуци-
руют преобразования

hij �→ 1
ΔiΔj

M [hij]

биквадратичных многочленов hij . В частности, если

h34 = h(x3, x4,−α,−A) или h34 = h
(
x3, x4,

1
kα

,− A

kα2

)
,

то преобразование x3 �→ −x3 , соответственно x3 �→ 1/(kx3), приведет h34 к виду

−h(−x3, x4;−α,−A), соответственно − kx2
3h

(
1

kx3
, x4;

1
kα

,− A

kα2

)
, (33)

что совпадает с h(x3, x4, α, A) в силу симметрий многочлена (19). Таким об-
разом, сделав подходящую замену переменной x3 (причем многочлен r(x3) не
меняется), мы можем предполагать, не теряя общности, что (α̃, Ã) = (α, A).
После этого многочлен h14 однозначно определяется по формуле (8), и ока-
зывается, что при этом автоматически выполнено равенство (β̃, B̃) = (β, B).
Итак, замена одной переменной позволяет достичь совпадения параметров на
противоположных сторонах квадрата. Прямое вычисление с использованием
формулы (10) приводит к уравнению

αβγ(k2x1x2x3x4 + 1) + α(x1x2 + x3x4) + β(x1x4 + x2x3) + γ(x1x3 + x2x4) = 0,

где γ = (αB + βA)/(k2α2β2 − 1), и, наконец, замена α → sn(α), A → sn′(α) и
аналогичная замена для β приводит его к виду (29).
В других случаях подходящая мёбиусова замена переменных x2 , x3 , x4 также

позволяет привести многочлены к виду h12 = h(x1, x2, α), h23 = h(x2, x3, β),
h34 = h(x3, x4, α). При этом прямое вычисление по формуле (8) доказывает, что,
кроме того, h14 = h(x1, x4, β). После этого ответ находится при помощи (10).
Подробнее, многочлены (20) приводят к уравнению (30). В этом случае из

уравнений (5) следует, что параметры α многочленов h12 и h34 отличаются не
более чем знаком. Это компенсируется заменой x3 → −x3 , возможной благодаря
симметрии h(x, y, α) = −h(−x, y,−α).
В случаях (22), (23) подходящие растяжения и, если необходимо, инверсии

переменных x2 , x3 , x4 позволяют привести h12 , h23 , h34 к виду (20) без свобод-
ного члена; таким образом, мы приходим к тому же случаю при δ = 0.
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Многочлен (21) отвечает уравнению (31). Это наиболее простой случай, так
как параметры фиксируются уже условием (5).
В случае (24) подходящие сдвиги и, если необходимо, смена знака переменных

x2 , x3 , x4 позволяют привести h12 , h23 , h34 к виду 2h(x, y, α) = α−1(x−y)2−δα
при δ = 1. Аналогично, в случае (25) подходящее преобразование Мёбиуса об-
щего вида приводит h12 , h23 , h34 к тому же виду с δ = 0. В обоих случаях
полуинварианты равны i2 = 3α−2 , 4i3 = α−3 , следовательно параметры h12 и
h34 совпадают и дальнейшие замены не нужны. В результате получаем уравне-
ние (32).

§6. Классификация 3D-совместных систем типа Q

Теорема 1 дает очень сильные необходимые условия для 3D-совместности в
случае, когда все уравнения относятся к типу Q. Это позволит нам классифи-
цировать в этом параграфе все такие системы. На этом заключительном этапе
мы должны расположить вокруг куба найденные выше уравнения и выбрать
параметры таким образом, чтобы выполнилось условие (14). Это условие может
привести к смене знака или инверсии одного из параметров.
В следующей теореме мы возвращаемся к обозначениям переменных и па-

раметров, отвечающим сдвигам на решетке. Порядок уравнений соответствует
предыдущей теореме, а обозначения уравнений взяты из [3].
Теорема 4. Любая 3D-совместная система (13) типа Q приводится пре-

образованиями Мёбиуса к одной из систем из следующего списка:

sn(α(i)) sn(α(j)) sn(α(i) − α(j))(k2xxixjxij + 1) + sn(α(i))(xxi + xjxij)

− sn(α(j))(xxj + xixij)− sn(α(i) − α(j))(xxij + xixj) = 0, (Q4)(
α(i) − 1

α(i)

)
(xxi + xjxij)

−
(
α(j) − 1

α(j)

)
(xxj + xixij)−

(α(i)

α(j)
− α(j)

α(i)

)
(xxij + xixj)

− δ

4

(
α(i) − 1

α(i)

)(
α(j) − 1

α(j)

)(α(i)

α(j)
− α(j)

α(i)

)
= 0, (Q3)

α(i)(x− xj)(xi − xij)− α(j)(x− xi)(xj − xij)

+ α(i)α(j)(α(i) − α(j))(x + xi + xj + xij)

− α(i)α(j)(α(i) − α(j))((α(i))2 − α(i)α(j) + (α(j))2) = 0, (Q2)

α(i)(x− xj)(xi − xij)− α(j)(x− xi)(xj − xij) + δα(i)α(j)(α(i) − α(j)) = 0. (Q1)

Доказательство.Прежде всего, заметим, что уравнения разных типов (29)–
(32) совместными быть не могут, так как различны соответствующие сингуляр-
ные кривые. В частности, параметры k2 в случае (29) и δ в случаях (30), (32)
должны быть одни и те же на всех гранях куба. Более того, каждое уравнение
списка обладает симметрией квадрата, т. е. инвариантно относительно замен
(x1 ↔ x2 , x3 ↔ x4) and (x1 ↔ x3 , α↔ β).
Таким образом, уравнения на всех гранях могут отличаться лишь значениями

α и β . Рассмотрим уравнения на трех гранях, сходящихся в одной вершине, для
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определенности, x:

Q(x, x1, x2, x12, α, β̃) = 0, Q(x, x2, x3, x23, β, γ̃) = 0, Q(x, x3, x1, x13, γ, α̃) = 0.

Пусть
δx2,x12Q(x, x1, x2, x12, α, β̃) = κ(α, β̃)h(x, x1, α).

Тогда в силу симметрии

δx1,x12Q(x, x1, x2, x12, α, β̃) = κ(β̃, α)h(x, x2, β̃),

и, согласно теореме 1, параметры должны быть связаны следующим образом:

h(x, x1, α)
h(x, x1, α̃)

= m(α, α̃),
h(x, x2, β)
h(x, x2, β̃)

= m(β, β̃),
h(x, x3, γ)
h(x, x3, γ̃)

= m(γ, γ̃),

κ(α, β̃)κ(β, γ̃)κ(γ, α̃)
κ(β̃, α)κ(γ̃, β)κ(α̃, γ)

m(α, α̃)m(β, β̃)m(γ, γ̃) = −1.

В случае (29) прямое вычисление показывает, что κ(α, β) = 2 sn(α) sn(β) sn(α +
β) и

h(x, y, α) =
1

2 sn(α)
(k2 sn2(α)x2y2 + 2 sn′(α)xy − x2 − y2 + sn2(α)),

следовательно, α̃ может принимать значения ±α и аналогично обстоит дело с
β , γ . Очевидно, что с точностью до перенумерации, возможны два случая:

α̃ = −α, β̃ = −β, γ̃ = −γ или α̃ = α, β̃ = β, γ̃ = −γ.

Более того, это фактически один и тот же случай, так как мы можем сделать
замену (α, β̃) → (−α,−β̃), не меняющую уравнение Q(x, x1, x2, x12, α, β̃) = 0,
как легко видно из (29). Нетрудно проверить, что расстановка знаков на всем
кубе всегда приводится к той, что указана в системе (Q4).
Далее, рассмотрим случай (30). Здесь

κ(α, β) = − (1− α2β2)(1− α2)(1− β2)
α2β2

,

h(x, y, α) =
α

1− α2
(x2 + y2)− 1 + α2

1− α2
xy +

(1− α2)δ
4α

и α̃ = α или α̃ = 1/α. Учитывая инвариантность уравнения (30) относительно
одновременной инверсии α, β , можно положить, не теряя общности,

α̃ = 1/α, β̃ = 1/β, γ̃ = 1/γ

что приводит к системе (Q3). В случаях (31), (32) имеем соответственно

κ(α, β) = −4αβ(α + β), h(x, y, α) =
1
4α

(x− y)2 − α

2
(x + y) +

α3

4
,

κ(α, β) = −2αβ(α + β), h(x, y, α) =
1
2α

(x− y)2 − αδ

2
,

и можно положить α̃ = −α, β̃ = −β , γ̃ = −γ в точности, как и выше. Это дает
системы (Q2), (Q1).
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Основное уравнение (Q4) списка впервые было выведено в [2] и далее изу-
чалось в [5]. Представление Лакса для (Q4) было найдено в [19] методом, ос-
нованным на трехмерной совместности. Якобиева форма (Q4), представленная
в теореме 4, была найдена в [14]. Уравнения (Q1) и (Q3 |δ=0) восходят к [21].
Уравнения (Q2) и (Q3 |δ=1) в явном виде появились впервые в [3].

§7. Примеры систем типа H

В отличие от систем типа Q, системы типа H можно рассматривать как
«вырожденные». Их классификация представляется довольно утомительным
задачей, и сейчас мы не можем предложить эффективной процедуры ее реше-
ния. С другой стороны, примеры из §3 показывают, что этот класс нельзя про-
сто отбросить как «патологический». Действительно, пример дискретного КдФ
(17) наводит на мысль, что в некоторых случаях вырождение биквадратич-
ной кривой может быть несущественным обстоятельством, не отражающимся
на свойствах интегрируемости уравнения. Здесь мы рассмотрим еще несколько
примеров такого сорта, отвечающих случаям (22), (23) при λμ = 0, (24) при
λ = 0 и (25) при κν−λμ = 0, которые мы исключили из рассмотрения в преды-
дущем параграфе. Оказывается, что если мы применим тот же алгоритм к этим
случаям (хотя теперь для этого нет оснований), то будет воспроизведен список
H из нашей предыдущей статьи [3]:

α(i)(xxi + xjxij)− α(j)(xxj + xixij) + δ((α(i))2 − (α(j))2) = 0, (H3)

(x− xij)(xi − xj) + (α(j) − α(i))(x + xi + xj + xij) + (α(j))2 − (α(i))2 = 0, (H2)

(x− xij)(xi − xj) + α(j) − α(i) = 0. (H1)

Можно непосредственно проверить, что все утверждения теоремы 1 остаются
верны для этих уравнений, хотя биквадратичные кривые и вырожденны.
Рассматривая асимметричные случаи (26), (27), (28) с разными многочлена-

ми в вершинах, мы находим, что возможны следующие варианты, с точностью
до перестановок (ясно, что когда рассматривается одно уравнение, диагонали и
стороны равноправны):

(x2
1 − 1, x2

2, x
2
3, x

2
4), (x2

1 − 1, x2
2 − 1, x2

3, x
2
4), (x2

1 − 1, x2
2 − 1, x2

3 − 1, x2
4),

(x1, 1, 1, 1), (x1, x2, 1, 1), (x1, x2, x3, 1),

(1, 0, 0, 0), (1, 1, 0, 0), (1, 1, 1, 0).

Прямая проверка показывает, что варианты типа
(

r2(x4) r1(x3)
r1(x1) r2(x2)

)
реализуют-

ся и приводят к следующему списку 3D-совместных уравнений:

α(x1x2 + x3x4)− β(x1x4 + x2x3) + (α2 − β2)
(
δ +

εx2x4

αβ

)
= 0, (Hε

3 )

(x1 − x3)(x2 − x4) + (β − α)(x1 + x2 + x3 + x4) + β2 − α2

+ ε(β − α)(2x2 + α + β)(2x4 + α + β) + ε(β − α)3 = 0, (Hε
2 )

(x1 − x3)(x2 − x4) + (β − α)(1 + εx2x4) = 0. (Hε
1 )
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Этот список можно рассматривать как деформацию списка H , который от-
вечает случаю ε = 0. Однако здесь мы использовали обозначение с цикли-
ческими индексами вместо сдвиговых, так как из-за потери симметрии рас-
положение уравнений на гранях куба требует более явного описания (см. ни-
же). Отметим, что в (Hε

1 ) многочлен 1 + εx2x4 можно заменить на многочлен
κx2x4 +μ(x2 +x4)+ν с произвольными коэффициентами. Соответствующие би-
квадратичные многочлены и их дискриминанты указаны в следующей таблице
(с точность до нормировки Q→ μ(α, β)Q):

h(x1, x2) r1(x1) r2(x2)

(Hε
3 ) x1x2 + εα−1x2

2 + δα x2
1 − 4δε x2

2

(Hε
2 ) x1 + x2 + α + 2ε(x2 + α)2 1− 8εx1 1

(Hε
1 ) 1 + εx2

2 −4ε 0

Каждое из этих уравнений обладает симметрией ромба

Q(x1, x2, x3, x4, α, β) = −Q(x3, x2, x1, x4, β, α) = −Q(x1, x4, x3, x2, β, α),

но не квадрата, так как вершинам x1, x2 отвечают многочлены с нулями разной
кратности. Уравнения 3D-совместны на черно-белой решетке i + j + k (mod 2).
То есть каждой грани соответствует копия уравнения, причем так, что парамет-
ры на противоположных ребрах совпадают и x, x12 , x13 , x23 — вершины одного
типа (здесь мы опять переключаемся на обозначения при помощи сдвигов, как
на рис. 3):

Q(x, xi, xij, xj, α
(i), α(j)) = 0, Q(xik, xk, xjk, x123, α

(i), α(j)) = 0,

{i, j, k} = {1, 2, 3}.
Очевидно, что уравнения на противоположных гранях куба не совпадают, но
тем не менее систему можно распространить на всю решетку Z

3 . Выполняется
свойство тетраэдральности.
Наконец, отметим, что удается также скомбинировать уравнения с симмет-

рией квадрата и трапеции. Рассмотрим опять уравнение (Q1). Пусть одной паре
противоположных граней отвечают уравнения

Q1(x, x1, x12, x2; α(1), α(2))δ=1 = 0, Q1(x3, x13, x123, x23; α(1), α(2))δ=0 = 0,

а двум остальным парам — уравнения

Q(x, xi, xi,3, x3, α
(i), ε) = 0, Q(xj , xij, x123, xj,3, α

(i), ε) = 0, {i, j} = {1, 2},
где многочлен

Q(x1, x2, x3, x4, γ, ε) = (x1 − x2)(x3 − x4) + γ(ε−1 − εx3x4)

фактически тот же, что и в (Hε
1 ), с точностью до перестановки x2 , x3 . Это

неуклюжее сооружение оказывается 3D-совместным и даже обладает свойством
тетраэдральности. Эта система также может быть продолжена на решетку Z

3 .
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§8. Заключительные замечания

Известны некоммутативные аналоги некоторых уравнений Q-типа. В част-
ности, квантовая версия (Q1 |δ=0) появилась в [27]. В [11] подход, основанный
на совместности, был сформулирован в некоммутативном контексте, с полями,
принимающими значения в произвольной ассоциативной алгебре. Само опре-
деление трехмерной совместности в этом случае остается прежним, но пред-
положение о мультиаффинности заменяется на требование, чтобы уравнение
можно было привести к линейному виду px = q относительно любой перемен-
ной x. Эти два свойства в некоммутативном случае не эквивалентны, как вид-
но из следующих примеров. Первый был найден в [11], а два других найдены
В. В. Соколовым и В. Э. Адлером (не опубликовано):

α(1)(x− x2)(x2 − x12)−1 = α(2)(x− x1)(x1 − x12)−1, (Q̂1|δ=0)

α(1)(x1 − x12 + α(2))(x− x1 − α(1))−1

= α(2)(x2 − x12 + α(2))(x− x2 − α(2))−1, (Q̂1|δ=1)

(1− (α(1))2)(x1 − α(2)x12)(α(1)x− x1)−1

= (1− (α(2))2)(x2 − α(1)x12)(α(2)x− x2)−1. (Q̂3|δ=0)

Существование некоммутативных аналогов уравнений (Q2), (Q3 |δ=1) и (Q4)
остается открытым вопросом. Хотя анализ сингулярных решений может быть
важен и в этой задаче как общий принцип, наша техника, основанная на алгеб-
раических свойствах мультиаффинных и биквадратичных многочленов, непо-
средственно не применима. Более общие квантовые системы со свойством сов-
местности найдены недавно в [8], [7].
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