Differentialgleichungen 111 —
Vorlesungs-Skript

(Stand 18. Januar 2009)

Prof. Dr. Petra Wittbold
(Skript von Yannick Okonek)

Wintersemester 2008 /2009



Inhaltsverzeichnis

I Lineare Halbgruppen

1 Lineare Halbgruppen
1.1 GleichméBig stetige Halbgruppen . . . . . . . . . ... . L
1.2 Stark stetige Halbgruppen . . . . . . . . . .. L

2 Beispiele zum Satz von Hille Yosida
2.1 Lineare Boltzmann-Gleichung . . . . . . . . . ... .. o

2.2 Altersstrukturierte Populationsmodelle . . . . . . . . .. .. ... ... ... ... ... .
3 Das inhomogene Cauchy-Problem
4 Approximation von Halbgruppen
5 Holomorphe/Analytische Halbgruppen

6 Semilineare Anfangswertprobleme
6.1 Existenz und Eindeutigkeit von milden Losungen . . . . . . .. ... .. .. o0

6.2 Regularitdt von milden Losungen; klassische Losungen . . . . . . . . .. ... ... ...

34
34
39

42

48

53



Teil 1

Lineare Halbgruppen



Kapitel 1

Lineare Halbgruppen

1.1 GleichmifBig stetige Halbgruppen

Im gesamten Kapitel bezeichne X einen beliebigen (reellen oder komplexen) Banachraum, || - | x die
zugehorige Norm in X.

Wir bezeichnen mit £ (X) die Menge aller stetigen linearen Operatoren A : X — X. Mit der skala-
ren Multiplikation und der bekannten Addition von Operatoren ist .Z(X) ein (reeller oder komplexer)
Vektorraum.

Erinnerung:

Fiir einen linearen Operator A : X — X sind folgende Eigenschaften dquivalent:
(i) A ist beschrénkt, d.h. es existiert M > 0 so, dass

|Az||x < M|z x Ve e X

(ii) A ist stetig auf X
(iii) A ist stetigin 0
Durch
[Allzx) == sup [l Az|x
zeX
llzllx <1
wird eine Norm (die sog. Operatornorm) auf . (X) definiert. Es gilt dann fiir alle z € X:
[Az]x < [|Allzcxoll]lx-

Der Raum Z(X) ausgestattet mit der Operatornorm ist ein Banachraum.

Desweiteren ist mit der Komposition von Operatoren eine Multiplikation in £ (X)) definiert:
(A,B)e Z(X)x ZX(X)— Ao B e Z(X),

und mit dieser Multiplikation ist £ (X) eine (reelle oder komplexe) Algebra mit Einselement I, die
Identitdt auf X. Weiter gilt

Ao Bllex) < [Alzx)IBllex)

und
I]|2x) = 1.

Mit anderen Worten: (£ (X), o, | - [|.#(x)) ist eine sog. (nicht-kommutative) Banachalgebra.

Der Einfachheit halber werden wir meist kurz fiir die Komposition AB anstatt A o B schreiben.
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Seite 5 Unterkapitel 1.1. Gleichmiflig stetige Halbgruppen

Wir haben in der Einfithrung motiviert, wieso ein autonomes deterministisches System durch eine Familie
von Abbildungen (S(t));>0 beschrieben werden sollte, die der Funktionalgleichung

S(t+s)=5(t)S(s) vt,s >0

geniigen. Die Abbildungen S(¢) bilden dabei den Zustandsraum X des Systems in sich selbst ab. In der
Vorlesung DGL 3 wollen wir den Fall untersuchen, dass der Zustandsraum X ein unendlich dimensionaler
Banachraum X ist.

Die in der Einfithrung gemachten Betrachtungen motivieren nun folgende

Definition 1.1. FEine Familie (S(t))i>0 C -Z(X) heisst Halbgruppe von beschrinkten linearen
Operatoren auf X, falls gilt:

(i) S(0) =1I, die Identitit auf X
(i) S(t+s) = S(t)S(s) fir alle t,s > 0.
FEine Halbgruppe (S(t))i>0 C Z(X) heisst gleichmiBig stetig, falls gilt:
1S(t) —I|l#xy — 0  firt— 07", (1.1)
Die Halbgruppe (S(t))i>0 heisst stark stetig oder €p-Halbgruppe, falls gilt:

Vee X: Stz —z|x —0 firt— 0t (1.2)

Bemerkungen:

1) In analoger Weise kann eine Gruppe von beschrinkten linearen Operatoren als eine Familie
(S(t)ter C Z(X) definiert werden, fiir die gilt:

(i) S(0) = I, die Identitét auf X
(i) S(t+s) = S(t)S(s) fir alle t, s € R.

Die Gruppe (S(t))ter C -Z(X) heisst gleichmiiBlig stetig, falls gilt:
|S(t) = Il|#xy —0 fiirt—0.
Die Gruppe (S(t)):er heisst stark stetig oder Cyo-Gruppe, falls gilt:
Vee X: ||S@)x—=x|x —0 firt—D0.
Ist (S(t))i>0 eine Gruppe, so folgt mit der Gruppeneigenschaft
I=S8(t—-t)=58(t)S(—t)=5(—t)S(t) vt € R.
Jeder der Operatoren S(t) ist somit invertierbar und
St =8(-t) VteR.

Insbesondere erlaubt die Kenntnis des Zustandes eines durch eine Gruppe beschriebenen dynami-
schen Systems zu einem Zeitpunkt ¢ > 0 die Berechnung des Ausgangszustandes des Systems zum
Zeitpunkt ¢ = 0.

Damit beschreiben Gruppen dynamische Prozesse, die umkehrbar sind. Die meisten dynamischen
Prozesse sind allerdings nicht umkehrbar (man denke z.B. an die Wirmeausbreitung in einem
Medium oder die Ausbreitung eines Schadstoffes in einer Fliissigkeit) und werden daher von Halb-
gruppen beschrieben.

2) Falls X = R", dann sind die Stetigkeitsbedingungen ( 1.1) und ( 1.2) &quivalent.

3) Im allgemeinen Fall ist die gleichméBige Stetigkeitsbedingung ( 1.1) jedoch stiirker als die punkt-
weise Stetigkeit ( 1.2).
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4)

Bedenken wir, dass durch die Halbgruppe ein dynamischer Prozess beschrieben wird, so ist die
punktweise Stetigkeit ( 1.2 auf der vorherigen Seite) eine natiirliche Bedingung, da wir in der Re-
gel erwarten, dass ein System ,stetig “von einem Zustand in den néchsten iibergeht und keine
»abrupten “Zustandsverdnderungen autreten. Trotzdem ist es natiirlich zu erwarten, dass bei man-
chen Ausgangszustidnden sich ein System schneller verdndert als bei anderen. Eine gleichméflige
Stetigkeitseigenschaft wie ( 1.1 auf der vorherigen Seite) erscheint daher in den meisten Féllen un-
realistisch.

Beispiele

1)

Sei X = %5(R) der Raum aller stetigen im Unendlichen verschwindenden reellwertigen Funktionen
auf R, d.h. 6o(R) = {u € C(R); limy— 100 u(x) = 0}. Ausgestattet mit der Supremumsnorm || - ||
ist X ein Banachraum. Sei weiter ¢ € Cp(R), d.h. eine stetige beschrinkte Funktion auf R. Fiir
t > 0 definieren wir die Abbildung

Sit): X— X
fretf”
wobei e'4f punktweise definiert ist als (e f)(z) := e!4(®) f(z) fiir alle z € R, t > 0.

Da ¢ beschrinkt ist, ist klar, dass S(t) € Z(X) fiir alle ¢ > 0. Desweiteren sieht man leicht, dass
S(0) =T und S(t+s)f = elt+s)af = el .es0f = S(1)S(s)f fiir alle f € X, d.h. (S(t))¢>0 ist eine
Halbgruppe beschréankter linearer Operatoren auf X.

Auflerdem ist

1S#) = Illgx) = sup [[SE)f - flle
I flloe <1
= sup [[(e" = 1)f]l
[ flloo<1
< sup (e = 1)loollflloc
Ifllee <1
< e =Dl
Da
e lalle — 1 < etl®) — 1 < etllalle — 1 fur alle z € R,t > 0,
und somit
sup |e!?® — 1] < max{(eflll= — 1) (1 — e~tlall=)}
z€R
folgt, dass

IS~ Tlwpn < maxf(ellale 1)1~ i)
— 0 wenn t — 07,
Die Halbgruppe (S(t)):>0 ist somit gleichméBig stetig.
In dem gleichen Banachraum X = %,(IR) wie zuvor betrachten wir nun fiir ¢ > 0 die Operatoren

Sit): X— X
fre fG=1)

S(t) beschreibt also eine Rechtstranslation (Shift) um den Wert ¢ auf dem Funktionenraum X. Es
ist auch hier klar, dass S(t) € £(X) fiir alle ¢ > 0, S(0) = I und S(t + s) = S(¢)S(s) fiir alle
t,s > 0. Da jedes f € X automatisch gleichméfig stetig auf R ist, gilt aulerdem fiir jedes f € X,
dass

1S f — flloo = sg§|f(t+x) — f(x)| =0 fiir t — 0,

d.h. aber (S(¢))¢>0 ist eine Go-Halbgruppe von beschrénkten linearen Operatoren auf X.
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Seite 7 Unterkapitel 1.1. Gleichmiflig stetige Halbgruppen

Allerdings ist (S(¢))¢>0 nicht gleichméflig stetig. Um dies zu zeigen, betrachten wir fiir ¢ > 0 die
Funktion f; € X definiert durch

ft(a?)( ICIf|)+maux<(l|£§|),0>, zeR.

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass || fi||c = 1 und

1S(t)fi = fille = Sg}g\ft(ﬁt) — fi(2)]
> |fe(t) — f:(0)]
= 1
fir alle ¢ > 0. Somit ist dann aber
1S(#) —Ilex) = ISE)f — fillo
> 1

fiir alle ¢ > 0, und somit (S(t));>0 nicht gleichmifig stetig.

Die hier betrachtete Halbgruppe (S(¢))¢>0 ist ein wichtiges Beispiel der Familie der sog. Transla-
tionshalbgruppen (Rechts- sowie Linkstranslationen), die auch auf anderen Rédumen (z.B. L?(R)
mit 1 < p < 0o, BUC(R) (Raum der beschriinkten gleichmifig stetigen Funktionen)). Translati-
onshalbgruppen auf R kénnen zu Translationsgruppen fortgesetzt werden.

3) Es gibt auch Halbgruppen, die nicht stark stetig sind. Ein Beispiel dafiir ist etwa die (Rechts-
)Translationshalbgruppe (S(t))i>0 auf L*(R): S(t)f = f(- —t), f € L>(R). Betrachte dazu die
Funktion f = x(0,1) € L*(RR), die Indikatorfunktion des Intervalls (0,1). Dann ist offensichtlich

HS(t)f - fHoo = ess — Sque]R|X(t,1+t) (r) — X(o,1)($)| =1
fiir alle ¢ > 0 und somit ||S(¢)f — flleo - O fiir ¢ — 0T,
Per Definition wird die Stetigkeit einer gleichméssig stetigen Halbgruppe (resp. %p-Halbgruppe) nur im

Nullpunkt gefordert. Es wird sich aber zeigen, dass die Abbildung ¢ € [0, c0[— S(t) € Z(X) (resp. die
Abbildungen ¢ € [0, c0[— S(t)x € X, fiir alle z € X)) dann sogar stetig auf ganz [0, co[ sind.

Dazu benétigen wir folgenden Satz, der besagt, dass 6p-Halbgruppen von Operatoren einer exponentiellen
Wachstumsbeschrankung geniigen.

Satz 1.2. Sei (S(t))i>0 eine Go-Halbgruppe auf dem Banachraum X.
Dann existiert ein M > 1 und ein w € R, so dass

1S()]lz(x) < Me** vt > 0.

Beweis:
Wir zeigen zunéchst, dass ein § > 0 und ein M > 1 existiert, so dass

1S zx)y < M VO<t<d (1.3)

Angenommen, dies gilt nicht. Dann existiert eine Folge ¢,, | 0, so dass ||S(t,)||.#x) — +oc.
Andererseits ist aber (S(t)):>0 stark stetig, d.h.

IS(t)z — z||x —¢—0+ O Ve e X,

und somit ist jede Folge (S(t,)x), beschrinkt in X, fiir alle 2 € X. Aus dieser punktweisen Beschrénkt-
heit folgt mit dem Satz von Banach-Steinhaus die gleichméfige Beschréinktheit:

sup [|S(tn) || 2(x) < +oc.
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Dies ist ein Widerspruch und somit ( 1.3 auf der vorherigen Seite) gezeigt.

Wir setzen nun w = In(M)/d. Ein beliebiges ¢ > 0 schreiben wir dann als t = nd + o mit n € N und
0 <o < 6 und erhalten so

SOl zxy = IS0+ 0)llzx)
[5(0)S(0)"||.2(x)

MnJrl

M- M? (da £ >n)

tIn(M)
5

IA A

e
Me*?

fiir alle ¢ > 0. O

Aus Satz 1.2 auf der vorherigen Seite ergibt sich sofort

Korollar 1.3. (i) Sei (S(t))t>0 eine €o-Halbgruppe auf dem Banachraum X .

Dann ist die Funktion

te[0,00f— Stz e X
stetig, fir alle x € X.

(i) Sei (S(t))i>o0 eine gleichmdfig stetige Halbgruppe auf dem Banachraum X.

Dann ist die Funktion

t € [0,00— S(t) € £(X)
stetig.

Beweis:
(i) Sei t > 0 und z € X. Dann ist fiir h > 0:

[S(t+ h)x — S(t)x| x
< SOl ISRz — | x
— 0 fiir h — 0,

d.h. t € [0, c0[— S(t)z ist rechtsseitig stetig.
Weiter ist, fiir 0 < h < ¢, nach Satz 1.2 auf der vorherigen Seite,

[S(t—h)x = S(t)z| x
1St — h)ll2x)llz — S(h)z|x
Me“’(t_h)H:E —S(h)z| x

ARVAN

fiir ein M > 1 und w € R. Somit folgt auch, dass limp, o ||S(t — h)x — S(t)z||x = 0 fiir alle ¢ > 0, d.h.
die linkseitige Stetigkeit der Funktion ¢ €]0, co[— S(¢)x.

(ii) Supremumsbildung iiber der Einheitskugel Bx in X in den punktweisen Abschétzungen von (i) und

Ubergang zum Limes mit A — 0 liefert die Behauptung. O

Wie in der Einleitung beschrieben, wollen wir untersuchen, wann Halbgruppen bzw. die Trajektorien von
Halbgruppen differenzierbar sind und einer Differentialgleichung geniigen. Dazu fithren wir den folgenden
Begriff ein:
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Definition 1.4. Sei (S(t))i>0 eine Go-Halbgruppe von beschrinkten linearen Operatoren auf X.
Der Operator A definiert durch

D(A) = {z € X;lim; o+ +(S(t)x — x) ezistiert in X}
Az = lim_o+ $(S(t)z — z) fiir alle x € D(A)

heisst Erzeuger (oder Generator) der 6,-Halbgruppe (S(t))¢>0-

Der folgende Satz zeigt, dass jeder beschriinkte lineare Operator A € £ (X) der Erzeuger einer gleichmiflig
stetigen Halbgruppe ist. Genauer gilt:

Satz 1.5. Sei A € Z(X). Dann ist die Familie (S(t))¢>0 definiert durch

S(t)=>_
n=0

eine gleichmdfig stetige Halbgruppe von beschrinkten linearen Operatoren auf X, deren Erzeuger
A ist.

‘ ~+
3

'A", t>0

3

Beweis:
Der Beweis funktioniert #hnlich wie im endlich-dimensionalen Fall (vgl. Einleitung). Es ist lediglich an
den entsprechenden Stellen die Matrixnorm durch die Operatornorm || - || ¢ (x) zu ersetzen. Die Schritte

der Vollstéandigkeit halber noch einmal im einzelnen:

Wir zeigen zuniichst, dass S(t) € Z(X): Dazu bemerken wir nur, dass die Folge

Oy tkk—“,‘k)n eine Cauchy-Folge im Banachraum .Z(X) bildet, da

g g n Al
[ Z THO%(X) < Z T()

k=m k=m

. . . o ANl .
fiir alle m,n € N mit m < n, und die skalare Reihe ) ;- % bekanntermafien konvergiert.

FIANY (x)

(S(t))e>0 ist eine Halbgruppe: Es ist klar, dass S(0) = I. Da >~ —— > konvergiert, kann man
auflerdem wie fiir das Cauchy-Produkt im skalaren Fall zeigen

St+s) = Z%

0
S N\ n—k _k gn
E ] (k)t s"A

0 k=0

3
I

I
M8

n

tnfkrAnflc Sk:Ak

I
NE
I-

= (n—k)! k!
Ltk AR SN sk AR

= 2 ! !
k=0 k=0

= S(t)S(s).

9
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(S(t))e>0 ist gleichméBig stetig:

e A"
Z n!

n=1

I1S®t) —Ilex) =

L(X)
Al ()
= z_:l n!

= Al —q

— 0 fir t — 0.

A ist Erzeuger von (S(t))¢>o: Fir ¢t > 0 ist

n=1 n!

t

-, -

S EAT 1A
£(X)

Z(X)
& tn=1lgn
n!

n=2 Z(X)

= AN x)

o) 3 ——

n=1

(et||A||5f(x) _ 1)

IN

IN

Al 2 x)
— 0 fiir t — 0.

O

Beschriinkte lineare Operatoren erzeugen somit gleichméfig stetige Operatorhalbgruppen. Umgekehrt
gilt aber auch

Satz 1.6. Sei (S(t))i>0 eine gleichmifig stetige Operatorhalbgruppe auf X. Dann ist der Erzeuger
A wvon (S(t))i>0 ein beschrdankter linearer Operator auf X.

Bewets:
Aus der Stetigkeit der Funktion S(-) (siehe Korollar 1.1) folgt sofort, dass

¢ | s@yar—s0) =1 (t — 0%). (14)

Wir bendtigen nun die Tatsache, dass die Menge der stetig invertierbaren Operatoren in Z(X) offen
ist. Im endlich-dimensionalen Fall (X = R", A n x n-Matrix) konnten wir diese Tatsache beispielsweise
leicht daraus herleiten, dass die Determinante eine stetige Abbildung von M, (C) nach € ist und eine
Matrix bekannterweise genau dann invertierbar ist, wenn ihre Determinante ungleich Null ist.

Im unendlich-dimensionalen kénnen wir wie folgt argumentieren:

Zunéchst bemerken wir, dass fiir jeden Operator A € Z(X) mit ||Al|#x) < 1 die Reihe (sog. Neu-
mann’sche Reihe) > >0 A™ in (X)) konvergiert, ] — A in .#(X) invertierbar ist und der inverse Operator
gerade durch die Neumann’sche Reihe gegeben ist: (I — A)~t =" ~ A"

Die letzten beiden Behauptungen sieht man wie folgt. Fiir n € IN ist:

(I-A4)> AF = zn:Ak(f_A)
k=0

— I — An+1

— I fir n — oo

10
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in Z(X), da |4 2x) < A ) — 0 fiir n — 0 wegen [| Al #(x) < 1.

Sei nun T € Z(X) ein stetig 1nvei1)cfr)barer Operator. Fiir S € .Z(X) mit
IT ~ Slx) < Trmar——
1T 2 x)
gilt dann
II-T'Slex)y = IT7'T =T8¢
< T e IT = Sllzx)
< 1.

Somit folgt nach unseren zuvor gemachten Bemerkungen, dass der Operator I — (I —T~'S) =T~1S in
Z(X) invertierbar ist. Da aber schon T~ invertierbar ist, folgt daraus unmittelbar die Invertierbarkeit
von S in .Z(X).

Wegen der Offenheit der Menge der invertierbaren Operatoren in . (X) kénnen wir nun aus ( 1.4 auf der vorherigen Seite)
folgern, dass der Operator - fo o) do und somit auch der Operator

/0 t S(o) do

fiir ¢ > 0 geniigend klein in £ (X) invertierbar ist. Sei solch ein ¢ > 0 geniigend klein fest gewéhlt.
Da fiir h > 0
t t
{/ S(o+ h)do — / S(o) do]
0 0

MM S(o) do — /Ot S(o) da}
_ }t/tt+h5(a)do—}1l/oh5(a)do

(hierbei haben wir nur die Halbgruppeneigenschaft und die Tatsache benutzt, dass stetige lineare Ope-
ratoren in das Integral gezogen werden diirfen), folgt dann durch Multiplikation von rechts mit dem

inversen Operator (fot S(o) da) B

% _ (2[”5(0)“_;/0}15(0)@)o(/()ts(a)dc;)_l

L (S() = S(0)) o ( /0 " S(0) do) B fiir b — 0% in Z(X)

cZ(X)

= =

aufgrund der Stetigkeit der Abbildung ¢ € [0,00[— S(t) € Z(X). Es folgt, dass (S(t) — S(0)) o
1

( fo da) € Z(X) der Generator der gleichmiflig stetigen Halbgruppe (S(¢));>0 und somit die

Behauptung. O

Eine Frage ist bislang offen geblieben: wenn (S(t)):>0 eine gleichmiBig beschrankte Halbgruppe von
Operatoren in .Z(X) und A ihr Generator, ist dann schon S(t) = e*4 fiir ¢+ > 0. Anders ausgedriickt:
ist eine gleichmé#Big beschrénkte Halbgruppe (S(t)):>o eindeutig durch ihren Generator bestimmt? Der
Beweis des vorhergehenden Satzes liefert darauf keine Antwort, wohl aber der folgende

Satz 1.7. Seien (S(t))i>o0,(T(t))i>0 gleichmdifig stetige Halbgruppen von beschrinkten linearen
Operatoren auf X. Wenn (S(t))i>0 und (T'(t))i>o0 den gleichen Generator A besitzen, dann gilt
S(t) =T(t) fir allet > 0.

11
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Beweis:
Sei T > 0. Geméf Satz 1.1 existiert dann eine Konstante M > 0, so dass

SOl 2x) <M und |T(t)]| ¢x) < M fiir alle ¢ € [0, T7. (1.5)

Sei nun weiter € > 0. Wir wollen zeigen, dass ||S(t) — T'()|| #(x) < € auf [0,T], woraus die Behauptung
dann folgt.

Da (S(t))i>0 und (T'(t))>0 den gleichen Generator besitzen, gilt

lim M — lim M,
t—0t t t—0t+ t
(Limes in Z(X)!) und somit
lim w —0.
t—0+ t
Folglich existiert ein § > 0 mit der Eigenschaft, dass
S t - T t G
15) QIEZES < fiir alle ¢ €]0, 4]. (1.6)

t TM?

Sei nun ¢t € [0,7] beliebig und n € N so, dass t/n < J. Dann erhalten wir nur durch Ausnutzen der
Halbgruppeneigenschaft und den Abschéitzung 1.5 und 1.6

= 15 (n2) =7 (1) e

) :1;S<(nk)2)T<k2)s<(nk1>;)T(<k+1>i)m)

< Sp(en)r60) (o))

= s (k)5 ()7 (1) s {1kt () ()
< Sls (s [s() (¢4,

> N M ORIOIIN 6

IA
S
HM\

IN

n—1
€ t
M? § —~
pors TM?n

€.

IA

O

Beispiel: Betrachten wir noch einmal die gleichmiBig stetige Halbgruppe (S(t))i>0 auf X = % (R)
definiert durch
S(t)f = et f, Vi > 0,Vf € X,

12



Seite 13 Unterkapitel 1.1. Gleichmiflig stetige Halbgruppen

wobei ¢ € Cp(R) fest vorgegeben.

Wir wissen nun bereits, dass (S(t))¢>0 einen Generator A € £ (X) besitzt und dass

A= o SO

t—0t

in Z(X). Insbesondere gilt dann aber auch fiir jedes f € X und alle z € R

o (@) - f(o)
(Af)w) = Jim t
eta(@) _ 1

= lim ————(f(x))

t—0+ t

q(z)f ().

Folglich ist der Generator A von (S(t))¢>0 der Multiplikationsoperator

A: X —X
fo—af

Welche Erkenntnisse haben wir nun durch die Ergebnisse des zuriickliegenden Kapitels fiir das abstrakte
(homogene) Cauchy-Problem

= Au t>0
T )
(ACP) { (0) = g

fiir einen Operator A € £(X) gewonnen? Die Antwort liefert der folgende

Satz 1.8. Fir alle ug € X ist die Funktion t € [0,00[— wu(t) = S({t)ug = ZZO o tnrf!‘nuo die
eindeutige klassische Losung von (ACP), d.h. u € C([0,00[; X), u(0) = ug und u'(t) = Au(t) fir
alle t > 0.

Dariber hinaus gilt sogar u € C* ([0, 00[; X).

Beweis:
Aus den bisherigen Ergebnissen folgt dank der Halbgruppeneigenschaft sofort die rechtsseitige Differen-
zierbarkeit der Funktion ¢ € [0, 00— S(t) = Y02 ; 4" in jedem Punkt ¢ > 0 in der Operatornorm:

n=0 n!

S(t + h})L - S(t) _ S(hi‘ LS(t) —nor AS() = SMHA in 2(X).

Nun kann man die Stetigkeit dieser rechtsseitigen Ableitung ausnutzen, um zu folgern, dass S(-) sogar

stetig differenzierbar auf [0, 00[ ist, £5(t) = AS(t) fiir alle t > 0 gilt. Alternativ kann die linksseitige

Differenzierbarkeit von ,zu Ful “nachgerechnet werden: so gilt fiir t >0und 0 < h <t

S(t— }i)h_ S) _ S(h;l_ I (1) —nse AS(H) in 2(X),

und wieder folgt die Behauptung.

Da A € Z(X), folgt damit auch sofort die stetige Differenzierbarkeit der Funktion ¢ — AS(t) € Z(X)
auf [0, co[ mit £ AS(t) = A2S(t) und dann iterativ, dass S(-) € C>([0, 00[;.Z(X)) mit $=S(t) = A"S(t)
fiir alle t > 0, fiir alle n.

Die entsprechenden Differenzierbarkeitseigenschaften der Bahnen der Halbgruppe, d.h. der Funktionen
t — S(t)up mit ug € X folgt unmittelbar aus den gerade gezeigten Differnzierbarkeitseigenschaften der
Halbgruppe in der Operatornorm.

Um die Eindeutigkeit der klassischen Losung von (ACP) zu zeigen, seien v und v nun zwei beliebige
klassische Losungen von (ACP). Aus der Linearitit der Differentialgleichung folgt, dass dann w = u —wv
eine klassische Losung des Cauchy-Problems zum Anfangswert w(0) = wp = 0 ist. Betrachten wir nun,
fir T > 0 die Funktion

O(t) := S(T — t)w(t), te0,T].

13
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Offensichtlich ist
O(T) =w(T) und ®(0) = 0.

Ausserdem ist @ stetig differenzierbar auf [0, 7] mit

%(I)(t) — AT DA (g) 4 o TDA 4 (p)
= 0

auf [0, 7. Folglich ist ® konstant auf [0, 7] und somit w(T') = &(T") = ®(0) = 0. Da T > 0 beliebig, folgt
w = 0, d.h. aber u = v. Il

Da konkrete partielle Differentialgleichungen in der Regel nur als ein abstraktes Cauchy-Problem mit
einem linearen (oder allgemeiner: nicht-linearen) unbeschréinkten Operatoren A in einem Banachraum
X formuliert werden koénnen, reichen die bislang gewonnen Erkenntnisse offensichtlich nicht aus, um
solche Probleme zu 16sen.

1.2 Stark stetige Halbgruppen

Die Realisierung eines formal gegebenen linearen Differentialausdrucks, wie etwa ,7% “, als Operator in
einem Banachraum X fiihrt i.a. zu einem linearen Operator, der nur noch auf einem Teilraum von X
definiert ist und selbst auf diesem Teilraum nicht stetig (d.h. unbeschriinkt) ist. Betrachten wir dazu nur
den eben erwiihnten Differentialausdruck - und wéhlen etwa als Banachraum X = C([0, 1]) ausgestattet

mit der iiblichen Supremumsnorm.

Offensichtlich kénnen wir den Differentialoperator % nicht auf ganz X definieren, wohl aber auf dem

dichten linearen Teilraum C?([0,1]). Dort ist der Differentialoperator aber bzgl. der Supremumsnorm
nicht stetig, da die gleichmé#Bige Konvergenz einer Folge stetig differenzierbarer Funktionen (f,), gegen
eine Funktion f ja bekanntlich nicht einmal die Differenzierbarkeit des Grenzelements f garantiert,
geschweige denn die gleichmifliige Konvergenz der Folge der Ableitungen (f},), gegen f’ nach sich zieht.

Die Realisierung A des Differentialausdrucks % im Banachraum X, d.h. der Operator A: D(A) C X —
X definiert durch D(A) = C*([0,1]) und Af = f’ fiir f € D(A), ist ein typisches Beispiel eines linearen
unbeschrinkten Operators in einem Banachraum.

Mit dieser Klasse von Operatoren wollen wir uns zunéchst ein wenig beschéftigen und ein paar grundle-
gende Begriffe und Tatsachen in diesem Zusammenhang kennenlernen.

Sei dazu im folgenden A : D(A) C X — Y ein linearer Operator von einem Banachraum X in einen
Banachraum Y, d.h. D(A), der Definitionsbereich von A, ist ein linearer Teilraum des Banachraumes X,
und die Abbildung u € D(A) — Au € Y ist linear. Falls D(A) eine dichte Teilmenge von X ist, heisst A
kurz dicht definiert. Die eingangs erwiahnten Differentialoperatoren sind zwar unstetig, besitzen aber oft
eine andere sehr niitzliche Eigenschaft.

Definition 1.9. Ein linearer Operator A: D(A) C X — Y heisst abgeschlossen, wenn gilt:
falls (xp)n C D(A), 2, — x und Az, —y inY (n—o0)

dann folgt
x € D(A) und Az = y.

Bemerkungen:

1.) Falls D(A) ein abgeschlossener Unterraum von X und A : D(A) — Y stetig ist, dann ist A auch
abgeschlossen.

Insbesondere ist jeder Operator A € £ (X) abgeschlossen.

2.) Offensichtlich ist ein linearer Operator A : D(A) — Y genau dann abgeschlossen, wenn der Graph

14
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von A, d.h. die Menge
G(A) == {(z, Az); x € D(A)},

ein abgeschlossener linearer Teilraum des Produktraums X x Y (ausgestattet mit der Norm ||(z, y)|| =
zllx + [lylly) ist.

3.) Vorsicht ist geboten bei der Bildung von Summen von abgeschlossenen Operatoren: Sind A : D(A) C
X - Y und B: D(B) C X — Y abgeschlossene, lineare Operatoren, so ist die Summe der beiden
Operatoren, der Operator A+ B definiert auf D(A+ B) = D(A)ND(B) durch (A+ B)(u) = Au+ Bu,
im allgemeinen nicht abgeschlossen!

Ist einer der beiden Operatoren, etwa B € Z(X), d.h. ein auf ganz X definierter, beschrinkter,
linearer Operator, dann ist die Summe A+ B (mit Definitionsbereich D(A+ B) = D(A)) abgeschlos-
sen.
Betrachten wir noch einmal den eingangs erwihnten Differentialoperator A = % in X = C([0,1]). Sei
(fa)n C D(A) = C1(]0,1]) eine Folge mit der Eigenschaft, dass f, — f und Af,, = f/ — g gleichméiBig
auf [0, 1]. Aus der elementaren reellen Analysis ist uns bekannt, dass dann schon f stetig differenzierbar
auf [0,1] ist und f* = g. Mit anderen Worten: f € D(A) und Af = g, d.h. aber gerade, dass A
abgeschlossen ist.

Im Zusammenhang mit abgeschlossenen Operatoren wollen wir an den Satz vom abgeschlossenen Gra-
phen erinnern, der uns aus der Funktionalanalysis bekannt ist:

Satz vom abgeschlossenen Graphen

Es seien X,Y Banachrdume, A : X — Y ein abgeschlossener linearer Operator. Dann gilt: A ist stetig.

Wir werden sehen, dass Erzeuger von %p-Halbgruppen stets abgeschlossene, lineare Operatoren sind.
Allerdings wird sich zeigen, dass umgekehrt nicht jeder abgeschlossene, lineare Operator A : D(A) C
X — X auch schon Erzeuger einer %,-Halbgruppe ist.

Nach dieser Vorbereitung wollen wir uns nun wieder dem Studium der Halbgruppen zuwenden. Im
folgenden Lemma sind einige wichtige Eigenschaften von %p-Halbgruppen zusammengefasst.

Lemma 1.10. Sei S(t))¢>0 eine 6y-Halbgruppe auf dem Banachraum X und A ihr Erzeuger. Dann
gilt:

(i) Ve e X;t >0:

(i1i) Yo € D(A),t > 0 ist S(t)x € D(A), t € [0,00[— S(t)x ist stetig differenzierbar und
%S(t)m = AS(t)z = S(t)Ax vVt >0

(in der 0 ist dabei natiirlich nur die rechtsseitige Ableitung gemeint).
(iv) Yo € D(A),t >0:
t t
St)yr —x = / S(o)Axdo = / AS(o)xdo
0 0

Beweis:
(1) folgt sofort aus der Stetigkeit der Funktion ¢ € [0, co[— S(t)x.

15
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(ii) Sei z € X,t > 0. Fiir h > 0 folgt, unter Ausnutzung der Halbgruppeneigenschaft und da stetige
lineare Operatoren in das Bochner-Integral hineingezogen werden kénnen,

S(h;l_l(/otS(a)xcw) ;(/OtS(a—Fh)xda—/OtS(a)xda)
_ ;(/hm S(a)xda/OtS(a)zda>

= E/t S(J)xda—g/o S(o)z do.

Nach (i) konvergiert die rechte Seite fiir h — 07 gegen S(t)z — z. Aus der damit gezeigten Existenz des
Limes der linken Seite folgt nun zunéchst, dass fg S(o)xdo € D(A). Gleichzeitig ist dann aber auch der
gefundene Grenzwert der Wert des Erzeugers A in fg S(o)zx do, d.h.

A (/Ot S(U);vdJ) = S(t)zx — =

(iii) Sei nun & € D(A), t > 0, h > 0. Aus der Halbgruppeneigenschaft folgt sofort

S(t+h) = S(t)

— S(t)Ax fir h — 07,

da z € D(A).

Es folgt, dass S(t)z € D(A) und AS(t)x = S(t)Ax.

S(t+h)—S(t)m _ S(t)
h

Gleichzeitig folgt aus limy_,g+ x die rechtsseitige Differenzierbarkeit der Funktion

t € [0, 00[— S(t)z und dass

d+
ES(t)x = AS(t)x = S(t)Ax.

Weiter erhalten wir fiir 0 < h < ¢
S(t)—S(t—h) B S(h) -1

N x = S{t—h) W x

S(h) -1

= St—h) (hx—Aaﬁ> + S(t — h)Az. (1.7)

Den ersten Term auf der linken Seite schétzen wir, dank Satz 1.2 auf Seite 7, mit Hilfe von geeigneten
Konstanten M > 1, w € R ab und erhalten

HS(t _n) (S(hibfx - Ax)

S(h) -1
< It Dllzeo |20 o - a0

HX

X
< ppeetm S T AmH
h’ X
— 0 fir h — 0%,

da z € D(A).
Da S(t—h)Axr — S(t) Az fiir h — 07 in X, folgt aus ( 1.7) nun sofort die linksseitige Differenzierbarkeit
der Funktion ¢ € [0, co[— S(t)x sowie die Identiét

d;S(t)x = S(t)Ax

dt B '

16
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Somit ist also t — S(t)x differenzierbar, und da t — S(t) Az stetig ist, sogar stetig differenzierbar mit
d
%S(t)x = AS(t)x = S(t)Ax.

(iv) folgt sofort aus (iii) mittels Integration. O

Aus Lemma 1.10 auf Seite 15 ergeben sich nun leicht zwei Eigenschaften, die der Erzeuger einer %p-
Halbgruppe notwendigerweise erfiillt.

Korollar 1.11. Sei (S(t))i>0 eine 6o-Halbgruppe auf dem Banachraum X und A ihr Erzeuger.
Dann gilt:

Il x

D(A) = X und A ist abgeschlossen.

Beweis:
Sei x € X. Nach Lemma 1.10 auf Seite 15 (ii) ist dann, fiir jedes h > 0, %foh S(o)xdo € D(A). Zudem

konvergiert foh S(o)xdo — x fiir h — 0% nach Punkt (i) des gleichen Lemmas, und somit folgt, dass
D(A) dicht in X.

Wir miissen noch zeigen, dass der Erzeuger A abgeschlossen ist. Betrachte dazu eine beliebige Folge
(n)n C D(A) mit der Eigenschaft, dass =, —  und Az,, — y in X. Aus Lemma 1.10 auf Seite 15 folgt
dann

t
St)xn —x, = / S(o)Ax, do.
0

Da S(t) € Z(X), konvergiert die linke Seite fiir n — oo gegen S(t)z —z in X. Da

sup 15(0)Azn — S(o)yllx < Mel|| Az, — yl|x,
oel0,t

konvergiert die Folge der stetigen Funktionen S(-)Ax, gleichmiiBig auf [0,t¢] gegen die Funktion S(-)y
und somit

/0 ' (o) dor — /0 (o) do.

Es folgt, dass
t

St)x—xz= [ S(o)ydo.
0

Division durch ¢ > 0 ergibt

t)—1I I

&x = - / S(o)ydo
t t Jo
— SO)y=y

Wir schliessen somit, dass € D(A) und Az = y. O

Aus Lemma 1.1 (iii) folgt ebenso leicht das folgende Resultat fiir das abstrakte Cauchy-Problem

du — Ay t>0
dt )
(ACP) { (0) = g

wenn der Operator A Erzeuger einer 6,-Halbgruppe (S(t)):>0 ist:

17
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Satz 1.12. Fir alle ug € D(A) ist die Funktion t € [0, c0[— u(t) = S(t)uo die eindeutige klassische
Lésung von (ACP), d.h. u € C*(]0,00[; X), u(0) = ug und u'(t) = Au(t) fiir alle t > 0.

Falls ug € D(A™) fiir einn > 1, dann ist u € C™([0, c0[; X).

Falls ug € N, D(A™), dann gilt sogar u € C*°([0, c0[; X).

Bewets:

Lemma 1.1. (iii) besagt gerade, dass fir ug € D(A) die Funktion ¢ € [0,00[— S(t)uo eine klassische
Losung von (ACP) ist.

Die Eindeutigkeit der klassischen Losung zeigt man wie im Fall A € Z(X) (siehe Satz 1.8 auf Seite 13).
Im Gegensatz zum Fall A € £(X) ist die klassische Losung fiir beliebige Anfangsdaten ug € D(A) nicht
automatisch eine C'°°-Funktion. Ist aber etwa ug € D(A?), d.h. up € D(A) mit Aug € D(A), dann ist die
Funktion ¢t — £S5(t)ug = S(t)Aug nach Lemma 1.1 (iii) (angewendet mit Aug anstelle von ug) wieder
stetig differenzierbar auf [0, co[ und dd—;S(t)uo = AS(t)Aug = S(t)A%ug fiir alle t > 0. Induktiv ergibt
sich die Behauptung fiir beliebiges n € IN. O

Angesichts des so erfreulichen Ergebnisses der Wohlgestelltheit des abstrakten Cauchy-Problems fiir einen
Erzeuger einer %y-Halbgruppe, stellt sich nun in natiirlicher Weise die Frage, welche Klasse von linearen
Operatoren %y-Halbgruppen generieren.

Das folgende Lemma zeigt, dass es im wesentlichen geniigt, die Generatoren von Kontraktionshalbgrup-
pen zu charakterisieren.

Lemma 1.13. (i) Sei S(t))i>0 eine Go-Halbgruppe von beschrinkten linearen Operatoren auf X
mit |S(t)|| ¢ (x)y < Me“* fiir alle t > 0.
Dann ist T(t) := e~“tS(t), t > 0, eine beschrinkte 6y-Halbgruppe auf X (die sog. ,skalierte
Halbgruppe “und ||T(t)||¢x) < M fir alle t > 0.
Ist A der infinitesimale Generator von S(t))i>0, B der Generator von T(t));>0, dann gilt:
B=A—-wl.

(ii) Sei (S(t))¢>0 eine beschrinkte 6o-Halbgruppe auf (X, || - [|x) mit ||S(t)||2x) < M. Dann
existiert eine zu ||-|| x dquivalente Norm auf X bzgl. der (S(t))i>0 eine Kontraktionshalbgruppe
18t.

Bemerkung: Ist (S(t)):>0 eine 6p-Halbgruppe von beschréankten linearen Operatoren auf X ausgestat-
tet mit der Norm ||| x, dann ist (S(¢))>o auch eine Gp-Halbgruppe von beschrénkten linearen Operatoren
auf X, wenn X mit einer beliebigen anderen zu || - || x f#quivalenten Norm ausgestattet wird. Durch Uber-
gang zu einer dquivalenten Norm &ndert sich auch der Generator der Halbgruppe nicht.

Beweis:
(i) Die Halbgruppeneigenschaft von (T'(t)):>0 rechnet man nach, die starke Stetigkeit ist klar. Wenn nun
x € D(A), dann ist fiir h > 0

1 1, _,
F(T(h) =Dz = (e "S(h) — Dz
_ e—whl(g(h) Dz + e_ujhi_ljx
h h

—  Ar —wzx

fiir h — 0%. Es folgt, dass D(A) C D(B) und Bz = (A — wl)z fiir alle x € D(A).
Analog zeigt man, dass D(B) C D(A), und somit D(A) = D(B) und B=A —wl.
(ii) Man definiert
[l := sup [|S(£)x]|x, reX.
>0

18
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Es ist klar, dass ||| - ||| x eine Norm auf X definiert und dass
lllx < [z} < Ml x Vr € X,
d.h. ||| ]| ist eine zu || - || x &quivalente Norm. Die Kontraktionseigenschaft von (S(t));>0 bzgl. der Norm

Il - || x folgt sofort aus

115 ()]

sup 1S(s)(S(t)x)| x

= sup||S(s+t)z|x
s>0

= sup[S(s)z| x
s>t

< =l

fiir alle ¢ > 0. O

Bevor wir nun den zentralen Satz von Hille-Yosida iiber die Charakterisierung von Generatoren von
Kontraktionshalbgruppen angeben kénnen, benétigen wir noch einen neuen Begriff.

Betrachten wir némlich den Fall, dass X = R"™ und A € M, (R), dann wissen wir ja bereits aus der
VL DGL1, dass die von A erzeugte Halbgruppe, die Matrixexponentialfunktion (etA)tZO, nur dann eine
Kontraktionshalbgruppe sein kann, wenn die Realteile sédmtlicher Eigenwerte von A < 0 sind (genauer:
(e')¢>0 ist beschréinkt, d.h. [|e"|| »(x) < M fiir alle t > 0 und ein M > 1, genau dann wenn die Realteile
aller Eigenwerte von A < 0 sind und zusiitzlich diejenigen Eigenwerte mit Realteil = 0 halbeinfach sind).
Es ist somit nicht verwunderlich, dass wir auch im unendlich-dimensionalen so etwas wie die ,,Eigenwer-
te“eines linearen unbeschrankten Operators A betrachten und Bedingungen an diese stellen miissen, um
zu garantieren, dass A eine Kontraktionshalbgruppe erzeugt.

Definition 1.14. Sei A: D(A) C X — X ein abgeschlossener linearer Operator in X .
Dann ist o(A) definiert durch

o(A) :={X € C; (M — A) ist invertierbar in £ (X)}

die Resolventenmenge von A.
Das Komplement, d.h. die Menge
o(A):=C\ o(4)

bezeichnet man als das Spektrum von A.
Fiir A € o(A) ist

Ra(\) =\ - A) e Z2(X)
die sog. Resolvente von A im Punkt \. Die Familie der Operatoren (Ra(A)xeo(a) bezeichnet
man als Resolventenfamilie (oder kurz: Resolvente) von A.

Bemerkungen:

1.) Mit Hilfe des Satzes vom abgeschlossenen Graphen sieht man leicht, dass A € € Element der Re-
solventenmenge ist, genau dann wenn (A — A) : D(A) C X — X bijektiv ist. In der Tat ist nédmlich
Al — A abgeschlossen (,,stetige Stérungen von abgeschlossenen Operatoren sind abgeschlossen®). Ist nun
(M — A) : D(A) — X abgeschlossen und bijektiv, so ist auch der inverse Operator (\] — A)™!: X — X
abgeschlossen und somit nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen automatisch stetig.

2.) Die Resolventenmenge ist eine offene Teilmenge von C. Dies sieht man leicht wie folgt:

Wenn A € 9(A4) und p € €, dann ergibt sich aus der Darstellung
pul —A=A—-A+(p—-XNI=T—-A—p)Rs(N)(M - A)
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dass (ul — A) : D(A) — X bijektiv ist genau dann, wenn I — (A — ) R4 () invertierbar ist. Dies ist aber,
wie wir bereits wissen, der Fall, wenn |X — u|||Ra(A)[| 2 (x) < 1, d.h. wenn [A — p| < 1/[[Ra(N)]| #(x). In
diesem Fall ist dann (Neumann’sche Reihe!)

Ra(p) = RaN(I = (A= pmRa(N)™!

oo

= Ra(N) ) (A=) "Ra(N)"

n=0
oo

= S (- ) Ra()" .

n=0

3.) Das Spektrum eines linearen abgeschlossenen Operators ist somit abgeschlossen. Das ist aber auch so
ziemlich alles, was man allgemein iiber das Spektrum eines linearen abgeschlossenen Operators aussagen
kann. Insbesondere kann das Spektrum eines solchen Operators leer sein oder aber, das ist der andere
Extremfall, die gesamte komplexe Ebene umfassen.

Beispiele:
Betrachte auf X = C([0, 1]) die Differential-Operatoren

Af=f fiir i = 1,2

mit jeweiligem Definitionsbereich
D(Ay) = C'([0,1])

bzw.

D(Az) = {f € C'([0,1]); f(1) = 0}.
Es ist klar, dass es sich hier um lineare abgeschlossene Operatoren handelt. Zudem ist fiir jedes A € C
die Funktion fy(t) := e, t € [0, 1], eine nicht-triviale Losung der Gleichung

(M —A1)fx=0.

Folglich ist (Al — A1) : D(A;) — X fiir kein A € C bijektiv und somit o(A;) = C.
Auf der anderen Seite ist die Operator-Gleichung

M —Axf=g

dquivalent zum AWP
M —f'=g auf|0,]1]
f1)=0
Dieses besitzt aber (vgl. VL DGL1) fiir jedes A € € und g € C([0, 1]) die eindeutige Losung

1
f(t) = / Mg (s) ds, t€[0,1]
t
in X. Somit ist (A — Ag) : D(A2) — X fiir jedes A € € bijektiv mit Umkehrabbildung

1
Rag(t) = [ Mgs)ds, tel01)gex.
t

Insbesondere ist o(Az) = 0.

Nun also der fundamentale

Satz 1.15 (Hille-Yosida, 1948). FEin linearer Operator A : D(A) C X — X st genau dann der
Erzeuger einer Kontraktionshalbgruppe (S(t)):>0 wenn gilt:

1.) D(A) ist dicht in X und A ist abgeschlossen
2.) 10,400[C o(A) und ||[Ra(N)| 2(x) < 3 fiir alle X > 0.
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Beweis:
Notwendigkeit der Bedingungen 1.) und 2.): Wegen Korollar 1.1 ist nur noch 2.) zu zeigen. Wir definie-
ren dazu fir A >0 und x € X

R\ = /O NS () dt

(dies ist die ,,Laplace-Transformierte der Funktion S(-)z).

Das uneigentliche Integral ist hierbei wohldefiniert !, dat € [0, co[— S(t)z stetig, beschrinkt (||S(t)z|x <
||zl x fur alle ¢ > 0) und A > 0. Es folgt nun leicht, dass R(A) ein beschrénkter linearer Operator auf X
mit

o0 B oo B 1
IROVex < / eMS ()] x dt < / e lellx dt = ol x.

Zwischenbemerkung: Die Notation R(A) ist nicht zuféllig gew#hlt. Es wird sich herausstellen, dass
es sich bei den Operatoren R(\) tatséichlich um die Resolventen R4 (A) des Operators A handelt.

Man sieht {ibrigens leicht, dass fiir positive A € p(A) tatséchlich die Gleichheit R(A) = Ra(A) gilt. In der
Tat besitzt die Halbgruppe (e~**S(t));>0 nach Lemma 1.13 auf Seite 18 (i) den Generator A—\I. Zudem
ist fiir # € D(A) nach Lemma 1.10 auf Seite 15 (iii) die Funktion t +— e~*S(¢)z stetig differenzierbar
mit e MS(t)z = (A — M)S(t)z. Somit ist

RNz = (M-A)! /\I A)e MS(t)x dt
0

:)\IAl/ —‘”S))d
0
= (M—-A)'z,

da lim;_, o e MS(t)z =0 in X.
Diese Beobachtung motiviert die Definition von R(\) oben. Leider hilft uns die Beobachtung nicht weiter,
da wir an dieser Stelle im Beweis ja noch gar nicht gezeigt haben, dass |0, co[C o(A).

Zuriick zum Beweis: Fiir h > 0, z € X folgt mit der Halbgruppeneigenschaft, dass

-1 1 [ 1 [
%R()\)x = = / e MS(t+ h)x dt — f/ e MS(t)x dt
h A A
6)‘h e —A(t+h) 1 >~ —At
= — e S(t+ h)x dt — — e~ MS(t)x dt
hJo h Jo
Y

= — e*MS(t)a:dtfl/ e MS(t)x dt
h Ju h Jo

eM—1 [ e a1 " —At
= e~ MS(t)x dt—e - e MS(t)x dt
hJo h'Jo

— ARN)z —z

fir h — 07 (die Konvergenz des zweiten Terms folgt einfach mit der Stetigkeit des Integranden). Es
folgt, dass fiir alle z € X, A > 0, R(\)z € D(A) und

AR(N)xz = AR(\)z — x.
Dies ist aber dquivalent zur Operatorgleichung
(M — AR\ =1,
d.h. der Operator R(\) ist die Rechtsinverse des Operators AI — A. Wir werden nun zeigen, dass
AR(N) = R(M)A auf D(A). (1.8)

'im Sinne von: [ e~ MS(t)x dt = lim; oo fot e S(t)z dt existiert in X
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Dann folgt sofort, dass auch R(A)(AI — A) = I auf D(A). Somit ist dann aber (\] — A) : D(A) - X
bijektiv und Ra(\) = R(A).
Sei also x € D(A), A > 0. Wir wissen bereits, dass R(\)x € D(A). Die gewiinschte Identitit R(\) Az =
AR(N)z, d.h. die Gleichung

/Ooo e MS(t) Az dt = A (/Ooo e MS(t)x) dt) ,

bedeutet, dass wir zeigen miissen, dass der abgeschlossene Operator A aus dem Integral herausgezo-
gen* werden kann. Ein Resultat dieser Art haben wir bislang nur fiir stetige, auf ganz X definierte lineare
Operatoren kennengelernt.

Der Beweis erfolgt in 2 Schritten. Zunéchst erinnern wir daran, dass

/ e MS(t)x dt = lim e MS(t)x dt.
0 n=eoJo

Aufgrund der Stetigkeit von ¢ — e~ S(t)x, ist das (Bochner-)Integral wy, := [;' e"*S(t)z dt ein klassi-
sches (vektorwertiges) Riemann-Integral, d.h. w,, = limy_,o wy, ; mit

k . .
n . —1)n n
wn,k_gz ~Xéi g it Y . ) ngg%

mit beliebigen Zwischenstellen §;.
Da S(¢;)x € D(A) fiir alle j nach Lemma 1.10 auf Seite 15 (iii) und D(A) ein linearer Teilraum, ist
wp, i, € D(A) fiir alle k. Desweiteren ist

k
n
Awn . = EZ AgJAS &)z

_ sz: -X g x,

(hier wurde noch einmal Lemma 1.10 auf Seite 15 (iii) benutzt). Da die Funktion ¢t € [0,n] — e~ S (t) Az
stetig ist, konvergiert die rechte Seite, fiir £k — oo, gegen das Riemann-Integral z,, := fon e~ MS(t) Az dt.
Da A abgeschlossen ist, folgt

wy, € D(A) und Aw,, = z,,

A </On e MS(t)x dt) = /On e MS(t) Az dt.

wy, € D(A), w, — / e MS(t)x dt in X fiir n — oo
0

d.h. aber gerade

Da nun aber

und
Aw, = / e MS(t)Ax dt
0
— / e MS(t) Az dt inX (n— o0)
0

(die Konvergenz des uneigentliches Integrals folgt mit den selben Argumenten wie oben mit Az anstelle
von z), folgt ein weiteres Mal durch die Abgeschlossenheit von A

/ e MS(t)x dt € D(A) und
0

A (/Ooo e MS(t)x dt) = /OOO e MS(t) Az dt.
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Es folgt nun sofort mit der Definition von R(A), dass
R(MN)Az = AR(M\)z,
was zu zeigen war.

Hinléinglichkeit der Bedingungen 1.) und 2.): Die Idee ist, den unbeschrinkten Operator A durch eine
geeignete Folge von stetigen Operatoren Ay zu approximieren und zu zeigen, dass die von den Operatoren
Ay erzeugten gleichméfig stetigen Halbgruppen (etA*)tZO in geeigneter Weise gegen eine Halbgruppe
(S(t))e>0 konvergieren, deren Erzeuger A ist.

Wir benétigen dazu einige Lemmata:

Lemma 1.16 (Resolventengleichung). Sei A : D(A) C X — X ein abgeschlossener linearer Ope-
rator. Fir A, p € o(A) gilt:

Ra(A) — Ra(p) = (1 — N Ra(M) Ra(p).

Beweis:
durch einfaches Nachrechnen:

(Ra(A) — Ra(p)z =

Ra(N (1] — A)Ra(u)x — (AL — A)Ra()a)
Ra(N((1I = A= A + A)Ra(u)z)
— (p— NRa(NRa(p)e

fir alle x € X. O

Bemerkung: Aus der Resolventengleichung folgt sofort, dass die Operatoren R4(\) und R () fir
A, i € o(A) miteinander kommutieren.

Lemma 1.17. Der Operator A erfiille die Bedingungen 1.) und 2.) aus Satz 1.15 auf Seite 20.
Dann gilt:
Alim ARA(N)x ==z fiir alle z € X.

Beweis:
Nach Definition der Resolvente ist AR4(A)x — AR4(A)x = « fiir alle x € X, und somit

(ARA(AN) — DNz = ARs( M)z fir alle z € X.
Sei nun zunéchst € D(A). Dann gilt R4(A\) Az = RA(A)(A = M)z + ARA(N)z = (ARa(N) — Iz, d.h.
(ARA(A) — Iz = Ra(N)Ax tir alle z € D(A).

Mit Voraussetzung 2.) folgt somit

A
MRaz —allx < 121X g
fiir A — oo.
Aus der Dichtheit von D(A) in X und da [|[ARA(A)|| #(x) < 1 folgt sofort, dass dann auch ARA(M)(z) — «
fiir A — oo fiir alle x € X. O
Bemerkung: Fiir lineare Operatoren A in einem Hilbertraum X = H, fiir die gilt, dass A = —A maxi-

mal monoton ist, ist es das Ergebnis aus Lemma 1.17 bereits aus der VL DGL II bekannt.
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Wir definieren nun fiir A > 0 die sog. Yosida-Approximation von A

Ay = AMRA(N) = M2Ra()\) — M.

Wir benétigen im folgenden

Lemma 1.18. Der Operator A erfille wieder die Bedingungen 1.) und 2.) aus
Satz 1.15 auf Seite 20. Dann gilt:

(i) Ax € Z(X) fir alle A >0
(i1) Ay und A, kommutieren fir alle A, >0
(#ii) limy_ oo Axx = Az fir alle x € D(A)

Beweis:
(i) ist klar nach der Definition, da R4()\) € Z(X).

(ii) folgt mit Hilfe der Definition und der Tatsache, dass die Resolventen miteinander kommutieren.
(iii) Da fiir A > 0 und = € D(A)

ARANAz = —ARAN)M — A)z + N Ra( Nz
= MRa(Nx— Iz
= MRa(\)z
= Az,

folgt mit Hilfe von Lemma 1.17 auf der vorherigen Seite, dass

)\lim Ayx = Ax

fiir alle x € D(A). O

Wir haben nun die notwendigen Hilfsmittel, um zeigen zu koénnen, dass die Bedingungen 1.) und 2.)
hinreichend dafiir sind, dass der Operator A eine %,-Halbgruppe generiert.

Nach Lemma 1.18 und den Ergebnissen des ersten Abschnitts erzeugt die Yosida-Approximation Ay von
A fiir jedes A > 0 eine gleichmiissig stetige Halbgruppe (e!4*);>¢. Mit Hilfe der Definition von Ay und
der Tatsache, dass fiir kommutierende Operatoren By, By € Z(X) gilt, dass

et(31+32) — etBl eth Vt Z O7

erhalten wir

tAy et()\QRA()\)f)\I)

2 —
N RA(N) g—tAI

2
A RA(N) g—tA T
e—t,\et,\2RA(,\)

und somit ist, dank Voraussetzung 2.),

||6t/\2RA()\

IN

Nezoole™™ Il 2x)
e—tAetszRA(A)llz(m
e—txet,\h/x

A
" | 2(x)

IAIA

i
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d.h. (etA*)tzo ist eine Kontraktionshalbgruppe, fiir jedes A > 0.
Um die Konvergenz der Funktionen ¢ € [0, c0[— e!*z fiir A — 0 nachzuweisen, zeigen wir zunichst,
dass fiir alle A\, u > 0, z € X und ¢ > 0, folgende Abschétzung gilt:

||etA*x — ety

|X < t||A,\$ — AMJ}H)(.

Mit analogen Argumenten wie im Beweis von Satz 1.6 zeigt man

ds

da
/ 7(6tAuets(AA7A“)x) ds,
o ds

weil mit Ay und A, auch die Operatoren et und e+ fiir alle ¢, s > 0 miteinander kommutieren.
Nun ist aber

1
d _
otArg _ otAuny  — /7(etsA)\et(1 S)A“x) ds
0

da (etA“ets(A*_A“')m) = eMuets A4, — Ay
s
= tet(l=s)AutsAy (Ay— Az,

Da die von der Yosida-Approximation erzeugten Halbgruppen Kontraktionshalbgruppen sind, folgt nun
die Abschitzung

1
d
||etA*ac o etA“x”X < / ”di <6tAuets(AA7AH)x) ||X ds
0 S

1
< [ et A 4y = s
0

AN = Az x-

N

Zusammen mit Lemma 1.18 auf der vorherigen Seite folgt somit, dass, fiir jedes x € D(A) und T > 0
beliebig, die Funktionen t € [0,T] +— e!4*x eine Cauchy-Folge in C([0,T]; X) (ausgestattet mit der
iiblichen Supremumsnorm) bilden. Da C([0,T]; X) vollstindig ist, konvergiert die Folge fiir A — oo
gleichmissig auf jedem Intervall [0, 7], T > 0, gegen eine stetige Funktion. Wir kénnen so auf D(A) fiir
jedes t > 0 einen Operator S(t) definieren durch

S(t)z = lim et z, Vo € D(A).

A—o00
Es ist klar, dass der so definierte Operator S(t) : D(A) C X — X linear ist. Ausserdem ist

tA\

1S@)zllx = lim Jlea]x < [la|x
— 00

fiir alle x € D(A), d.h. S(t) ist stetig auf D(A). Da D(A) dicht in X nach Voraussetzung 1.), lidsst sich
S(t) stetig zu einer Kontraktion auf X fortsetzen. Wir bezeichnen diese Fortsetzung wieder mit S(t).
Wegen der Kontraktionseigenschaft von e/4* und S(t) folgt nun sogar die gleichmiBige Konvergenz von
eMr — S()x auf [0, 7], fiir alle z € X. Sei dazu z € X beliebig, € > 0 und & € D(A) mit ||z — 2|/ x < e.
Dann ist

IStz — ez x ISz — S()al|x + 1S(t)E — D] x + [l — eDax
le = &llx + IS(1)E - e 2] x + [lo - 2]l x

2% + [|S(t)i — e i x.

IAIAIA

Wegen der bereits gezeigten gleichméfiigen Konvergenz der approximativen Losungen fiir Anfangswerte
in D(A), folgt somit

limsup max [|S(t)z — et x||x < 2
msup max [[S(0) I <2
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und damit die Behauptung.

Die so erhaltene Familie (S(t));>0 ist eine $p-Halbgruppe von Kontraktionen auf X: Die starke Stetigkeit
IS#t)z —z||x — 0T fir t — 0,Vx € X,

folgt sofort aus der starken Stetigkeit der Halbgruppen (etAA)tZO und der Tatsache, dass die Funktionen
t — et gleichmiBig auf [0, T], T > 0, gegen die Funktion ¢ — S(t)z konvergieren.

Die Halbgruppeneigenschaft S(t + s)z = S(¢)S(s)z und S(0)z = =z erhdlt man ebenfalls leicht durch
Ubergang zum Limes mit Hilfe der Halbgruppeneigenschaft der Familie (etA*)tZO.

Es verbleibt noch zu zeigen, dass A der infinitesimale Erzeuger der Kontraktionshalbgruppe (S(t)):>0
ist. Sei B der Erzeuger von (S(t));>0. Wir miissen zeigen, dass B = A. Sei zunéchst € D(A). Dann ist

S(t)yr—z = lim Mz —zx
A—00
td
= lim —e* Mg ds
A—00 0 ds
t
= lim e Az ds.
A—00 0

Da dank der Kontraktionseigenschaft

le> Aye — S(s) Azl x < e" (Are — Aw)|[x + ™ Az — S(s) A x

<
< || Axz — Azl x + ||e* Az — S(s)Az||x

und die Funktion s +— e*4* Az gleichmiBig auf [0, T], T > 0, gegen s — S(s)Ax konvergiert, konvergiert
der Integrand e*4» Az gleichméiBig auf [0,t] gegen s +— S(s)Az und wir diirfen Limes und Integration
vertauschen. Somit erhalten wir

St)r —xz = /0 S(s)Axds

fiir alle t > 0, x € D(A). Aus der Stetigkeit von s +— S(s)x folgt sofort die Existenz des Limes
lim St)r —x
t—0+
und somit ist gezeigt, dass D(A) C D(B) und Bz = Az fiir alle z € D(A).
Nach Voraussetzung 2.) ist 1 € p(A), d.h. (I — A) : D(A) — X bijektiv. Als Erzeuger der Kontraktions-
halbgruppe (S(t)):>0 erfiillt aber nach dem ersten Teil des Beweises (Notwendigkeit) auch der Operator B
die Bedingung 2.), d.h. auch (I—B) : D(B) — X ist bijektiv. Hieraus folgt nun leicht, dass D(B) = D(A)
(und somit A = B). Ist némlich x € D(B), f :=  — Bz, so ist auf der einen Seite z = (I — B)~'f die
eindeutige Losung der Gleichung 2 — Bx = f. Auf der anderen Seite ist # = (I — A)~!f die eindeutige
Losung der Gleichung & — AZ = f. Da D(A) C D(B) und A = B auf D(A), folgt, dass & dann auch
Losung der Gleichung « — Bx = f ist. Die Eindeutigkeit der Losung dieser Gleichung impliziert 2 = z
und somit Z € D(A). Folglich ist D(B) C D(A), was zu zeigen war.

= S(0)Az = Ax

O

Bemerkungen:

1.) Man zeigt leicht, dass die Bedingungen 1.) und 2.) im Satz von Hille-Yosida &quivalent sind zu den
Bedingungen 1.) und 2.)*:

{N e C; Re(\) >0} C p(A) und
[Ra(M) )l #(x) < ﬁ(/\) fir alle A € € mit Re(\) > 0.

2.) Ist A: D(A) C X — X ein linearer abgeschlossener Operator, der nicht dicht definiert ist, aber
die Bedingung 2.) des Satzes von Hille-Yosida erfiillt, dann erfiillt die Einschrinkung von A auf den
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Banachraum X := D(A)”'”X (ausgestattet mit der Norm || - ||x), d.h. der Operator Ay = Ay, definiert
durch

D(Ao) = {LC € D(A), Az € Xo}
Aoz = Az fiir alle x € D(Ay),

die Bedingungen 1.) und 2.) und ist somit Generator einer Kontraktionshalbgruppe auf Xj. Uberlegen
wir uns nur kurz, dass D(Ay) dicht in X ist. Der Nachweis der iibrigen Eigenschaften ist leicht.
Sei zunéchst x € D(A); betrachte fiir n € N

Tn i =nRy(n)x.
Dann ist
xn € D(A) und Az, =nARs(n)x =n(x, —x) € D(A)
(da x,,z € D(A) und D(A) ein linearer Raum), und somit ist x, = nRa(n)x € D(Ap).
Ausserdem gilt
Tpn=0+ARs(n)z =2z + Ra(n)Az -z (n — o0),
da [[Ra(n)| #x) < 1/n.

Da D(A) dicht in Xy und, wie eben gezeigt, jedes Element in D(A) durch eine Folge von Elementen
(xn)n € D(Ap) approximiert werden kann, folgt, dass D(Ay) dicht in X ist.

Beispiel:

Sei X = C([0,1]) ausgestattet mit der Supremumsnorm || - ||o, D(A) = {f € C*([0,1]); f(1) = 0},
Af = f' fir f € D(A).

Wir haben bereits gesehen, dass das Spektrum des linearen abgeschlossenen Operators A leer ist und die
Resolvente von A in A € € gegeben ist durch

RA(/\)f(t):/16’\(t‘s)f(s)ds, telo,1], f € X.

t

Folglich erhalten wir als Abschétzung fiir die Resolvente

1
IRaM)lgx) = sup /e““s)f(s)ds
Ifllc<1 1/t
1
< /e)‘(tfs)ds
t
Mo A
SWE_ T
1
< .
A

Allerdings ist A nicht dicht definiert: X, := D(A)H'Hoo ={f € X; f(1) = 0}. Der eingeschrénkte Opera-
tor Ag := A|x, erzeugt somit eine Kontraktionshalbgruppe (So(t)):>0 auf Xo.

Mit Hilfe des Satzes von Hille-Yosida und entsprechender Umnormierung des Raumes (vgl. Lemma 1.13 auf Seite 18
(ii)) konnen wir nun die Erzeuger von beschrinkten %p-Halbgruppen charakterisieren.

Satz 1.19. Fin linearer Operator A : D(A) C X — X ist genau dann der Erzeuger einer be-
schrankten €o-Halbgruppe S(t))i>0 mit ||S(t)||.zx) < M fir alle t > 0, wenn gilt:

1.) D(A) ist dicht in X und A ist abgeschlossen

2.) 10, +00[C o(A) und |Ra(N)"||z(x) < &L fiir alle A > 0 und n € N.
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Bemerkung: Im Gegensatz zum Satz von Hille-Yosida ist hier eine unendliche Familie von Abschitzun-
gen fiir die Resolvente von A zu zeigen. Ein Operator A, der die Bedingung 1.) erfiillt, fiir den gilt
]0,00[C 0(A) und ein M > 0 existiert, so dass || Ra(A)[| ¢ (x)| < M/ fiir alle A > 0 ist nicht notwendig
der Erzeuger einer beschrinkten 6p-Halbgruppe.

Beweis:
Die Notwendigkeit der Bedingungen 1.) und 2.) ergibt sich leicht aus dem Satz von Hille-Yosida bei
Ubergang zur Norm

[[|[|] := sup [|S(t)= x
t>0

in X. Wie bereits im Beweis des Lemma 1.13 auf Seite 18 (ii) gesehen, ist (S(¢)):>0 eine Kontraktions-
halbgruppe in (X, ||| - |||). Nach dem Satz von Hille-Yosida erfiillt der Generator A von (S(¢)):>o (der
sich bei Ubergang zu einer #dquivalenten Norm in X ja bekanntlich nicht &ndert) die Bedingung 1.),
10, 0o[C 0(A) und

i

Rael < L ya s 00 e x

Damit ist aber auch

[[Ra(\)"z||| < ”'i”' YA > 0,2 € X und alle n € N.
Da
[zl x < [ll=]l] < Mjzf|x Ve X,
folgen daraus sofort die gesuchten Abschétzungen fiir die Resolvente in der || - || x-Norm.

Zeigen wir nun, dass ein Operator, der die Bedingungen 1.) und 2.) erfiillt, eine beschriinkte %p-Halbgruppe
erzeugt. Um sich wieder auf den Satz von Hille-Yosida beziehen zu kénnen, miissen wir versuchen, eine

weitere zu || - || x dquivalente Norm auf X zu definieren bzgl. der die Resolventen R4(\) (A > 0) von A
kontraktiv sind. Aus naheliegneden Griinden kénnen wir nicht die oben verwendete Norm ||| - ||| verwen-
den...

Konstruktion der Norm:
Wir definieren zunéchst fiir p > 0:

€]l = sup [|p" Ra(p)"z]x,  z€X.
nelN
Offensichtlich gilt
lzllx <zl < Mlz]lx  VoeX

(mit Voraussetzung 2.)) und || - ||,, ist eine zu || - || x &quivalente Norm auf X.
Weiter gilt
luRa(@)zlly < el Voe X

Fiir 0 < A < p erhalten wir mit Hilfe der Identitét fiir beliebiges y € X
r = Ra(Ny
= Ra(W)(y+ (1 —Az)

die Abschitzung

1
[RaNyll, = ;IIMRA(M)(er(u—A)w)Ilu
1 A
< -y -l-(l—) x|,
ﬂ|| [l . (E1P
woraus sofort

[

IRayl < 4 Vyex
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folgt. Somit R4 (\) eine Kontraktion bzgl. der || - ||,-Norm auf X (fiir 0 < A < p) und gleiches gilt dann
natiirlich auch fiir alle Tterierten von R4()). Es folgt

[A"RA(A)"zl|x < [[A"Ra(A) 2y < lzfl,  YVO<A<pzeXnel. (1.9)
Wir kénnen nun auf der linken Seite das Supremum iiber n € IN bilden und erhalten so

sup [A"Ra(N)"z||x < |z, Vo< A<p,zelX.
neN

(EZ(P
Wir haben somit gezeigt, dass
llzllx < |lz|l. Vee X,0< A< .
aufrgrund dieser Monotonie und der Beschranktheit (Erinnerung: ||z||,, < M||z| x) existiert

o] = lim_ |z,

fiir alle z € X und definiert eine Norm auf X, die der Abschétzung
lellx <o < Mllz|lx  VeeX (1.10)

geniigt und somit zu || - || x dquivalent ist.

Aus der zweiten Ungleichung in ( 1.9) folgt sofort, dass R4(A) fiir alle A > 0 eine Kontraktion in der
| - |-Norm ist. Mit dem Satz von Hille-Yosida folgt nun, dass A eine Kontraktionshalbgruppe (S(t)):>0
auf (X, |-|) erzeugt. Bzgl. der urspriinglichen Norm ist (S(t)):>0 wegen ( 1.10) eine durch die Konstante
M beschriankte Halbgruppe mit Erzeuger A. O

Aus dem letzten Satz folgt nun mit einfacher Skalierung (vgl. Lemma 1.13 auf Seite 18 (i))

Satz 1.20. Ein linearer Operator A : D(A) C X — X ist genau dann der Erzeuger einer -
Halbgruppe (S(t))e>0 mit [|S(t)|| .z x)y < Me** fir alle t > 0, wenn gilt:

1.) D(A) ist dicht in X und A ist abgeschlossen
2.) Jw, +00[C o(A) und [Ra(N)"||2(x) < x2iye fiir alle A > w0 und n € N.

Beweis:
=: Ist A der Erzeuger der 4p-Halbgruppe (S(t)¢>0,50 ist A—wI der Generator der skalierten Halbgruppe
(e7“tS(t))t>0. Nach Lemma 1.13 auf Seite 18 ist die skalierte Halbgruppe beschréinkt:

||67w5(t)“$(x) <M vt > 0.
Nach Satz 1.19 auf Seite 27 gilt somit

D(A—wl) = X,
————

=D(A)
A — wl ist abgeschlossen,

woraus sofort die Abgeschlossenheit von A folgt. Desweiteren gilt
10, oo[C 0(A — wi),
dh M —(A—wl)=(AN—w)l — A: D(A) — X ist bijektiv fiir alle A > 0. Somit folgt sofort

Jw, 00[C o(A).
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Aus der Abschétzung
[Ra—wr(N)" [ 2x) < )\%H Vn € N, A € o(A —wl)
schliesslich folgt mit der Identitét
Ra—wi(N) = Ra(A+w) YA>0

die gesuchte Abschéitzung

[Ra(p)|lzx) < VneN, u>w.

%R

Die umgekehrte Implikation < zeigt man analog. (]

Bemerkungen:

1.) Wie im Falle des Satzes von Hille-Yosida kann gezeigt werden, dass die Bedingung 2.) im Satz 1.19 auf Seite 27
durch folgende dquivalente Bedingung 2.)*

{A € C; Re(\) >0} C p(A) und
IA"RA(N) " 2(x) < gepaye fiir alle A € € mit Re(X) >0 und n € N

bzw. die entsprechende Bedingung im Satz 1.9 durch die Bedingungen 2.)*

{A € C; Re(N) >w} C p(A) und
[A"RAN)"||£(x) < ﬁ fiir alle A € C mit Re(\) >w und n € N

ersetzt werden kann.

2.) Erfiillt ein Operator A die Bedingungen des Satzes 1.19 auf Seite 27 bzw. 1.9 mit Ausnahme der

Dichtheitseigenschaft des Definitionsbereiches, gilt analog zum Kontraktionsfall, dass der auf X, =
il lx

D(A) eingeschrinkte Operator eine beschrinkte bzw. %p-Halbgruppe auf X erzeugt.

3.) Aus der obigen Charakterisierung der Erzeuger von %p-Halbgruppen folgt nun leicht die Charakte-
risierung der Erzeuger von Cy-Gruppen. Dabei bezeichnet man als Erzeuger einer Cy-Gruppe S(t)):>0
den Operator A definiert durch

S(h)

T_Ix fiir alle x € D(A) = {z € X }llilr%] %x existiert in X}.

Az = lim
h—0

Ist A der Generator einer Cy-Gruppe, ergibt sich unmittelbar, dass A Generator der %y-Halbgruppe

(S+()i>0 == (S(t))i>0 ist und —A die Gp-Halbgruppe S_(t))i>0 := (S(—t))i>0 erzeugt. Die Implikatio-

nen (a) = (b) & (c) des nachstehenden Satzes sind somit, unter Beriicksichtigung von Satz 1.20 auf der vorherigen Seite,
klar.

Satz 1.21. Fiir einen linearen Operator A : D(A) C X — X sind dquivalent:
(a) A ist Erzeuger einer Co-Gruppe (S(t))i>0 mit [|S(t)]| #(x) < Me“!!l fiir alle t € R

(b) A, bzw. —A, ist Erzeuger einer 6o-Halbgruppe (St (t))i>0, bzw. (S_(t))i>0, mit [|S+(t)| <
M*«t fiir alle t > 0
(c) (i) D(A) ist dicht in X und A ist abgeschlossen
(i) o(A) DN € R; [A| > w} und [|[RA(N)"[| 2x) < ﬁ fir alle X € R mit |\| > w, fir
alle n € N.

30



Seite 31 Unterkapitel 1.2. Stark stetige Halbgruppen

Beweis:

Es verbleibt nur noch zu zeigen, dass (c) = (a) gilt. Unter der Voraussetzung (c) folgt, wie bereits
erwédhnt, nach Satz 1.9 unmittelbar, dass A bzw. —A €-Halbgruppen (S4(t))i>0 bzw. (S_(¢))¢>0 mit
der entsprechenden Wachstumsbeschréinkung erzeugen. Definieren wir nun die Familie (S(¢))ier C -Z(X)

durch 5.0
5. t>0
50) '—{ S (Zt) t<0

so ist klar, dass die Familie (S(t)):cr stark stetig in 0 ist und zudem gilt:
lim St)r —x

lim existiert genau dann, wenn x € D(A),

und fiir z € D(A) ist lim; g % = Ax.

Es verbleibt die Gruppeneigenschaft der Familie (S(t))ier 2zu zeigen.

Mittels des mittlerweile bekannten Tricks des Umnormierens und entsprechender Skalierung diirfen wir
zudem annehmen, dass M = 1 und w = 0 und somit (S4(¢))¢>0 und (S_(¢)):>0 Kontraktionshalb-
gruppen sind. Da A und —A miteinander kommutieren, kommutieren auch die Resolventen R(\)
und R_4(A) = —Ra(—A\) sowie die Yosida-Approximationen Ay, (—A), miteinander. Somit kommu-
tieren auch die Operatoren der erzeugten gleichmifig stetigen Halbgruppen e*4* und e*(=4x | fiir alle
s,t > 0,A > 0, miteinander. Da diese bekanntlich gegen die Halbgruppen (S4(t))i>0 bzw. (S—(¢))i>0
konvergieren, kommutieren so schliesslich auch die Operatoren S (¢) und S_(s) miteinander, fiir alle
s,t > 0. Aufgrund dieser Eigenschaft rechnet man nun leicht nach, dass die Familie von Operatoren
(T'(t))t>0 definiert durch T'(t) = S (t)S_(t), t > 0, eine Gp-Halbgruppe von Operatoren (die Vertausch-
barkeit der Operatoren sichert hierbei die Halbgruppeneigenschaft). Sei C' der Generator der Halbgruppe
(T(t))t>0. Fir x € D(A) N D(—A) = D(A) gilt

Si(h)S—(h)x —x

i I

— fim S+ (R)(S—(h)x — x) + lim Si(h)z —=x
h10 h h10 h

= —Ax+ Ax

= O7

und somit folgt, dass D(A) C D(C) und Cz = 0 fiir alle x € D(A).
Nach Lemma 1.1 (iv) gilt zudem fiir alle ¢ > 0, fiir alle z € D(C),

Tt —z = /o T(s)Cxds.

Hieraus folgt nun sofort, dass T'(t)x = «x fiir alle ¢ > 0, fiir alle z € D(A). Da D(A) dicht in X ist und
T(t) € Z(X), folgt T(t) = S (t)S_(t) = Ix fiir alle t > 0. Somit ist jeder der Operatoren S, (¢), S—_(t)
invertierbar und

S, (t)"t=8_(t) vt>0.

Nun lisst sich leicht nachrechnen, dass (S(t)):cr der Gruppeneigenschaft geniigt. Ist etwas ¢t < 0,s > 0
mit ¢t + s > 0, so gilt

Si(=t)S(t+s) = Sy(—t)S4(t+s)
= S4(s)
= =5(s).
Durch Anwenden des inversen Operators (Sy(—t))~! = S_(—t) ergibt sich so

S(t +s) = S_(—t)S(s) = S(t)S(s)

nach Definition der Familie (S(%))ter.
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Wenden wir uns nun wieder dem abstrakten homogenen Cauchy-Problem fiir einen linearen Operator
A:D(A)C X — X zuw:

du — Ay t>0
dt ;
(ACP)y { w(0) = 2

Dieses, bzw. das allgemeinere nicht-homogene abstrakte Cauchy-Problem

%:Au—kf, t>0

(ACP) {um):x

mit f : [0,00[— X, hatte unser Studium der %p-Halbgruppen ja motiviert. Aus den bislang gewonnenen
Erkenntnissen gelangen wir nun leicht zu folgendem

Satz 1.22. Der lineare Operator A: D(A) C X — X sei Generator einer 6o-Halbgruppe (S(t))i>0
auf X.

Dann besitzt das abstrakte homogene Cauchy-Problem fir alle x € D(A) eine eindeutige globale
klassische Lisung u : [0,00[— X. Diese ist gegeben durch u(t) = S(t)x fir alle t > 0.

Beweis:
Wir habe bereits gesehen, dass fiir x € D(A) die Funktion ¢ € [0, 00[— u(t) := S(¢t)z eine klassische
Losung von (ACP);, ist. Es ist also nur noch die Eindeutigkeit der klassischen Losung zu zeigen. Sei
dazu v eine weitere klassische Losung von (ACP) auf [0, co[. Aufgrund der Linearitét von A ist dann die
Funktion w := u — v offensichtlich klassische Losung von (ACP), zum Anfangswert w(0) = 0. Sei nun
T > 0 und definiere

O(t) := St)w(T —t), t e 0,77

Offensichtlich ist dann
o(T)=0 und ®(0) = w(7T).

Ausserdem ist @ stetig differenzierbar auf [0, 7] mit

%@@ = ASM)w(T —t) — S(t) Aw(T — 1)
= 0

auf [0, 7). Folglich ist ® konstant auf [0,7] und somit w(7") = 0. Da T' > 0 beliebig, folgt w = 0, d.h.
aber u = v. 0

In Anbetracht von Satz 1.22 erscheint nun folgende Definition einer verallgemeinerten Losung von (ACP);,
natiirlich:

Definition 1.23. Der lineare Operator A : D(A) C X — X sei Generator einer 6o-Halbgruppe
(S(t))i>0 auf X.

Fiir x € X heisst die Funktion t € [0, 00[— S(t)z milde Lésung des abstrakten Cauchy-Problems
(ACP)y,.

Bemerkungen:

1.) Wir haben bereits bei dem Beweis des Satzes von Hille-Yosida bemerkt, dass die klassische Losung
t € [0,00[— et** des approximierenden Cauchy-Problems fiir die Yosida-Approximation Ay auch fiir
x € X \ D(A) gleichmiissig auf kompakten Intervallen gegen die stetige Funktion ¢ € [0, 00[— S(¢)x
konvergiert. Es ist daher in der Tat natiirlich, diese (i.a. nicht differenzierbare) Funktion als eine , ver-
allgemeinerte Losung® aufzufassen.
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2.) Fiir x € X \ D(A) ist die Funktion ¢ — S(¢)z niemals in 0 rechtsseitig differenzierbar und somit auf
[0, +00[ grundsitzlich keine klassische Losung.

Beispiel: X = %(R), (S(t))i>0 die (Links-)Translationshalbgruppe auf X gegeben durch S(¢)f =
f(-+1t),t >0, f € X. Der Generator von (S(t));>0 ist bekanntlich der Differentiationsoperator A:
Af = f' definiert auf D(A) = {f € X; f differnzierbar mit f’ € X}. Offensichtlich ist dann fiir eine nur
stetige Funktion f € X \ D(A) die Funktion ¢ — f(- 4 t) fiir kein ¢ > 0 differenzierbar!

Dennoch ist es grundsitzlich moéglich, dass auch fiir € X \ D(A) die Funktion ¢ € [0, co[— S(¢)x zumin-
destens fiir t > 0 (oder auch nur ¢ > ¢ fiir ein festes ¢ty > 0) differenzierbar ist und fiir ¢ > 0 (bzw. t > to
) die DGL im klassischen Sinne 15st. Ist dies der Fall, sprechen wir von einem Regularisierungseffekt
der Halbgruppe (S(¢))¢>0. Diese und andere Fragen untersuchen wir im Anschluss an das nun folgende
Studium des nicht-homogenen ACPs. Ein triviales Beispiel einer regularisierend wirkenden Halbgruppe
ist die folgende:

Beispiel: X = C([0,1]), D(A) = {f € X; f(1) =0}, Af = f' fir f € D(A). Wie bereits gesehen

erzeugt A eingeschrinkt auf Xy := D(A)H'HX eine Kontraktionshalbgruppe (S(t))¢>0. S(t) ist, wie man
sich leicht iiberzeugt, wieder eine Linkstranslation. Genauer: fiir s € [0,1] ist

S(t)f(s):{ flt+s), fallst+s<1

0, sonst

Dann ist natiirlich fiir alle ¢ > 1 S(¢)f = 0 fiir jedes f € X, und somit ist, fiir alle f € Xy, die milde
Losung t — S(t)f trivialerweise differenzierbar...
Gliicklicherweise gibt es aber auch interessantere ,echte “Regularisierungseffekte.

1. Vorlesung (vom 06.11.2008)



Kapitel 2

Beispiele zum Satz von Hille Yosida

2.1 Lineare Boltzmann-Gleichung

Dieses Beispiel beschiftigt sich mit dem Neutronenfluss in einem Kernreaktor. Wir treffen folgende
Annahmen:

e S C IR3 sei kompakt und konvex, mit nicht-leerem Inneren. Das Gebiet S stelle den Reaktor dar.

o V = {v ER:0 < Upin <v < vmax}. V ist der Raum der moglichen Geschwindigkeiten v, die die
Neutronen haben konnen.

o n(s,v,t) := Verteilungsdichte der Neutronen im Ort s mit der Geschwindigkeit v zur Zeit ¢.
Desweiteren treffen wir folgende Modellannahmen:

e die Neutronen bewegen sich mit ihrer jeweiligen Geschwindigkeit v

e die Neutronen werden mit einer Wahrscheinlichkeit o, die von dem Ort und der Geschwindigkeit
abhéngt, absorbiert

e durch Kollisionen miteinander werden die Neutronen im Reaktor zerstreut (,scattered“); der Bei-
trag dieses Effekts wird durch einen Kollisionskern (,,scattering kernel“) beschrieben, der von der
Eingangsgeschwindigkeit (Geschwindigkeit des Teilchen vor der Kollision), dem Ort und der Aus-
gangsgeschwindigkeit (Geschwindigkeit nach der Kollision) abhéngt.

Die Modellannahmen fiihren zu folgender partieller Differentialgleichung fiir die Verteilungsdichte:

dn(s,v,t) = =T - Ven(s,v,t) — o(s,v)n(s,v,t) +/ K(s,v,v")n(s, v, t)dv’
v

=:Ap Transport-Op. =:B, Absorptions Op.

=:Kscattering Op.!

Im weiteren soll gelten:

e 0:5xV — Rist eine L°°-Funktion, o > 0 fast iiberall auf S x V'

e K:5xV xV — Rist auch eine L*>°-Funktion, K > 0 fast iiberall auf S x V' x V.
Wir geben uns weiterhin noch eine Anfangsbedingung und eine Randbedingung vor:

Anfangsbedingung: n(s,v,0) = ng(s,v), fir (s,0) € SxV
Randbedingung:  Vn(s,v,t) =0 wenn (s,v) € S x V und s + tv € S fiir ¢ > 0 klein

1Das ist der Kollisionsterm
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Seite 35 Unterkapitel 2.1. Lineare Boltzmann-Gleichung

Die obige Randbedingung soll ausdriicken, dass kein Neutronenfluss von auflen in den Reaktor hinein
stattfindet. Ein Neutronenfluss aus dem Reaktor heraus wird dagegen zugelassen.

Wir wollen nun mit obigem Rand-Anfangswertproblem ein abstraktes Cauchy-Problem assoziieren. Wir
withlen dazu als Banachraum X = L(S x V). Wir werden sehen, dass der Transport-Operator Ay, bei
geeigneter Wahl des Definitionsbereiches, eine %y-Kontraktions-Halbgruppe erzeugt. Der Absorptions-
Operator ist ein einfacher Multiplikationsoperator und somit stetig, d.h. B, € & (X ) Auch der scattering-
Operator K ist als Integraloperator

ue X - {(s,v) — /VK(s,v,v/)u(s,v')dv'}

stetig, d.h. auch K € .Z(X).

Der Definitionsbereich des Operators Ay + B, + K ist demnach derselbe wie der von Ag. Wie die-
ser zu wéhlen ist, ist nicht auf den ersten Blick klar. In natiirlicher Weise wiirde man D(Aq) C {n €
LY (SxV);7-Vyn € L'(Sx V)} wihlen, wobei in die Definition von D(Ag) auch noch die Randbedingung
geeignet integriert werden muss. Fiir Funktionen n € L1(S x V) mit @+ Vyn € LY(S x V) ist aber V,n
nur £.ii. auf S x V definiert. Die Bedingung V,n = 0 fiir (s,v) € 9S x V mit s+ tv € S fiir t > 0 klein
macht somit keinen Sinn, da letztere Menge eine Nullmenge ist.

Wir gehen deshalb den umgekehrten Weg und assoziieren zunéchst einmal eine Cy-Kontraktionshalbgruppe
mit der ungestorten Transport-Gleichung. Hierzu benutzen wir die Charakteristikenmethode, die uns aus
der VL DGL I bekannt ist. Der Definitionsbereich des Generators Ay kann dann iiber die Halbgruppe
bestimmt werden.

Die reine (ungestorte) Transport-Gleichung hat die Form:

n:—ﬂ'ﬁsn in SxV xRt
sv=0 fir s € 0S mit s+tv e S, (t> 0 klein)
n(s,v,0)=ng ImnX=85xV

Erinnerung an die Methode der Charakteristiken:

In DGL I haben wir DGLen der Form

{yt+c~yx—g(x)y ,t >0,z € R (wobeig:R — R stetig, c € R) (2.1)

y(0,7) = yo()

gelost. Dazu haben wir die charakteristischen Kurven bestimmt:

{X(t)zc — X(t) = te+ o
o

1. Vorlesung (vom 06.11.2008)
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Angenommen, y ist klassische Lésung von (2.1), dann gilt fiir C(t) := y(t, X (t)):

= 9(X()y (1. X(0)
= g(tc—|— 1‘0) -C(t)
C0)  =y(0,20) = yo(zo)
= C(t) = yo(zg) - exp /0 g(sc+ wo)d8>
= y(t, tc + zo), (wobei tc +xzg =2 2)

=  y(t,z) =yo(zr — ct) - exp /Og(x—l—c(s—t))ds

=0

— ol — ct) exp ( /O Cow+ ca)da)

Insbesondere folgt fiir die Losung der reinen Transportgleichung (i.e., im Fall g = 0): y(¢,z) =
yo(z—ct), z € R, t > 0. Das Anfangsdatum yo wird also mit Geschwindigkeit ¢ nach rechts ver-
schoben (,,transportiert ). Betrachtet man nun eine solche Transportgleichung nicht auf R,
sondern auf einem beschrinkten Intervall (a, b), erkennen wir, dass an dem linken Randpunkt
offenbar eine Randbedingung vorgeschrieben werden muss, da die Losung durch den Trans-
portterm von , links nach rechts“verschoben wird. Will man in dem Randpunkt a die Randbe-
dingung: ,.es erfolgt durch diesen Randpunkt kein Fluss von auflen nach innen“modellieren, so
ergibt sich in natiirlicher Weise die Bedingung, dass y(t,a) = 0 fiir ¢ > 0 gelten muss. Denken
wir uns y fiir z < a durch Null fortgesetzt, ergibt sich in natiirlicher Weise die Losungsformel
der Transportgleichung auf dem Intervall (a,b):

y(t, ) = X(ap) (@ —ct)yo(x —ct), t>0,z € (a,b).

Ein analoges Verfahren funktioniert im Mehrdimensionalen. Die Losungen der reinen Transport- sowie
der Transport-Absorptionsgleichung lisst sich somit mit Hilfe der Charakteristikenmethode bestimmen:

e im Fall der reinen Transportgleichung:

on=—1v- ﬁsn
ist die Losung gegeben durch:
n(s,v,t) = (So(t)no)(s,v) := xs(s — tv)no(s — tv,v) (fiir (s,v,t) € S x V x R")
e im Fall der Transport-Absorptionsgleichung o;n = —v- V,n — on erhalten wir als Losungsoperator

fir t > 0:

n(s,v,t) = (S(t)no)(s,v) := xs(s — tv)no(s — tv,v) - exp (— /Ot (s — m,v)dr>

Man kann nun leicht nachrechnen:

o So(t),S(t) € Z(x) (es gilt sogar [[So(t)[| < [[S(E)] oz < 1)
o So(t+s) =So(t)So(s) Vt,s>0;analog fiir (S(¢));>0 (Halbgruppeneigenschaft)

e (So (t))t>0 ist eine %p-Halbgruppe. Analoges gilt fiir (S(t)):>0-

2also folgt: * = xg +ct = 20 = — ct

1. Vorlesung (vom 06.11.2008)
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Beweis: Sei zunéchst n € 6.(S x V). Dann gilt:
S(t)n(s,v) = xs(s — tv)n(s — tv,v) — n(s,v) punktweise V (s,v) € S x V

Auferdem gilt: [|S(t)n|[o, < [[n]lpesxy) < 00. Da S x V' von endlichem Maf ist, sind
konstante Funktionen integrabel, deswegen gilt: [|S(t)n — n|| 11 gy, 1oy,

Im Allgemeinen Fall sei n € L!(S x V) beliebig. Da %.(S x V) dicht in L*(S x V), existiert
zu jedem beliebigen € > 0 ein ne € €e(S x V), mit [[n — nel| 1155y < €. Dann folgt:

limsup ||S(t)n — n|| < limsup ||S(t)n — S(E)n:|| + [|S(E)ne — ne|| + |[ne —n|| < 2¢
t—Ot t—O+

(Hier ist die verwendete Norm die ||. || 1 gy -Norm.) q.e.d.

Nun zuriick zum Problem der korrekten Bestimmung des Definitionsbereiches des Generators A, der
Halbgruppe (So(t))¢>0. Es ist klar, dass
So(t)n —
n € D(Ag) = {n € L'(S x V); lim S0P ="

t—0t

existiert in L'(S x V)}.

und man rechnet nach, dass

—

Apn = —7-Vn fiir n € D(Ao).

Desweiteren kann man zeigen, dass die Menge
{ne WHH(S x V);n(s,v) =0 falls s € 3S und s — tv ¢ S}

dicht in D(Ap) beziiglich der Graphennorm von Ag: ||n|[a, = ||nl|L1(sxvy + [[Aon| L1 (sxv)-

Zuriick zur Boltzmann-Gleichung mit Kollisionsterm. Da wir nun bereits wissen, dass Ag resp. Ag + By
Generator einer Cp-Kontraktionshalbgruppe auf X sind, und der Kollisionsoperator K € Z(X) ist,
stellt sich nun die Frage, ob auch die Stérung eines Cy-Halbgruppengenerators durch einen beschrankten
linearen Operator noch der Generator einer Cy-Halbgruppe ist.

Allgemein: Falls A Erzeuger einer 6y-Halbgruppe (S(t)),., € -Z(X) ist, was kann man dann iiber A+ B
sagen, falls B € Z(z) ist?

klar: Der Definitionsbereich von A wird nicht gestort, da B auf dem ganzen Raum definiert ist, es gilt
also: 2(C) = 2(A)NZ(B) = 2(A), mit C = A+ B, d.h. C ist ein dicht definierter Operator. Auerdem
gilt: A ist abgeschlossen = C' = A 4+ B ist abgeschlossen.

>0

Beweis das C wie oben definiert abgeschlossen ist:

Sei {xn}neN C 2(C) = 2(A) eine konvergente Folge mit z,, —— 2 in X. Es gelte weiterhin

das die Bildfolge konvergiert, d.h. Cz,, —— y € X.

= Bz, — Bz Bstet- Az, = Cz, — Bx,, d.h. Az,, — y — Bx. Also folgt wegen der Abge-
—~ —~~

—y — Bz

schlossenheit von A: z € Z(A)( = 2(C)), also gilt y = Cz. O

SATZ 2.1 BOUNDED PERTUBATION RESULT

Sei A der Erzeuger einer %y-Halbgruppe (S’ (t))
0, BeZ(X).
Dann ist C':= A + B Erzeuger einer %y-Halbgruppe (T(t))

M - exp ((w + M- |Bll g, )t), t>0.

t>0 € Z(X) mit ||S(t)||$(x) < Me*t Vt>

20 € LX) mit | T(1)] 4 x) <

1. Vorlesung (vom 06.11.2008)
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Beweis: Wir betrachten zunéchst den Fall, dass (S(t)) >0 €ine ¢p-Kontraktions-Halbgruppe (dh. M =

1,w = 0) ist. Wir bemerken, dass fiir A > 0 (somit A € p(A4)) gilt:
(M —C)=XI—-A-B)=(I—-BRa(N)(X - A).
D.h. (AT —C) : 2(C) — X ist bijektiv genau dann, wenn I — BR4(A) : X — X bijektiv ist . Mit
der Neumann’schen Reihe ist I — BRa()) invertierbar, falls [[BRA(A)|| o (x) < 1, d.h. wenn || B & (x, -
1Bl
[RAM | gx) € —5F < 1.
Wenn also A > || B|| &, dann ist gewiss [|BRA(A)[|(x) <1 und A € p(C) und es ist

Ro(A) = Ra(W) (I — BRA(N) ™'

o0

= Ra(N))_ (BRa(N)"

n=0
und somit

IRz x) < IBAMzx) D IB" I IRAMN) g )
—_———

n=0

1 3 1

[ T AN—||B
0o 1B]2x)

<
1 & (IBlex\
< . 7hNZ(X)
SE (5
1
A

—_

Damit gilt p(C) D }HBHﬂx) ,oo[ und [|Re(\)"|l () < = YA> ||Bllgx),VneN

1
(A-1Bl2x))
Also erfiillt C' die Voraussetzung des verallgemeinerten Hille-Yosida Satzes. Folglich ist C' Erzeuger einer
%o-Halbgruppe (T(t))t>0 mit |T(t)] ¢ (x) < ellBlzct ¢ >0,
Allgemeiner Fall: Sei A der Erzeuger der %p-Halbgruppe (S (t))
Dann erzeugt (A — wl) die %p-Halbgruppe (e*“’tS(t))Do
mit [|[e” ' S(t)x||x < |lzl|lx Yz € X, t > 0. Also ist (S’(t))po
—_——— =
(51),.,
A—wl.

"2 4 4+ B ist der Erzeuger der %y-Halbgruppe (T(t))
der Operator A + B die Halbgruppe (e‘*’tT(t))

i>0 Wit SOl gx) < Me“t, t > 0.

und es existiert eine fquivalente Norm |||.]|

eine %y-Halbgruppe mit Generator

1>o Wit [T < ellBll-t ¢ > 0. Also erzeugt
g und da 1zl < [lzllx < M 2], folet
e T(t)zlllx < exp ((w + Bl - =]l x

< Mexp ((w +[[BIN?) - ]l x -

Da zudem |||B]| = sup [|Bz|| und somit
lllzlll <1

1Bl < sup M [|Bz||x < HshlglM”Bx”X < M|BJ,

llzlll<1

folgt

He“tT(t)

2ix) S Mexp (w+M ||BH:£(1))'5)

2. Vorlesung (vom 13.11.2008)
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2.2 Altersstrukturierte Populationsmodelle

In der VL DGL I haben wir bereits einfache Populationsmodelle kennengelernt. Beschreibt etwa u(t) die
Anzahl der Individuen einer Population zur Zeit ¢ > 0 und nimmt man an, dass der Populationszuwachs
(bzw. die Populationsabnahme) in einem Zeitintervall [¢,¢ + At] in etwa proportional zur Linge des
Zeitintervalls und der initialen Populationsgrofe ist, so gilt die Beziehung — u(t + At) — u(t) ~ pu(t) At
(1 der Proportionalititsfaktor). Nimmt man dann an, dass u in ¢ glatt (differenzierbar) ist (dies ist bei
groflen Populationen eine zuléissige Annahme), so gelangen wir (nach Teilen durch At und Grenziibergang
At — 0) zu dem einfachen exponentiellen Populationsmodell (nach Malthus):

Hierbei ist p die Differenz aus der (konstant angenommenen) Geburten- und Sterberate; ug ist die (als
bekannt vorausgesetzte) Populationsgréfie zum Zeitpunkt ¢ = 0.
Das obige AWP hat bekanntlich die Losung: u(t) = ugett, t > 0.

Dies ist ein recht grobes Modell; das Alter wird beispielsweise nicht beriicksichtigt (ebenso wird auch
Ressourcenknappheit im exponentiellen Modell nicht beriicksichtigt - das entsprechend verfeinerte logis-
tische Modell (von Verhulst) haben wir bereits in der VL DGL I kennengelernt). Wir wollen im weiteren
Verlauf ein verfeinertes (altersstrukturiertes Populations-)Modell erarbeiten, welches die offensichtliche
Abhingigkeit der Geburten-und Sterberate vom Alter mit beriicksichtigt (nach M. E. Gurtin, ,A system
for equations for age dependent population diffusion , J. Theor. Biol. 40, 1973, pp. 389-392). Wir fithren
dazu folgende Grofe ein: u(t, a) : beschreibe die Anzahl der Individuen zur Zeit ¢ vom Alter a (¢,a > 0).
Weiter nehmen wir an, dass die Populationsentwicklung in einem Zeitintervall [t,¢ + At] beschrieben
werden kann durch

u(t + h,a+ h) —u(t,a) = —G(a)u(t,a) - h

Hierbei stellt 5 die (altersabhiingige) Sterberate da. Die Geburtenrate bleibt hier noch unberiicksichtigt.

Ist nun u geniigend glatt bzgl. a und t, so folgt aus obiger Beziehung, nach Division durch A und
Grenziibergang mit A — 0:

ut(t,a) + uq(t,a) + Bla)u(t,a) =0 t,a>0

mit der Anfangsbedingung u(0,a) = ¢(a). Hierbei beschreibt ¢ = ¢(a) die Altersverteilung in der
Population zum Zeitpunkt ¢ = 0. Die (altersabhéingige) Geburtenrate v(a) fliefit in unserem Modell nun
iiber eine Randbedingung ein:

u(t,0) = /OOO ~y(a)u(t,a)da.
Wir werden im weiteren Verlauf folgende Modellannahmen benutzen:
e 3,7 € L*(0,00) N L%(0,0);
o (3,~v > 0 fast tiberall;
e o€ L?0,0).
Nun koénnen wir das Ganze als abstraktes Cauchy-Problem formulieren:

du = Au, t>0 it 2(A) = {v € L?*(0,00); v lokal absolut stetig, v € L?(0,00)}
u(0) = ¢ ’ Av=—v' — B(a)v, ve 2(4).

Behauptung:

2. Vorlesung (vom 13.11.2008)
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(i) 2(A) = L?(0,00), A ist abgeschlossen.
(i1) p(4) 2 Jw,00[ und [RAN)2(x) < 525 VA >0, wobei w = 3 ||}

Beweis:

zu (i) : Sei A > w = %Hv”iz und g € L*(0,00). Z: Flu € Z(A) : I — Av = g.
Gesucht ist also eine lokal absolut stetige Funktion v € L?(0, 00) mit

M(a) +v'(a) + B(a)v(a) = gla) < v'(a) = —(A + B(a))v(a) + g(a), fiir fast alle a > 0,

die der Randbedingung: v(0) = [~ v(a)v(a)da geniigt. Ohne diese Randbedingung ist
es leicht eine Losung der DGL zu bestimmmen: Jede Losung ist von der Form v(t) =
v(0) - exp (—/\t — fot ﬁ(a)da) + eine partikuliire Losung, die in ¢ = 0 den Wert Null
besitzt.

Problem: Die Randbedingung muss auch erfiillt werden, aber die Randbedingung héngt
von der Losung selbst ab!

Losung: Fixpunktformulierung! Betrachte dazu die Abbildung ¢ : L2(0,00) — L?(0,00), w >
eindeutige Losung von

{v’(a) = —()\ —|—ﬁ(a))v(a) +g(a), a>0
v(0) = fooo ~v(a)w(a)da

Dann gilt fiir w,w € L?(0,00):

o) =@l = | ([t~ [ r@ateda) e (-2 [ starta)

< / " @ho(a) - B(a)lda - || exp (—At) 22

C.-s.U. N o0 1/2
2 O lle - — @l - ( / e—”tdt)

_ H’Y()HLz H
V2X

Da % < 1 nach Voraussetzung, folgt mit dem Banach’schen Fixpunktsatz: Es

L2

w— Wl

existiert genau ein Fixpunkt u € L%(0, 00). Dieser Fixpunkt ist die gesuchte Losung.
Man rechnet nun ohne Miihen nach, dass die Resolventenabschitzung gilt und dass A
abgeschlossen ist.

Dichtheit von Z(A): Sei g € L*(0,00); betrachte fiir A > w = MQLQ vy, die Losung
von Avy — Avy = g, d.h. vy € L?(0,00), vy ist absolut stetig mit v} € L? und

/ —g fi. 2
{/\v,\+v>\+ﬁ(a)v,\ g fi.a>0 g:@(a)a)\v,\L—>g fir \ — o0

ux(0) =[5 v(a)va(a)da

Teste dazu die DGL mit vy, d.h. multipliziere mit vy und integriere iiber (0, A):

A A A A
)\/0 vf\(a)da—i—/o vg\(a)w\(a)da—&—/o ﬁ(a)vf\(a)da:/o g(a)vx(a)da

) 7v§2<0) 20

2. Vorlesung (vom 13.11.2008)
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A—oo UA(O)

Wir miissen noch (%) zeigen, d.h. fOA v (a)va(a)da tes ist

/OA v} (a)vx (a)da = /OA d% (”iéa)> da

Wir bilden nun den Limes von A gegen Unendlich (dieser existiert nach obiger Gleichung,

und es ist):
2 oo [eS)
A}i_{noo v/\;A) :/O g(a)va(a)da — )\/0 va(a)?da / B(a

Da vy € L?(0,00), muss aber vy im Unendlichen verschwinden, d.h. lim4_.., vy(4) =
Es folgt nun dass:

Moallze < llgllz ||U>\||L2+ I7Z2 - loallZ

AT
— (A—; oAl < llgllza - loxll

2
= (()\ - MQLZ> v>\> beschrinkt in L?(0, 00)
A>w

Insbesondere folgt: vy A7 0 in L?(0,00), und fiir eine Teilfolge konvergiert \vy — w
fiir A — oo schwach in L?(0, 00).
Zuriick zur Gleichung: Avy + v} + B(a)vy = g und vx(0) = [~ v(a)va(a)da:

— [ w@ptader [ i@sle) + sam@slaio = [ gl

fiir alle € €2°([0,00[ ), d.h.

A/ vwda—/ o' —ﬁvwda:/ gsoda+/ v vx dap(0)
0 ~~~

0 0 SN —— 0

—0 —0 —

— [5° weda

Es folgt fiir A — oo:

/Ooowso/ooow Ve 62([0,00])

Also gilt w = g und somit Z(A) > vy — g schwach in L?(0, 00) fiir A — co. Da vy — 0
2

in L%(0,00) (stark), folgt somit, dass ()\ — MQL2> vy — g schwach in L?(0,00). Nun ist

aber auch

(A _ W) ,
9 A

und somit auch

2
< glf2, Pk (x - ””2'> v 272 g in 12(0, 00)

L2
vy — g in L*(0,00).

Hierbei haben wir folgendes Ergebnis aus der FunkAna benutzt:

X reflexiv, {mn}neN cX,z, —x

limsup ||z, || < ||z]| = z, — 7 in X stark
n—oo

q.e.d.

3. Vorlesung (vom 18.11.2008)
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Das inhomogene Cauchy-Problem

Im Folgenden betrachten wir das inhomogene abstrakte Cauchy-Problem ACP (ug, f):

du _ _ -
{ T =Au+f, te[0,T[ (T = oo mdoglich) ACP (1o, f)

U(O) = Up
wobei

e A Erzeuger einer 6p-Halbgruppe auf dem Banachraum X ist
o uyg € X

e f € L'(0,T; X) (wenn man klassische Losungen will, muss man f € €' fordern. Dazu spiter
mehr.)

Wir wissen: Falls ug € Z(A) ist, so besitzt das ACP

% = Au
u(0) = ug

eine eindeutige klassische Losung, d.h. u(t) = S(t)up € €* ([0, 00[ ; X). Fiir ug € X beliebig (d.h. ug ist
nicht unbedingt aus @(A)) fithren wir einen allgemeineren Losungsbegriff ein:

Definition 3.1. Fiir alle ug € X bezeichnet man die Funktion
[O,T[ St— S(t)uo

als milde Losung vom ACP(ug,0)

Bemerkung:

1. Fiir ug € X \ 2(4) ist S(.)ug niemals rechtsseitig differenzierbar in 0, denn

=I

S0+ h S(0 S(h

lim (0+ h)uo = 5(0) uo = lim 7( Jto — o

h10 h h10 h
HAuo@’MoE@(A)

2. Eventuell ist S(t)ug fiir up € X \ 2(A) differenzierbar in ¢ > 0, falls die Halbgruppe
einen regularisierenden Effekt hat (vgl. holomorphe Halbgruppen im Kapitel 4)
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Beispiel:

Sei (X, -1 = (€01 e ). 2(4) = {F €€ (10,11: /1) =0)}, Af = 1"
Es gilt:

- A ist abgeschlossen, dicht definiert in .@(A)H'H“’ ={feX; f(1)=0} = X

- Die Gleichung \f — Af = g besitzt fiir jedes g € ‘5([0, 1]), A > 0 eine eindeutige
Losung.

- HRA(/\)QH;’Z(X) < & fiir alle A > 0.

Somit ist A Erzeuger einer 6j-Kontraktions-Halbgruppe (S(t)),., auf Xo, und es ist

>0
flt+s), t+s<1

(S®FO))(s) = {07 t+s>1

Problem: f(z) ist nur fiir z € [0,1] definiert. Durch die Translation, laufen wir aus dem
Definitionsbereich heraus.

Losung: Wir setzen f mit 0 fort, d.h.

0, sonst

ﬂr):{f(”’ flls r< 1 pegi(0,1)) it £(1) =0

Wir wollen zeigen, dass A die Halbgruppe (S (t)) erzeugt. Zeige dass:

t>0

Hs(t)f('t)f(') —f’(.)H 100 vie9(4)

o0

Wir betrachten den Ausdruck punktweise fiir f

f(t+$)*f(8) 7‘]?7(8)

t

0
1 [t 4 -
_‘t/ Flo+s)—F(s) do
0 SN————
<eg, falls t geniigend klein

<e

Natiirlich ist S(¢)f(.) = 0 fiir alle f € Xy und alle ¢ > 1. Somit ist die milde Losung
t — S(t)f = 0 fir t > 1 und somit trivialerweise differenzierbar. Dies ist ein ,triviales®
Beispiel eines Regularisierungseffektes.

Beispiel:
Im Allgemeinen ist es moglich, dass ¢ — S(t)ug € X\ Z(A) in keinem Punkt ¢ > 0 differenzier-
bar ist. Sei z.B. X = (%(R), ||| ), 2(A)={feX:fe¢ (R), feX}, Af=/f.
Wie vorher ist A Erzeuger einer Linkstranslationshalbgruppe (S(t))t>0, d.h. S@)f() = f(.+
t). -
Aber: S(t)ug(.) ist nicht differenzierbar in ¢ fiir ug € X \ 2(A), denn diesmal sind die Funk-

tionen auf ganz R definiert. Aus diesem Grunde ist die Regularitit von S(t)ug die gleiche
wie die von ug.

3. Vorlesung (vom 18.11.2008)
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Definition 3.2. FEine Funktion u heifst klassische Losung des ACP(f,ug), falls

ue?([0,T[;X)NE (]0,T];X)
und

{u’(t) = Au(t) + f(t) Vte]o,T|

u(0) = ug

erfillt.

Annahme: v ist klassische Losung von ACP(f, ug). Betrachte fiir festes ¢ € [0, T :
o(s) = St — s)u(s), se€]0,t].
Dann: s — ¢(s) ist stetig auf [0, ¢] und differenzierbar V s € |0, ¢t[ mit:

d d d

£¢(s) = £S(t —s)u(s)+ St — s)gu(s) (3.1)
= —AS(t — s)u(s) + S(t — s)(Au(s) + f(s))
— St - )f(s)

Falls f € <(€([O7T])7X)7 dann ist 4 ¢(s) sogar stetig. Wenn wir nun iiber (3.1) integrieren, erhalten
wir:

o(t) = ¢(0) + /0 S(t—s)f(s)ds = S(t)uo + /0 S(t—s)f(s)ds (3.2)

Das ist die Duhamel-Formel (oder auch Variation-der-Konstanten-Formel), die wir bereits aus DGL I
kennen. Der einzige Unterschied besteht darin, dass unsere Halbgruppe die Funktion des Fundamental-
systems iibernommen hat.

Da (3.2) auch fiir f € L* (O, T ;X) wohldefiniert ist, definieren wir:

Definition 3.3. Fir alle ug € X, f € L' (O,T ;) bezeichnet man

)

u(t) = S(t)up + ; S(t—s)f(s)ds

als milde Losung vom ACP(f,ug).

Frage: Wann ist die milde Losung eine klassische Losung?

Wir haben gesehen, dass f € €([0,7],X) eine notwendige Bedingung ist. Diese ist aber leider nicht
hinreichend.

(Gegen)Beispiel: X = (%o(R), ||l ), 2(A) ={fe€ X;fe € R), ['€ X}, Af=f. Aistwieder
Erzeuger der 6y-Halbgruppe (S(t)) S()f(.) = f(. +t). Betrachte

4y =Au+f
u(0) =g

t>0°
mit f(t) = S(t)g, t >0 wobeil g e X \ Z(A). ACP(f,0)
Es gilt [0,00[ 3> t — f(t) = S(t)g ist stetig. Die milde Losung von ACP(f,0) ist gegeben durch:

u(t):S(t)uo+/O S(tfs)f(s)d,s:/o S(t—s)S(s)g=1t-S(t)g

Aber: t-S(t)g(.)(s) =t-g(t+s) Vse€R,t>0ist nicht in Z(A) und damit keine klassische Losung.

3. Vorlesung (vom 18.11.2008)
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Satz 3.4. Sei A Erzeuger einer 6y-Halbgruppe (S(t))t>0 auf einem Banachraum X . Ist ug € 2(A) und
fe ‘51([0,T[ X), dann ist die milde Losung uw von ACP(f,uy) eine klassische Lisung.

u(t) = S(t)uo + /0 S(t—s)f(s)ds

=:v(t)

Beweis: Es gilt:

Z: v ist €' Losung von v’ = Av + f. Falls dies gilt, dann folgt:

u'(t) = A(S(t)uo +v(t)) + f(t)
= Au(t) + f(2).

Zeigen wir also, dass v € ¢! ist. Mit Hilfe der Variablensubstitution: o := t — s kénnen wir

v wie folgt schreiben:
/ S(o) f(t — o) (3.3)

1. Schritt : Zeige, dass

%v(t) /s t—0) Vtel0,T],
d.h.
—v(t—i—h)—v() /S "(t — o)do 220,
h b's
fiir ¢ > 0. Sei nun ¢ € [0,7] . Dann erhalten wir durch Addition von =+ fo o)f(t+h—
o)do:
_ 1 [t+h ¢ N
w:,/ S(U)f(t-l-h—o)do-l-/ S(U)f(t+h o) = J{t U)da.
h h J 0 h
Daher gilt:
v(t+h)— f(t
W ZIO g /s (¢ =Yo|| < Ihllx + IRl
wobei

t+h
% / S(@)f(t+h — o)do — S(t)£(0)
t X

L2l = H/Otsm (L= =IO o)) ao

Wir wollen zeigen, dass ||I1] y , ||Z2]| x gegen Null gehen.

llx =

X

Zu I;: Substituiere r = o — ¢, dann gilt:

Inlx < / 1S(r+ £)F (b — ) — S(E) F(O)]] dr

Es gilt: [|S(t)|| (x) < M -e*" Vit >0 fiir ein M >0 und ein w € R. Somit folgt

1 [h 1 [P
[l < ﬁ/o [S@+7)l ey - If(h=7) = fO)l[x dr+g/0 St +7)f(0) = SE#)f(0)] x dr

§Me“’(t+r)§JWe“"|T

4. Vorlesung (vom 20.11.2008)
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Sei nun € > 0. f ist stetig auf [0, 7] daher existiert ein 6; > 0, so dass || f(s) — f(0)]| x <

sarewe fur alle s € [0, 7] mit [s| < ;.
Fiir alle h € R mit || < & und 7 € R mit r < |h| gilt: |h — r| < §; und somit:

€

M oleTT (3.4)

[f(h=r) = fO)lx <

Die Abbildung t — S(t)f(0) ist ebenfalls stetig auf ¢ € [0,T]; daher existiert ein d > 0,
so dass

|S(t—7r)f(0) = S(t)f(0)]x < g Vh,r € R fiir die gilt: » < |h| < ds. (3.5)
Wir wenden nun (3.4) und (3.5) auf ||I;||y an:

1 [h € €
< = wt = e
[11llx < h/o Me QMe\w\Tdr+ B

= % + g Vh e€R, |h| geniigend klein

Wenden wir uns nun Iy zu:

do
X

¢ -0 - -0
||12||x</0Me“"-Hf(t +h})l f(t )_f/(t_g)

Wir wollen nun den Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz anwenden, al-
so benétigen wir eine Majorante. Sei dazu L > 0 die Lipschitzkonstante von f auf
[O,ﬂ, (t > t). Dann gilt:

Mewt_"f(t—a+h)—f(t—a) o

h

< Mot (L T max f’(S)Ix>
s€[0,t]

=const =€L'(0,t)
Diese Abschitzung gilt punktweise fiir alle o € [0, t]. Wegen

Hf(t—a+h})l—f(t—a)

h—0

—ft—o0)|| —0 Voe(0,t)

X
folgt mit Lebesgues Satz iiber majorisierte Konvergenz: ||| 229, 0 und somit:

lim v(t + h) —v(t)
h—0

—S(1)£(0) - / S(0)f'(t — 0)do

. < }lbli% ||IIHX +}Li£% HI2||X =0,

da limsup ||I; ||y < e (fiir € > 0 beliebig) }PH%J 11|l x = 0 impliziert.
h—0 =

2. Schritt : Zeige v(t) € Z(A) und Av(t) =v'(t) + f(t) Vte[0,T].
Sei h > 0:

S0 Ty -1 (S(h> / (- ) f(s)ds - / s s)f(s)ds)

Mit Halbgruppeneigenschaft und Addition einer geschickten 1 erhalten wir:

1 t t+h ‘h .
N h(/os(“t—s)f(s)ds—/t Sh+t=s)f(s)ds+ | S(h+t—s)f(5)ds—/05(t—s)f(s)ds)

(%) ()

4. Vorlesung (vom 20.11.2008)
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Nun fassen wir (%) und (*#) zusammen und erhalten somit:

:i(Aﬁhsm+t—@f@ms—lfﬂt—@ﬂ@mﬁ-—i[H%S@+h—sﬁ@MS

=v(t+h) v(t) ahnlich wie bei I

Fiir diesen Ausdruck gilt: D=0, —f(t). Es folgt, dass v(t) € Z(A) und lim SM=1y 1) =
hy n

—0

v'(t) — f(t) = Av(t), was zu zeigen war.

q.e.d.

Definition 3.5. FEine Funktion u € %([O,T[ ,X) heifst starke Lisung von ACP(f,ug), wenn u
lokal absolut stetig auf [0,T] , f.i. differenzierbar mit v’ € L*(0,T,X), u(0) = ug und u'(t) =
Au(t) + f(t) fi. auf (0,T)

Bemerkung: Es gilt: klassische Losung = starke Losung = milde Losung

Satz 3.6. Sei A Erzeuger einer 6o-Halbgruppe (S(t))t>0 auf einem Banachraum X, uy € 2(A), [ €
LY(0,T, X) lokal absolut stetig, f.i. differenzierbar mit f' € L*(0,T, X). Dann ist die milde Losung von
ACP(f,ug) eine starke Losung.

Beweis: Analog zum Beweis vom letzten Satz. Man muss nur ,Vt € [0, T[* durch , fiir fast alle t € [0, T'[¢
ersetzen.

Bemerkung: Ist X reflexiv, ug € 2(A), f € L*(0,T, X) lokal absolut stetig, dann ist die milder Losung
von ACP(f,ug) eine starke Losung, denn im reflexiven Banachriumen folgt aus der absoluten Stetigkeit
die Differenzierbarkeit fast iiberall. Diese Aussage folgt aus dem

Satz 3.7 (von Komura). Sei (X, |.||) ein reflexiver Banachraum, T > 0 und f : [0,T] — X
absolut stetig. Dann ist [ f.i. differenzierbar in (0,T), f' ist Bochner-integrierbar und f(t) =

FO)+ fJ f'(s)ds Vte[0,T].

4. Vorlesung (vom 20.11.2008)
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Approximation von Halbgruppen

Wir haben gesehen, wie man von einer 6y-Halbgruppe (S (t)) zum entsprechenden Erzeuger gelangt. In

t>0
diesem Abschnitt wollen wir uns damit befassen, ob man von der Resolvente R 4(A) auch zur Halbgruppe

(S(t)) >0 gelangen kann.

SATZ 4.2 (EXPONENTIALFORMEL)

Sei (S(1))

>0 €ine Go-Halbgruppe auf einem Banachraum X mit Erzeuger A. Dann gilt:

S(t)r = lim (I—;A)nx: lim (%RA (ﬁ))nﬂgc VeeX

n— oo n— 00 t

und die Konvergenz ist gleichmifig in ¢ € |0, T

Bemerkung: Approximieren wir die Losung

‘fi—lt‘ = Au
u(0) = ug

durch das implizite Verfahren:

I
~
~
|
S|+
o
N—
£ 3
N
.
| =+
N—

= (1) ua(G-0g) = m(i)
- (1-34) o =w(iy)
= (I — %A) 7nu0 = up,(t)

Exponentialformel ..
S(t)uo fiir n — oo

48
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Beweis: Wir wissen: 3M > 1, w € IR so, dass
ISl 2x) < Me*t, Vt>0

und mit der Verallgemeinerung vom Satz von Hille-Yosida:

M
VASw: Aep(d), [RaWlzo € 7 (4.1)

Weiter gilt:
Ra(Nzx = / e MS(tzdt VA > w, VeeX (4.2)
0

Aus der Resolventenidentitét

Ra(p) — Ra(N) = (A = p)Ra(u)Ra(N) VA 1€ p(A)
folgt zunéchst einmal Jw, 00 3 A — Ra(A) stetig, denn:

[Ra(A+h) = Ra(N)[l.zx) < [h] - [RAA+ D)l 2(x) - IRA(N)] 2 (x)
(1) B
S |h| . M . M h—0

Ath—w A—w

0 YAA+h>w

Tatsiichlich folgt aus der Resolventenidentitét sogar, dass Jw,00] 2 A +— R4(\) oc-oft differenzierbar ist
mit

ddv Ra(\) = (=1)"nl- Ra(\)"!,  VneN

Beweis: induktiv:

n =1: Aus der Resolventenidentitét folgt: w =—Ra(A+h)Ra(h) VAN A+h>w,h#0.
Jetzt: h — 0. Da A — R4()) stetig ist, folgt das R4(.) differenzierbar ist mit

%RA()\) = —Ra(\)?

(n—1)—n:

L Ra(N+ 1) — L RA(N)
h

wobei (x) als Komposition differenzierbarer Abbildungen differenzierbar ist.
220 (—1) Y = D nRA(N)" 7~ Ra(V)?)
= (=1)"n!  Ra(N)"*!

Mit (4.2) folgt dann:

mn [e ¢}
(—1)"n!RA()\)"+1xddWRA()\)x = /0 (-1)"e"e " S(o)zdo, VeeX

d.h.

l/ o"e " S(0)xdo Ve X,VA>w
0

Ra(N)"Ma = .
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Sei t > 0 im Folgenden fest. Wir substituieren ¢ = tv, do = tdv. Dann:

1 oo
Ra(N)" Mo = ﬁ/o t" e MU S (to)x dv

Fiir n geniigend grof ist 7 > w, also folgt mit A = 7 :

1 nyntl 1 > n,—nuv
WRA (?) T= ; e " S (tv)x dv
ny\n+1 n\ n+1 nntl o
— (;) Ra (?) T=— / v"e” " S(tv)x dv Vn geniigend grof, Vz € X
n. 0

Jetzt beachte dass

nn—i—l [ee]
ve™™dv = 1,
n! Jo

denn:
[ee] n . —nuv [ee]
_ ve 1 —
/ e ™"dv = —|—/ " e ™ do
0 -n 0
o0
:/ vn—le—nvdv
0
—1,—nv | 0
V" e n—1 o
= + / " 26 do
—Nn 0 n 0
(n—1)! n!
- nn - nn—i—l
Da:

n+1 n+1 n+1 o
(E) Ra (E) T = n / e S (tv)x du
t t nl Jo

folgt (da S(t)x nicht von v abhéingt )

ny\n+1 nA n+1 nntl oo -
(;) Ra (;) x—S(t)r = p /0 vre” " S(tv)x — S(t)xdv

()

n—oo

Die Behauptung folgt, falls ||(x)|| ——— 0. Beachte nur, dass die Funktion [0,00[ 3t — S(t)x stetig ist,
d.h. gleichméiBig stetig auf kompakten Mengen.

Sei nun € > 0. Dann existiert 0 < a < 1 < b < oo so, dass

|S(tv)z — S(t)z||x < e Av € [a,b] (sogar gleichméflig in ¢ € [0,T] fiir T > 0 fest)
Einschub:
t — S(t)z ist gleichmiBig stetig auf [0,7] =35 >0:
) )
S(t)x — S(s)z||lx <e V|t—s|<d t,s€[0,T]; also folgt Vv e ]IT,lJrT{ ;

da [tv —t| = [t| - |l —v| < T2 =, dass
——

<

Sle

IS(tv)x — S(t)z||x <e Vte[0,T]
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Folglich ist:

nn+1 b
p / e S(tv)x — S(t)x dv
! a —_—
IlI<e

nn+l b
< [v"e™™|dv e =¢
n! J,

X
=1

Betrachte nun foa .... Es ist:

nn+1 ’I’Ln+ 1

?|

/ e S (tv)x — S(t)x dv
0

[ )" (sls + 1501 ) do )

(4.1)
< Mew(tv)+Mewt.HIHX

n! n!

X

Firte[0,T],da0<a<1,

|w|T |w|T n"t ¢ —v\n
< M (e + M)z x - py (ve™)"dv
: 0

=konst.

n—oo

Es ist zu zeigen: ”:;1 Jy (ve™?) "dv “== 0. Fiir die Funktion (x) gilt:
: ——

p >0, vel0,]1] 1
%(ve_“) =e "—ve'=(1-v)e"'¢(=0, v=1
<0, v>1
Da [0,1] > v+ ve™" streng monoton wachsend ist, folgt: o1

nn+1 a " nn+1
/ (Ue_”) dv < ——q"tlg= = ¢,
n!
0

n!
-1 a 1 2 3 4 5
und
Cn1 (7’L+ 1)n+2 lan+2 e—a(n+1) n!
Cn - pntlgntl g—an (TL—|— 1) |
1\ 1 1\" S
=(1 - —a_— (1 - 1 - —a N 1 —a
(+n> ae <+n)<+n> ae” " —— e ae
N————’ 3
n— 00 o <1C—1
4
= ¢, ——0
n—00

Es bleibt noch das letzte Integral I3 := %J,rl fboo v"e™ " [S(tv)x — S(t)x] dv abzuschétzen. Offensichtlich
ist

nn+1

IN

- <

13llx =

nn+1 e’s}
/b Ve [S(tv)x — S(t)z] dv

n!

/b e [[IS(t)elx + 15@alxdv

¥ n!
nn—i—l

o0
' / e du - M(e\w|TU +e|w|Tv)||xHX
n. b

3Da die Funktion ve™" auf dem Intervall [0, —1[ streng monoton wachsend ist.
4Aus der Analysis I wissen wir: Falls L’C‘A <q Vn>ng firein0<q¢g<1l = cnt1 <q" ™cpy, =cn 220
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Da v — ve™ " fiir v > 1 streng monoton fallend ist und b > 1 ist, gilt: pe~? < e~!. Dann existiert ein
=:a

§€ 10,1 mit (be™®)? <e !, dafira>0 xz¢€ ]0,1] a” stetig ist.
Folgt fiir n > 1Hel” (&n—6m>1+wT & n>dén+1+|wT),dass

-
o0
/ (ve*“)"eT”‘“" dv
e

<e~l<1
oo
— — _o\ lw|T
/ (ve v)&nvl+\w|Te 'u(e v)‘ | ev\w|T dv
b =~

<be—?b

nnJrl on >
< QMHI”X ' (befb) / v1+||w”Tefv dv
n! b
—_———

=itn <oo

nnJrl

sl x < 2M |l x

n!

nn+1

< 2M|jzllx —
n:

und

n 1 _p\0(n+1) n

e s AN o
Ccn nn+1(be—b)5" (n + 1)! n+1 n
—_——
1% e (e ) <1
——
<e~—1

und wie schon beim Studium von foa ... folgt, dass auch Is —= (. ([
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Kapitel 5

Holomorphe/Analytische
Halbgruppen

Wir haben bereits gesehen, dass fiir den Erzeuger A einer 4,-Halbgruppe (S (t)) das Cauchy-Problem

t>0

%:Au, t>0
u(0) = ug

fiir alle ug aus dem Definitionsbereich von A eine eindeutige klassische Losung Z(A) 3 ug — S(t)uo
besitzt, und dass fiir alle ug € X \ Z(A) die Funktion X \ Z(A) 3 up — S(t)uo eine milde Losung ist.

AufBlerdem haben wir gesehen, dass in einigen Féllen die milde Losung fiir ¢ > 0 zu einer klassische Losung
werden kann. Wir wollen nun untersuchen, wann dies der Fall ist.

Motivation: Untersuche %y-Halbgruppen (S(t)) >0 auf Regularisierungseffekt, d.h. die Frage, ob Vz €
X: St)r € 2(A) VYt > 0. In diesem Fall ist dann ¢t € [0,00[ + S(t)z stetig differenzierbar auf
10, 00[ und erfiillt

d
%S(t)x = AS(t)z.

Somit ist u = S(.)z eine ,klassische Lésung* des Cauchy-Problems V¢ > 0 in 4¢*( ]0,00[ ; X) N
% ([0,00[ ; X).

Vorbereitung: Vektorwertige holomorphe Funktionen. Sei § # Q ¢ €, Q offen, X ein C-Banachraum,
f:Q— X, 2zp€Q, dann heifit f komplex differenzierbar in zq, falls

lim f(z0+h) — f(20)

lim - =: f'(29) existiert und h € C\ {0}, h+ 29 € Q.

f heilt holomorph auf €2, wenn f in jedem Punkt z € Q komplex differenzierbar ist.

Bemerkung:
1. Falls f komplex differenzierbar in zg ist, dann ist f auch stetig in zq

2. Falls f komplex differenzierbar in zg ist und «* € X*, dann ist z* o f : Q@ — C komplex
differenzierbar in zq.

Mittels der letzten Bemerkung und dem Satz von Hahn-Banach kénnen die zentralen Ergebnisse der
klassischen Funktionen-Theorie auf vektorwertige Funktionen iibertragen werden. Hier die wichtigsten
Ergebnisse:

53
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Satz 5.1 (Cauchy-Integralformel). Sei  eine offene Teil- 70) =z +re” (6 €[0,2)

menge von C, f:Q — X holomorph, zy € Q, B(zo,7) C

fir einr >0, dann gilt Vw € B(zo,7) (offen): Q

fw =5 ¢

9B(z0,r)

Es sei hier daran erinnert, dass das Wegintegral einer ste-
tigen Funktion g entlang einer glatten Kurve v : [a,b] — C
wie folgt definiert ist:

b
fﬂ@mz/g@@ywww

~

Abbitdang 5.1: Wegintegral iiber den
Rand der Kugel B(z, )

Das Wegintegral §7 ist zu verstehen als das Wegintegral iber den positiv orientierten Kreisrand

0B(zo, 1), der mittels des Weges 7 : [0,27] — C,

Beweis: Sei f holomorph auf €2, dann folgt fiir alle x* € X* :

0 — zo + el parametrisiert werden kann.

z* o f Q — C ist holomorph.

Nach der Cauchy-Integralformel fiir komplexwertige Funktionen gilt somit:

VweN: (:r*Of)(w):%m Wdz
dB(z0,r)
1 1
- LORCIE
ex 0B(z0,7)
€ex
2 1 f(2)
— flw) = o % P wdz
9B(z0,r)

O

Satz 5.2. Sei Q) C C eine offene Menge und f : Q — X holomorph und sei weiterhin B(zg,r) C Q. Fiir

zo € Q.7 > 0, setze fiir n € Ny:

L ft)
g § Gt

9B(zo 77')

dann qilt:

f(z):Zan(zfzo)" Yz € B(zo,7),
n=0

und die Konvergenz ist gleichmiflig auf B(zo, p),
renzierbar und f(z) = nla, V¥n € No.

Istetige lineare Operatoren diirfen aus dem Integral herausgezogen werden

2Da, nach dem Satz von Hahn-Banach X* punktetrennend ist.

(d.h. nach der Cauchy-Integralformel: ag = f(29))

V0 < p < r. Insbesondere ist f unendlich oft diffe-
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Beweis: Sei z € B(zg,r) fest. Dann ist

1 1 ! 1
t—z (t—z20)—(2—20) A U
t—Zo
l.]<1
[e%S) Z— 2 n 1
:Z<t— ) T YVt € 0B(z0,7)
n=0 0 %0
- i (2_72())”1 (glm. konv. in ¢ auf B(zp,7))
o (8= z0)™
3 1 t
21 8B(zo0,r) t—=z
1 — f(t)(z — 20)"
_1 fOE— )",

2mi Jop(zor) 2, (t— 20)"F

Die Summe Y >°_ ... ist gleichmiBig konvergent auf dem Rand von B(zo,), da f stetig auf dB(zo, 1)
und somit beschriankt. Also konnen wir Integration und Summation vertauschen und erhalten somit:

L 7{ f®)
= — ————dt (z — z)"
nz:;) 2mi 9B (z0,r) (t - ZO)nJrl O)

=an

Die weiteren Behauptungen des Satzes folgen nun leicht aus der Potenzreihendarstellung von f.
O

Satz 5.3 (Identitétssatz). Sei Q@ C C, Q offen und zusammenhingend, f,g: Q — X holomorph und
es gebe eine nicht-diskrete* Menge ) # N C ), so, dass f = g Vx € N. Dann folgt schon f = g auf
ganz 2.

Bemerkung: Diese Version des Satzes entspricht dem klassischen Fall X = C.

Beweis: Es geniigt den Fall g = 0 zu betrachten. (Ansonsten setze f: f—9)

Aus den Voraussetzungen folgt: 3 (zx)renw C N so dass zi koo, 20 € Qund f(zx) =0 Vk. Hieraus
folgt wegen der Stetigkeit von f, dass f(z) = 0. Da f nach dem Vorhergehenden Satz in zp in eine
Potenzreihe entwickelbar ist, konnen wir schreiben:

f(z)= Zan(z—zo)", z € B(zg,r) furein r > 0.
n=0

Wir gehen nun induktiv vor und zeigen, dass a, = 0 Vn € Ny. Fiir n = 0 ist ag = 0, denn nach
Voraussetzung gilt: f(zg) = 0.

(n—1) = n: f(2) = an(z—20)" +ant1(z—20)" 1 +... 2z € B(zg,7). Insbesondere fiir k > kg geniigend
groB (= z € B(z,7)):

0= f(zk) = an(zk — Zo)n + ap+1 (Zk — ZQ)"+1 +... Vk >k
= Ozan+an+1(zk—zo)+an+2(zk—zo)2+... Vk > ko (zk—zo#O)

Da die Potenzreihe g(z) := Y ;o ag+n(z — 20)* gleichméBig in jeder abgeschlossenen Kugel C B(z, )

konvergiert, und somit insbesondere stetig in zg ist, folgt: 0 = g(zx) LN ayn. Also folgt a,, =0 Vn €
Ny und somit f =0 in B(zo, 7).

3 Cauchy-Integralformel
4d.h. N hat mindestens einen Hiufungspunkt in Q

6. Vorlesung (vom 02.12.2008)
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Betrachte nun die Menge:

G={z€Q: fM()=0 YneNy}
Dann gilt:
x G#£0,daz G

x (G ist relativ abgeschlossen, da

ARG L)

neNg 5
abgeschlossen

* G ist relativ offen. (folgt leicht aus der lokalen Potenzreihendarstellung von f)

Da 2 zusammenhéngend ist, folgt die Behauptung
d

Satz 5.4 (Satz von Liouville). Ist f : 2(f) = C — X holomorph (f heifit dann auch ganze Funktion)
und zugleich beschrdnkt, dann ist f konstant.

Beweis: Betrachte die Potenzreihenentwicklung von f in zy = 0.

f(z) = an2", 2T,
n=0
Dann ist
1 f(t)
apn = o 9B(z0.r) t”+1 dt VneN
somit:
_ <M=sup|f|
2 70
|G/n|§i./ ‘f(re )| nHC -’z’rew’dQ
2mi Jq |(re20)| ~
S%ﬂo VneN (n#0)
d.h.

ap, =0 VneN (n#0)

Somit ist f(z) =Y 0" janz" =ag VzeC.
U

Satz 5.5 (Satz von Vitali). Sei Q C C ein Gebiet (d.h. offen und zusammenhdngend), {fn}neN eine
lokal beschrdnkte Folge holomorpher Funktion auf Q@ mit Werten im Banach-Raum X so, dass {f"}nEIN
punktweise konvergent auf einer nicht-diskreten Teilmenge N C § ist, d.h. 3 {xk}ke]N C N mit xy, LN
o € Q und lim,,_, o fr(xy) existiert in X, Vk € N.

Dann existiert eine holomorphe Funktion f : Q — X so, dass {f"}nE]N lokal gleichmdf$ig gegen f
konvergiert.

5als Urbild einer abgeschlossen Menge unter einer stetigen Funktion.
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Bemerkung:

In der Cauchy-Integralformel

f)= g d TV

o 211 8B(z0,r) A—w

kann anstatt iiber dem Kreisrand 0B(zg, ) auch iiber einen beliebigen andereren geschlosse-
nen Weg, der positiv orientiert ist, und der w einmal uml&uft, integriert werden. Das kann
man sich an nebenstehender Skizze veranschaulichen:

v bezeichnet die gestrichelte (zweifarbige) geschlossene Kur-

ve. Dies teilen wir in I's (rot) und I’y (blaue) auf. I’y und

T’ sind beides geschlossene Kurven. Da wir in beiden Féallen

nicht um die Singularitdt von f in w integrieren, sind diese r
Integrale insgesamt Null. Wir wollen uns nun klarmachen,

dass das Integral iiber die grofle Kurve gleich dem Integral 5
iiber den Kreis ist. Die Anteile von I';, die jeweils von der

Kurve zum Kreis hin- und zuriick fithren, heben sich insge- Iy

samt gesehen auf. Den Kreis durchlaufen wir mit der roten

und blauen Kurve insgesamt einmal, jedoch im Uhrzeiger-

sinn. Deswegen bekommt dieser Anteil ein Minus. Da ins- Abbildung 5.2: Aquivalenz ge-
gesamt Null rauskommen soll, und weil das duflere Integral schlossener Wegintegrale um
entgegengesetztes Vorzeichen hat (verschiedene Umlaufrich-
tungen), miissen beide Integrale gleich sein.

einen Pol

Definition 5.3: (holomorphe Halbgruppe)

Sei 8 € ]0,7/2[ . Eine %,-Halbgruppe heifit holomorph/analytisch mit Winkel 6, falls

(S(t))t>0 eine holomorphe Fortsetzung (S(Z>)z€§39’ wobei

Yo:={z€C: |arg(z)| <6} \{0}.

Auferdem muss (S(z)) fiir jedes 0 < ¢’ < 6, auf S N {z € C: |z| < 1} beschréinkt
sein.

Sie heifit beschréinkt holomorph, falls (S(t)) 4 holomorph mit Winkel 6 ist, und (S (z))z €%
gleichméBig beschriinkt auf Xg V0 < 6’ < 6 ist.

z€Xg

Wir wollen uns diese Definition kurz anhand einer Skizze veranschaulichen:

7. Vorlesung (vom 04.12.2008)



Teil I: Lineare Halbgruppen
Kapitel 5. Holomorphe/Analytische Halbgruppen Seite 58

Im

Abbildung 5.3: Im schraffierten Bereich ¥ ist
die Halbgruppe S(z) holomorph mit Winkel 6. ¢’

Re(z) bezeichnet einen (beliebigen) Winkel, fiir den die
(B0 Halbgruppe beschriinkt ist. Dabei muss #’ immer
Re echt kleiner als 6 sein. In rot ist die Darstellung

einer komplexen Zahl mittels Argument (¢) und
dem Betrag (r) veranschaulicht.

Bemerkung:
Eine beschrinkte %p-Halbgruppe (S’ (t)) 0 & Z(X ), die holomorph ist, ist im Allgemeinen
nicht beschriankt holomorph. B
Gegenbeispiel: X = ©, S(t)z =e''z, z € X, t>0,dann [|S(t)||=1,da e’ =1 Vt<O0.
Aber fiir t € C ist der Ausdruck unbeschrénkt.
Lemma 5.6. Se: (S(t))t>0 eine holomorphe 6y-Halbgruppe mit Winkel 0, (S(z))
Fortsetzung von (S(t))t>0, dann gilt:

— die holomorphe

(l) S(Zl + ZQ) = S(Zl>S(ZQ) V21,29 € Xg
(i) VO < @ <0 TMy >1 und wy € R, so dass: ||S(2)|| < My o e(2)

(iti)) VO < 0 <0: |S(z)z — 6;2(% 0, VzeX
z o’

Beweis:
(i) Fiir t > 0 fest, betrachten wir:
fi(z):=8(z+1t), z€Xg
fa(2) = S(2)S(t), =€ .

Dann gilt: f1, f2 sind holomorph auf 3y und S(t+s) = fi(s) = fa(s) Vs >0 (da (S(t))t>0
Halbgruppe ist! ). Also folgt mit dem Identitétssatz (5.3): S(t45) = fi(s) = fao(s) VE>0, z € 5.

Jetzt analog mit

eine %p-

gi(w) == S(z +w), z€y
g(w) := S(2)S(w), =z € Xy,

(ii) Sei 0 < @ < @. Nach Definition gilt: I My <1: |[S(2)|l¢x) < Mo Vz € Xor N B(0,1)
Fiir z = te’? € Sy, d.h. |B] <60, t> 0 beliebig, gilt dann: ||S(2)||zx) = || S(tew) |l #(x), und
——

=:Sp(t)
(Ss (t))t>0 C Z(X) eine 6p-Halbgruppe

Mitt=n+o0, neN, 0 <o <1, folgt dann:
1S(2)l.zx) = [198(®) . 2x) = 155(1)" - Sp(0) |l 2(x)
< 1Sa(W % (x) - 198(0)ll2(x)
< Mg - My < MéflMg/
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(iii)

Nebenrechnung

Re(z)
|2 — |z| =

und |arg(z)| <0’ < g = cos (arg(z)) > cos(6')

cos (arg(z)) =

Also folgt in unserer Abschétzung weiter:
< My - exp (|z[In(My/))

< My - exp (Re(z)lc:cfsﬂfé)p

=w’

Definiere fiir € X fest und k € N :  fi(z) = S (%) 2, Vz € Zp. Dann gilt: {fk}keN ist eine
holomorphe Funktionenfolge in Yg/.

k—o0

Weiter gilt: fi(t) =S (f)z ——>zin X Vt>0,da (S(t))t>0 eine %y-Halbgruppe ist. Auflerdem

ist {fk}keN per Definition lokal beschrénkt. Also folgt mit dem Satz von Vitali (5.5): {fk
konvergiert lokal gleichméfig in Yy, gegen eine holomorphe Funktion f.

Fren

Es folgt: f(t) =x =:g(z) Vt>0 2z € 3y, und g ist holomorph. Somit stimmen die holomorphen

Funktionen f und g auf R" iiberein 63 f =z auf Xy 63 S(z) = xfir z—0, 2z¢€Xgy.

Definition 5.4: sektorielle Operatoren

Ein linearer Operator A : 2(A) C X — X heifit sektoriell, falls A dicht definiert und
abgeschlossen ist und falls es ein § € ]0, 7] gibt, mit X5 C p(A4) und fiir jedes 0 < §' < 6
existiert eine Konstante Cs/ > 1, so dass

[ARA(N)|l2(x) < Csr VYAeXy.
Man nennt
6a:=sup{d € ]0,7]; & so wie oben}

Spektralwinkel von A.

Satz 5.7. Sei A ein sektorieller Operator mit Spektralwinkel 6o > 5. Dann ist die von A erzeugte

%o-Kontraktions-Halbgruppe (S (t))

i>p €ine beschrinkte holomorphe Halbgruppe.

Frage: Wie kommen wir von A zur Halbgruppe?

Idee:
o0 oo
at)” Acw et4
Fiir a € Rist fir t >0 e = E (at) ASL@) eA E ——  (fiir beschriankte Operatoren A)
n! n!
n=0 n=0
Fiir unbeschrénkte Operatoren:
o at\" . at\ ™" | A Hille-Yosida-Op. 4 . t N\
e =1lim (14— | = lim (1-—— ———Ser=1lm (- —-A T
n—oo n n—o0 n n—oo n
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Fiir z € Cist € 2 a — €% holomorph, also kénnen wir mit der Cauchy-Integralformel (5.1) e** darstellen
als:

1 zZA
e“x ¢ dA,

:% F)\fa

falls I eine geschlossen, positiv orientierte Kurve ist, die a einmal umléduft. Es ist somit

1
= — ¢ e (N —a)td\
2 r
Wir versuchen nun, wie in den beiden vorhergehenden ,,Exponentialformeln®, a durch den Operator A
ersetzen.

Also: Definiere eine Halbgruppe iiber die Formel:

S(z) = = /F M RA(\)dA

T omi

Wir bemerken dazu, dass A +— R4()\) eine holomorphe Abbildung in s ist, mit der Eigenschaft

;f\—ﬂ;RA()\) = (=1)"n!R4(N\)"™ VX € X5, Vn € N (die komplexe Differenzierbarkeit folgt genau

wie im Reellen aus der Resolventengleichung).

Beweis:

Sei 0 < 6 < da — 5. Definiere nun fiir z € X5

1 A
= — *RA(A)dA
S(z) o /Fe Ra(N)
wobei I' = T'_ UT', UT'4, wie in Abb. 5.4. Also
Ly '} parametrisiert durch:
r v (t) = tei(EH0) e [ oo
)&% r ;
L (o) = re', o€ —g—@,g—i—Q] [r, oo]

v—(t) = —tei(fgfe), t e [r,o0]

Abbildung 5.4: Integration um den Pol

s

Wohldefiniertheit und Beschrinktheit unter §(z): Wéhle € > 0 so, dass b+e<B<by— 5 —e&. Fir

z € s, )\EFQC\ZS+% istdanng—&—g +e—0 garg()\)—l—arg(z)ggﬂ—s—g +4
—_—

—_z
=Z+e

“+e
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und somit:
T4e Sr—e
2 2 Re(Az) = Az cos (arg(\) + arg(z))
= |Az| cos (arg(\) + arg(z))
< |Az| cos (I + 6)
3 o7 - 2
= —|\z|sin(e)
cos(z) <0
Abbildung 5.5: Kosinus im negativen Be-
reich
Und dann:

: C
|‘e>\ZRA<A)Hf(X) < e—|)\z\sm(e) . W(SA—E

Es folgt:

< -
1S(2)]l2x) < o

1
[/|M%ngmdu/Nwwamgmw+/|wmmwﬂﬂﬁ
ry ~Y—m—mem—m———— .

<ef\)\z\ sin(a)-%aA,a

mit den Parametrisierungen fiir I' von eben erhalten wir:

I ; ERR 1 - ;
< |:/ eft|z|5m(5)céA_€dt+/2 efsm(e)c(;A_E‘d 7d0'+/ etz51n(€)06A_€dt:|

— 27 %79 ‘Z|

< Const.(e) = Const(0)

Also ist (S(2)),_,. wohldefiniert und beschriinkt Y0 < § < 64 — 2.

Die Holomorphie der Abbildung X5 3 z + S(z) € £ (X) folgt aus entsprechenden Sétzen der klassischen
Funktionentheorie iiber parameterabhéngige Integrale.

ZGES

Halbgruppeneigenschaft: Sei 0 < §< 84— 7 beliebig. Seien 21,22 > 0, (d.h. insbesondere reell). Dann:

1 1
S()S() = 57 [ @ Raliding [ = Ra(3ax

™

1 2
() / / M2 Ry (1) Ra(N) dAdp
2777/ Fl Fz ﬁ—/

Mit der Resolventengleichung R4(u) — Ra(A) = (A — p)Ra(pn)Ra () folgt:

( 1 )2/ eMZlR ( )/ e)\ZZ dAd +( 1 )2/ e)\zQR (A)/ e“zl d d>\

=\ = Al 1% 5 A H

2me r, s A=l 271 Ty = A
——— —_——

eC eC

Es ist aber fF2 %d)\ = 2miet*2. Um dies zu sehen, ,,schliefe“ man I'y linksseitig wie in Abb. 5.4 auf der vorherigen Seite
mit dem Kreisrand (der gepunktete Teil). Dann folgt mit der Cauchy-Integralformel (5.1):
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/ e)\zg .
d\ =2mi, Top=Th UL}
Ton N — L 2r 2r

wobei I'y;, durch y(0) = Re™, o € [5+6,37—4]
Iy parametrisiert ist. Fiir R — oo erhalten wir dann:

Azo Azo Az
% / S / S ) Wi C
bR A—p r, A= 1

da linksstehendes Integral

B /gw—a e—R\z«_;\sin(e) Reoo
3

zyo R —p

Abbildung 5.6: Die zwei Wege Ty und T Fiir das Integral iiber I'; verfahren wir genauso und

erhalten analog:
el‘zl
dp = 0.
/rl =X

Es folgt:

2
Se0Seo = (55 ) [ e Rali2ei =y
I'y

211

1
=— [ e T2IR,(n)dp =5
ori Jr, © Alp)dp = S(z1 + 22)

Starke Stetigkeit in 0:  Z: (S(z)z—x) — Oinz Vz € X. Mit Hilfe des Lemmas zu Beginn des Kapitels

und dank der Beschriinktheit der Halbgruppe (S(2)) 5, und da Z(A) = X, reicht es zu zeigen, dass
5
t10

(S(t)x —z) — 0, Vae Z(A).
Fir x € 2(A) gilt:
ARA(N)x — ARA(N) z ==

=Ri(\)A

= | z=ARa(N)x— Ra(\)Ax (%)

Weiter gilt:

At
i/ i o=
2mi Jp A—=0

Somit ist:

D1irs(0)A

Klar: +e*R4(\)Ax 4o, +RA(N) Az lokal gleichméBig auf I'. Weiter ist:
I e~ tsin(e) ¢y - const . .
—eMRa(N)Az|| < “||Az||x ~ ———~  integrabel iiber T
H A X A A A2
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Mit der majorisierten Konvergenz von Lebesgue folgt:

1 (1
Stz —z 2% — [ ZRa(\)Azd\ =0
271 T )\
| S ——
1< omst-

Sei B der Generator der beschrénkten 4y-Halbgruppe (S(t))t>0. Z:| B=A

A C B*:
Sei xz € Z(A), dann gilt fiir ¢ > 0:
b d 1
@ _ At
R dZS(z)x’ZZt 57 ;. AeV R A(N)xdA

5 1 1
© 1 / eMad\ 4+ — / eMRA(N) Azd)
T I

21 211

=0 =5(t)Ax

wobei [, Ae*zdA = 0, da e** holomorph in A ist und somit das Integral
Abbildung 5.7: Ge- iiber den linksseitig geschlossenen Integrationsweg (s. Bild) verschwindet:
samtweg I'l; um den

Pol in 0 / eMrdt =0 Vt>0
I'r

und [i M E7%° 0 Also erhalten wir:
R

d
£S(z)x|

Es folgt:

Shyx—z 1 ["d h10
= - —St)xdt — A
h h/o TR “

=S(t)Ax
Also ist € 2(B) und Br = Az, d.h. AC B.

»BC A“: Wir wissen: 1 € p(A) N p(B), d.h. fiir x € P(B) besitzt fiir y := & — Bz die Gleichung
T — Ar = y eine eindeutige Losung T € ZP(A). Aber es ist A C B, also ist auch & — BT = y. Da
I—B:2(B) — X bijektiv ist (da 1 € p(B) ), folgt =7 € Z(A) = x € 9(A) und Az = Bz, d.h.
A=B.

Bemerkung: Im Satz 5.7 auf Seite 59 gilt auch die Umkehrung, d.h. erzeugt ein linea-
rer Operator A eine beschréinkte holomorphe Halbgruppe (S(z)) auf einem Sektor § €

2€Xs
]0, g], dann ist A sektoriell mit Spektralwinkel 6 > 6 + 5

Beweisidee:
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Betrachte fiir |a| < & die beschréinkte %y-Halbgruppe (S(e*t)),. . Diese

t>0
besitzt den Generator e**A.

“ Nach dem Satz von Hille-Yosida gilt dann p(e’*A4) D {A € C; Re()) > 0}
und
—ia -1 —ta( —to — (2o} -1

Abbildung 5.8: Re- H(e™™ X = A) I =lle™ (€A =A) .z = (A = 4) " llx)
solventenmenge von =z

o4 <M yye@, Re(n) >0 firein M > 1

~ Re(\) -
p(A) 285, ., VO 8 < 6. Es ist noch die Resolventenabschétzung zu zeigen.
2

Wihle dazu € > 0 mit 6 + ¢ < 4. Dann existiert ein A € Yz o und ein a mit |a| < b + & so, dass

= e—ia)\
Damit:
M~
! 6 +e dte
I z, —A) lzx =
(:;:—10 ) % = Re()) |)\|COS(arg()\))
M=l M, . . CS+5
|z| cos (5 —¢) H

Daraus folgt, dass A sektoriell ist.

Satz 5.8. Sei A ein Erzeuger einer 6o-Halbgruppe (S(t))t>0. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent: B

(i) (S(t))t>0 ist eine beschrinkte holomorphe Halbgruppe

(i1) 10,00 3t — S(t) € L(X) ist differenzierbar und es existiert eine Konstante C' > 0 so, dass

C
= [tAS() ||l 2x) < — Vi > 0.

sl t

Beweisidee:

(i) = (ii): Da (S(t))i>0 holomorphe Halbgruppe, ist die Differenzierbarkeit der Abbildung ¢ — S(¢) klar.
Weiter gilt fiir die Halbgruppe fiir alle t > 0 die Darstellung

1
S(t) = %/e“RA()\)d)\, t>0
T
und somit
d 1
5 =5~ / AeMR 4 (N)dA t>0

Durch Abschitzung des Integrals erhilt man die Aussage.

(ii) = (i): Zeige induktiv, dass ¢ — S(t) n-mal differenzierbar ist, mit dt—ﬂS( )= (AS (%))n Durch Abschéitzung

und Entwicklung in eine Potenzreihe, erhilt man die Aussage.

Wir wissen nun, dass fiir einen Operator A, der Erzeuger einer holomorphen Halbgruppe ist, das Cauchy-
problem

du _

S = Au, t>0

u(0) =up € X ’
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Vug € X genau eine klassische Losung u = S(.)up € €*(]0,00[; X) N%([0,00 ; X) besitzt.

Wir betrachten nun das inhomogene Cauchy-Problem

(CP)

e —Au+f, t>0
u(0) =up € X

Wir haben bereits gesehen, dass die milde Losung des inhomogenen Cauchyproblems unter gewissen
Regularitéitsvoraussetzungen an die Daten (ndmlich: ug € Z(A) und f € C1([0,7]; X)) eine klassische
Losung ist. Falls A der Erzeuger einer analytischen Halbgruppe ist, ist die milde Losung bereits klassische
Losung unter geringeren Regularitdtsvoraussetzungen an f:

Satz 5.9. Sei A der Erzeuger einer holomorphen Halbgruppe (S(z)) ug € X und f :[0,00[ —

X sei lokal Holderstetig, d.h.

z€Xs’

VI'>0 Jae€l0,l]]undL>0: |[f(t)—f(s)lx <Llt—s|* Vit sel0,T].

Dann  besitzt das Cauchyproblem (CP)(ug, f) eine eindeutige klassische Lésung u €
C51(]0,00[;X)ﬁ‘g([(),oo;X).

Im Beweis dieses Satzes werden wir uns auf folgendes Lemma stiitzen:

Lemma 5.10. Sei A der Erzeuger einer %o-Halbgruppe (S(t))t>0. Weiter seien g: 10, T[ — X

stetig mat fOT llg(s)|lxds < oo (d.h. g € LY(0,T;X)) und ug € D(A) und u € C([0,T]; X) die
eindeutige milde Losung des Cauchyproblems (CP)(ug,g), d.h.

u(t)zS(t)u0+/O S(t— s)g(s)ds, te[0,T].

=:v(t)

Falls gilt, dass v(t) € 2(A) YO0 <t <T und Av e ¢(]0,T[;X), dann ist u die klassische
Lésung von (CP)(ug,g).

Falls (S(t))tzo holomorph ist, dann gilt die obige Aussage sogar fiir alle ug € X.

Beweis: Da v(t) € Z(A) VO<t<T,gilt

h) — I t+h)—o(t) 1 [Hh
Av(t)ﬂ& u(t) zw_,/ S(t+h—s)f(s)ds
RN h pf, LTRSS
€P(A) stetig
=5 (8)
= limw existiert und = Awv(t) + f(t)
10 N

nach Vor. stetig in ¢

d.h. wir haben gezeigt, dass v rechtsseitig differenzierbar auf 0,7 mit stetiger rechtsseitiger Ableitung
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%v(t) = Av(t) + f(t) ist. Hieraus folgt nun ¢, dass v sogar stetig differenzierbar auf )0, T'[ ist mit

d dr

= o) = Av(t) + f(t),  tE]0,T]

Nun ergibt sich die Behauptung, da die Abbildung ¢ — S(t)uo stetig differenzierbar mit %S (tyug =
AS(t)ug auf [0,T7], falls ug € Z(A), bzw. auf |0,T], falls ug € X und (S(t))>0 holomorph. O

Beweis: (von Satz 5.9)

Wir wollen zeigen, dass die milde Losung u, d.h. die Funktion u(t) t)uo+ / S(t—s) t>0

w(t)
eine klassische Losung ist.

Wir wissen, dass S(-)up € €*(]0,00[ ; X) N € ([0,00 ;X) und £ S(t)ug = AS(t)uo, da (S(t)) eine

t>0

holomorphe Halbgruppe ist, d.h. es ist 2, dass v € € (]0,00[;X) N%([0,00 ; X ) und = Av(t) +
f(t), t> 0ist. Nach dem obigen Lemma brauchen wir nur zu zeigen, dass v( € .@( ) VO <t<T
und  Av e €(]0,T[;X) gilt.

Zerlegen wir dazu v wie folgt:

ex
:/ S(t—s)(f(s)—f(t))ds+/ S(t— ) F(0) ds.
0 0

=:v1(t) =:va(t)

Es gilt nach Lemma 1.10 auf Seite 15, dass
t
walt) = [ S@)f(t)do € 9(4)
0

und

Avg(t) = S(t)x —x t>0.
—_——
stetig in ¢

Jetzt miissen wir ein analoges Resultat fiir v zeigen:

vi(t) € 2(A) Vt>0, ]0,00] >t Avi(t) Iist stetig.
Betrachten wir zunéchst, fiir € > 0, die Funktion

ore(t) = { OJ‘G S(t—s)(f(s) — f(t))ds t€[eT)

Offensichtlich gilt
v1,e(t) — vi(t) fir e — 0, YVt € [0, 7).

Nun ist S(¢)X C D(A) fiir alle t > 0, da (S(t)) eine analytische Halbgruppe. Folglich ist

£>0

S(t—3s)(f(s)— f(t)) € D(A) Vs € [0,t — €.

6 Fiir rellwertige Funktionen ist dies ein elementares Resultat der reellen Analysis, siehe etwa das Buch von W. Wal-

ter, Analysis I, Satz 12.25: f rechtsseitig differenzierbar und %f stetig auf Intervall I = f ist stetig differenzierbar
auf I; den vektorwertigen Fall fiihrt man wie tiblich auf den reellwertigen Fall zuriick, indem man, fir z* € X*, die
reellwertige Funktion ¢(t) := x*(v(t)) betrachtet. Diese ist dann rechtsseitig differenzierbar mit stetiger rechtsseitiger

Ableitung %gp(t) = z* (%v(t)), also differenzierbar nach dem reellen Satz mit v(t) = z* <%v(t)). Es folgt, dass

p(t) — p(s) = z*(v(t) —v(s)) = f't * <Lv(a)> do = z* <[t a* v(o) da) fiir alle 0 < s <t < T, fiir alle z* € X*. Somit

do s do

folgt v(t) —v(s) = fs b v(a) do fiir alle 0 < s <t < T. Aus der Stetigkeit des Integranden folgt nun sofort die Behauptung.
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Als stetige Funktion ist die Abbildung

s €[0,t —€ = S(t—s)(f(s) = f(1))

Riemann-integrierbar und

t—e
vie(t) = S(t—s)(f(s) — f(t)ds
0
" t t t
= i t—jo L) = f)) =
nggojz_:ls< Jn> <f (Jn> £ ))> -
=wy (t)eD(A)
Da (S(t)),s, eine analytische Halbgruppe ist, ist die Abbildung ¢ €]0,T] — AS(t)x € X stetig, fiir alle

x € X. Es folgt, dass auch die Abbildung
s€[0,t — e = AS(t —5)(f(s) — f(1))

stetig ist.
In der Tat ist fiir s € [0, — €], |h| <,

[AS(t = s = h)(f(s +h) = f()) = AS(t = s)(f(s) = F(D)Ix

< [[(AS(t—s —h) = AS(t = 5)) f(t)]| x
+HIAS(E = s = h)(f(s +h) = f(s))llx

+H(AS(E =5 —h) = AS(t = ) f(s) x,

und wegen der oben erwiihnten Stetigkeit der Funktion ¢ €]0,T] — AS(t)x € X, fiir alle z € X, streben
der erste und der letzte Term fiir h — 0 gegen 0. Fiir den mittleren Term ergibt sich mit Satz 5.8 die
Abschitzung

ISt — s = B)(F(s + 1)~ F(Dlx < 7o |[f(s+ ) — F(5)x,

und der Term auf der rechten Seite strebt ebenfalls gegen 0 fiir h — 0.
Aus der Stetigkeit der Abbildung folgt die Riemann-Integrierbarkeit auf [0,¢ — €], und somit ist

/OH AS(t—s)(f(s) — f(t) ds
S (103) ),

S E)0):

= lim Avf ().

n—oo

Mit dem {iblichen Argument der Abgeschlossenheit des Operators A folgt so, dass vy (t) € D(A) und
Avi o (t) = [[7CAS(t — s)(f(s) — f(t)) ds, fiir alle ¢ € [¢, ).
Nun wenden wir das Abgeschlossenheitsargument ein weiteres Mal an. Wir erinnern zunéchst daran, dass

D(A) 3 vp.o(t) — vi(t) vt € [0,7). (5.1)

Desweiteren folgt mit Satz 5.8, dass

4S( = 5)((5) = FO)llx < 7 F(5) = FO

-t

<C'L|t @ C-L
gl

T t—s (t—s)t—
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mit (1 —«) € [0,1], und da

! 1 !
/Oi(t—s)lfads_/o Uliad0<oo

folgt somit die Existenz des uneigentlichen Integrals

t
/0 AS(t—s)(f(s) — f(t))ds.
Somit konvergiert, fiir alle ¢ €]0,T],
t—e
) = [ ASE= () - ) ds
t
e [ AS(E=9)(F(5) - £0)ds,
0
und mit der Abgeschlossenheit des Operators A folgt, dass v1(t) € D(A) und Av;(t) = fot AS(t—s)(f(s)—

f(t))ds, fiir alle t € [0,T] (der Fall ¢ = 0 ist trivial).
Da zudem, fiir alle ¢ € [0, T7,

4016~ v, 01, = | |

t
(t—e)t
t

AS(t — 8)(f(s) — f(t))ds

X

C
: /(ts)+ t—s I (f(s) o f(t)) || xds

¢
< C’L/ |s —t|* ds
(

t—e)t

€
< CL/ o Ldo £lo, 0
0

und somit die stetige Funktionenfolge (Avy ¢(+))e gleichméBig auf [0, 7] gegen Av; konvergiert, ist Avy €
C([0,T]; X), und damit ist der Beweis vollstéindig. d

Bemerkung: Ein typisches Beispiel fiir einen Erzeuger einer beschrinkten holomorphen
Halbgruppe ist ein selbstadjungierter, m-dissipativer, dicht definierter linearer Operator in
einem Hilbertraum. Konkrete Vertreter dieser Klasse von Operatoren sind etwa:

H = L*(RM)
P(A) = #2RY)
Av = Av, ve D(A)
oder auch
H =L%(Q), Q CRY ein beschrinktes Gebiet
D(A) = A ()N A9)
Av =Av, vePA

Exkurs zum Begriff , m-dissipativ “:

Definition 5.11. Sei X ein Banachraum und A ein linearer Operator mit A : 2(A) C X — X. Dann
heifit A dissipativ, falls gilt:

YAS0: (M—A4)"": RM-A)—X
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ist wohldefiniert, einwertig’ und kontraktiv, d.h.

[N —A)M|x < |vllx Vo€ RN — A).
A heift m-dissipativ®, falls A dissipativ ist und RO — A) =X V> 0.

Wenn A m-dissipativ ist, dann ist A automatisch abgeschlossen.
Beweis: Sei {un}neN C 92(A), up, »uin X, Au, — vin X. Dal—A: 2(A) — X bijektiv ist,
existiert ein © € Z(A) mit der Eigenschaft:

u—Au=u—wv. (5.2)
Da (I — A)~' (=R4(1) ) auBerdem auch eine Kontraktion ist, folgt:

lun = llx = [1(Z = A) ™" (un = va) = (I = A) 7 (u = v)l|x
nToo

< tn = v — (u—v)l|x 250,

Somit folgt: u =u € P(A) und mit (5.2) folgt Au = v.

Ist X = 4 ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-, ), so gilt auflerdem: A dissipativ <= Re(Au,u) <
0.

Beweis:

o &4 Mu—Au=veRWAN —-A), A>0. Z: ||M\|x <|v|]x-
Testen der Gleichung mit u (d.h. bilde das Skalarprodukt mit ) liefert:

Mlullk = (Au, u) = (v,u)
Somit
= Mull% — Re(Au,u) = Re(v,u) < [Jv]/x - [Ju] x-

Mit Hilfe der Voraussetzung folgt
Mlullx < llvllx

e ,=“: Da A dissipativ ist, gilt: [[Mu|x < [l — Aul|x Vu€ P(A), X>0,also ||A\u— Au|% —
N Jlull% = 0.

= —A(u, Au) —\(Au,u) + ||Au||§( >0
———

=+A(Au,u)
= —2X\Re(Au,u) + ||Aul)% >0
A 2
= 2Re(Au,u) — % <0

AToo
A Re(Au,u) <0

O

Nunmehr ist also klar, dass ein linearer dicht-definierter Operator genau dann m-dissipativ in einem
Banachraum X ist, wenn er die Voraussetzungen des Satzes von Hille-Yosida erfiillt.

Der nachfolgende, auf Lumer-Phillips zuriickgehende Satz, ist demnach nichts weiter als eine dquivalente
(aber bequeme) Formulierung des Satzes von Hille-Yosida:

Teinwertig bedeutet, dass die Abbildung jedem x (aus dem Definitionsbereich) genau ein y zuordnet. Das bedeutet im

Prinzip, dass es sich um eine Funktion handelt.
8Das ,,m“ in ,,m-dissipativ® steht fiir maximal
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o-Kontraktionshalbgruppe (S(t)) >0

Satz 5.12 (von Lumer-Phillips). Sei A ein linearer Operator A. Dann ist A der Erzeuger einer
CZ(X) <= A m-dissipativ und dicht definiert ist.

Die obige Bemerkung iiber typische Vertreter von Erzeugern von beschréankten analytischen Halbgruppen
ergibt sich nun leicht aus der Tatsache, dass fiir einen dicht definierten selbstadjungierten Operator A in

einem Hilbertraum 47 gilt (s. etwa H. Heuser, Funktionalanalysis, Teubner, 2006, S. 566):

o(A) CR
und 1
M — At <
H( ) HE(X) = Im()\)
fiir alle nicht-reellen Zahlen A\ € C.
Ist nun A zudem m-dissipativ, so folgt, dass
o(A) CcR*
und fiir alle A € Y52, 0 < 4§ < 3, gilt
[EYR R e —
- Im(N)
< 1
~  cos(arg(A) — %)
1 1
< —

woraus folgt, dass A sektoriell mit Winkel 7 ist.
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Kapitel 6

Semilineare Anfangswertprobleme

6.1 Existenz und Eindeutigkeit von milden Lésungen

In diesem Kapitel wollen wir semilineare Anfangswertprobleme der Form

U — Ay+ F(u) ,t>0
dt ’
(SACP) { U(O) =ug € X

betrachten, wobei

(*) A der Erzeuger einer 6o-Halbgruppe (S(t)),- , auf einem (reellen oder komplexen) Banachraum X

ist und

t>0

(**) F: X — X eine (i.a. nichtlineare) lokal Lipschitz stetige Funktion ist, d.h. es gilt
VM >0 3 L(M) >0 so dass

[1F(z) = F(y)llx < L(M)[lz - yllx Yo,y € X mit ||zx <M, |jylx <M.

Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass L(M) eine monoton wachsende Funktion von M ist.

Definition 6.1. Fine klassische Losung von (sACP) auf [0,T], T > 0, ist eine Funktion u €
C([0,T]; D(A)) N CL([0,T); X) mit der Figenschaft, dass u(0) = ug und

W (t) = Au(t) + F(u(t)) vt € [0, 7]

(wobei w'(t) int =0 bzw. t =T die jeweils rechtsseitige bzw. linksseitige Ableitung von u bezeich-
net).

Ist u eine klassische Losung von (sACP), dann ist notwendigerweise ug € D(A). Weiter gilt offensicht-
lich, dass eine klassische Losung von (sACP) auch klassische Losung des nicht-homogenen abstrakten
Cauchyproblems

W — Au+f  auf (0,7)
(4CP) { w(0) = up € X
mit
f: 0,7 —X
t — F(u(t))
ist.
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Insbesondere erfiillt u die Integralgleichung (vgl. Duhamel-Formel, Kapitel 1)
t
u(t) = S(t)up +/ S(t — s)F(u(s)) ds, vt € [0,T].
0

Da diese Formel bereits fiir nur stetige Funktionen u : [0,7] — X sinnvoll ist, geben wir in Anlehnung
an das nicht-homogene abstrakte Cauchyproblem folgende

Definition 6.2. Eine milde Losung von (sACP) auf [0,T], T > 0, ist eine Funktion u €
C([0,T); X), die der Integralgleichung

u(t) = S(t)uo Jr/o S(t — s)F(u(s)) ds vt € [0,T)

gentgt.

Die folgenden Ergebnisse iiber Eindeutigkeit, lokale und globale Existenz von (milden) Losungen des
semi-linearen abstrakten Cauchyproblems erinnern sowohl in den Resultaten als auch in den Beweis-
methoden vielfach an die entsprechenden Ergebnisse, die wir bereits aus der Theorie der gewdhnlichen
Differentialgleichungen kennen.

Lemma 6.3 (Eindeutigkeit von milden Losungen). Seien u,v € C([0,T]; X) milde Losungen des
semilinearen Anfangswertproblems (sACP) zum gleichen Anfangswert ug € X. Dann gilt u(t) = v(t)
fir alle t € [0,T7.

Beweis:

Seien K := sup,e(o, 7y max{[lu(t)| x, [[v(t)llx} und M > 0,w € R mit [|S(t)]|px) < Me** fiir alle t > 0.
Durch Subtraktion der beiden jeweils von u bzw. v erfiillten Integralgleichungen erhalten wir nun leicht
folgende Abschéitzung in der Norm:

lu(t) —v(®)|x < /0 I1S(t — 8)(F(u(s)) — F(u(s))||x ds
= /0 Me* =) L(K)||u(s) — v(s)| x ds

T
< L(K)Me\w\T/o e=%|[u(s) — v(s)| x ds

fiir alle ¢t € [0, T7.
Mit Hilfe des Lemmas von Gronwall (vgl. VL. DGL 1 oder die etwas allgemeinere Version unten) folgt

”u(t) - ’U(t)”x <0 vt € [O,T],

d.h. aber gerade, dass u(t) = v(t) fiir alle ¢ € [0,T]. O
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Lemma von Gronwall

Seien C1,Cy > 0, A\, € L1(0,T) mit A(t),p(t) > 0 f.ii. t € (0,T) und so, dass Ay € L'(0,T) und
t
o(t) < Ch + Cg/ A(s)p(s) ds fiir fast alle t € (0, 7).
0

Dann gilt
t
p(t) < Cyexp <C’2/ A(s) ds> fiir fast alle t € (0, 7).
0

Beweis:
Setze (t) := C1+Cs fg A(s)p(s)ds, t € [0,T]. Offensichtlich ist ¢ absolut stetig und f.ii. differenzierbar.
Mit der Voraussetzung folgt

U(t) = CoA()p(t) < CoA(t)y(t)  filt € (0, 7).

Folglich ist
d t
7 {fgb(t) exp (—Cz/o A(s) ds)} <0 fi.te(0,7T).

Da ¢ (0) = (4, folgt

t
P () exp (—Cg/o A(s) ds) <y fiir alle ¢ € [0, 7],

und somit .
P(t) < Cpexp (CQ/ A(s) ds) fiir alle ¢ € [0,T7.
0

Da ¢(t) < ¢(t) f.i. auf (0,7T) nach Voraussetzung, folgt die Behauptung. O

Bemerkung: Wir werden von nun an stets voraussetzen, dass A der Erzeuger einer %y-Halbgruppe von
Kontraktionen (S (t)) >0 auf X ist. Diese zusétzliche Annahme ist nicht wesentlich und erspart uns
nur einige technische Schwierigkeiten.

Samtliche Ergebnisse gelten jedoch auch unter der Voraussetzung, dass A der Erzeuger einer (beliebigen)
%o-Halbgruppe ist. In der Tat existiert in diesem Fall ein w € R und eine #quivalente Norm ||| - |||
auf X so, dass A — wl Erzeuger einer Kontraktionshalbgruppe auf (X, ||| - |||) ist. Der (klassische und
auch der milde) Losungsbegriff éindert sich nicht bei dem Ubergang zu einer #quivalenten Norm in
X. Da die rechte Seite unserer Differentialgleichung A + F stets als A + F mit A = A — wl und
F=F+4uwl geschrieben werden kann, reicht es somit, die Existenz von Losungen nur in dem Spezialfall
eines Kontraktionshalbgruppenerzeugers zu zeigen (fiir klassische Losungen ist dies nun klar; fiir milde
Losungen weniger: eine milde Losung u € C([0,T]; X) von (sACP) mit rechter Seite A + F ist per
Definition die Losung der Integralgleichung

u(t) = S(t)ug +/Ot§(t— s)F(u(s))ds,  te]0,T),

mit der von A erzeugten skalierten Halbgruppe S(t));>0 = (e~“tS(t))¢>0. Es ist nicht offensichtlich, dass
u dann auch die Integralgleichung

u(t) = S(t)uo —l—/o S(t — s)F(u(s)) ds, t € 0,17,

erfiillt, d.h. die milde Losung von (sACP) ist; siehe dazu Ubung).
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Satz 6.4 (Lokale Existenz). Sei A der Erzeuger einer Kontraktionshalbgruppe (S(t))
wie in (*¥).
Sei M >0, ug € X mit ||ug||x < M. Dann ezistiert Ty > 0, so dass (SACP) eine eindeutige milde
Lésung auf [0, Ty] besitzt.

£0 auf X, F

Beweis:
Das Problem der Existenz einer milden Losung lasst sich leicht als ein Fixpunktproblem formulieren.
Setze dazu

K= 2M+IFOlx T = 5700577

und definiere die Menge
E:={uelC(0,Tu]; X);lu@®)|lx <K Vte|0,Tm]}

E ist eine nicht-leere, abgeschlossene Teilmenge des Banachraumes (C([0, Ths]; X),

Il - [loo); || - lloc bezeichnet hier die iibliche Supremumsnorm: [jullee = maxiecjo 7, |u(t)||x fir u €
C([0,Tas]; X). Mit der durch die || - ||oo-Norm induzierten Metrik d(u,v) = ||u — v| oo ist somit (E,d) ein
nicht-leerer, vollstdndiger metrischer Raum.

Wir definieren nun eine Abbildung ® : E — C([0,Tx]; X) durch

O (u)(t) := S(t)uo + /Ot S(t — s)F(u(s))ds, Yt € [0, T

Aus der Kontraktionseigenschaft der Halbgruppe und der lokalen Lipschitz-Stetigkeit von F' folgt leicht
die Abschitzung

oAl < ol + [ L)l ds
SHwM+AHﬂMw—F@MﬁWHMM%
< ol + [ GOl + 1) ds
< M+ tK(L(K)+ 1)
< M+ % (nach Wahl von Ty)
< K

fiir alle u € E. Folglich ist ®(u) € E fiir alle u € E, d.h. & : E — F ist eine Selbstabbildung.
Mit dhnlichen Argumenten erhilt man fiir alle u,v € E, t € [0, Ths], die Abschétzung

1®(u)(t) — B)D)x < /nu ~o(s)|x ds
< LUl = ol
< glu=vle

nach Wahl von T); und daher, fiir alle u,v € E, die Abschitzung

1
() = B(0)]lo < 51— vl

d.h. @ ist eine strikte Kontraktion. Nach dem Fixpunktsatz von Banach besitzt ® : F — E daher einen

eindeutigen Fixpunkt u € E. Dieser ist gerade die gesuchte eindeutige milde Losung von (sACP) auf
[0, Tr]. O
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Aufgrund der Eindeutigkeit der milden Losung ist klar, dass jede lokale milde Lésung des semilinearen
Cauchy-Problems zu einer eindeutigen ,,maximalen milden“ Losung fortgesetzt werden kann: Fiir jedes
up € X konnen wir die maximale ,,Existenzzeit* T'(ug) der milden Losung definieren als

T(ug) =sup{T > 0; Fu € C([0,T]; X) milde Losung von (sACP)}.

Nach Satz 6.4 auf der vorherigen Seite ist klar, dass T'(ug) > 0. Genauso wie im Fall einer gewshnlichen
Differentialgleichung ist ebenso offensichtlich, dass das maximale Existenzintervall der milden L&sung
rechts halboffen ist: [0, T (ug)[. Falls T'(up) = 400 sagen wir, dass die milde Losung global existiert. Der
folgende Satz fasst obige Aussagen noch einmal zusammen und gibt zusétzlich eine wichtige Information
iiber das ,Randverhalten“ von Lésungen, falls T'(ug) < oo.

Satz 6.5. Unter den Voraussetzungen des Satzes 6.4 auf der vorherigen Seite existiert eine Funk-
tion T : X —]0,00] so, dass gilt:

Vug € X Ju € C([0,T(up)[; X) mit der Figenschaft, dass
VO <T <T(up): wuisteindeutige milde Losung von (sACP) auf [0,T]

und

2L(FO)x+2ult)lx) > Fros—y =2 W E 0Tl (6.1

Insbesondere gilt: entweder ist T'(ug) = oo oder

T d 1l t = . 6.2
() < oo und | Jim Juft)]x = +oc (62)

Bemerkung: Die oben beschriebene Funktion v € C([0, T (u)[; X) werden wir im weiteren Verlauf als
die ,maximale“ milde Losung von (sACP) bezeichnen.

Beweis:

Aus ( 6.1) folgt unmittelbar, dass lim; () [[u(t)||x = +oo, falls T'(up) < oo.

Es bleibt nur noch die Ungleichung ( 6.1) zu zeigen. Fiir T'(ug) = oo ist die Ungleichung trivial. Sei nun
also up € X mit T(up) < oo. Wir wollen die Aussage durch Widerspruch beweisen und nehmen dazu
an, dass ein ¢t € [0, T (up)[ existiert mit der Eigenschaft, dass fiir die milde Losung u an der Stelle ¢ die
Ungleichung

1
2L(||F'(0 2||u(t _— =2
(IF O +2u(®)lx) < g7
gilt. Diese ist offensichtlich dquivalent zu
1
T(ug) —t < . (6.3)
2(L(IF0)]lx + 2llu()llx) +1)

Definieren wir M := |lu(t)| x, so ist die GroBe auf der rechten Seite der obigen Ungleichung gerade die

im Beweis des vorhergehenden lokalen Existenzsatzes garantierte lokale ,, Mindest-Existenzzeit“ Th; der
milden Lésung v des semilinearen Cauchy-Problems

{ %:Av—i—F(v), t>0
v(0) = u(t) ’

und ( 6.3) ist dquivalent zur Ungleichung
T(UQ) <t+Tuy.

Wir werden nun zeigen, dass die milde Losung v € C([0,t]; X) von (sACP) mit Anfangswert ug durch
die milde Losung v € C([0,Ta]; X) des obigen (SACP)s zum Anfangswert u(t) zu einer milden Losung
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auf dem Intervall [0,¢ + T)] fortgesetzt werden kann. Da T'(ug) < ¢t + Ty, folgt dann der Widerspruch.
Wir definieren dazu w : [0, 4+ Ths] — X durch

| u(s) , 8 €10,1]
w(s) _{ v(s—t) ,selt,t+Tml

Da v(0) = u(t), und w, v als milde Losungen stetige Funktionen sind, ist w offensichtlich wohl-definiert
und stetig. Da w = u auf [0,¢], ist w zudem milde Losung von (sACP) zum Anfangswert ug auf [0,¢].
Fiir s € [t,t + Ty] gilt

w(s) = ov(s—1)

= S(s—t)u(t) + /05— S(s—t—0)F(v(o))do (da v milde Losung von (*))

= S(s—1) (S(t)u0+ /0 tS(ta)F(u(a))da)

+/ S(s—o)F(v(ed—t))de (Variablentransformation & = o + t)
¢

= S(s)up + /0 S(s —o)F(u(o))do + /ts S(s —o)F(v(ec —1t))do
= S(s)up + /OS S(s —o)w(o)do (nach Definition von w),

und somit erfiillt w auch auf [¢,t + Tys] die erforderliche Integralgleichung, d.h. w ist milde Lésung von
(SACP) zum Anfangswert ug auf [0,¢ + Ths]. O

Bemerkung: Das in ( 6.2 auf der vorherigen Seite) beschriebene Verhalten der Losung bezeichnet man
als ,,Explosion® (,,blow-up®). Da eine milde Losung u entweder global existiert oder aber in endlicher
Zeit explodiert, ist es moglich, die globale Existenz einer milden Lésung zu zeigen, indem man versucht a
priori-Abschitzungen fiir die Norm ||u(?)||x auf [0, T'(uo)[ herzuleiten. Ist die milde Losung sogar klassi-
sche Losung, konnen geeignete Abschéiitzungen oft leicht durch eine geschickte Wahl von Testfunktionen
in der Differentialgleichung gewonnen werden (siehe Ende dieses Kapitels).

Aus der Abschétzung ( 6.1 auf der vorherigen Seite) in Satz 6.5 auf der vorherigen Seite ergibt sich leicht
folgendes Resultat tiber die Existenz von globalen Losungen:

Korollar 6.6. Es sei A der Erzeuger einer Kontraktionshalbgruppe auf dem Banachraum X und
F: X — X sei global Lipschitz stetig, d.h. es existiert ein L > 0, so dass

[1F(z) = Fy)llx < Lllx - yllx Vi, y € X.

Dann besitzt das (sAWP) fiir jeden Anfangswert ug € X eine eindeutige globale milde Lisung.

Beweis:
Nach Satz 6.5 auf der vorherigen Seite erfiillt die maximale Existenzzeit T'(ugp) unter den globalen Lip-
schitzbedingung die Ungleichung

1
2L >

= m -2 Vit € [O,T(Uo)[

Angenommen fiir ein ug € X ist T'(ug) < +oo. Dann wire aber

1
lim - — 2= +o0,
t—T(uo)~ T(ug) — t
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und es ergibt sich sofort der Widerspruch. ]

Satz 6.7 (Stetige Abhingigkeit der milden Lésung vom Anfangswert). Unter den Voraussetzungen
des Satzes 6.4 auf Seite 74 gilt:

(i) T : X —]0,00] ist unterhalb stetig, d.h. fir alle ug, (von)n C X mit ug, — up in X fiirn — oo
gilt:
T(up) < liminf T'(ugy).
(i) falls ugn, — up in X fiir n — oo, u, die milde Lisung von (sACP) zum Anfangswert ug, und
u die milde Lésung von (sACP) zum Anfangswert ug, dann gilt fir alle 0 < T < T(ug), dass
uy, — u in C([0,T); X) fiir n — oo.

Beweis:
Seien ug € X, (ugn)n C X mit ug, — up in X, u,, bzw. u die entsprechenden maximalen milden Losungen
von (sACP) zum Anfangswert g, bzw. ug.
Sei 0 < T < T(ugp).
Wihle nun
M :=2{ max |lu(t)|x + 1} = 2{[luox +1}.
te[0,T]

(Die ,+1“ wird hinzugefiigt, um auch den Fall uy = 0 mit einzuschliefien.)
Da ug, — ug in X, gilt fiir alle geniigend grofien n

[uonllx < M. (6.4)

Wir definieren nun
7 1= sup{t € [0.T(uon) s [lun(s)]x < 2M Vs € [0,4]}.

Wegen ( 6.4) ist klar, dass 7, > 0.

Auf dem Intervall [0, min{r,,, T'}] existieren sowohl die milde Lésung w als auch die milde Lésung w,,; beide
Funktionen sind auflerdem auf diesem Intervall in der Norm durch 2M beschrénkt. Durch Subtraktion
der Integralgleichungen fiir v und w, erhalten wir dann leicht die Abschitzung

[u(t) = un ()] x < lluo — uonllx + L(2M) /0 [uls) = un(s)l|x ds

fiir alle 0 < t < min{7,,T}.
Mit Hilfe des Lemmas von Gronwall folgt

() = un@®)x < luo — uon||xe" 0"
S ||UO - U()n”XeL(QM)T (65)
fiir alle 0 <t < min{7,,T}.
Hieraus ergibt sich nun leicht die Abschétzung
sup  Jun(t)|x < sup [Jul®)lx + [luo — uon||x e
0<t<min{7,,T} 0<t<min{7,,T}
< 7 + ||UO o U0n||X€L(2M)T.
Da ||up — ugn|| xe“PM7T — 0 fiir n — oo, folgt somit
lun(t)lx <M V0 < ¢t < min{7,,T}, fir alle n geniigend gro8. (6.6)
Aus dieser Abschétzung folgt nun sofort, dass
T >T fiir alle n geniigend grof3. (6.7)
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In der Tat: ist 7, < T, dann gilt nach Definition von 7,, und wegen der Stetigkeit von wu,, dass
ltn (Tn)]lx = 2M. Dies steht aber im offensichtlichen Widerspruch zu ( 6.6 auf der vorherigen Seite).
Aus ( 6.7 auf der vorherigen Seite) folgt nun zunéchst T'(up,) > T , und da 0 < T' < T'(ug) beliebig
gewahlt war, ergibt sich daraus

T (uppn) > T(up) fiir alle n geniigend grof.

Insbesondere folgt
liminf T'(ug,) > T'(uop).

n—oo

Aus (6.5 auf der vorherigen Seite) folgt nun sofort auch die gesuchte Konvergenz u,, — u in C([0,T7]; X)
fiir alle 0 < T' < T'(up). O

Bemerkung: Die Funktion T : X —]0, 00| ist i.a. nicht stetig. Dies ist selbst dann nicht der Fall, wenn
A=0und X =R (d.h. es sich um ein nicht-lineares AWP fiir eine gewohnliche Differentialgleichung
handelt).

Beispiel: Sei X = R2, A =0 und
F(u,v) = (vu?, —2), (u,v) € R2.
Das zugehorige Anfangswertproblem lautet dann einfach
u’ vu?
(1) =(") e
u _ (%)
(v)o-(%)
Betrachte nun den Anfangswert (ug,v9) = (1,2). Die Differentialgleichung fiir v ist unabhéingig von
u, und wir finden sofort v(¢) = 2 — 2¢. Einsetzen von v in die Differentialgleichung fiir u ergibt die

Differentialgleichung v’ = 2(1 — t)u?, die wir durch Separation der Variablen leicht lésen kénnen. Unter
Beriicksichtigung der Anfangsbedingung finden wir die Losung u(t) = 1/(t — 1)2. Somit ergibt sich als

lokale Losung des AWPs
2—2t
v (1—t)2

und als maximale Existenzzeit dieser Losung T'(ug,vg) = 1.
Fiir den leicht modifizierten Anfangswert (u§,v§) = (
explizite Losung des obigen AWPs

l%reﬂ) mit € > 0 ergibt sich genauso leicht als

(2)0=( e )

und diese ist offensichtlich global, d.h. T'(u§, v§) = +o0.
Somit ist

lim i{rlfT(ug,ug) =400 > T(ug,vg) =1.
E*}O

6.2 Regularitit von milden Losungen; klassische Lésungen

Wir werden als néchstes die Frage untersuchen, unter welchen Voraussetzungen (an den Banachraum
X, den Operator A und/oder der Stérung F') die milde Losung sogar eine klassische Losung ist. Ein
Ergebnis in dieser Richtung liefert der folgende
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Satz 6.8. Seien X ein reflexiver Banachraum, A und F wie in Satz 6.4 auf Seite 74. Dann gilt:
Fiir jeden Anfangswert ug € D(A) ist eine milde Lisung von (sACP) bereits eine klassische Losung
von (sACP).

Erinnerung: Ein Banachraum X ist reflexiv, wenn die kanonische isometrische Einbettung i : X — X**,
definiert fiir x € X durch
i(z)(z*) == a™(x) fiir alle z* € X™,

surjektiv ist. Damit ist dann X isometrisch isomorph zu seinem Bidualraum X**. Beispiele fiir reflexive
Banachriume sind Hilbertraume, LP-Riume und W1P-Riume fiir 1 < p < oo.

Die Lebesgue-Riume L' und L™, die Sobolev-Réume fiir p = 1 und p = oo als auch die iiblichen Riume
von stetigen Funktionen (C(K), K C R™ kompakt, Cy(92), 2 € R lokal kompakt, Co(9) etc.) sind
nicht reflexiv.

Nach dem Satz von Komura (vgl. VL DGL 2) ist, wenn X reflexiv ist, eine absolutstetige vektorwertige
Abbildung v : [0,7] — X fast iiberall differenzierbar, ihre Ableitung %v € LY(0,7T;X) und v ist als
Integral {iber die Ableitung darstellbar:

t
v(t)—v(s):/ div(a)da, 0<s<t<T.
s do

Ist v : [0,7] — X Lipschitz-stetig (und damit insbesondere absolutstetig), gilt fiir die Ableitung sogar
%v € L*>(0,T; X), wie man leicht nachpriift.

Bewets:
Seien ug € D(A) und u € C([0,T]; X), T > 0, eine zugehoérige milde Losung von (sACP).
Als milde Losung erfiillt v die Integralgleichung

u(t) = S(t)uop + -/0 S(t — s)F(u(s))ds, Yt € [0,T].

Da uy € D(A), ist die Funktion t € [0, 00[— S(t)uo stetig differenzierbar mit £S5(t)ug = AS(t)uo =
S(t)Auyg fiir alle ¢ > 0.
Bezeichnen wir

t
o(t) = / S(t — 8)F(u(s)) ds, te 0,7,
0
so bleibt nun zu zeigen, dass v stetig differenzierbar ist und
d
%v(t) = Av(t) + F(u(t)), vt € [0,T]. (6.8)

Wir werden dazu zunéchst zeigen, dass die milde Losung u Lipschitz-stetig ist.
Dazu betrachten wir fiir kleines h > 0, ¢t € [0,T — h]

u(t+h)—u(t) = S+ h)ug— S{t)up+

::Tl

t+h t
/ S(t+ h— 8)F(u(s)) ds —/ S(t — $)F(u(s)) ds.
0 0
=:T>

Der erste Term schreiben wir als Integral tiber die Ableitung

t+h
Ty :/ S(s)Aug ds.
¢
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Unter Ausnutzung der Kontraktionseigenschaft der Halbgruppe (S (t)) +>o erhalten wir daher die Abschitzung

t+h
Iy < / 15(s) Auol | x ds
t

t+h
/ [ Ao || x ds
t

= h|Aug|x.

IN

Mit Hilfe von einfachen Variablentransformationen (s = t + h — ¢ und s = t — o im ersten Schritt,
o=t—sund o = s+t im letzten Schritt) ergibt sich

t+h ¢
T, = / S(s)F(u(tJrhfs))dsf/ S(s)F(u(t —s))ds

0

Ot t+h
| S()(F(u(t+h=0)) = Flu(t = 0))do + / S(s)F(u(t+ h — o)) do

t h
/0 S(t— 8)(F(uls + b)) — F(u(s))) ds + /0 S(s + t)F(u(h — 5)) ds.

Unter Ausnutzung der Kontraktionseigenschaft der Halbgruppe und der lokalen Lipschitz-Stetigkeit von
F erhalten wir

A

t h
ITlx < / IF(uls + 1)) — F(u(s))|x ds + / IF(u(h - 5))]x ds

IN

L(M)/O |lu(s + h) — u(s)||x ds + hK,

wobei M := maxe(o, 1] [lu(s)]|x und K := maxe(o,7] || F(u(s))]x-
Insgesamt ergibt sich so die Abschétzung

Jut +h) = u(®)lx

IN

1T x + [Tzl x

IN

L(M)/O l[u(s + h) — u(s)llx ds + h(K + [|Auol|x ).

Mit dem Lemma von Gronwall folgt
lu(t+h) —u(t)|x < h(K +|Au| x)etPDT, Vh>0,0<t<T—h,

und damit ist die Lipschitz-Stetigkeit von u gezeigt.

Da F : X — X lokal Lipschitz-stetig, folgt nun sofort, dass auch die Funktion ¢ € [0,T] — F(u(t))
Lipschitz-stetig ist.

Die Lipschitz-Stetigkeit von ¢ € [0,T] — f(t) := F(u(t)) erlaubt es nun, die stetige Differenzierbarkeit
von t € [0,T] — v(t) = fot S(t — 5)f(s) ds zu zeigen. Betrachten wir dazu fiir h > 0, t € [0, T — h],

—v t s — f(s h
Wtk o) /Os(t_s>(f(+hh)f()> ds+ g [ S+ 0f—s)ds

Aus der Stetigkeit des Integranden folgt sofort
1 [h
E/ S(s+6)f(h— ) ds — S(E)f(0) = S()F(uo)  fir h — 0.
0

Da t — f(t) Lipschitz-stetig auf [0, T, ist f nach dem Satz von Komura fast iiberall differenzierbar mit
f1 € L*>®(0,T; X). Da auBBerdem wegen der Lipschitz-Stetigkeit

Hf(‘”h)_f(s) <L firalle h >0,0<s<T —h,

h X
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folgt aus dem Satz der dominierten Konvergenz von Lebesgue, dass

qu in L'(0,¢;, X), V0 <t < T.
Da (S (t )) +>0 Kontraktionshalbgruppe, folgt sofort, dass dann auch

SG—-)WHS@—-)JC’() in LY(0,4; X),V0 <t <T.

Somit ist gezeigt, dass
. u(t+h) () h —o(t
lim St—s s)ds + S(t)f(0) vVt e 0,7, (6.9)

d.h. v ist in jedem Punkt ¢ € [0, T[ rechtsseitig differenzierbar und ¢ — % ist stetig auf [0,T']. Hieraus
folgt wie schon im Beweis des Satzes 5.9, dass v stetig differenzierbar ist. Alternativ kann hier wie folgt
argumentiert werden: v ist als Lipschitz-stetige Funktion f.ii. differenzierbar auf |0, 7| und als Integral

der Ableitung darstellbar, somit ist

t gt
v(t)—v(8)=/ ;lz( )do—/ %(O’)do VO<s<t<T,

und aus der Stetigkeit der (rechtsseitigen) Ableitung folgt nun sofort, dass v auch linksseitig differenzier-
bar auf |0, 77 ist und

()= lim S = lim v(o)ydo = 2() vt €)o,T].

d~v . v(t)—v(t—h) I 1 /t dtv d*tv
dt

t—n do

Folglich ist v € C1([0, T; X).
Die linksseitige Differenzierbarkeit in T zeigt man mit dhnlichen Argumenten:

w:/s — %) )i(s_ d+/S —o)f(oc —h)do

R /s —8)f'(s)ds + S(T)F(0) = Lim v'(1),

und es ist nun noch ( 6.8 auf Seite 79) zu zeigen (die in ( 6.9) erzielte Darstellung der Ableitung hilft
uns da leider nicht weiter...).
Wir betrachten deshalb fiir h > 0,0 <t <T — h,

ZH=Su() = S(’%I/O S(t— s)f(s)ds

t4+h)—o) 1 [
= M,,/ S(t+h—s)f(s)ds.
h h /.

Da v differenzierbar auf [0,7] und der Integrand des zweiten Integrals stetig ist, konvergiert die rechte
Seite der obigen Gleichung gegen v'(t) 4+ f(¢), fiir alle ¢ € [0,T7.
Die Existenz des Limes lim;, _, o+ %v(t) impliziert, dass v(t) € D(A) und Av(t) = limj_ o+ S(hlzflv(t) =
V() + f(t) =0 (¢) + F(u(¢)) fir alle t € [0, T
Gleiches gilt auch noch fiir t = T, wie leicht aus der Abgeschlossenheit von A folgt. O

Bemerkungen:

1.) Falls X nicht reflexiv, dann ist die milde Losung i. a. keine klassische Losung.
Beispiel: Sei X = %3(R) x 6o(R) ausgestattet mit der Norm

I ) x = (1 flloo + Nlglloos (f.9) e X
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Hierbei bezeichnet ||-|| o die iibliche Supremumsnorm im Banachraum %j(IR) der stetigen, im Unendlichen
verschwindenden Funktionen.

Der so definierte Produktraum (X, || - || x) ist ein nicht-reflexiver Banachraum.

Betrachte nun in X den Operator A definiert durch

{ D(A) = {(u,v) € X NCHR) x C*(R); (v/,v) € X}
A(u,v) = (u',0") fiir alle (u,v) € D(A) ’

Man priift leicht nach, dass A Generator der Linkstranslationshalbgruppe (S (t)) >0 auf X ist:

S)(f9) = (f(t+),9(t+)) V(f,9) € X,t > 0.
Betrachte das semilineare Anfangswertproblem fiir A in X:

U — AU+ FU) ,t>0
dt )

mit Nichtlinearitét
F: X - X
(u,v) = (v7,0)
Hierbei bezeichnet v, fiir eine Funktion v € %5(RR), die Funktion in %4,(IR) definiert durch
vt (r) = max{0,v(r)}, Vr € R.

Offensichtlich ist F' global Lipschitz stetig, und somit besitzt (SACP) fiir jeden Anfangswert Uy =
(uo,v0) € X eine eindeutige globale milde Losung U = (u,v) € C([0, oof; X):

<1‘>a) _ 5@)<“°)+/¢sas)<”+“)>ds
v Vo 0 0
_ <Z§E§i:§)+/Ot5(t—s)(”+0(5)>ds vt > 0.
Da die 2. Komponente des Integranden verschwindet, ergibt sich fiir v die Identitét
v(t) = vt + ), Vi > 0.
Somit ist dann aber

St —s)wT(s)=St—s)vf(s+:)=vg(t+-), V0 <s<t,

/OtS(t—s)<U+O(S))ds:/ot<var<%+'))ds:(tvg(é—i—-))) -

Es ergibt sich die explizite Gestalt der Losung

(u)(t):(uo(t+')+w§(t+')>’ vt > 0.

v vo(t + +)

und

Ist nun (ug,vo) € D(A), vo(0) = 0, aber v{(0) # 0, dann ist vy (t + ) ¢ C*(R) fiir alle ¢t > 0, und somit

( Y ) (t) ¢ D(A), vt > 0.

(%

Insbesondere ist daher U(-) = (u,v)(-) keine klassische Losung.

2.) Der Beweis von Satz 6.8 auf Seite 79 zeigt insbesondere, dass die milde Losung des inhomogenen
Cauchy-Problems fiir einen Kontraktionshalbgruppenerzeuger A

W =Au+f t>0
u(0) = ug
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eine klassische Losung ist, wenn X reflexiv, ug € D(A) und f : [0,T] — X Lipschitz-stetig ist (siehe Satz
3.6 und nachfolgende Bemerkung auf Seite 47).

Betrachten wir nun folgendes einfaches Anfangs-/Randwertproblem fiir eine semilineare partielle Diffe-
rentialgleichung

Up = Ugg — U+ uP ,t> 0,2 €]0, 7]
(P1) u(t,0) =u(t,m) =0 ,t>0
U(O,$) = UO(x) T € [Ovﬂ]

wobei p e N, p > 1.

Versuchen wir, dieses Problem als semilineares abstraktes Cauchy-Problem in einem geeigneten Banach-
raum zu formulieren, so dass unsere bisher erzielten Sitze anwendbar sind.

In Anbetracht der in der VL DGL 2 erzielten Ergebnisse fiir elliptische Probleme und speziell den Laplace-
Operator erscheint als natiirliche Wahl fiir die abstrakte Formulierung der Banachraum X = L?(Q),
Q =)0, 7[. In diesem definieren wir die Realisierung des Laplace-Operators A wie folgt:

{ D(A) = {u € Hj(Q); uyo € L*(Q)} = H(Q) N H*(Q),
Au = Ugy, u € D(A).

Mit Hilfe des Satzes von Lax-Milgram folgt dann:

u € D(A)

2 . !
YA >0, fe L) Dbesitzt das Problem{ M — e = f in D'(Q)

genau eine Losung u.
Verwenden wir nun u als Testfunktion in der Differentialgleichung, so ergibt sich die Gleichung

)\/Qu2+/ﬂui=/ﬂuf.

Da das zweite Integral > 0 ist, folgt somit mit Hilfe der Ungleichung von Cauchy-Schwarz

AR =2 [ < ([ f2>1/2 (/Qu)/

MBRAA) (N> < 1122, VfeL*Q), 2> 0.

Nach dem Satz von Hille-Yosida (oder, alternativ, Lumer-Phillips)ist somit A der Erzeuger einer %p-
Halbgruppe von Kontraktionen auf X = L2().

Der Banachraum X = L?(Q) ist als Hilbertraum reflexiv.

Leider ist jedoch keiner der bislang gezeigten Siitze anwendbar, da die Nichtlinearitit u € L?(0,7) +—
F(u) = uP nicht wieder in L?(0, w) abbildet, geschweige denn eine lokal Lipschitz stetige Abbildung von
L?(92) nach L?(Q2) darstellt.

d.h. aber gerade

Da der Raum L?(9) offensichtlich also fiir die gegebene Nichtlinearit#t nicht geeignet scheint, versuchen
wir nun, ein besser geeignetes abstraktes setting fiir unser Problem zu finden.

Hier bietet sich alternativ der Banachraum X = {u € C([0,7]); u(0) = u(w) = 0} (ausgestattet mit der
Supremumsnorm || - ||eo) an.

Wir werden zun#chst zeigen, dass der Operator A in X definiert durch

{ D(A) = {u € X N C2([0, 7]); up € X},
AU = Ugy, u € D(A).

die Voraussetzungen des Satzes von Hille-Yosida erfiillt und somit eine Kontraktionshalbgruppe (S (t)) >0

in X erzeugt. Offensichtlich ist A linear. Man rechne als Ubungsaufgabe nach, dass A auch abgeschlossen
ist. Es verbleibt die Resolventenbedingung zu zeigen.
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Erinnern wir uns dazu an die Fredholm-Alternative (vgl. VL DGL 1):
diese besagt, dass fiir A > 0 das Problem

AU — Ugy = f
{ w(0) = u(r) = 0 (6.10)

fiir jedes f € C(]0,7]) genau eine klassische Losung u € C?([0,7]) besitzt, oder aber das homogene
Problem

{ e

eine nicht-triviale klassische Losung besitzt.
Betrachten wir daher das homogene Randwertproblem: die zugehorige charakteristische Gleichung lautet

22— A=0.

Fiir A > 0 ergeben sich daraus die beiden Losungen z = ++v/X. Als Fundamentalsystem der DGL erhalten
wir somit: {eﬁx, e‘ﬁz} und als allgemeine Losung der Differentialgleichung y(x) = ¢; eVAT 4 cpe= VAT,
z € R, mit ¢1,c5 € R.
Aus den Randbedingungen folgt

0=u(0) =c1 + ca,

sowie

0=u(m) = c1e¥V T 4 cyem VT

Als einzige Losung dieses Gleichungssystem ergibt sich ¢; = ¢ = 0, d.h. aber das homogene Problem
besitzt nur die triviale Losung.

Es folgt, dass o(A) DJ0, oo].

Aus dem schwachen Maximumsprinzip folgt weiter, dass fiir jede klassische Losung u von ( 6.10) gilt !

=17 lloe < Au@) < [1F ¥l vz € [0, 7],

d.h. aber
Alufloo = A[RAN) flloo < [1flloo-

Damit ist gezeigt, dass A die Voraussetzungen des Satzes von Hille-Yosida erfiillt sind.
Es ist ausserdem leicht nachzurechnen, dass

F: X —X
U = —u+ur

wohldefiniert und lokal Lipschitz-stetig ist.

Folglich besitzt das zugehorige semilineare abstrakte Cauchyproblem in X fiir alle ug € X eine eindeutige
lokale milde Losung.

Leider ist X nicht reflexiv. Somit ist der Regularitétssatz 6.8 auf Seite 79 nicht anwendbar, und es bleibt
zunichst offen, ob die milde Losung bereits eine klassische Losung ist.

Der folgende Satz bietet einen Ausweg aus dem ersten oben beschriebenen Dilemma: eine Nichtlinearitét
F ist nicht auf dem ganzen Banachraum X, der angesichts des Operators A eine natiirliche Wahl dar-
stellt, definiert oder zwar definiert, aber nicht lokal Lipschitz-stetig auf X. Wenn es in dieser Situation
moglich ist, zu zeigen, dass die Nichtlinearitit F eingeschriinkt auf dem Banachraum (D(A), ||| - |||) aus-
gestattet mit der Graphennorm wohldefiniert und lokal Lipschitz-stetig ist, dann kommt folgender Satz
zur Anwendung;:

1Zur Erinnerung die Argumentation fiir die 2. Ungleichung: wenn u < 0 auf [0, 7], dann ist die Ungleichung trivial.
Ansonsten existiert xo €]0, [ so, dass u(zg) = max[y ] u. Dann gilt aber u’(xg) = 0 und u”(zo) < 0, und es folgt mit
Hilfe der DGL

u(z) < Au(zo) < Mu(zo) — uze(z0) = f(wo) < fT(x0) < ||fT|leo  fiir alle x € [0, 7].
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Satz 6.9. Sei A der Erzeuger einer 6o-Halbgruppe von Kontraktionen auf X, X1 der Banachraum
(D(A), ||| - I) ausgestattet mit der Graphennorm

ulll = llullx + |Aullx,  we D(A).

Weiter seien F : X1 — X1 lokal Lipschitz stetig, ug € D(A).
Dann  besitzt das (sACP) eine eindeutige klassische Losung u €  CH[0,T(uo)[; X) N
C([0, T(ug)[; D(A)), d.h. jede milde Lisung von (sACP) ist bereits klassische Lisung.

Beweis:
1. Schritt: Wir versuchen zunéchst, das semilineare abstrakte Anfangswertproblem vollstindig in dem
Banachraum X; zu formulieren. Dazu definieren wir

D(A;) = D(A%)(= {x € D(A); Ax € D(A)})

Aju = Au, u€ D(Ap).

Wir werden zeigen, dass A; eine Kontraktionshalbgruppe in X; erzeugt. Dazu sind gemifl dem Satz von
Hille-Yosida verschiedene Eigenschaften von A; zu zeigen:

e D(A,) ist dicht in X;:
Sei dazu u € X7 = D(A). Nach Lemma 1.17 auf Seite 23 gilt:

uy = ARA(AN)u — u fiir A — oo.

Da die Resolvente in D(A) abbildet, ist uy offensichtlich Element von D(A). Es gilt aber sogar,
dass uy € D(A;) = D(A?). In der Tat ist uy Losung der Gleichung

Auy — Auy = u,
d.h. aber es ist
Auy = duy —u € D(A),

und somit uy € D(A?).

Wir haben somit eine Folge (uy)x in D(A;) gefunden, die in der Norm || - || x des Banachraumes
X gegen u konvergiert.

Es bleibt zu zeigen, dass u) auch in der Graphennorm gegen u konvergiert.

Dazu bemerken wir, dass

Auy = MRa(MNu
= A)\’U,,
die Yosida-Approximation von w, und erinnern daran (siehe Lemma 1.18 auf Seite 24), dass fiir

u € D(A) gilt
Ayu — Au in X, fir A — oo.

Es folgt, dass
[lux = ull] = [lux —ullx + [[Aux — Au[x =0 (A — 00),

und somit ist D(A;) dicht in D(A) beziiglich der Graphennorm.

e A, ist abgeschlossen in X;:
Es sei (zp)n C D(A1), und es gelte

T, —x in Xq, Az, —y in Xj.

Wir miissen zeigen, dass dann schon € D(A;) und y = A;z. Nach Voraussetzung und der
Definition der Norm in X; gilt

[en = ||x + || Az, — Az x — 0
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sowie

[Arzy — yllx + [|A(A12,) — Ayl x — 0.

Aus der Eindeutigkeit des Grenzwerts der Folge Ax,, = Az, folgt dann sofort, dass y = Az. Da
nach Voraussetzung y € X1 = D(A), folgt, dass z € D(A?) = D(A;) und somit Ajz = Az = y.

° }0,00[C Q(Al)I
Da A der Erzeuger einer Kontraktionshalbgruppe in X ist, folgt aus dem Satz von Hille-Yosida:

VYA>0,VfeX3Iue D(A) so, dass Au — Au = f.

Da X; C X, besitzt somit die Gleichung Au — Au = f fiir alle A > 0 eine eindeutige Losung
u € D(A) insbesondere fiir alle f € X;. Schreiben wir die Gleichung in der Form

Au = du — f,
sehen wir sofort, dass fiir f € X; gilt:
Au € D(A) und somit u € D(A%) = D(4,).
Daher ist dann auch A;u = Au und damit ist gezeigt, dass die Gleichung
Au— Aju = f.
fiir alle f € X; eine eindeutige Losung u € D(A;) besitzt. Somit ist

}Oa OO[C Q(Al)'

o R4 (N): Xy — X ist kontraktiv, fir alle A > 0:

Sei f € X1, A > 0. Da Ra,(\)f = Ra(\)f fiir f € X1, ARa(\) eine Kontraktion in X ist und
ARA(N) = Ra(MN)A auf D(A) (siehe Beweis von Lemma 1.18 auf Seite 24), gilt

[ARA, (NSl = [ARA, (M) fllx + INARA, (M) fllx
= [[ARAN) fllx + [[NARA(N) fll x
= [[ARAN) fllx + [[ARa(N)Af] x

[£llx + I AflIx

(A1

IN

Nach dem Satz von Hille-Yosida erzeugt somit A; eine Kontraktionshalbgruppe (51 (¢)):>0 auf X;. Unter
den gegebenen Voraussetzungen an F folgt dann aus Satz 6.4 auf Seite 74 bzw. 6.5 auf Seite 75, dass
semilineare abstrakte Cauchy-Problem

%:A1U+F(U), t>0
u(0) = ug

ug € X1 = D(A) eine eindeutige maximale milde Losung v € C([0,T[; X1) (T = T'(up) aus Satz 6.5 auf Seite 75)
besitzt:

u(t) = S1(t)ug + /Ot Si(t — s)F(u(s))ds, Vte[0,T].

2. Schritt: Wir zeigen als néchstes, dass die milde Losung des Problems in X; bereits milde Losung des
urspriinglichen Problems formuliert in X ist.

Wir bemerken dazu zunéchst, dass fiir * € D(A;) die Funktion ¢ € [0, 00[— S1(t)z € C*([0,T[; X1) N
C([0,T[; D(A1)) klassische Losung des homogenen Cauchy-Problems

%:Alu, t>0
u(0) =z
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ist. Da X; — X (stetig eingebettet!) und A;z = Az fiir alle z € D(A;), folgt, dass t € [0, 00[— S1(t)z
auch klassische Losung (€ C([0,T[; X) N C([0, T[; D(A))) des homogenen Cauchy-Problems in X:

%:Au, t>0
u(0) =z

ist.
Da die eindeutige klassische Losung dieses Problems durch die Funktion ¢ € [0, co[— S(t)z gegeben ist,
folgt

Si(t)r = S(t)x YVt >0, Vo € D(Ay).
Da D(A;) dicht in X; ist und S(t) sowie S;(¢) als Abbildungen von X; (ausgestattet mit der Graphen-
norm) nach X stetig sind, folgt, dass dann auch

Si(t)x = S(t)x vt >0, Vo € X;.

Mit anderen Worten: Sy (t) ist die Einschrankung von S(¢) auf X;.

Da ug € D(A) = X; und die im ersten Schritt gewonnene milde Losung u des semilinearen Cauchypro-
blems in X; ihre Werte in X; annimmt, und auflerdem F : D(A) — D(A), d.h. wieder in D(A) abbildet,
folgt nun sofort, dass u bereits Losung der Integralgleichung

u(t) = S(t)ug + /0 S(t— s)F(u(s))ds, Vtel0,T],

d.h. u ist bereits milde Losung des urspriinglichen in X gestellten Problems.

3. Schritt: Im letzten Schritt zeigen wir nun, dass u bereits klassische Losung € C*([0,T7[; X) N
C([0,T[; D(A)) von (sACP) ist. Da ug € D(A), ist die Funktion ¢t € [0, 00[— S(t)ug € C*([0,T[; X) N
C([0,T[; D(A) mit

%S(t)uo = AS(t)ug = S(t)Aug  fiir alle t > 0. (6.11)

Betrachten wir nun die Funktion v(t) = f(f S(t — s)F(u(s))ds, t € [0,T[. Wir zeigen zunichst, dass
v(t) € D(A), fiir alle ¢t € [0, T7.
Da uw € C([0,T[; X1) und F : X; — X; lokal Lipschitz-stetig, ist auch

Fou:[0,T[— X; stetig. (6.12)

Insbesondere ist auch die Funktion s € [0,t] — S1(t — s)F(u(s)) = S(t — s)F(u(s)) € X; stetig, und ihr
Integral iiber [0,¢], d.h. v(¢), Limes von Riemann-Summen:

on(t) i= : s (t - ];) F <u <jfl)> ~ o) fiir n — oo, (6.13)

n“

J

€X1=D(A) !

Als néchstes bemerken wir, dass ( 6.12) offensichtlich impliziert, dass auch die Funktion s € [0,T[—
AF(u(s)) € X stetig ist. Somit ist dann auch die Abbildung s € [0,t] — S(t — s)AF (u(s)) = AS(t —
s)F(u(s)) € X stetig. Das Riemann-Integral iiber [0,t], ¢ € [0, T, ist somit wohldefiniert, und es ist

lim 2;:5 (t - Ji) AF <u (;:L)) _ /OtS(t — ) AF(u(s)) ds.

Dank der Linearitit des Operators kann A aus den Riemann-Summen herausgezogen werden, und so
erhalten wir

t t t t o t t

,E Slt—j—)AF (u|j— A 75 Slt—j—)Flulj—

n = n n n = n n

Avy(t),
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d.h. fiir alle t € [0, T gilt:
t
Avy (t) — / S(t—s)AF (u(s))ds fiir n — oo.
0
Zusammen mit ( 6.13 auf der vorherigen Seite) und der Abgeschlossenheit des Operators A folgt so

v(t) € D(A) fiir alle ¢t € [0, T7,

und
Av(t) = A </0t S(t— s)F(u(s)) ds> = /Ot S(t—s)AF(u(s)) ds,

und aus der Stetigkeit des Integranden folgt die Stetigkeit der Funktion ¢ € [0, T[— Auv(t).
Mit Lemma 5.10 auf Seite 65 folgt nun sofort, dass v stetig differenzierbar mit

d
%v(t) = Av(t) + F(u(t)) Vtelo,T],
und dass u somit klassische Losung von (sACP) ist. 0

Anwendung des Satzes 6.9 auf Seite 85 auf das Anfangs-/Randwertproblem fiir die semilineare
partielle Differentialgleichung

Up = Ugg — U + UP ,t> 0,2 €]0, 7]
(P1) u(t,0) =u(t,m) =0 ,t>0
u(0, z) = uop(z) ,x € [0, 7]

mit p e N, p > 2.
Wir wihlen fiir die abstrakte Formulierung wieder den Banachraum X = L?(Q2), Q =]0, w[. Die Realisie-
rung des Laplace-Operators A in X lautet dann (s.o.):

{ D(A) ={ue H&(Q)v Uzy € LQ(Q)} = H(}(Q) ﬂHz(Q),
AU = Ugy, u € D(A).

Es sei nun, wie im Satz 6.9 auf Seite 85 beschrieben, X; = D(A), d.h. X; = H}(Q)NH?(Q2) ausgestattet
mit der Graphennorm

lulll = llullzz + lusellz2, — w € Hy(Q) N H*(Q).
Um den Satz anwenden zu kénnen, miissen wir zeigen, dass die Nichtlinearitét

F: HYQ)NH?2(Q) — HYQ)N H?(Q)
u — f(u) = —u+uP

wohldefiniert und lokal Lipschitz-stetig (bzgl. der Graphennorm ||| - |||) ist.
Dagzu erinnern wir zunéchst einmal an die Einbettungssétze fiir Sobolev-Raume, und insbesondere daran,

dass
H*(Q) — C(Q), und somit auch H*(Q) — C*(Q).

Auflerdem gilt folgende Abschétzung fiir ein u € H}(Q) N H2(Q):

1
luellzz < flullzzllucellze < 5 (1ullzz + lussl 22)

(die erste Ungleichung folgt fiir glattes u € C§°(€2) sofort mittels partieller Integration, fiir allgemeines
u € HH Q)N H?(Q) durch Approximation).

Aus den Einbettungssétzen folgt zuniichst einmal, dass mit u € Hg (Q)NH?(Q) C C1(Q) auch u? € C1(Q)
und u?(0) = uP(7) = 0, und somit uP € HJ(£2). Desweiteren ist (uP), = p(p — 1)uP~2(uy)? + puP~lug,
(fiir glatte Funktionen w ist das trivial; fiir u € H?(Q2) folgt dies wie iiblich durch Approximation, vgl.
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VL DGL 2). Da uy, € L*(Q), u,, uP~2 und uP~1 € L*°(Q), folgt sofort, dass auch (uP),, € L?(2), d.h.
aber u? € H?(Q)). Somit ist gezeigt, dass F wohldefiniert ist. )
Der Nachweis der lokalen Lipschitz-Stetigkeit ist Inhalt einer Ubungsaufgabe.

Bemerkung: Anstelle der speziellen Nichtlinearitéit f(u) = —u 4+ «? (mit p € N, p > 2) kann man ganz
analog eine beliebige Nichtlinearitét f € C3(IR) mit f(0) = 0 behandeln.

Ein analoges Resultat ist im mehrdimensionalen Fall (fiir Gebiete Q C RY) nur fiir die Raumdimensionen
N = 2,3 zu erzielen (die Wohldefiniertheit und lokale Lipschitz-Stetigkeit von F' zeigt man in diesem
Fall mit Hilfe der dann noch giiltigen Sobolev’schen Einbettungssitze (siche etwa H. Brézis, Analyse
fonctionnelle)

H%*(Q) — C(Q) sowie H'(Q) — L5(Q).

Eine andere Art von Regularisierungseffekt ist zu beobachten, wenn der Operator A Erzeuger einer
analytischen Halbgruppe ist:

Satz 6.10. Es sei A der Generator einer beschrinkten analytischen Halbgruppe (S(t))
Banachraum X, F : X — X sei eine lokal Lipschitz-stetige Abbildung, ug € X.

Wenn uw € C([0,T]; X) eine milde Lisung des semilinearen Cauchyproblems (sACP), dann gilt
schon u € C1(]0,T); X) N C(]0,T); D(A)).

>0 auf dem

Bewets:
Sei u € C(]0,T]; X) eine milde Losung von (sACP), d.h.

u(t) :S(t)u0+/0t S(t— s)F(u(s))ds, VO<t<T.

=:v(t)

Wenn es uns gelingt zu zeigen, dass die Funktion s €]0,T] — F(u(s)) lokal Holder stetig ist, folgt die
Behauptung sofort mit Hilfe des Satzes 5.9 iiber die Regularitéit der milden Losung des inhomogenen
Cauchyproblems fiir analytische Halbgruppen. Wir werden im Folgenden zeigen, dass u (und somit auch
F(u)) sogar lokal Lipschitz stetig auf ]0,T], d.h. Lipschitz stetig auf jedem Intervall der Form [§,T],
0<0<T,ist.

Man betrachtet hierzu fiir kleines h > 0, und ¢ € [0, — h[

wlt +h) —ut) = S(t+huo— Sthug+

=T,

t+h ¢
/ S(t—i—h—s)F(u(s))ds—/ S(t—s)F(u(s))ds.
0 0
=:T3

Den ersten Term schreiben wir zunéchst in der Form

und dann als Integral iiber die Ableitung

t+h—45
T = / S(s)AS(0)ug ds.
t—6
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Unter Ausnutzung der Beschréinktheit der Halbgruppe (S(t)) >0 erhalten wir daher die Abschitzung

t+h—4§
Tl < [ ISE)AS(@uolx ds
t—4§

t+h—0
< [ MIASG)uolxds
t—0

— WM AS(8)uollx-
Fiir Ty ergibt sich, genau wie im Beweis des Satzes 6.8 auf Seite 79, die Darstellung
t h
T, = / S(t—s)(F(u(s+h))— F(u(s)))ds+ [ St+h—s)F(u(s))ds.
0 0

Unter Ausnutzung der Beschrinktheit der Halbgruppe und der lokalen Lipschitz-Stetigkeit von F erhalten
wir so

T2 x

IN

t h
/ MI|F(u(s + h)) = F(u(s))||x ds + / M|[F(u(s))] x ds
0 0

IN

L(llullo) / M[u(s + h) — u(s)|[x ds + hME,

wobei |[ulo = maxsepo, 7y [|u(s)|x, K :=maxsep,r [[F(u(s))l|x und M := sup;sq [|S(t)] z(x)-
Insgesamt ergibt sich so die Abschéitzung

[u(t +h) —u@®)x < [Thllx +|T2llx

< L(HUIIDO)/O Mlu(s + h) = u(s)l|x ds + hM (K + [|AS(6)uol| x)

fiir alle t € [§, T — h], oder dquivalent dazu
[ut +h+6) —ult + 0)|lx

< L(Hu||oo)M/O llu(s +h+6) —u(s +9)||x ds + hM (K + ||AS(0)uol| x)

fiir alle t € [0,7 — 6 — h[.
Mit dem Lemma von Gronwall folgt

lult+h+8) —u(t +6)[x < BM(K + |AS(8)uol|x )t IHI=MT,

fiir alle h > 0,0 <t <T —§ — h, d.h. aber gerade dass u Lipschitz-stetig auf [4, T1.

Anwendung des Satzes 6.10 auf der vorherigen Seite auf das Anfangs-/Randwertproblem fiir die
semilineare partielle Differentialgleichung

Up = Ugy — U+ u? ,t>0, z €]0,7[=: Q
(P2) u(t,0) =u(t,m) =0 ,t>0
u(0, z) = ugp(x) ,z € [0, 7]

Wir wihlen fiir die abstrakte Formulierung den Banachraum X = {f € C([0,]); f(0) = f(«x) = 0}. Die
Realisierung des Laplace-Operators A in X lautet:

{ D(A) ={u e X NC%[0,7]; uze € X},
Au = ugy, u € D(A).
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Wir haben bereits gesehen, dass A eine 6p-Halbgruppe von Kontraktionen in X erzeugt. Man kann zeigen,
dass diese Halbgruppe beschrinkt analytisch ist (siehe etwa A. Pazy, Semigroups of linear operators and
applications to partial differential equations, Chapter 7). Offensichtlich ist ausserdem die Abbildung

F: X— X
U — —u + u?

lokal Lipschitz-stetig. Aus dem Satz 6.4 auf Seite 74 folgt, dass das semi-lineare Anfangswertproblem

4 — Au+F(u) ,t>0

(sACP) { u(0) =up € X
fiir alle ug € C([0, 7]) eine eindeutige maximale milde Losung u € C([0, T (ug)[; C([0, 7])). Nach Satz 6.10 auf Seite 89
ist die milde Losung u € C*(]0,T]; C?([0, 71])), und fiir alle t €]0, T'(uo)[ gilt
Wity au(r) = —ut) +u? i C(0,),

d.h. aber gerade, dass u definiert durch u(t, x) := u(t)(z), t € [0,T],z € [0, 7], eine klassische Losung der
partiellen Differentialgleichung

ou 0?u
—u(t,x) — @(t,x) = —u(t,z) +u?(t, x)

auf 10, T'(ug)[x [0, ] ist.

Wir wollen nun die Frage untersuchen, ob T'(ug) = co und somit u eine globale Losung ist.

Dazu multiplizieren (,testen“) wir die Differentialgleichung in jedem Punkt ¢ mit der Funktion sin(z)
und integrieren anschlieflend iiber . So erhalten wir fiir jedes ¢ €]0, T'(ug)[ die Gleichung

/Q wi(t, 7) sin(z) dz (6.14)
_ /Q o (£, ) sin(z) d — /Q u(t, z) sin(x) d + /Q W2(¢, ) sin(z) da.

Mit zweimaliger partieller Integration findet man
/ Uy (t, @) sin(z) do = f/ u(t, z) sin(x) dz (6.15)
Q Q

(es ergeben sich keine Randterme, da sowohl sin wie auch u in den Randpunkten verschwinden).
Wir definieren nun auf [0, T'(up)[ die Funktion f durch

f@) = / u(t, z) sin(x) dz, t €10, T(ug)[.
Q
Aufgrund der Regularitit von u ist f € C([0, T (uo)[) N C*(]0, T (up)[ und

%(t) = /Qut(t,x) sin(z) vt €10, T (uo)[.

Aus ( 6.14) ergibt sich, unter Beriicksichtigung von ( 6.15), folgende gewdhnliche Differentialgleichung
fur f:
df

%(t) =-2f(t) + /Q u?(t, x) sin(z) d.

Der letzte Term kann nicht als Ausdruck von f geschrieben werden. Mit Hilfe der Holder’schen Unglei-
chung ergibt sich jedoch folgende Abschéitzung

£ ()]
/ |u(t, x) sin(z)| dz
0

( /OW u?(t, x) sin(z) dx) v ( /O " @) dm) 1/2

1/2

V2 (/OW u?(t, ) sin(z) dx) ,

IN

IN
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d.h. es ist
1/2

f(;f)2 < (/OW W3(t, ) sin(z) d:c>

Zusammen mit obiger Differentialgleichung fiir f folgt somit, dass f € C([0, T (uo)[) NC*(]0, T (uo)[) eine
Losung des folgenden Anfangswertproblems fiir eine Differentialungleichung ist:

df f0?
dt 2

f(0) = [y uo(x)sin(z) da.

(t) = =2f(t) +

Betrachten wir nun das Anfangswertproblem

dg
dt
9(0) = 5.

g(t)?

(t) 2 —29(t) + =,

Die Differentialgleichung ist vom Typ ,,getrennte Verdnderliche“, und mit den expliziten Losungsmetho-
den aus der VL DGL 1 finden wir die explizite Form der maximalen Losung g des Anfangswertproblems:

4
g(t) = 1 _ %th

und das zugehérige maximale Existenzintervall [0, @[ Insbesondere gilt

lim g¢(t) = +o0. (6.16)
t, s

Ist nun

f(0) = / ug(z) sin(x) dx > 5
0
(d.h. ist das Anfangsdatum uy € C([0,7]) ,geniigend grofi“), dann folgt aus dem Vergleichsprinzip fiir
gewohnliche Differentialgleichungen (siehe VL. DGL 1, oder auch W. Walter, Gewdhnliche Differential-
gleichungen, 7. Auflage, I1.§ 9), dass

g(t) < f(t) fiir alle ¢ < min {m;,T(uo)} .
Wiire nun T'(ug) > 22, dann ergébe sich aus dem Vergleichsprinzip aus ( 6.16), dass
tgrlé f(t) = +oo.
Da aber
f@) = /07T u(t, x) sin(x) dx

< ||u(t,-)|oo/07rsin(x) du

= 2fult, o,
folgt, dass

lim_flu(t, )[|ec = 400,
t, s

d.h. u(t,-) ,explodiert “ in der Supremumsnorm, wenn ¢ /' 1n75
Da u € C([0,T(up)[; C([0,7]) und somit auf jedem kompakt in [0,7(up)[ enthaltenen Teilintervall

10. Vorlesung (vom 16.12.2008)



Seite 93 Unterkapitel 6.2. Regularitit von milden Lésungen; klassische Losungen

gleichmiissig beschrinkt ist, folgt, dass T'(ug) < 12,

2
Da nach der Hoélder’schen Ungleichung auch

([ swtwrar)” ([ t.nyas)
_ \/§||u<t,->m,

folgt mit einer analogen Argumentation, dass auch im L?-setting die milde Losung u € C([0, T'(ug)[; L*(Q2)

IN

f@t)

des semi-linearen Anfangswertproblem nicht global existiert, und dass T'(ug) < %
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