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Kapitel 1
Einfiihrung

16.10.706

Differentialgleichungen sind Gleichungen, in denen Differentiale, d.h. Ableitungen von Funktionen, auf-
treten.

y'(z) = f(z,y)

Gesucht ist eine Funktion, die geniigend oft differenzierbar ist und die Gleichung und eventuelle Neben-
bedingungen erfiillt. Manchmal muss man die Forderung der Differenzierbarkeit etwas einschrianken, weil
es sonst keine Losung gébe.

Beispiele:

1. EIKONALGLEICHUNG der geometrischen Optik:

=1 Yz €]0,1]
y(0)=y(1)=0 (Randbedingung)

Wie man sieht, kommt fiir eine stetig differenzierbare Losung der DGL nur +xz in Frage. Diese Funk-
tion erfiillt alle Bedingungen bis auf y(1) = 0. Wir kénnen jetzt eine der Bedingungen fallen lassen,
um eine Losung zu erhalten. Da die Randbedingungen vom Problem her gegeben sind, kann man
daran nichts mehr &ndern. Wir schwéchen deswegen die Forderung der stetigen Differenzierbarkeit
ab.

Dann erhalten wir unter anderem die Losungen:

x, falls z € ]0,0.25]
x, falls « € ]0,0.5] —x+ 0.5, falls z €]0.25,0.5]
yi(z) = ;o ya(x) =
—x+1, fallsze€]0.5,1] x — 0.5, falls 2 € ]0.75]
]

—x+ 1, falls x € ]0.75, 1]

Zum besseren Verstandnis zeichnen wir uns die Funktion einmal auf:
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A
1o |
0.5 + y1 ()
1 yo(z) S~ o7
e
—0.25 1 0.25 0.50 0.75 1.00

Man kann natiirlich auch noch das Negative der Funktionen nehmen, um eine weitere Losung zu
erhalten. Es gibt in diesem Fall unendlich viele Losungen. Wir wissen jedoch aus dem physikalischen
Zusammenhang, dass es eine eindeutige Losung geben muss.

Wir sehen also, dass das Problem der Eindeutigkeit schon bei scheinbar simplen Problemen auf-
treten kann.

. Populationsmodelle aus der Biologie und Soziologie: RAUBER-BEUTE-MODELL

[ —
v =(a=fz)y a, B,0,v>0, konst. (L.1)
2 =0y —7)z

Dabei bezeichnet y(¢) die Anzahl der Individuen zur Zeit ¢ in der Beutepopulation und z(¢) ent-
sprechend die Anzahl der Rauber.

Die absolute Zunahme (der Beute) im Zeitintervall [t,t 4+ At] ist gegeben durch y(¢t + At) — y(t).
Diese ist aber meist nicht so interessant. Interessanter ist die relative Zunahme:

y(t+ At) —y(t)
At - y(t)

Das ’y(t)’ im Nenner ist notwendig, da die Vermehrungsrate auch von der derzeitigen Anzahl der
Individuen abhingt. Die relative Zunahme ist in der Problemstellung in (1.1) durch =~ o — (-
z(t) gegeben. Hierbei kann « als Differenz aus Geburtenrate und Sterberate der Beutepopulation
interpretiert werden. Der Term —f- z(¢) modelliert die Tatsache, dass die Rauber die Beute fressen
und so die Beutepopulation sich proportional zur Rduberpopulation verringert.

Analog gilt:

t+ At) — z2(t
W ~d-y(t) — 7, (wobei ~y die Anzahl der Beute ist.)
Das Wachstum der Riuber ist proportional zur Anzahl der Beute. Falls keine Beute vorhanden ist,
ist das Wachstum der Réuber negativ, sie verhungern :(

3. Mechanik: Pendel
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Mit dem Newtonschen Kraftgesetz folgt fiir die Tan-
gentialkomponente Fj,,4:

\
N .
AN Fiang
g .
_/\\ o+ T sin(yp) =0
\
\
AN Berticksichtigt man auch noch die Reibungskriifte, so
N muss man die Gleichung noch modifizieren. Sie sieht
\ dann folgendermaflen aus:

" +r(e) + %Sin(cp) =0,

wobei r(¢’) die Reibungskraft und g die Erdbeschleu-
nigung bezeichnet.

4. Fluiddynamik: NAVIER-STOKES-GLEICHUNG

_ 1 . — ul(t7x)
{ut Refu+ (u-Vjut Vp = f u=u(t,z) =4 = | uz(t, x) t>0, z€QCR?
Veu=0 U3(t,$)

3
Re ist die Reynold-Zahl und A der LAPLACE-OPERATOR der als 88—;2 definiert ist.
i=1 7"

p = p(t, x): Druck des Fluids zur Zeit ¢ im Ort x.

5. Finanzmathematik: BLACK-SCHOLES- GLEICHUNG

0.2

V}—l—rsVs—l—?s2Vss =rV s
zur Bewertung von Finanzderivaten (Optionen).

V = V(t,s): Wert/Preis der Option zum Zeitpunkt ¢ bei dem Wert s des der Option zugrunde
liegenden Finanztitels (z.B. Aktie/Fremdwéhrung).

r: Zinsrate

o: Volatilitéit (Parameter fiir den Einfluss der zufélligen Brown’schen Bewegung im zugrunde lie-
genden stochastischen Modell.)

Durch eine komplizierte Transformation kann man diese Gleichung auf die Warmeleitungsgleichung
zuriickfithren.

6. Chemie: REAKTIONS-DIFFUSIONS-GLEICHUNG

=d;A ,
(5% 1Auy + fi1(ur,u2) di.dy >0
Uzt = dQAUQ + f2(U1, UQ)
Eine hiufige Form von fi ist: uy - u2 mit fo = —f1. u1 (¢, ) bzw. us(t, ) geben die Konzentration

eines Stoffes in einer Fliissigkeit zur Zeit ¢ im Ort x an.

23.10.°06 Fragen der Analysis von DGL

— Existenz von Losungen einer DGL.

Was ist ein geeigneter Losungsbegriff?

— Eindeutigkeit einer Losung einer DGL?
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— Existenz einer expliziten Losungsformel?

Im Allgemeinen gibt es das leider nicht. Deswegen beschéiftigt man sich mit dem n#chsten Punkt:

— Stabilitdt der Losung einer DGL:

Héngt die Losung stetig von den Parametern in der DGL (der rechten Seite), und den Anfangswerten
ab?

— Regularitiit einer Losung (Differenzierbarkeitsaussagen)

— Asymptotik von Lésungen einer DGL?

Konvergiert die Losung fiir ¢ T oo gegen einen Gleichgewichtszustand, ist sie periodisch?

Beispiel:

y'=-y, t=0, y(0)=yo.
Die eindeutige Losung ist y(t) = yo - e *. Es gilt:

Yo .eft ﬂ;.o} 0.

y"” 4+ y = 0 besitzt die allgemeine Losung y(t) = ¢ sin(¢) + co cos(t), c1,c2 € R.
Diese Losungen sind periodisch.

— Berechnung von Niherungslosungen einer DGL?
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Grundbegriffe und elementare

Losungsmethoden

Gewohnliche DGL

DGL in der die gesuchte Funktion von einer un-
abhéngigen Variable abhéngt. z.B.:

Partielle DGL

DGL, in der die gesuchte Funktion von mehreren Va-
raiablen abhiingt und partielle Ableitungen der ge-
suchten Funktion enthilt. Z.B.: Wirmeleitungsglei-
chung: u; — u,, = 0 (Die Indizes bezeichnen die Ord-
nung und die Richtung der Ableitung.)

Ordnung einer DGL

Das ist der Grad der hochsten, in der DGL vorkommenden, Ableitung.

Beispiel:
U — Uge = 0 hat die Ordnung 2.
explizit gegebene DGL

DGL ist nach der Ableitung hochster Ordnung
aufgelost (bzw. lidsst sich sofort (trivial) danach
auflosen).

Beispiel:

u'(z) = f(x) explizit gegeben.

skalare DGL (DGL der Dimension 1)

Yy =ft,y) mit f: D CRxXxR— R und y = y(t),
skalare Funktion.

autonome DGL

Eine DGL heifit autonom, falls sie nicht von der
Zeit t abhéngt.

Beispiel: ¢y = f(y) ist autonom, da die rechte Sei-
te nicht explizit von der unabhéngigen Variablen
abhéngt.

Beispiel:
|u/(x)] =1 hat die Ordnung 1
implizit gegebene DGL

Falls eine DGL nicht explizit gegeben ist, so ist sie
implizit gegeben.

Beispiel:
|u/(z)] =1 implizit gegeben

System von DGL (DGL der Dimension N > 1)

y' = f(t,y) mit f: D C Rx RN — R" und gesuch-
ter vektorwertiger Funktion

nicht autonome DGL

y' = f(t,y) ist nicht autonom, da die rechte Seite
explizit von der unabhéngigen Variablen ¢ abhéngt.
Beispiel: y' = f(t,y) hiingt explizit von ¢ ab.
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2.1 Methode der Reduktion der Ordnung

Sei im Folgenden I C R ein echtes Intervall. Eine explizit gegebene DGL n-ter Ordnung

y ™ = f(tyys o yY) (2.1)

mit vorgegebener rechter Seite f : F C R x R™Y — R fiir eine gesuchte Funktion y : I — RY ist
dquivalent zu einer expliziten DGL 1. Ordnung, aber héherer Dimension:

yi = Y2
yé = Y3
: (2.2)
yéfl = Yn
y':L = f(tvyla-”ayn—l)

Die Aquivalenz gilt im folgenden Sinne:
Ist y : I — RY eine Losung der DGL (2.1), d.h. y : I — RY ist n-mal stetig differenzierbar und es ist

y ") = f(Ly(@), Y (1), -y (1)
fiir alle ¢ € T (’klassischer Losungsbegriff’), dann ist
(W1yeesyn): T —RYY
te (yi(t), s yn () = (y(@),y (), .,y ()

Losung der DGL (2.2). Umgekehrt gilt:

Ist y= (y1,...,9yn): I — R™" Losung von (2.2), dann ist § = y; : I — R eine Losung von (2.1).
Folgerung:

Es geniigt explizite, gewohnliche DGL 1. Ordnung auf Existenz, Eindeutigkeit, Asymptotik etc. zu un-
tersuchen.

Bemerkung:

Die nicht autonome explizite DGL 1. Ordnung 3’ = f(t,y) mit f : D ¢ R x R™Y — R" ist
dquivalent zu der autonomen expliziten DGL

2(t) = (t,y(t))
w000
y' = ft,y) v \f(e)
Anfangswertproblem (AWP) fiir eine explizite Gewshnliche DGL 1. Ordnung

/: t
y'=fty) mit f: D CR xR - RN, (t, ) € D
y(to) = %o

Gesucht ist die Losung des AWPs, d.h. eine Losung y : I — R der DGL, die zusitzlich die Anfangs-
bedingung y(to) = yo erfiillt.

2.2 Einige elementare Losungstechniken

1. Lineare, skalare explizite DGL 1. Ordnung : Diese DGL hat die allgemeine Form:

y'(t) = a(t)y(t) + b(t) | (2:3)

wobei a,b: I — R stetige Funktionen sind.
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Homogener Fall: (b =0):

y'(t) = a(t)y(t) |

Die allgemeine Losung dieser DGL -d.h. die Menge aller existierenden ’klassischen’ Losungen- ist
von der Form:

yn(t) = co - exp (/a(s)ds), tel (2.4)

to

wobei tg € I, ¢g € R sind.

Beweis: y;, ist Losung: Nachrechnen.
Ist w eine weitere Losung auf I, dann betrachten wir eine Hilfsfunktion ¢(¢):

t

o(t) = w(t) - exp < /a(s)ds), t € I dann

to

d'(t) = w -exp (—/a(s)ds) —w(t)a(t) - exp <—/a(s)ds> =0

a(t)w(t)
q.e.d.

nicht homogener Fall: Superpositions-Prinzip

Sei yp : I — R eine spezielle (partikuldre) Losung der nicht homogenen DGL (2.3). Dann ist die
Menge aller Losungen von (2.4) gegeben durch:

y(t) =yn(t) +yp(t),  tel,
dh. y(t)=co-exp </a(s)ds> + yp(2).

to

Beweis: Sei y(t) = co - exp <fti a(s)ds) eine Losung von (2.4), y, Losung von (2.3)
auf I, dann ist
y(t) := yn(t) + yp(t)
t € I differenzierbar auf I, mit:
y' (1) =y () +4,(1)
= a(t)yn(t) + a(t)yp(t) + (1)
= a(t)(yn(t) + yp(t)) + b(t) = a(t)y(t) + b(t)

Umgekehrt : Ist y eine beliebige Losung von (2.3) auf I, dann ist die Funktion ¢(t) :=
y(t) — yp(t) (t € I) Lésung von (2.4):

P'(t) =y'(t) —y,(t)
= (a(t)y(t) = b(t))  — (alt)y,(t) —b(t))
=a(t)(y(t) —yp(t)) =a)p(t) Vtel

¢
und somit ¢ = y(t) — y,(t) =cp - exp </a(s)ds> tel
to

fir ¢g € R, d.h. y(t) = yn(t) +yp(t), tel q.e.d.
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Also geniigt es eine spezielle Losung von (2.3) zu berechnen. Dafiir gibt es die Moglichkeit der

2. Variation der Konstanten :

Suche spezielle Losung von der Form:

yp(t) = c(yn (),

mit geeigneter Funktion c(t). Einsetzen in die DGL: y,(¢) ist Losung von (2.3) <

Yp(t) =/ O)yn(t) +c(t) yu(t)
—~—
a(t)yn(t)
a(t) yp(t) +b(t)
~——

=c(t)yp(t)

25.10.06 Betrachte nun das Anfangswertproblem

y' = a(t)y +b(t)

,wobei tg € I,y € R vorgegeben
y(to) = %o

(AWP) {

Nach den Voriiberlegungen ist eine Losung des AWPs notwendiger Weise von der Form:

y(t) = coexp ( / a(s)ds) +exp ( / a(s)ds) : /t exp ( / a(a)do> - b(s)ds
v (1) up () e(t)

und es geniigt die Konstante ¢y geeignet zu wéihlen.

Das AWP besitzt somit die eindeutige globale (d.h. auf ganz I definierte) Losung

t t t s
y(t) = yoexp (/a(s)ds) + exp (/a(s)ds) ~/exp (— /a(a)da) -b(s)ds
to to to to
3. DGL mit getrennten Verénderlichen : d.h. von der Form
g:ICR—R .
"=yg(t)-h tet 2.5
v = g(t) - h(y) h:JCﬁHR} stetig (25)

e wenn zg € J Nullstelle von h ist, dann ist die konstante Funktion y(t) = z,Vt € I eine
Loésung der DGL ("Ruhelage’).

Beipsiel: 3’ = ty?
- konstante Losung y(t) =0, t€R

10
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e wenn y : Iy C I — R eine Losung der DGL mit h(y(t)) #0 Vt € Iy
(< y(t) € Jo C J, wobei Jy ein Intervall mit h(z) #0 Vz € Jy ist.)
dann:

r__ 1 Yy —
Y =g(t)-h(yt)) <= ") y'(t) = g(t)

/
= H(y(t)) =g(t),
wobei H eine Stammfunktion von % auf Jy ist. Sei G eine Stammfunktion von g, dann folgt:

y'(t) = g(t)h(y(t) <= H(y(t)) = G(t) +co
Vitel tely, co€R beliebig

Da H strikt monoton auf Jy ist (da H' = + # 0 auf Jy), ist H umkehrbar und

y(t) =H '(G(t) +co) |, to€I,co€R, wobei G(t)+co € H(Jp). (2.6)

Umgekehrt ist jede Funktion der Gestalt (2.6) eine Losung der DGL y' = g(¢)h(y).
Betrachte nun wieder das zugehorige Anfangswertproblem

(AWP) {Z(;)g:(t;};(y) toeIyo € J

e Falls yo Nullstelle von h ist, dann ist die konstante Funktion y(t) = yo, ¢ € I eine Losung
des AWPs. Im Allgemeinen kann es noch weitere Losungen geben! (siche Beispiel unten)

e Falls yg keine Nullstelle von h, dann besitzt das AWP eine lokal eindeutige Losung:

Yy
1

y(t) = H(G(1)  mit H(y):/h(s)ds

G(t) = j g(s)ds

Beispiele:
(a)

y/ — ty2
y(to) = o

e Falls yo = 0, dann ist y(¢) = 0 eine Losung des AWPs auf R.
e Falls y Losung auf I C R und y > 0 auf I, dann:

Yy 1 dy
Yy y= dt
Y t
1
<= /—zdz: sds
z
Yo 0
1v 52t
= —| ==
Z lyo 2 o
1 1 1,
y(t)  yo 2
1 1 1t2
y(t) oy 2
— (t) ! 2<t< 2
yit) = +——5 -\ — —
+ — 22 Yo V vo
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. } — /y%, A /y% [ ist das maximale Existenzintervall der Losung des AWPs.

A
Y
I I >t
_. /2 2
Yo Yo
e Falls y < 0 : analog.
/
=2
{y(o) \éw (DGL mit getrennten Variablen)

y =

e besitzt die konstante Losung y(t) =0, te€ R.

e besitzt weitere unendlich viele verschiedene Losungen:

z.B:
t—c)? ,t>0
(t=e) 12 ¢ > 0 beliebig
0 ,t <0
A
Yeu Yeo
| | >
4] C2

4. Transformations-/ Substitutionstechniken : Um komplizierte DGL in eine einfachere dquivalente

Form zu bringen, benutzt man oft die Substitutionstechnik.
Beispiel:
(a) v =glat+By+7), oB,7veR, B#0, g:ICR—R.
Substitution: zunéchst: z := at + By + v
=2 =a+p0y = y’:%.
=2’ = fBg(2) + a (DGL mit getrennten Variablen)
(b) Bernoulli DGL: ¢ = a(t)y + B()y°, a,B:1 CR — R stetig, 6 € R\ {0,1}.
gesucht: positive Losung y.

Substitution: Zunichst: z = y' =% = y = 2755 mit y = %_5 .27 . 2/, Die Bernoulli-DGL
ist somit dquivalent zu
2 = (1—6)275 (a(t)zT5 + BzT5) (2.7)
2 =(1-08a(t)z+ (1 —8)B(¢) (nicht homogene lineare DGL 1. Ordnung.)

12
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5. Potenzreihenansatz : Fiir die DGL ¢’ = f(t,y).

&)
Idee:  Suche eine Losung der Form: y(t) = > a,t”
n=0

Beispiel: 3" +wy = 0.

Ansatz:
o0
S
n=0

einsetzen in DGL:

oo oo
Z n(n —1)a,t" ? + w Z ant” =0
n=0 n=0
Koeffizientenvergleich:
200 +wag =0
3-2a3+wa; =0 — ag,a1 € R frei wahlbar

4-3-a4 +was =0
5-4-a5 +waz =0...
e (ft 2n i n ft)2n+1

= y(t) =ao- ;(—1)" 2n+ 1) )l

= g cos (Vwt) + By sin (\/(;t)
o, By € R beliebig

6. lineare skalare DGL hoherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten : d.h. von der Form:

y(’n) +an_1y(n—1) —+ .. +a0y = f(t) (28)
mitn €N, aq; €Rfiri=0,...,n—1, f:ICR — R stetig.

e Superpositionsprinzip fiir lineare DGL anwendbar.

Betrachte wie im Fall n = 1 zunéichst die homogene Gleichung;:

y(n) + (Zn_ly(nil) 4+ 4 agy = 0 (29)

Ansatz:

— suche Losung der Form y(t) =M, A€ C

— einsetzen in DGL: A% - q,, +---+e - qq =0
> ()\Tl + anil)\’ﬂfl 4+ 4 aO) At =0
<= )\ ist Nullstelle des charakteristischen Polynoms p(A) = A" + a,_1 A" "1 +--- +ag
der DGL

— Einfache komplexe Nullstellen (A = g + iw), dann ist auch A\ = j — iw eine Nullstelle und
es ergeben sich die zwei komplexwertigen, linear unabhéngigen Losungen:

{ e (cos(wt) + isin(wt))

e (cos(wt) — isin(wt))

die ersetzt werden kénnen durch die reellwertigen linear unabhéngigen Losungen:
— el cos(wt), eFlsin(wt)
— Einfache reelle Nullstellen: A € R — et

— k-fache reelle Nullstelle: A\ — Losung e, ter, ... th=1eM

13
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— k-fache komplexe Nullstelle: A= i +iw — Kombination aus beidem.
— ergibt insgesamt n verschiedene linear unabhéngige Losungen.
— allgemeine Losung von (2.9):
yn(t) = c1ya(t) + -+ + coyn(t), c e€R
30.10.°06 Wir betrachten die DGL:
y'(2) = 3y (0) + 2y(@) = f(z) (=€)

Wir wollen anhand diese Beispiels erst einmal einige Begriffe kliren.
Die DGL ist:

linear, weil y nur linear eingeht. (keine y° oder sonst wie ’in eine Funktion eingepackt’)

inhomogen, weil es eine rechte Seite gibt (f(z) bzw e3?)

von 2. Ordnung, weil die hochste vorkommende Ableitung von 2. Ordnung ist.

mit konstanten Koeffizienten (vor den y’s)
- homogen, falls f(z) =0
Nachdem die Begriffe nun klar sind, wollen wir uns darum kiimmern, wie wir diese DGL 16sen kénnen.

1. Ansatz : y(z) = e (fiir den homogenen Fall.) Die Gleichung schreibt sich dann folgendermafien:

char. Polynom
—_—
(A2 -3M+2) 20

Wir bestimmen die Nullstellen des charakteristischen Polynoms:
3 /9 1
)\ = — :l: —_ — =
12 =5 1 { 9
- } Fundamentalsystem

(Wir erhalten zwei Funktionen, weil wir eine DGL 2. Ordnung haben.) Also erhalten wir die
homogene Losung

‘yh (z) = Ae® + Be**

2 Typ der rech- : Wir miissen noch eine partikulére Losung des Problems finden, um alle Losungen

" ten Seite
konstruieren zu konnen. Dafiir verwenden wir den Ansatz vom Typ der rechten Seite. Wir
setzen
3z

Yp(x) =c-e

Wenn wir diese Funktion fiir y in die DGL einsetzen erhalten wir:

1 1
9¢e3® — 3. 3¢e3® 4+ 2¢e?® =3 — = 5 yp(x) = iegm

3. allg. Losung : Die allgemeine Losung erhalten wir nun durch yy,(z) + y,(z). Also:

1
y(x) = Ae® + Be** + ie?’w

14
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4. Probe : Zu guter letzt machen wir noch eine Probe, um zu sehen, ob wir uns auch nicht verrechnet
haben.

1
y(x) = Ae® + Be** + 563"3

Y (z) = Ae” + 2Be*” + %egm
y"(x) = Ae” + 4Be*” + ge?’x
Y (x) — 3y (x) + 2y(z) = 0+ 0 + &**
Dies ist also die Losung unserer DGL. Dieser Ansatz wiirde in unserem Beispiel schief gehen, wenn die

rechte Seite ’e?*” anstelle von ’e3?’ wiire. In diesem Fall wiirde unser Ansatz fiir die inhomogene Gleichung
gleich dem Ansatz fiir die homogene Gleichung sein, und wiirde dann wegfallen.

Sei jetzt die rechte Seite (also f(x)) gleich e®. In diesem Fall modifizieren wir unseren Ansatz zu xe®.
1. Ansatz : y,(z) =c- ze”

y'(z) = (2ce” + cxe®) — 3(ce® + cxe”) + 2ce” = —ce” = c=-1
yp(x) = —zxe

—  y(x) = Ae® + Be*® — xe” st die allg. Lsg. der DGL y” — 3y + 2y = ¢®

2. Regeln :

1.) f(z) = p(x)e’® mit p € I, Polynom vom Grad k. und g nicht Wurzel des charakteristischen
Polynoms. = yp(z) = r(z)e!” mit r € Il

2.) f(x) = p(x)e”* mit p € II; Polynom vom Grad k und p einfache bzw. doppelte Nullstelle des
charakteristischen Polynoms. =  y,(z) = ar(z)e"” bzw. x?r(z)e!”

3.) f(z) = p(z)e’”sin(wz) oder p(z)e!®-cos(wz). = y,(z) = x%"?(r(z) sin (wz)+s(z) cos(wz)),
wobei ¢ = 0,1,2 wenn pu + iw keine, einfache bzw. doppelte Nullstelle des charakteristischen
Polynoms ist.

2.3 Partielle Differentialgleichungs-Probleme: Erste Schritte

u=1u(z,t), p=pxt), xR (NAVIER-STOKES-GLEICHUNGEN.)

{%t reut (u-V)u+Vp (J; U = (Dabei ist Re die Reynolds-Zahl)
. u g

Laplace-Operator: A= )" %
i=1 "

Nabla-Operator: V = ( R )

Oz Y Oxp

2.4 Das Charakteristikenverfahren fiir quasilineare, partielle DGL
1. Ordnung

u = u(x,t)

quasilinear

up(z,t) + a(z, t,u(z, b)) ug (2, t) = g(z, t, u(z, 1)) u(z,0) = up(x) +— Anfangsbedingung
—_———

semilinear

Sei z € R (— CAUCHY-PROBLEM)

15



Unterkapitel 2.4. Das Charakteristikenverfahren fiir quasilineare, partielle DGL 1.
Seite: 16 Ordnung

einfachstes Beispiel:

ou ou
or T 45z (Advektionsgleichung)
u('v O) = Uuo

- betrachte eine Kurve z. = z.(t)
- betrachte die Funktion
U=U(t):=u(z(t),t)

U/() = 9 relt), ) - (0) + T (0.1

Wihle z. so, dass | z..(t) = 4| dann némlich folgt | U’(t) = 0|, d.h. U(t) = const. = U(0), also
Ut

) =u(z(t),t) = Uy = u(x(0),0) = ug(z(0))

T A

Y

4 t
s /Gerade z(T)=4-T+s

mit s =7 (x =4t + s, = x — 4t), also x.(7) =47+ x — 47
Probe: kommt noch

allgemeines Vorgehen:

- betrachte Kurve z.(t) in der z-t-Ebene

- betrachte U(t) = u(z.(t),t)
- es gilt: U(t g (26 ) ol (t)ug (c(t), 1)
- bestimme z so, dass m = a(a:c(t), tou(ze(t), t))
(
U(t)

- es folgt: U'(t) = g(wc(t),t,u(xc(t),t))
U)

- f(z,1) gegeben, bestimme z.(t) so, dass T = z.(?)

16
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01.11.°06 Beispiele: (Charakteristikenverfahren)

u ou __
{m+xa$_0 —o<r<oo, t>0

u(.,0) = ug

(1) =x.(t)| = x.(t) =" 2.(0)
(

u(t) = const. = U(0)
u(zo(t),t) =U(t) = U(0) = U(x(0),0) = uo(zc(0))

N
>

Die Kurven sind abhingig von z.(0). Die gesamte
rechte Halbebene wird durch Kurven abgedeckt, wo-
bei jeder Punkt von genau einer Kurve erreicht wird.
Gesucht ist die Kurve, die durch den Punkt u(z,1)
geht. Wir formen um:

Y

Probe:
1.) % +x- % =/ (ze™t) — e tw + auf(ve ) et =0

2.) u(z,0) = ug(x - e7°) = ug(x)

2.5 Die drei Grundtypen linearer partieller DGL 2. Ordnung

u=u(x,y), AUgy + 2bUgy + ClUyy + . ..

Entscheident fiir die Klassifizierung

Diskriminante: D = b% — ac

D > 0 hyperbolisch. Beispiel:
Uy — Au = f Wellengleichung  u = u(&,t)
Upp — Clgy = D=c%-1>0

D = 0 parabolisch. Beispiel:
2

up — pAu = f Wirmeleitungsgleichung I = — +...
1

Up — Uy = D=0

17



Seite: 18 Unterkapitel 2.6. elementare Lésungstechniken

D < 0 elliptisch. Beispiel:

—Au=f Poisson-Gleichung
—Au+ku=f Helmholtz-Gleichung
—AU = —Ugy —Uyy => D = -1 <0

Schwingende Saite u = u(z,t)

Sei uy — gy =0 fiir 0 <z < L, t>0und u(0,¢) = u(L,t) = 0. Das Ganze nennt man
DIRICHLET’SCHE RANDBEDINGUNG, oder auch Randbedingung 1. Art.

Gegeben seine weitere Anfangsbedingungen von der Gestalt:

u(z,0) = up(x) anfiangliche Auslenkung

ug(x,0) = vo(z) anfénglicher Impuls (Geschwindigkeit)

Das nennt man ein Anfangsrandwertproblem.

2.6 elementare Losungstechniken
Idee:

i) u(z,t) = X(x) - T(t) Produktansatz, Separation

ii) Superpositionsprinzip

i)

X(2) T"(t) — & X"(2) -T(t) = 0 = const —: A
') L X"(x)

T~ X(z)
X"(z) - 3X(z) =0 [k B km\?
{X(O) _ X(L) _0 = X (z)=sin <c) , sofern A = —¢? (L> ke N\ {0}

ii) Fourier-Reihe:

— u(z,t) = i [(ak)sin <CkL7rt) + by, cos (ckzrt)} i (;?)
o(w) = i (ak -0+ by - 1)sin (‘T)
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falls j = k

7 k / k / k 7 k
. . o [ krx _ T _ e (kmEN o . T
j=k /sm <L )dx /cos < 7 )dx /1 sin (L )dr c /sm (L >dx
0 0 0 0

Cauchy-Problem fiir die Wellengleichung (d’Alembert-Lésung)

_J
3
_{ . fallsj £k

U — CUgy =0, —co<xz <00, t>0
u(-,0) = ug
Ut(',o) = Vo

Phasengeschwindigkeit

- = o
Ebene Wellen héngen nur von <k, :17> = ct , k| = 1. Wir betrachten den eindimen-

sionalen Fall. Gesucht ist dann eine Losung der Form: u(z,t) = F(zx — ct) + G(z + ct):

< A
Ugy — gy = EF"(x — ct) + G (x + ct)
—PF"(x —ct) = AG"(x +ct) =0
u(z,0) = up(x) = F(z) + G(x)
_ 0&46 ug(xz,0) = ‘ vo(x) = —cF' () + cG' (x) ‘
Y
> :>F/({L‘) — c-u{)(af)—vo(x)
T t )+ wie)
) ;o crug(x) +vo(x
Glw) = 2c
x+ct 1 x+ct 1 xr+ct
[ o= [ e o [ wied
r—ct r—ct r—ct

F(z —ct) =up(z — ct) — Gz — ct)
u(z,t) = F(x —ct) + G(z + ct) = up(z — ct) — G(x — ct) + G(z + ct)

[t e

x+ct
1 1
:m@%ﬂﬂ+§de—d%wa+d»+i;/vd@%
r—ct
1 1 r+ct
=5 (uo(x — ct) + uo(x + ct)) + % / vo(€)d€ d’Alembert Losung
x—ct

06.11.706

19



Kapitel 3

Existenz- und Eindeutigkeitssitze

Im Folgenden sei K = R oder K = C.

SATZ 3.1 (VON PEANO)

Sei Doffen ¢ R x KN, N >1, f:D — K stetig, (zo,10) € D. Dann ist das AWP

{y'@:) = f(z,y)

lokal 16sbar,
y(wo) = yo

d.h. es existiert (mindestens) ein Intervall .# mit 79 € . und eine Funktion y : . — K%,
fiir die gilt:

y(zo) = Yo
y'(z) = f(z,y(x)), Vo e J.

Beweisidee: Konstruktion von Naherungslosungen.

Wir wissen aus der Anfangsbedingung;:

y/(%) = f(x()a y(ﬂf())) = f(x0,%0)

20
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Beweis: konstruktive Methode mittles EULER’SCHER POLYGONZUGE. (Konstruktion von Néherungslosun-
gen.)

Y1 =yo + (1 — x0) f(z0,%0) = y(71)
Yo = y1 + (z2 — x1) f(71,91) = y(2)

gesuchte Losung. Da D offen ist, existieren a,b > 0 so , dass
Riap) = [x0 — a,20 + a] x {y € KV; [ly —yo|| <b} C D

(hier und im Folgenden bezeichnet ||.|| eine beliebige Norm im K. Da Ry, ;) kompakt ist, ist f auf Ry,
beschrankt und gleichméafig stetig.

Y= sup ||f(z,y)]l < oo
(z,9)ER,1)

*Vk € N 36 = §(k) > 0so, dass ||f(z,y) — f(Z,9)] < .Y (z,y), (,9) € Ry, mit |z —F| <
§(k) und |ly — 3|l < &(k). Sei o :=min {a, L }.

Betrachte im Folgenden nur [zg, o + o]. (Der Beweis der Existenz einer Losung auf [zg — «, xo] erfolgt
analog.)

Fiir k € N existiert n = n(k) € N so, dass

«

(k) < min {6(k:), 52;)}

Betrachte nun die Zerlegung

o = X9
o
r1 = To + %
2
SRR()
. B n(k)a
n(k) = Zo + T(kj) =T+ o

21
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von [zg, 2o + «]. Definiere dann die so genannten EULER’SCHEN POLYGONZUGE {pj, } ren durch:

Pr(T0) = Yo
pi(@) = pr(@) + (@ — @) - fzipr(z)), @€ oy, i44] Vi=0,...,n(k)—1 (3.1)
——

~y(w;)

* py, ist wohldefiniert, d.h. (z;,pe(z;)) € D Vi=0,...,n(k) —1

Wir werden zeigen, dass (xi,pk(xi)) €ERyy Vi=0,...,n(k)—1

Induktion:

ei=0: (20,%) € Rqp (klar)

e i —1—7:

i—1 i—1
‘ pe(x;) — yol| = Z (pk.(ij) —pk(scj))H < Pe(2j11) — pr(x)) ‘

=0 §=0

m 1—1 1—1 a

< (41 — 5) ’f(xjvpk(xj))H < W///
j:O%’a_/ ——— =
=%® ERa.p)

o

_ . 1 < <

k) i < a - M<Dh (3.2)
<n(k) <

* pi ist stetig auf [zg,x0 + @] und stiickweise differenzierbar mit

/

pk(x):f(xiapk(xi)) Ve |z, x| i=0,...,n(k) -1

* py ist Néherungslosung der DGL: Fiir € Jzj,zj11[, Jj €{0,...,n(k) — 1} beliebig, ist

[Pk (2) = f (2 pu(@)) || = ||f (25, pr(a5)) = f (2 pu(2) (+)
Da (z — ;) < i < 0(k) und auflerdem

o

I putas) = puta) 1= (@ = 25) |1 s meta)) || < s

(3.1)

- < 8(k)

folgt aus der gleichméfBigen Stetigkeit von f : Hf(acj7pk(mj)) — f(z,pe(z)) H <1, dh

Vxe[zo,xo+a], T # xj, i=0,...,nk)—-1

T =

[k (2) = £ (2, pr())]] <

* y ist Losung des AWPs auf [zg,z0 + @] <=y ist Losung der Integralgleichung:

y() = o + / fey(s)ds, € [zo,20+al (3.3)

* pp ist Ndherungslosung der Integralgleichung:

22
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Sei x €]xg,xo + a); dann 35 € {0,...,n(k) —1}: x € |z, z;41], und es ist

= (mittels Teleskopsumme)

pr() — g0 — / £ (5, pi(s)) ds

j-1 j—1 T

- Hpkm = pi(ay) =3 (o) —mete) ) = 3 [ Flonts)) ds
— i=0 _ i=0
=f;jj+1 Pl (s) ds =[ait pr(s) ds Ti
_1 Tit1

xT
g/\
)

(x — xp)
- k

i) - 1Gme)|as +3 [ |

=
A
=

Es reicht nun zu Zeigen, dass {pi }ren eine auf [xo, 2o + o] gleichméflig konvergente Teilfolge {pk, }ien
enthélt. Da f gleichmiBig stetig auf Ry, ) ist, ist dann auch die Komposition f (-, Dk, ())l gleichméfig

auf [0, zo + a] gegen f (-, pc(+)) konvergent, wobei po, der gleichméBige Limes der Folge {py, }rien
ist.

Damit kann die Limesbildung mit der Integration vertauscht werden:

l—o00

lim /f(s,pkl(s)) ds = /f(s,poo(s)) ds YV € [xg,z0 + Q]

Ubergang | — oo in der Gleichung:

liefert: po ist Losung der Integralgleichung (3.3) und damit eine Losung des AWPs auf [z, xo + «].

<kg V& € [xg,z0 +
!

Pk, (l‘) — Yo — /f(sapkz<5)) ds

Um zu Zeigen, dass {pi}ren eine gleichmiflig konvergente Teilfolge besitzt, benutzen wir den

SATZ 3.2 (VON ARZELA-ASCOLI)

Sei # C € ([a,b]; KY) ausgestattet mit der Supremums-Norm |.||
b, N €N.

Dann ist .# relativ kompakt

(d.h. jede Folge {fn}nen C & besitzt eine auf [a, b] gleichmiBig konvergente Teilfolge; der
Grenzwert muss nicht in .# liegen.)

=

1.) Die Funktionen-Familie .# ist punktweise beschrankt, d.h.

a,b € K, a <

oo !

Ve e€la,b) I M=Mx)>0: |[f(z)|] < M(x) VfeZ
2.) Z ist gleichgradig stetig, d.h.

Ve>0 3§>0,sodass |[f(z)— fy)ll<e Vz,y€la,d]: |lz—yl<dé VfeF

Wir miissen also zeigen:

* {pk }ren ist punktweise beschrinkt:

23
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Folgt sofort aus unserer Abschitzung (3.2)  ||pr(z:) — yol| < b, da

i) + (o = )] (o) |
—_——
E€Rpa)
<lpw (@)l + (@ — ) || f (i, i (22)) |
<b+lyoll + (& — i) A
——
<«
<b+|yoll +a- A (ist sogar von z unabhéngig!)

3.1
Ipe(a)] 2 \

* {prtren ist gleichgradig stetig:

Seien x,y € [z, zo + ]

e 1. Fall: i€{0,...,n(k) —1} so, dass z,y € ]z;, Ti+1]
Dann:

Ip(2) = o) B 1@ = 9) £ (@i, i)

<llz =yl -2

Somit ist fiir e > 0 mit 6 = d(e) == %
Ipe(z) —pr(y)l < VEEN, V]z—y|l <i(e)
e 2 Fall: z¢€ |oj,xiq1], Y€ lzj,z41] i#7, (0.B.dA. sei danni < j.), dann

() — pre(®ip1) + Z (pk($z+1) —pk(l'l)) + pr(5) — pr(y)

> ‘ ‘
l=i+1

Ipe(@) = pr ()] = \

j—1
< |lpr(@) = pr(@)ll + D llpw(zisn) = pr(@)| + llpw(z;) — ()|
I=i+1
j—1
< M(xip1 —x) + Z M (141 — x1) + M (Y — x5) mit dem 1. Fall:
I=it1

=My —x)
nun weiter wie im 1. Fall.

q.e.d.

(3.1)
08.11.706

Beweis: (Satz von Arzela-Ascoli)
(nur’<"): Sei {fn}tnen C F. Zu zeigen: {f,}nen besitzt eine auf [a,b] gleichméBig konver-
gente Teilfolge.

Wir bemerken zunichst, dass [a,b] N Q abzihlbar ist, etwa
[a, b)) N Q = {z,, neN}

Da {f,}nen punktweise beschriinkt ist, ist die Folge {f,(z1)}nen eine beschrinkte Folge in
K™ also folgt mit dem SATZ VON BOLZANO-WEIERSTRASS, dass {f,(z1)}nen eine konver-
gente Teilfolge {f1.,(%1) tnen besitzt, so dass {f1,n(21)}nen fiir n 7 co in K™ konvergiert.

Weiter mit xo. Wieder ist {f1 ,(z2)}nen beschrénkt in K", somit erhalten wir wieder mit
dem SATZ VON BOLZANO-WEIERSTRASS eine weitere konvergente Teilfolge { 2., }nen von ,
so dass {f2.n(z2) tnen in K™ konvergiert.
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Wir fithren den Beweis mit Induktion iiber x, &k =3,4,5,....

Wir verwenden das Diagonalfolgenargument: Betrachte nun die Diagonalfolge {f » }nen.

fl.,() fl‘l fl.,2 f13
f2.| f2‘2 f2,3 f‘ZA
far faz o faz faa

f’i.l f"1‘2 f’i,f} f"l 4

Fir diese gilt, dass {fnn(zx)(}nen konvergiert fiir n 1 oo, Vk € N (denn {fpn}tn>k ist
Teilfolge von { fx,n}nen, und diese konvergiert im Punkt xy).

Mit Hilfe der gleichgradigen Stetigkeit zeigen wir nun, dass {fnn}nen auf [a,b] gleichméBig
konvergiert.

Sei dazu € > 0. Dann existiert wegen der gleichgradigen Stetigkeit der {f, , }nen €in § > 0
so ,dass

an,n(x) - fn,n(y)” <e Vz,ye€ [a'a b] mit |Jj -yl <d, VneN (3-4)

Zerlege nun [a,b] in Teilintervalle Iy,. .., Ir der Linge < 6. Da Q N [a,b] dicht in [a, b], kann
in jedem Intervall ein z; € I; N Q gew#hlt werden. Da {fy, »(%;) }nen konvergent fiir

Vi=1,...,R, existiert ein ng € N, so dass
| fnm(@i) = fan(z)|| <& VYn,m>ng Vi=1,... R (3.5)
Sei nun z € [a, b] beliebig. Dann existiert ein ¢ € {1,..., R} so, dass « € I,. Somit folgt fiir

alle m.n > ng:

”fn,n(x) - fm,m(x)” < ||fn,n(x) - fnn(xl) | + ||fn,n(x1> - fm,m(xl)ll + Hfm,m(wi) - fm,m(x)H <3e
<e, wegen <e, wegen <e, wegen (3.4)

Da z beliebig gewéhlt war, folgt:

sup || fon(®) = frm(2)|| <3¢ Vn,m > ng.
z€[a,b]

Damit ist {fyn}nen eine CAUCHY-FOLGE im Banachraum % ([a,b], K", |.|| ) und besitzt
daher eine in der ||.|| -Norm konvergente, d.h. gleichméBig konvergente Teilfolge.

q.e.d.

Zweite Beweisvariante des SATZES VON PEANO: (funktionalanalytischer Zugang)

Mit der selben Notation wie im Beweis, stellen wir fest, dass das Problem der Existenz einer Losung und
des AWPs auf dem Intervall [zg, 29+ ] sich als Fixpunktproblem fiir eine Abbildung ¢ : K C ‘5([9:0, o+
of; KY) — ([z0, zo + a]; KV) formulieren lésst. In der Tat ist eine Funktion u : [zo, 2o + ] eine Losung
des AWPs genau dann, wenn u € ‘f([zo, zo + af; KN ) — K" und eine Losung der Integralgleichung:

u(z) =yo +/f(s,u(s)) ds, x € [xo,x0 +

=0 (u) ()
ist.

Die Existenz des Fixpunktes von ¢ kann mit Hilfe des folgenden Satzes gezeigt werden:

25
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SaTz 3.3 (FIXPUNKTSATZ VON SCHAUDER (1930))

Sei K eine nicht leere, abgeschlossene, beschrinkte und konvexe Teilmenge eines Banach-
raumes X, ¢ : K — K eine stetige, kompakte Abbildung.
Dann besitzt ¢ mindestens einen Fixpunkt.

Definition 3.1: kompakte Abbildung

Eine Abbildung ¢ : M C X — Y, X,Y normierte Vektorrdume, heifit kompakt, falls
¢ beschrinkte Mengen von M auf relativ kompakte Mengen in Y abbildet, d.h. fiir jede
beschréinkte Folge {ty}nen ¢©({tn}nen) eine konvergente Teilfolge besitzt.

Fiir K := {u € € ([xo, w0+ of; KY)  |lu(z) —wl <b  Va € [zg,20 +a]}

u e %([xo,xo + af; ]KN)
und ¢ : K — K definiert durch:
T

o(u) () :==yo +/f(s,u(s)) dsVz € [z, 20 + o, u € K,
o
sind die Voraussetzungen fiir den SATZ VON SCHAUDER erfiillt, wobei zum Nachweis der Kompaktheit
der Abbildung ¢ wieder der SATZ VON ARZELA-ASCOLI benutzt wird.

Definition 3.2 Sei f: D¥en ¢ R x KN — KV, (x9,y0) € D. Sei weiter

y/ :f($7y)

y: I — KV eine Losung des AWPs
y(zo) = Yo

1 ine Losung des su:J — eifst Fortsetzun zw. echte Fortsetzun, er Losun, alls
) Eine L g des AWP J KN heifst F g (b hte F g) der L g, fall
qilt:

IcJ (b I du| =
CJ (bzw gJ)un ul, =y

i) Eine Losung y : I — KN heifit mazimale Losung, falls keine echte Fortsezung von y existiert.

Satz 3.4 Voraussetzung wie im Satz davor. Jede Lésung des AWPs
y' = f(z,9)
y(ro) =yo

kann zu einer maximalen Ldésung fortgesetzt werden.

Beweis: Mit Hilfe des Zorn’schen Lemma: Ist (.#, <) eine nicht leere, teilgeordnete
Menge, in der jede geordnete Teilmenge eine obere Schranke in .# besitzt, dann besitzt .#
ein maximales Element.

Wende dies auf

I I‘:{(alc,y(ac))7 xe]}, wobei

M = ’ _
y: I — K lokale Losung des AWPs y(@) = fy)
y(zo) = yo
mit der Ordnungsrelation: I'y < Ty <= T CTIy VI € 4 an. q.e.d.
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Bemerke dazu:

* . # 0 (nach SATZ VON PEANO)
* Wenn K eine total geordnete Teilmenge von .# ist, dann ist |J I eine obere Schranke von K

reK
in A .

Frage: Wie verhalten sich maximale Losungen am Rande des maximalen Existenzintervalls?

Beispiel:
1.
=1 :D =R xR — R stetig.
{ +yt = f@y) f xR R st Lose mit Trennung der Variablen
Yy T
= [ 1dt
/ T2 % /
1 0
— arctan(y) — arctan(l) =«
= = tan < )
i
|
|
|
[
|
|
|
Der maximale Definitionsbereich fiir x :
ist: :
T <z+ us < m . 3 1 : | -
——<zTH+-< = ——T, =T ‘ >
2 42 474 [
4
Offensichtlich gilt:  lim [y(x)] = +oo
z—7
2.
Yy =L = f(ry), f:DCRxR—R, D= ]-1,+41[ x |- 1,41 [stetig

y(0) =

Die Losung erfolgt wieder mit der Trennung der Variablen.

Yy x
1 1 1

—ds = /7 dt = arcsin(y) — arcsin [ — | = arcsin(x
/\/1—52 V1—t2 ) ( 2) (z)

v ‘ I —

— 4
. . 7r
= y(z) = sin (arcsm(m) + Z) ) x €?

27
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Es muss gelten: x € |- 1,1 | und 1
|sin (arcsin(z) + %)‘ < 1. Daraus ergibt sich das ma-

ximale Existenzintervall: ] -1

1
' /3

13.11.°06

Satz 3.5 Voraussetzungen wie in Satz 3.1
Sei I ein Intervall, v: I C R — KV eine mazimale Losung des AWPs

{y(m)' = f(z,y)

y(wo) = yo

Dann gilt: T ist offen, d.h., von der Form I =]a,b[, mit a € RU{—o0}, b€ RU{+o0} a<b
Weiter gilt:
Falls b < 0o, dann folgt:

- entweder: limsup |lv(x)]| = o0
r—b—

- oder: liminf dist((m, v(x)),@D) =0

r—b—

Falls a > —o0, folgt analog:

- entweder: limsup ||v(z)|| = +o00
r—at

- oder: liminf dist((:v, v(x)),c')D) =0

r—at

Beweis: Zeige zuniichst: I offen.

Angenommen, I sei rechtsseitig abgeschlossen, d.h. von der Form I = ]a,b] oder I = [a, ]
mit a € RU{-o0}, b€R, a <b. Insbesondere ist dann (b,v(b)) € D. Deshalb besitzt

das AWP
y()' = f(2,y)
y(b) = v(b)

nach dem SATZ VON PEANO mindestens eine lokale Losung
w:lb—a,b+a] - KY fiir ein « > 0.

Betrachte nun die Funktion:

Y
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Da v(b) = w(b), ist klar, dass u stetig ist. Da v, w, Losungen der DGL auf ihrem Definitions-
bereich sind, 16st die Funktion U in I U [b,b+ «] \ {b} die DGL. Weiter gilt:

Z—;v(b) = f(b,v(b)) (d~ bezeichnet die linksseitige Ableitung.)

und

w'(b) = f(b,w(b)) = f(b,w(b)), dav(b)=w(b).

Somit ist v auch differenzierbar in z < b mit

u'(b) = f(b, u(b))

und ist somit eine echte Fortsetzung der Losung v. Das ist ein Widerspruch zur Maximalitét

von v
Analog fiithrt man die Annahme I sei linksseitig abgeschlossen zum Widerspruch.

Angenommen b < co und limsup ||v(z)|| < +o00. Dann:

x—b—

de>0, #4>0: |v(z)| <4 Vreb—eb| (%)

Sei ' =< (z,v(x)); xe€[b—e,b . Angenommen I' C D.
{@ov@); vepb-cbl }

Wegen () ist I und somit auch T' beschriinkt. Als abgeschlossene und beschriinkte Teilmenge
des endlichdimensionalen Raumes R x KK¥ ist I somit kompakt. Da f stetig auf D ist, ist f
auf ['(C D) beschrénkt. Da v/(z) = f(z,v(z)) Va €[b—e,b[ ,ist v’ somit beschréinkt auf
[b—¢e,b] . Deshalb ist v gleichmiBig stetig auf [b — &, b[ (sogar Lipschitz-stetig), und somit
existiert

lim v(z) =: 2

r—b—

u(z) = {v(m), rxel

z, r=>b

Betrachte nun

Klar: u ist stetig auf I U {b}, auBlerdem erfiillt u als Losung des AWPs auf I die dquivalente
Integralgleichung

u(z) = yo + /f(s,u(s)) ds Veel

Durch Ubergang zum lim,_,; sieht man, dass die Integralgleichung auch noch im Punkt z = b
gilt, da u stetig auf I U {b}. Somit erfiillt u auch die DGL

y' = f(z,y) auf IU{b}.

D.h. aber u ist eine echte Fortsetzung von v. Das ist ein Widerspruch zur Maximalitét von v.
Folglich ist TN AD # 0, d.h. es existieren (b, z) € I'NJD und eine Folge {x,,,v(zy)} cr

neN
mit
(zn,v(@0)) LALN (b, 2).
Somit gilt:
lim inf dist((:z:7 U(z)),ﬁD) =0
r—b—
(Fall @ > —o0 analog) q.e.d.

Korollar 3.1
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Y A f+:D—-R
D=IxR
Seil = Ja,bf CR, D=IxKN, f:D—-KV //
stetig, (x0,90) € D.
Wenn f beschrinkt auf D ist, dann besitzt das AWP
-| -
y(z) = f(z,y) ] ¥
y(z0)= Yo

mindestens eine auf ganz I definierte Losung. /
/

Beweis: Nach dem (SATZ vON PEANO) und Satz 3.4 besitzt das AWP mindestens eine
maximale Losung v : e, d[— K mit einem, nach Satz 3.5, offenem Existenzintervall ]c, d[ C
I =]a, b].

Angenommen d < b. Nach Satz 3.5 muss dann gelten:

limsup ||v(z)|| = +o0. (%)

r—d~
Andererseits gilt aber: v/(z) = f(z,v(z)) Va € [zo,d[ und da f beschrénkt auf D ist, folgt:
o' (z)|| <A  Vax€lxg,d  fiir ein A4 > 0.

Nach dem Mittelwertsatz folgt dann:
[o(z) —v(o)|| < A |2 — 0] Va € [xo,d|
dh: (@) < flo(zo)ll + llv(e) = v(zo)ll < l[v(@o)ll + 4 - (d —x0)  Va € [0, d[.

Widerspruch zu (x) 7

Analog zeigt man: a = ¢ q.e.d.

Beispiel:

fiRxR—R stetig und beschrinkt

Y (z) = 29 = f(x,y)
y(x0) = Yo

—> das AWP besitzt fiir jedes Anfangspaar (xg,y0) € R x R mindestens eine auf ganz R
definierte Losung.

Erinnerung: Bei nur stetiger rechter Seite ist eine Losung des AWPs

{y(x)’ = f(z,y)

y(x0) = yo

i.A. nicht eindeutig.

Beispiel:
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y(z) = 24/|yl
Z/(l‘o): 0

besitzt unendlich viele Losungen neben der konstanten Nulllosung, etwa Losungen von der
Form:

0 <
yc(l‘):{’ rsscC C€R+
=

Erfiillt die rechte Seite zusétzlich eine Lipschitz-Bedingung bzgl. y, dann kann man auch
Eindeutigkeitsresultate zeigen.

Definition 3.3: Lipschitzstetigkeit

Sei f : D ¢ KM x KN — KP, M,N,P € N eine Funktion. Dann heifit f
global Lipschitz-stetig bzgl. y € KV auf D falls ein L > 0 existiert, so dass gilt:

If(z,y) = f@2)| <L-ly—=2]  V(z,y) (z,2) €D.

f heiBt lokal Lipschitz-stetig bzgl. y € KV auf D falls gilt, dass fiir jeden Punkt (z,y) € D
eine Umgebung Uy, ) € D existiert, so dass f auf U, ) (global) Lipschitz-stetig ist.

Bemerkung:

f:D" cRxR — f(IR : stetig, stetig partiell differenzierbar bzgl. y.
(zy) — F=y

dann: f ist lokal Lipschitz-stetig bzgl. y auf D.

Wenn (z,y) — a%f(w, y) zusétzlich beschriankt auf D ist, dann ist f sogar global Lipschitz-stetig auf
D. (Beweis mit dem Mittelwertsatz)

Beispiel:

f:R x ]0,00[ — lRf ist stetig partiell differenzierbar bzgl. y auf D mit
(z,y) =Y

(z,9)

(unbeschrinkt auf D!)

o X
2y

Somit ist f lokal Lipschitz-stetig bzgl. y auf D, aber da

9
dy

f(@,y) = f@2) =l - |Vy - V3| VzeR, y,2z>0
I ik
Vi + V7]
wmdsomit L@V =S@A ol pemo

ly — 2| RN EREREET

ist f nicht global Lipschitz-stetig bzgl. y auf Rx ]0, ool.
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SATZ 3.6 (PICARD-LINDELOF, (LOKALE VERSION))
Sei f: Doffen ¢ R x KN — KV stetig, (x0,v0) € D, Rigp) = [z0 — a,20 + a] ¥ {y €
KV lly — ol <b} € D, (a,b> 0). Weiter sei f Lipschitz-stetig bzgl. y auf R[, ;. Dann
besitzt das AWP
{y@Y=f@w)
y(@o) = yo

genau eine Losung v auf dem Intervall [xg — «, 29 4+ «], wobei « := min {a, %} , M =

max .
max |

Beweis: 1. Methode: (basiert auf dem SATzZ VON PEANO)
Nach dem SATZ VON PEANO existiert mindestens eine Losung v des AWPs auf [zg—a, 2o+ a].

Sei nun w eine weitere Losung des AWPs auf [zg — a, 29 + «]. Dann gilt:
v(z) —w(x) = /f(s,v(s)) — f(s,w(s)) ds Va € [z — a,x0 + af,
0

da v,w als Losungen des AWPs die entsprechende dquivalente Integralgleichung erfiillen
miissen. Somit ist

o)~ w@) < | [ 17(s,05)) = F(s,w5) | ds

<L- / lo(s) —w(s)|| ds wobei L die Lipschitz-Konstante von f aufRj, ) ist
o

< Lo — ol - v —wll.
<L-a-||v-wl|,.
= |lv-wl, <L alv-w|,

= TFalls - L <1, folgt sofort: v = w. Falls a.- L > 1, wihle k € N so, dass £ - L <1 und
gehe iterativ vor.

q.e.d.

15.11.°06
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Beweis: 2. Beweisvariante (Picard-Lindelsf)

Im Folgenden sei .7, : [zg — a, xo + .

Formuliere das Problem wieder als Fixpunktproblem der Form:
u = ¢(u)

fiir den so genannten Picard-Operator

¢:K—- K

U — {xe L l—>yo+/mf(s,u(s)) ds}

Zo

K ={ue (1Y)« Jule) - yoll <0}

Bereits gesehen: ® ist wohldefiniert und stetig.
Behauptung;:

VneN, wveKzedy: [[0"(u)(z)—2"()@)] < llz— ol L™ - u—wvll

oo !

wobei L die Lipschitz-Konstante von f bzgl. y auf R,y ist.

Beweis: n =1

[0(0)(0) = 2(0)a)] =|| [ 1(50(6) - F(s.000)

A

=
=
L

|

<
O

QU

V)

AN
El
\
8
2
=
|
=

Bemerkung:

- <al-lu—-vl, =|[®u)—-2W)|, <aLl-|u—-uv|,,fallsal <1, dann besitzt
einen eindeutigen Fixpunkt v € K, wu = ®(u) nach dem BANACH’SCHEN FIXPUNKTSATZ.

n—n+1:

[ ) (@) — @™ ) @)]| = @ (" (w)(@) — 2 (@"()))| ZWZW””@‘@%”@”“

‘/ L"||u V|| ds

Ln+1 ¥ "
n,nu—wu]/@—xw s

Zo

IN

nach Induktionsvorraussetzung

(s—zg)nt1 |z
n+1 zq

" = oll
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Bemerkung:

Es folgt somit:

n n al)"
" @)(@) ~ 2" @)@l < O vl nvae s
n n L "
— " (w) ~ 2" @) < D i,
L n n| oo L 1o
Da gilt: (L) T—>O7 dng e N: (al) <1.
n! ’I'L()!

Somit folgt aus dem BANACH'SCHEN FIXPUNKTSATZ, dass ®"° einen eindeutigen Fixpunkt
u € K besitzt: u = ®™(u). Dann ist aber ®(u) = ®"0F!(u) = ®"0(¢(u)), d.h. aber gera-
de, dass auch ®(u) € K Fixpunkt von ®™ ist. Aus der Eindeutigkeit des Fixpunktes folgt:
®(u) = u, d.h. u ist Fixpunkt von P.

Problem: Diese Argumentation liefert nicht die Konvergenz einer Iterationsfolge {<I>k (up) } kEN
gegen den Fixpunkt u (bei beliebigem Startwert ug € K), sondern nach dem BANACH’SCHEN

FIXPUNKTSATZ nur die Konvergenz der Iterationsfolge ®™0*(ug) = (‘I)”O)k(uo) bei beliebigen
ug € K

Ausweg: Wende folgenden verallgemeinerten Fixpunktsatz an:

SATZ 3.7 (FIXPUNKTSATZ VON WEISSINGER)

Sei K7 eine abgeschlossene Teilmenge eines Banachraumes (X, Il ), d: K — K eine
stetige Selbstabbildung mit der Eigenschaft, dass

@™ (u) — " (V)| x < anllu—v| Vu,o € K mita, >0 (YneN): Zan < 00.(*)
n=1

Dann besitzt ® einen eindeutigen Fixpunkt v« € K :  ®(u) = w. Dieser Fixpunkt ist
Grenzwert der Iterationsfolge: {<I>” (UO)}n o bel beliebigen Startwert uy € K und es gilt die

Fehlerabschitzung:
o0
-2l < (3 ak) s — woll -

k=n

Beweis: (Satz von Weissinger)
Eindeutigkeit: Seien u,v Fixpunkte von @, dann gilt:

O(u) =u — ®*(u) = ®(u) =u — ... ®"(u) = u
9 VneN
O(v)=v—>P(v)=PW)=v—...09"(v) =v
Wegen (x) gilt:
lu—wv] =[2"(u) — 2" (v)|| < apllu—v|| —0 (an —— 0da Zan < oo)
n=1

Existenz: Sei ug € K beliebig, un+1 = ®(u,), n € Ny. Dann ist

()
[unt1 = unlx = 19" (u1) = @"(uo)llx < anllur —uol  VneN.
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Somit
k—1
||Un+k - un”X = Z Un+1+1 — Un+l
1=0 X
k—1
< Up414+1 — Untl (%)
1=0 X
k—1
< Q4 - ||U1 — Uo
1=0 X
n+k—1
= Z ap | - ||lur — uo Vn,keN
l=n X

Aus der Konvergenz der Reihe Y2, oy folgt sofort, dass (u,,) eine CAUCHY-FOLGE

in X ist. X ist vollstdndig, also konvergiert u,, LAk e X.

Dau, € K Vné& N, und K abgeschlossen ist, folgt: v € K.

Ubergang zum Limes in u, 1 = ®(u,) fihrt zu u = ®(u), da ® stetig, d.h. u ist

Fixpunkt von &.

Ubergang zum Limes in () mit k T oo liefert die gesuchte Fehlerabschitzung.
q.e.d.

zuriick zum Beweis vom SATZ VON PICARD-LINDELOF (2. Variante).

Wende den Fixpunktsatz von Weissinger auf den Picardoperator ¢ und der zu Beginn des
Beweises definierten Teilmenge K des Banachraumes € (7o; KV, ||| ) an. q.e.d.

Bemerkung;:

1. Der FIXPUNKTSATZ VON WEISSINGER liefert automatisch die Konvergenz der Iterationsfolge

uo () = Yo, Va € Iy
un+1(x):yg+/f(s,un(s)) ds Vo € .4, néeNg
z0

gegen die eindeutige Losung des AWPs

{y'(ﬂc) = f(z,y)
y(zo) = o
auf dem Intervall .#,. Diese Iterationsfolge wird auch als Folge der Picard-Iterierten bezeichnet.
2. Die Folge der Picard-Iterierten kann auch definiert werden, wenn die rechte Seite f nur stetig
ist, aber keiner Lipschitz-Bedingung geniigt.
LA. ist diese Folge dann aber nicht konvergent bzw. besitzt nicht einmal eine Teilfolge, die
gegen eine Losung des AWPs konvergiert. (siehe Ubung).

3. Eine weitere Moglichkeit den SATZ VON PICARD-LINDELOF zu beweisen, besteht darin, das

Problem als Fixpunktproblem fiir den Picard-Operator auf der Menge K im Banachraum

(‘ea”(,ﬂa;lKN), Hwa) mit einer gewichteten Supremumsnorm |[|uf,, ., = sup e 2" zu

rEI o
formulieren. In diesem Raum erweist sich ® als Kontraktion und mit dem BANACH’SCHEN

FIXPUNKTSATZ ergibt sich die Existenz und Eindeutigkeit eines Fixpunktes.
Aus dem Satz 3.7 ergibt sich nun leicht:

Satz 3.8 Sei f: D°er ¢ R x KN — KV stetig, lokal Lipschitz-stetig bzgl. y auf D, (xq,y0) € D.
Dann besitzt das AWP
{y/(m) = f(y)
y(wo) = o

eine eindeutig bestimmte Lisung, d.h. es existiert ein o = a(xg,yo) > 0 so, dass das AWP auf ., eine
eindeutige Losung besitzt.
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Beweis: Da (x0,y0) € D, f lokal Lipschitz-stetig bgzl. y auf D und D offen ist, existieren
a,b > 0, so dass

Riap = [xo —a,z0+a] x {y e KY; |ly—wol <b} C D
und so, dass f auf R, Lipschitz-stetig bzgl. y mit einer Konstanten L > 0 ist:

Hf(x’y) - f(l‘,Z)H <L- ”y - Z” V(x,y), (Z‘,Z) € R[a,b]~

Dann folgt aus SATZ VON PICARD-LINDELOF: Das AWP besitzt genau eine Losung in R, )
auf dem Intervall .7, wobei

a:min{a,;;[}, A = sup ||f] -

Ria,b)
Zu zeigen ist: z:.#, — K" eine beliebige Losung des AWPs, dann gilt: Der Graph von z
liegt in R[a,b]-

Sei also z eine solche Lésung. Angenommen, es existiert ein 1 € .#, mit (931, z(xl)) & R,
d.h. ||z(x1) — yol| > b.

O.B.d.A.: 21 > xg. (Fall z; < z¢ analog)
Sei dann
T:=sup{z € [zo,z1]: [2(s) —wol| <b Vs € [wo, 1]}
Da 2’ stetig ist, gilt
12(2) —woll =0 (%)
Da z = f(x,2) Vae& S, [ auf Ry, beschrankt durch . folgt aus dem Mittelwertsatz

l2(2) — 2(z0)|| < A - & — 30| V2 € [£0, 7]
Insbesondere:
12(2) —yoll < A - |JF—zol| < M - a<b T zu(x)
# <%
q.e.d.
20.11.°06

SATZ 3.9 (VON PICARD-LINDELOF, (GLOBALE VERSION))

Sei f: Doffer ¢ R x IKN — K stetig, lokal Lipschitz-stetig bzgl. y auf D, (zq,%0) € D.
Dann existiert ein eindeutig bestimmtes Intervall .# :=]I_  I.[ C R mit folgenden Eigen-
schaften:

(i) Das AWP
y'(z) = f(z,y)
{y(wo) =0
besitzt genau eine Losung y auf .# .

(i) Ist z: J C R — K&, J ein echtes Intervall, eine beliebige Losung des AWPs, so gilt:

Jc s

ylo=z

Mit anderen Worten: y ist die eindeutige, auf .# (maximales Existenzintervall) defi-
nierte, maximale Losung
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Beweis: Nach Satz dem SATZ VON PICARD-LINDELOF ist das AWP lokal eindeutig l6sbar,
d.h. es existiert a > 0, so dass das AWP auf .7, eine eindeutige Losung besitzt.

Diese ist nach dem SATZ VON PIRCARD-LINDELOF zu einer maximalen Losung - im Folgenden
mit y bezeichnet - auf einem nach Satz 3.5, offenen maximalen Existenzintervall .# fortsetzbar.

Sei z : J — KV eine beliebige Losung des AWPs.

e Wir zeigen zunéchst, dass y = z auf &/ N J.
Beweis durch Widerspruch:

Dann existiert ein z; € £ NJ mit y(z1) # 2(z1). O.B.d.A. sei z; > z¢. (Im Fall 21 < 29
verlduft die Argumentation analog.) Sei dann

T 1= sup {ac € [xo,z1]; y(s) =2(s) Vag<s< x}

#0 da zp€...
A
z(x)
Yo~ — =
] y(z)

Y

Bf—————

Dann gilt insbesondere:
y() = 2(Z).
Betrachte nun das AWP

w(z) = y(T) = 2(2)
Nach dem lokalen SATZ VON PICARD-LINDELOF, ist dieses AWP lokal eindeutig lsbar,

d.h. es existiert § > 0, so dass das AWP auf dem Intervall #3 := [ — (3,% + (] eine
eindeutige Losung besitzt. (0.B.d.A. ist 8 > 0 so klein, dass 3 C £ N J)

{w'(z) = f(z,w)

Aber y, z sind offensichtlich zwei verschiedene Losungen des AWPs auf .73. /
e Es bleibt zu zeigen, das J C 7.
Wir argumentieren wieder mit Widerspruch und nehmen dazu an, dass I, € J. Betrachte

dann
w(z) = {y(x) ves )
2(Iy) x=1y

Dann ist w eine Losung des AWPs und echte Fortsetzung von y. éWiderspruch zZur
Maximalitéit von y.

Somit gilt: Iy ¢ J.

Analog zeigt man, dass I_ ¢ J.

Folglich ist J C .#. Damit ist (ii) gezeigt. Es gilt aber: (ii) — (i)

Die Eindeutigkeit des maximalen Existenzintervalls folgt ebenfalls aus (ii).

Bemerkung;:

37



Seite: 38

1. Der SATZ VON PICARD-LINDELOF (sowohl die lokale also auch die globale Version) gilt auch
fiir AWPs in unendlich dimensionalen Banachrdumen (X, ||.|| ) (anstelle von (K™, ||| ). Nur
die zweite Beweisvariante der lokalen Version geht schief, weil der SATZ VON PEANO nicht im
unendlichdimensionalen gilt.)

Der Beweis mit Hilfe der PICARD-ITERIERTEN {ibertrégt sich leicht auf den co-dim. Fall, indem
man K" durch X und die entsprechende Norm ||.||y~ durch ||| ersetzt.

2. Der SATZ VON PEANO dagegen gilt i.A. nicht, wenn K" durch einen co-dim. Banachraum
(X,]l-Ilx ) ersetzt wird. (sieche Beispiel Ubung)
Das Problem ist hierbei, dass der SATZ VON ARZELA-ASCOLI nur fiir stetige Funktionenrdume
% ([a,b]; X) mit endlich dimensionalen Banachriumen X gilt.
Frage: Wann sind maximale Losungen globale Losungen?
D.h. wenn f : I°ffen 5 IKN — KN stetig lokal Lipschitz-stetig auf I x KV:

Wann ist das maximale Existenzintervall einer (maximalen) Losung des AWPs
y'(z) = f(z,y) xoel
y(zo) = Yo yo € KN

ganz I?

L.A. hingt die Grofle des maximalen Existenzintervalls vom Anfangswertepaar (o, yo) ab!

Beispiel:

Iy = 1) =
{y vy =yly+1) = fz.y) f:R x R — R lokal Lipschitz-stetig bzgl.y.

y(0) =yo

Die DGL ¢’ = y(y + 1) besitzt die konstanten Losungen y; =0, yo = —1 auf R.
Dies sind globale Losungen des AWPs fiir Anfangswerte yo = 0 bzw. yo = —1.

\
\ A
\
\\ okale stationire Losung
\\ Falls eine Eindeutigkeitsaussage fiir das AWP vor-
A > handen ist, gilt, dass sich zwei Losungen (zu unter-
N ' schiedlichen Anfangswerten) nicht schneiden kénnen.
AN (lokaler Picard-Lindelof)
~- Y2 D.h. die gestrichelte Funktion kann keine Losung des
\\\\\§ AWPs sein.

Fall: -1 <yg <0

Dann hat das AWP eine eindeutige maximale Losung y auf einem maximalen Existenzintervall

g.

o Esgilt: -1 <y(x) <0 Vze S (x)

Beweis: (durch Widerspruch)
Angenommen etwa, es existiert

Z € 4 mit y() = —1.

Dann sind y und die konstante Losung ys zwei verschiedene Losungen des AWPs

{w'(x) = f(z,w) = w? +w
w(z) =—1
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Nach dem SATZ VON PICARD-LINDELOF besitzt dieses AWP aber eine eindeu-
tige (lokale und maximale) Losung.

Widerspruch. / q.e.d.
e Aus (x) folgt nun .# = R.

Beweis: (durch Widerspruch) Angenommen etwa I, < co. Dann folgt aus

Satz 3.5:
limsup |y(z)| = +o0
c—1I
Widerspruch zu (x). / q.e.d.
Fall: yo >0

Wieder besitzt das AWP nach dem SATZ VON PICARD-LINDELOF eine eindeutige maximale
Losung y.

Auflerdem gilt (analoge Argumentation wie oben):
y(x) >0 Vz € . = max Existenzintervall von y.

Es ist aber keine a-priori-obere Schranke von y bekannt.

~» Berechnung von y (explizit) mittels Trennung der Variablen liefert:

Y T
1 1
——dy = /1 ds ... Partialbruchzerlegung ...y(z) = ——— — 1
/ y(y+1) | oo P
Yo 0 Yo +1
——
<1

Die Losung ist nur fiir x < In (1 +
A

) wohldefiniert. => Die maximale Losung ist keine

_//

Y

globale Losung!

Fall: yo < —1 analog. ~~ keine globale Existenz

Frage: Unter welchen Voraussetzungen auf I°fe? x KV — K¥ ist jede maximale Losung des AWPs

{y'(x) = f(z,y)

y(70) = Yo

eine globale, d.h. auf ganz I definierte Losung?

Eine Antwort liefert:
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SATZ 3.10 (GLOBALE EXISTENZ VON LOSUNGEN)

Sei f: I°fen x IKN — K stetig, lokal Lipschitz-stetig bzgl. y auf I x K.
Wenn f auf I x KV linear beschriinktes Wachstum hat, d.h. es existieren stetige Funktionen

a,f: 1 — R mit.  |[f(2)] <al@)lly] +6) VYeel VyeKY

dann besitzt das AWP
{yu>ﬂaw

3/(550) =1%o

eine eindeutige globale Losung auf ganz I, fiir ein beliebiges Anfangspaar (xg,yo) € I x K.

Bemerkung;:

Ist f: I xKY — K global Lipschitz-stetig bzgl. y auf I x KV, dann hat f linear beschrinktes
Wachstum.

1@l < 11f(z,y) = F@yo)| + 1 (2, yo)
< L-ly = yoll I/ (2, y0)ll
< Lo llyll+ L llyoll + 11/ (z, o)
=e(®) =:8(z)

22.11.°06
Beweis: (vom Satz 3.10) Sei I = Ja,b[, a,b € RU{—00,00}. Nach Satz 3.9 (PICARD-
LINDELOF (globale Version)) besitzt das AWP eine eindeutige, maximale Losung y auf dem

maximalen Existenzintervall Inyax = ]7-,I+[ C ]a,b]. Angenommen I, < b. Sei x1 € [I,}[ .
Seien

o = max o) #B = max f(z)
z€[z0,21] z€[zo,21]

Aus dem Satz 3.5 folgt, unter der Annahme I, < b, dass

lim sup [[y(@)]] = +oc
l‘TI+

Auf der anderen Seite gilt V. € [zg, [ ]:

ly(x) = yoll

:ij@ww»m

Zo

< [ as

< /a(s) lly(s)]| + B(s) ds ,da das Wachstum von f linear beschrénkt ist

Zo

sw/M@uw+%m—m>

Zo

40



Differentialgleichungen I

Kapitel 3. Existenz- und Eindeutigkeitssitze Seite:

41

— | ly(@)] < o / ly(s)l| ds+ Bar — o) + lwoll Ve € [0, Iy

Zo

‘Wende nun an:

LEMMA 3.1 (VON GRONWALL)
Sei w: I C R — R (I ein echtes Intervall) stetig, ¢ty € I,d,v > 0. Wenn gilt:

Vtel,

¢
0 <w(t) Sv—i—é’/w(s) ds
to

dann folgt:
w(t) < 7y - edlt=tol Vtel.

Mit
w(z) = ly@)ll = el=lro, I [ v=B1—xzo)+llyoll, §=A4
folgt:
ly(@)Il < (B(a1 — wo) + [lyoll Je* ") Va € [zo, 1]

Somit ist limsup ||y(z))|| < oo 7 2 (%)
+

x]1

Genau so fiihrt man die Annahme I_— > a zum Widerspruch. q.e.d.

Beweis: (Lemma von Gronwall) Betrachte nur ¢ > ¢g. (¢t < t¢ geht analog) und definiere
¢
Y(t) == g3t /w(s) ds, tel t>t.
to

Offensichtlich gilt: ¥ (tg) = 0. ¢ ist differenzierbar mit
() = =6p(t) + e y(t)  Viel, t>t

t
nach Voraussetzung an w < —di(t) + de ¢=t0)y 4 ge=0(t—t0) g / w(s) ds = e 0(tt0)
¢

0

=8v(t)
t t

EN /¢'(s) ds < 57/676(87“}) ds

to tO

P(t) :7.(176750*%))

e—8(t—t0)

— %Z}(t)efé(tfto) < ,Y(efé(tfto) _ 1)
———
=6 ftto w(s) ds
t
:>’y+5/w(s) ds < ye~d(s=t0) viel, t>t
to

—_——
>w(t) nach Vor.

—> Behauptung. q.e.d.
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Kapitel 4

Stetige Abhingigkeit von LOosungen
von AWPen von der rechten Seite,
Parametern und Anfangswerten

Satz 4.1 Seien f: 2°0en C R x KV stetig, lokal Lipschitz-stetig bzgl. y, (x0,%0) € Z,

b
Ry = [ro—a,zo+a] x {y e KN, lly—yoll b}, . = max||f(a,p)l], a:mm{a,%}
[a,b] .

Des weiteren seien f : Ry — KN stetig, y die eindeutige Losung des AWPs

v (r) = f(x,y) auf[vo—a,v0+0a], undg: JC[xg—a,xo+a] — KN sei (4.1)
y(z0) = ¥o .
eine beliebige Losung des AWPs
y'(z) = f(z,y) , , )
. die ganz in Ry, verlduft. (4.2)
{y(fﬂo) =10 € KN o

Dann gilt

~ ~ xr—x w r—x
ly(@) = 5@ < llyo — goll 77! 4 2 (Mol —1) Ve,
wobei L die Lipschitzkonstante von f bzgl. y auf R,y bezeichnet und

w = max
Ria,p]

f,y) = Flay)|

Beweis: Setze zunichst § zu einer stetigen Funktion (weiter mit ¢ bezeichnet) auf [xg—a, 2o+
a] fort, die noch ganz in Ry, p) verlauft. Nach‘ Satz 3.6 von PICARD-LINDELOF (lokale Version) ‘
wissen wir, dass die Folge der PICARD-ITERIERTEN

ug(z) :=g(x), uns1(z) = d(un(x)) =yo —l—/f(s,un(s)) ds, z€rg—a,z90+a] neN
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auf [zg — a, kg + @] gegen die eindeutige Losung y von (4.1) konvergiert. Es ist

Juo(z) — ur(z)|| = H:&(w) - (yo +jf(s’g(s)) dS)H

y ist Lsg. || ~ ~ ~ ~
ionf@g) Jo + /f(&y(S)) ds — (yo +/f(87y(8)) dS) Vaeed
o) o

< lyo — Yol +

j | F(s.3) = £ (s.50) i

<w, da § in Ry, ) verlduft

< lyo — doll + w [z — 2]

L™ | — n Lt — n+1
Behauptung: i 41(2) — ()] < Ilyo — ol 'xn! & I (|nm+ S?' vneN, VeelJ
BW durch Induktion:
n = 0 schon gezeigt
n~n-t1
1266 = wmia(o)l = | [ £(s.01(9) = £ (510,05 s
xo
<L\ [ funia(9) = wn(o)] s
€0
x

v _ LM s =" wLnH |s—ﬂco|n+:l

<L - — d

1| [ o — ol = s

o
_ n+1

~ o~ ol £ IR rgobis

Folglich ist Vn e N, VxzeJ
n
ltns1 (@) = §@)]| = uns(@) = wo(@)] < S fursi(@) — up(z)]
k=0

n k n+1 k
. LF |z — x| w LE |z — x|
< llyo — ol E — 0 1 E —
k=0 ’ k=1 ’

Mit n T oo folgt:

~ ~ T—T w T—T
ly(@) = (@) < llgo — goll HH ol 4 T (M=l 1) vae s
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SATZ 4.2 (STETIGE ABHANCIGKEIT VOM ANFANGSWERT)

Seien f : 2°ffer ¢ R x KN — K¥ stetig, lokal
Lipschitz-stetig bzlg. y auf 2. Das AWP

{yl(w) = f(mvy) (*) Yo + 74

y(wo) = Yo

besitze eine (eindeutige) Losung y auf [xg, zog+ Y0 1
al (a>0).

Dann existiert eine offene Umgebung U von

Yo, so dass fiir alle z € U das AWP (y = % ="
flz,y), wy(xo) = 2) eine (eindeutige) Losung

auf [zg, o+ a] besitzt. Bezeichne diese Losung N
mit y,.

Falls {2z }nen C U mit z, M, Yo, dann konvergiert die zugehorige Losung y,, des AWPs
gleichméBig auf [zg, zo + a] gegen y =Y, (die Losung von (x)).

Beweis: Der Graph I' = {(z,y); « € [zo,zo+a]} ist eine kompakte Teilmenge von &, und
2 ist offen. Also existiert ein R > 0, so dass

S = {(x,y) € [zo,x0 + a] X KYV; ly—y@)|| <R Yz € lxg,xo +a]} c9

S ist ebenfalls eine kompakte Teilmenge von 2.

Sei 0 < r < R. Fiir z € B,.(y0) = {z € KV;  |lyo — z|| <7}, sei y, : [ — KV die maximale

Losung des AWPs
Y@=y
y(wo) = 2

Wir bemerken, dass I abgeschlossen ist, also von der Form: [zg,z¢ + 3] mit 0 < 8 < a.

Begriindung: Wire I = [zg,zo + (], dann wiére y, in ¢ + 8 durch limg1,,45 y.(x) fortsetz-
bar in S; dieser Grenzwert existiert, da y, = f (x,y(x)) beschriankt auf S ist, somit ist y,
gleichmafig stetig(vergleiche Beweis von Satz 3.2).

27.11.°06
Ziel: Zeige; dass gilt: § = a.
Sei L die Lipschitz-Konstante von f bzgl. y auf der kompakten Menge S und sei

{2 o) - o1 }

= max
s€[xo,x0+0]

Dann ist fiir z € I:

ly(x) = y=(2)|| =

vo + / sipto)) ds = (2 / £ (s.:(5)) d)H
< llyo — 2|l +/m||f(s,y(5)) — f(s,9:(s))|| ds (*)

gr+L'/||y<s>—yz<s>n s

zo
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—2Ls e2Ls ei

flige 1 =e n:

x
<r+L-My | e ds

xo

2Lz /o2Ls 1 2Lz _ ,2Lao
ST+E'//@'€2E <62L zoze 2Le ) "eizm
= (o) (@) < re 4
gr.e*QLI0+%///y V€ [xg,x0 + 0]
= My <7 -e oy %///y
= My < 2r - e~ 2Lwo
= ly(x) — y.(z)|| < 2re?LE@=o0) < ope?la Yy € [, 20 + O] ()

Fiir 7 > 0 so, dass 2re?l® < % ((:) r < Ref“) gilt somit:
R
ly(z) — y.(z)]| < B Va € [z, 20 + ]

Daraus folgt aber, 8 = a.

Die gleichmiilige Konvergenz der Losungen y, gegen yo auf [xg, xo + a] fiir 2 — yq, folgt sofort aus (),
wenn in (*) |lyo — z|| nicht durch r ersetzt wird. q.e.d.

Parameterabhéngigkeit:

Aus Satz 4.2 und nachfolgendem Satz 4.3, ergibt sich leicht die stetige Abhéngigkeit von Loésungen des
AWPs vom Parameter der rechten Seite:

Satz 4.3 Sei f: D C RxKN xKM — K stetig, (z0,y0) € D. Dann ist das parameterabhingige AWP

y/ .’L‘) = f(xvyvz)
z

y’(x) =f(x,y,a) 33) =0
y(zo) = yo y(x0) = yo
z(xo) = «
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Kapitel 5

Lineare DGL

Wir betrachten in diesem Abschnitt DGL von der Form

y = Ay + f(@)],

wobei im gesamten Kapitel gelten soll:
AT — KVXN
FIoK N stetig,
. —

wobei I C R ein offenes Intervall ist.

* f bezeichnet man als Inhomogenitéit der DGL.
* falls f = 0 ist, dann heifit die DGL homogen, ansonsten inhomogen.

* falls f # 0 ist, so heifit die DGL y' = A(x)y die zugehérige homogene DGL.
Es gilt das bekannte Superpositionsprinzip fiir lineare DGLen:

1. Sind Losungen der homogenen DGL 3’ = A(z)y, so ist v = Ajy1 + Agys fiir beliebige A, A2 € K
wieder eine Losung der homogenen DGL y' = A(z)y.

2. Sind y; bzw. yo Losungen der nicht homogenen DGL y' = A(z)y + fi(z) bzw. v/ = A(z)y +
fo(@),  fi, f2: T — K stetig, dann ist v = y; + yo eine Losung von y' = A(z)y + (f1 + f2) (z)

Satz 5.1 Unter den obigen Voraussetzungen besitzt das AWP
/ — A
y'(@) (@)y + f (@) fiir alle (zo,y0) € T x KV
y(x0) = yo
eine eindeutige Losung auf I.
F(z,y) = A(@)y + f(x) zel, ye KV

Klar: F : I x KN — K~ ist stetig, lokal Lipschitz-stetig bzgl. y auf I x KV, da F stetig partiell
differenzierbar bzgl. y ist mit

P al,i(m)
a—yF(m,y): , zel, yeKY, i=1,...,N, wobeiA(:v):(aij(x))iﬁjzl,...,N
an,i(z)

Aus dem Satz von Picard-Lindeldf folgt somit unmittelbar, dass

y'(z) = F(z,y) = A(z)y + f(z)

= AP {ym) — 4
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besitzt Vyo € KV, f¢€ %(I; ]KN) eine eindeutige, maximale Losung —

Da  [[F(z,y)l| < [|A(z)yll + [1f ()]
<A@ -yl +|[f@)I - Yeel
——— ——
=:a(x) =:(x)
(hierbei bezeichnet |||.||| die Operator-Norm der linearen Abbildung A(z) : (K, || ) — (K¥, [.]|),
d.h. [[|[A()|[| := sup epn [[A(z)yl], = € I.) und «, 8 : I — R wie oben definiert stetig sind, hat F'

llyll <1

offensichtilich linear beschrinktes Wachstum. = die maximale Losung ist eine globale Losung, existiert
also auf ganz I.

Sei

¢t (I; ]KN) = {u T — KN, wu stetig differenzierbar}.

Klar: ¢ (I; KV) ist ein Vektorraum.

Satz 5.2 Sei % := die Menge aller globalen Lésungen der homogenen, linearen DGL y' = A(x)y und
of := die Menge aller Losungen der inhomogenen, linearen DGL y' = A(x)y + f(x).

Dann gelten unter den oben genannten Voraussetzungen folgende Punkte:

1. U ist ein N-dimensionaler Unterraum von €* (I; ]KN)
2. Fir Funktionen y1,...,Yym € %, m € N, sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) yi,-..,ym sind linear unabhingig im Vektorraum €* (I; ]KN).
(b) 3% € 1, so dass y1(Z), ..., ym(T) linear unabhingig in KV sind.
(c) Vo el gilt: yi(z),...,ym(x) sind linear unabhingig in KV .

(i) o #0
(i1) & =y, + U, wobei y, eine beliebige, globale, partikuldre Losung der inhomogenen DGL ist,

d.h. o ist ein affiner Unterraum von €* (I; ]KN).

(Man mache sich klar, dass die Bedingungen (a),(b),(c) fiir beliebige Funktionen aus ¢* (I; KKY) i.A.
nicht dquivalent sind.)

Beweis:

* Superpositionsprinzip: = % ist ein N-dimensionaler Untervektorraum von %! (I : KN )

* Satz 5.1 + Superpositionsprinzip = 3..

zu 2.: (¢) = (b) trivial.
() = (a): Seien Ay,..., Ay, € K mit \y1 + -+ + Anym = 0. Dann gilt insbesondere:

My1(Z) + - F Ay () =0 = M=l =---=X,=0.

(Bemerkung: In dem Beweis von (b)==(a) haben wir nicht benutzt, dass y1,...,ym
Losungen der DGL sind. Die Implikation (¢) = (b) = (a) gilt also fiir beliebige Funk-
tionen.)

(a) = (¢) Durch Widerspruch: Angenommen 3z* € I, so dass
y1(z%), ..., ym(z*) linear abhiingig in KV,
d.h. es existieren A\; + -+ + A, € KNV \ {0,...,0}, so dass

Alyl(x*)a ceey )‘mym(x*) =0.
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Da y1,...,ym Losung der homogenen DGL 3’ = A(x)y sind, folgt mit dem Superpositi-
onsprinzip, dass
vi= Ayt AmYm

eine globale Losung des AWPs

{y/(w) = Az)y
y(x*) =0

Dieses AWP besitzt aber nur die 0-Funktion als eindeutige Losung. Damit folgt:
v=My1+ -+ Anym =0 auflé

Widerspruch zu linearen Unabhéngigkeit der Funktionen vy, ..., ym.
Es bleibt zu zeigen, dass € (%) = n. Nach Satz 5.1 besitzt jedes AWP

/ :A
y'(@) (x)y wobei e; der i-te Einheitsvektor, i = 1,..., N,
y(xo) = e
xo € I beliebig gew#hlt, eine eindeutige Losung y;. Da eq,..., e, linear unabhingig

sind, folgt aus 2. die lineare Unabhéngigkeit der Losungen yq,...,yN-

= dim(%) > N.

Sei nun v € % beliebig. Da {e,..., e} eine Basis des KV ist, existieren A1,..., Ay €
K, so dass v(zg) = Me1 + -+ - + Ayen. Aus dem Superpositionsprinzip folgt, dass w =
Ay + -+ Avyn eine Losung des AWPs

y(zo) = v(zo)
y'(x) = Alx)y

Die eindeutige globale Losung des AWPs ist aber v; folglich v =w = Ay1 + -+ Avyn

q.e.d.
29.11.°06 Wir betrachten weiter lineare DGL 1. Ordnung vom Typ
y = Alx)y + f(x) ‘, wobei A : I — KNV stetig, I°T" c R, f:1—R (5.1)
und die zugehorige homogene DGL:
y' = Az)y (5.2)

Wir benutzen weiter die Bezeichnung

U = {globale Losungen von 15.1)}
o = {globale Losungen von 15.2)}

Wir haben gesehen: dim(% ) = N, & =y, + %, wobei y, eine partikulére Losung von (5.1) ist.

Definition 5.1 Seien y1,...,ynv € % . Dann heifit

| | |
W(z) := det ylix) yg‘(x) yN|(x)

die WRONSKI-DETERMINANTE vOn Y1, ..., YN -
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Bemerkung:

Gemif Satz 5.2 gilt:
e entweder W(z) =0 oder W(z) #0 Vzel

e yi,...,yn sind linear unabhingig <= W(x)#0 Vezel <« ZFzel: W(z)#0

Definition 5.2 Fine Basis von % heif$t FUNDAMENTALSYSTEM (F'S). Die matrizwertige Abbildung
x €l ¢(x) = [yl (z)--- yN(:r)} (die Matriz mit Spaltenvektoren — {y,... ,yN}FS),

heifst FUNDAMENTALMATRIX von (5.2).

1
Wenn ¢(xg) = En = [ . 1 fiir ein xg € I, dann heiffit ¢ auch HAUPTFUNDAMENTALMATRIX zum
1

Zeitpunkt xg.

Beispiel:

Man rechnet leicht nach, dass

m@%zG),vﬂ@z(i) x>0

Losungen der DGL sind. Auflerdem gilt:

Wmmmmmmmﬁé}1ﬂ

—> 1,09 sind linear unabhingig, bilden also ein FS. Die Abbildung z € ]0, co[ — [910 gi]
ist eine Fundamentalmatrix.

Bemerkung:

e Jede Fundamentalmatrix ist stetig differenzierbar auf I mit

Lo = @) (@) = (@) (@)
[A

y
yi(z) - Ayn(z)] = Ay (@) - -y~ (z)] = Ag(z)

e Die globale eindeutige Losung von ’ ¥y =Ay, y(0)=yo, x€l, yo€ KY ‘ ist

y(z) = ¢(z)(wo) yo,x € I.

Beweis:
y(z0) = d(20)d™ " (z0)yo = Yo und
L yla) = Adla) 6~ (wolo = Ayla) Vel
wi N’
4 $(x)
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SATZ 5.3 (VON DER VARIATION DER KONSTANTEN/DUHAMEL-FORMEL)

Sei ¢(x) eine Fundamentalmatrix von y’ = A(z)y. Dann ist eine partikulire Losung der

inhomogenen DGL
y =A@y + f(z)  auf I

gegeben durch
yp(z) = / S@)d(s) fs) ds,  wel,

wobei zy € I beliebig. Somit folgt:

y(x) = B(x)d(xo) Lyo + / o(2)6(s) 1 £(5) ds

= c+/¢ f(s) ds, zel; ceKY

zel

Die globale eindeutige Losung des AWPs: 3/ = A(x)y+ f(z), y(xo) = yo ist gegeben durch

Beweis: Es ist nur noch zu zeigen, dass y, wie im Satz angegeben eine partikuldre Losung
der inhomogenen DGL ist. Da ¢ stetig differenzierbar ist, ist <, offensichtlich stetig differen-

zierbar und es gilt:

L p(a) = o) / § @) 6(s)7 1 (s) ds

Zo 4u4(m

©) + Ax) / o(2)d(s) "1 (s) ds

yp (@)

Problem: Wie berechnet man eine Fundamentalmatrix?
Betrachten wir den Fall: A(z) = A € KV*V (konstante Koeffizienten)

Satz 5.4 Sei A € KN*N . Die Reihe

o0
ert = E
n!

n=0

Vo el

q.e.d.

konvergiert Va € R. Die Funktion x € R — 4 ist Hauptfundamentalmatriz von y' = Ay zum Zeitpunkt

x=0.

Beweis: Sei ||.|| eine Norm in KV, |[|.|| die zugehérige Abbildungsnorm in KN¥*V. Fiir

m,n € N, m <n, ist dann
D gk AR
> T

|||A’“H|

k=m

k||| ok
Da die skalare Reihe >~ w

eine CAUCHY-FOLGE in R. Aus (5.3) folgt dann, dass {ZZ:O ””kkiflk}
’ neN

o 3o (el

(5.3)

k||| 4k
gegen el*I'IAl konvergiert (V € K), ist {ZZ:O MLH,A”}

eine CAUCHY-

neN
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FoLGE in (KN*V |||} bildet. Da (KN*¥ [|||) vollsténdig ist, konvergiert >~ _, % in
]I(NXN'

Aus der Konvergenz in KM *¥ folgt die absolute Konvergenz samtlicher Komponentenfunk-
k (k)

tionen >~ % in K (hierbei bezeichnet (al(-;c)) die Komponenten der Matrix Ak).

Diese stellen damit eine Potenzreihe auf R mit Konvergenzradius oo dar, sind somit beliebig

oft stetig differenzierbar und kénnen gliedweise differenziert werden. Es folgt: R 3 2 — %4
stetig differenzierbar mit

d oA > ]{?.’L‘k_lAk > xkAk'H 0 xkAk oA
Tt —Zik! —Zik! —AZ o = Ae VzelR
k=1 k=0 k=0
AuBerdem: €% = Ey = ™4 ist eine Hauptfundamentalmatrix. q.e.d.
Problem: explizites Berechnen von e*4 = 37°° /-~

Betrachte zunéchst den Fall, dass A diagonalisierbar ist. Es gibt dann eine Basis & = {s1,...,sn} C
KV bestehend aus Eigenvektoren (EV) von A zu Eigenwerten (EW) Aq,..., Ay (gezihlt nach ihrer

Vielfachheit). Dann gilt mit: S = [8:1 S:N }:

AL
S1AS = = D.
AN
> g A © 2" (S1AS)" -
Dann gilt: Slerg = 571 v S=...= Z e (571AS)° .
¢ n! ‘ n!
n= n=
exAl

_ ,xD = z" D" _

¢ = Z n!
n=0 em)\N

ezAI
Folglich ist e*4 = § [ S~1 eine explizite Darstellung der Hauptfundamentalmatrix. Eine
CmAN

weitere Fundamentalmatrix von 3/ = Ay ist e*4S = Se®P (dies ist eine Fundamentalmatrix mit besonders
einfacher Darstellung)

Beispiel:
-2 -8 1
—_———
A
Eigenwerte: il i (2)’ zugehorige Eigenvektoren: v; = ( 41> , Uy = (_12>
o = _

A L[4 201 0] 2] 1f4-22 88
T 1o |1 4] T2 |-14e —244e%

_ 2z
—> Losung des AWPs ist:  y(z) = ™4 (}) = (_63 +5§e2””)
2772

Bemerkung;:

Ist A eine reelle Matrix, die zwar diagonalisierbar ist, aber komplexe EWe und komplexwertige EVen
besitzt, ist es stets moglich, das erhaltene komplexe Fundamentalsystem (bzw. die komplexwertige
Fundamentalmatrix) durch ein(e) reellwertige(s) zu ersetzen.

Ist A+ip EW mit EV v € KV, so ist auch A—ip komplexer EW mit zugehérigem EV ©. Die zugehérige
Losung im komplexen Fundamentalsystem e )7y, e(~#)%5 kann durch Re (e T#)7y),  Im (e +)ey)
ersetzt werden.
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Beispiel:

;11

Dann besitzt A die EWe =4 mit den EVen (;1;) und (_,).

~+ komplexes Fundamentalsystem:

) L))

~ reelles Fundamentalsystem:
= (cos(z) + isin(z)) ((_11) +1 ((1)))
0 0

— reelles Fundamentalsystem: { ( cos() ) , <cos( sin(z) ) }

cos(z) — sin(x) x) — sin(x)

04.12.°06

Wir betrachten nun den allgemeinen Fall einer nicht notwendigerweise diagonalisierbaren Matrix A. Das
charakteristische Polynom zerfillt iiber C stets in Linearfaktoren.

PaA) =M= A)™ - (A= )™,

wobei A1, ..., A\, die paarweise verschiedenen EWe von A und rq,...,r die zugehorigen algebraischen
Vielfachheiten sind.

Bemerkung:

Falls dim (Eig();)) = dim (Kern(A — X\;En)) = 7; Vj = 1,...,k, dann ist A diagonalisierbar
(bereits letztes Mal behandelt.).

Im allgemeinen Fall (wenn dim (Eig(A, )\j)) < r; fiir mindestens ein _j) gilt:

* dimEig(A4, \;) = dimKern(A — \;Ey) < dimKern(A — )\jEN)2 <. <dimKern(A — \;En)"

=Hau(A,\;)

k
« KN = @Hau(A, Aj)
j=1

und es gilt mit S = Hl 5‘2 S%v ] , {s1,...,5N} geeignet gewiihlte Basis des K"V bestehehnd aus Haupt-

|
0

0 |

hat Blockdiagonalgestalt, wobei der Block B; zum EW ); aufler Nullen nur Jordanmatrizen entlang der
Diagonalen besitzt, d.h. Matrizen von der Form:

vektoren von A;:

STIAS =
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N L0
1 0
0 \;
A 1 0} >‘j 1 0
e . .
B; = —— /\‘, =Jn()) = ' ' m x m-Matrix (5.4)
A .l . 0 0 )\]
0 o
0 A

Die Exponentialfunktion einer Matrix von der Form (5.4) lisst sich leicht berechnen, mit Hilfe von

Lemma 5.1 Hat A Blockdiagonalgestalt, d.h.

0

A = diag(Ay,..., A,) = ,

)

dann gilt:
A = dz'ag(eIAl, e e””A") VreR

=:1p(z)

Beweis: Die matrixwertige Funktion z € R — ¥(z) = diag(emAH...,eIA") ist stetig

differenzierbar mit:

%w(ac) = %diag(e”h, .. 76$A”) = diag(Al, A diag(e”‘1 ,o..,e
dh. Lop(z) = Ap(z) VzeR.
AuBerdem ist ¢(0) = diag(e®1,...,e%") = Ey. Somit ist ¢(z) = e** die Hauptfundamen-

mA“)

)

talmatrix. q.e.d.
Lemma 5.2 Vme N, xzeR,AeK:
Loz, 5 (ﬁz:l)!
eme(A) _ 6)\1 . . ) o, ) . "2
2
T
0 1
01 0
Beweis: Esist J,,(\) = AE,,+P,,, wobei P, = | 1 - ., ] und AE,, und P,, kommutieren
1
0 0
miteinander. Fiir kommutierende Matrizen A, B € K"*™ gilt aber:
et ef =B =P e (Ubungsaufgabe).
Somit e*/m(N) = @A Em ePm ynd da
N——
= Ep,
0 1 0 0 .0 1 0
o1
& ) E<m-—1
Pm = = . 0
o i
0 0 0-Matrix k>m
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gilt:
1 T '72 ﬁ
o) m—1 .
P, _ an:rLz _ an’"L 2
T pr Ryt
n=0 n=0 : w
0 1
und die Behauptung folgt. q.e.d.
Beispiel:
' it A=|2062 }
y = Ay mit A = [ 113 31 .
Dann P,(A) = —(\ — 2)?, d.h. A besitzt den EW 2 mit der algebraischen Vielfachheit 3. Es
ist

A—2B;=[-12 5] « Rang = 2~ dim (Eig(4,2)) = 1 und Big(4,2) = { (1) }.

Folglich ist A nicht diagonalisierbar! Berechne also Hauptvektoren:

Es ist
0 2 2
(A—2E3)*= |0 —2 —2| ~» Rang =1~ dim (Kern(4 — 2F3)*) = 2.
0 2 2

Ergénze (%1) beispielsweise durch den Vektor (—(1)1) zu einer Basis von Kern(A — 2E3)2.

SchlieBlich ist (4 — 2E3)® = 0 d.h. Kern ((4 — 2E3)%) = Hau(4,2) = R®. Wir ergiinzen

{({1) , (7(1)1)} zu einer Basis des R3 etwa: {(%1) , (—(1)1) , (%)} Die Konstruktion der
Basis bzgl. der A Jordannormalgestalt besitzt, geht wie folgt vor sich:

e Starte mit s3 = (((%)
e bilde s9 := (A — 2F3)s3 = (—:131)
e 51:=(A—2F;3)s9 = (%)

Dann gilt mit S = <8:1 S|2 83), dass ST1AS = (

|
(s:z),d.h.
00 1

2

1z 2=
ea;AS:e2xs<01 ;): <e2:vsl

00 1

) und S—1etAG — eu(STTAS) _ g2z

ooN
[=]
o=o

S

e*®(zs1 + s9)

2
20 (T
e (251 +52x+53>>

Fundamentalsystem

Problem: Existiert eine solche Fundamentalmatrix, wenn A(z) nicht konstant ist?
y = Ax)y|, A:T—KVN stetig I C R offenes Intervall.

Betrachten wir zunéchst den Fall N = 1:¢y/ = A(x)y Dann gilt: die allgemeine Losung ist von der Form:

y(z) = c-exp (/ A(s) ds) , x €l fir beliebige zg € I, c€ K.
o
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Betrachte den Fall: A(z) = A, N > 1 beliebig. Wie bereits gesehen ist dann die allgemeine Losung durch

y(z) = "y = exp ( / A(s) ds) Yo, vo € KV beliebig,

0
gegeben.
Vermutung: Im allgemeinen Fall ' = A(z)y, N > 1, ist ¢(z) = exp (f;o A(s) ds) , « € I (wobei
xo € I beliebig) eine Fundamentalmatrix.

Wir iiberpriifen die Vermutung: Konvergenz der Exponential Reihe:

exp(/A ) no(fAm), x €la,b)CI

ist in jedem Intervall [a,b] C I gleichmiflig konvergent (Beweis wie im Fall A(xz) = A). Die Funktion
x +— ¢(x) ist also wohldefiniert.

Aber i.A. gilt nicht: L ¢(z) = A(2)¢(z), denn es ist:

dim):;<EN+L:A<s>ds+;L:A<s> ds-/m:A(s)ds+...>

ii+dd/A(s)ds+ Z(;L:A(S)ds'/;fl(s)“) L

=0

=A(z)

%A(a:)~/ A(s) ds +%/ A(s) ds | A(x)

xT 1 xr
x)~/ Als) ds+§/ A(s) ds - A(z) + ...
xo Zxo
Auf der anderen Seite ist aber:

A(2)é(x) = Alz) + Al /A ) ds + Az (/A )+

Problem: I.A. kommutieren A(z) und f A(s) ds nicht und deshalb ist i.A.

;/xo A(s) ds - A(x) # %A(x) /mo A(s) ds und deshalb %qﬁ(x) + Ap(x)
Beispiel:
Alz) = [(1] 23:]

B(x)—/OwA(S) ds = B 9%2] = A(2)B(z) # B(z)A(z).

Wir stellen also die zusétzliche Bedingung, dass A(x) und B(z) kommutieren.

Satz 5.5 Kommutieren die Matrizen A(.) miteinander, d.h.

A(x)Ay) = A(y)A(z) Va,yel,

gc):exp(/g:A(s)ds>7 zel

Hauptfundamentalmatriz zum Zeitpunkt xq € 1.

dann ist
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Beweis: Es geniigt zu bemerkten, dass

z—0

/ A(s) ds = Riemann-Integral = lim Z A(&)Ax ,
o der stetigen Fkt. z € T — A(z) ;/_/

Riemann’sche Zwischensumme

denn daraus folgt:

A(z) / wA(s) ds = AlirEOA(:c)ZA(&)Ax

zo

Ax—0

= lim ZA(gi)AxA(x)

= /w: A(s) ds - A(x).

% exp (/ A(s) ds> — Az) exp (/Z A(s) ds)

Somit gilt:

q.ed
5.1 Lineare skalare DGL héherer Ordnung
Wir betrachten nun DGL n-ter Ordnung von der Form:
Y+ an 1 (@)y" Y + a2 (2)y" Y 4+ ag(x)y = f(@) (5.5)

mit ag,...,an_1: 1 —Kund f: I — K stetig , I C R offenes Intervall.
Bekannt: (5.5) ist dquivalent zu einem linearen DGL-System 1. Ordnung, mit der Substitution: (y1 =
— _ ,,(n—-1)
Yy 2=Y,...,Yn =Y )

m\’ 0 1 0 v 0
= - + , (5.6)
: 0 1 :
Y —ap(z) —ai(z) ... —ap_1(x) Y f(z)
d.h. die Ergebnis des letzten Abschnittes sind auf (5.6) anwendbar.
06.12.°06
Wir betrachten lineare DGL n-ter Ordnung von der Form:
Yy fan_ 1y o tag(a)y = flx) zel (5.7)
mit f,a; : [ — K stetig, i =0,...,n—1, I C R offenes Intervall.
Bekanntlich:
Y1 ' 0 1 0 Y1 0
‘ 0 0 . :
S| | =] - : 0 - ] |, zel (58)
_ 0 0 1 : 0
Y —ao(y) —ai(x) —ax(z) ... —ana(z)] \y, f(z)
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(5.7)<= (5.8) in dem Sinne: wenn y eine Losung von (5.7) auf J C I = (yl, v Yn) = (v, ,y("_l)),
Loésung von (5.8) auf J; und umgekehrt: wenn (y1, . . ., ¥, ) Losung von (5.8) auf J =  y = y; ist Losung
von (5.7) auf J.

Aus den vorhergehenden Ergebnissen fiir ein DGL-System 1. Ordnung ergibt sich somit:
e Vapel, Vn=(m,...,n,) € K" besitzt das AWP
Y™+ an-1 @)y Y+ ao(@)y = f(x)
y(xo) =m, y'(wo) =12, .,y (wo) = 1
eine eindeutige globale Losung auf I. Weiter ergibt sich leicht der zu Satz.5.2 analoge Satz fiir (5.7)
Satz 5.6 Sei

v = {Menge aller globalen Losungen der homogenen DGL (5.7)(f = 0)}
o = {Menge aller globalen Lisungen von 15.7)}

Dann:

i) U ist ein n-dimensionaler Untervektorraum von C™(I,K)
it) Sind y1,...,Ym € % dann gilt:
Y1y -« Ym sind linear unabhingig in C"(1,1K)

—1 _
Sy ") Y Yo -y Y

< 3" so, dass [y1(z*)... ygn_l)(x*)] v [ym (@) - y,(ﬁ*l)(m*)] linear unabhingig in K"

)sind linear unabhdingig in C*(I,1K™)

—=Vzel sind {yl (z),..., yyﬁl)(a:)} e [ym(x), . ,y("_l)(x)} linear unabhdingig in K".

Bezeichnen wir als Fundamentalsystem von (5.7) (homogen) eine Menge von n linear unabhingigen
globalen Ldsungen, dann gilt:

iii) Wenn [y1,...,yn] ein Fundamentalsystem von (5.7) (homogen), dann ist:
U = {clyl—i—---—i—cnyn; ¢ €K, i:17...7n}

i) Gilt: o # 0 und ist y, € o eine partikulire Lisung von (5.7), dann ist o =y, + %, d.h. o ist
ein affiner Unterraum von C™(I,K).

Beweis: Klar nach vorhergehenden Ergebnissen fiir (5.8]) und der Tatsache, dass ¢ : %; — %

(Y15e-5Un) =1
ein Vektorraumisomorphismus

mit U — Uy — (y,y’,-u,y("’l))

ist. Hierbei haben wir die Bezeichnung %; fiir die Menge aller globalen Losungen des Systems
(5.7) benutzt q.e.d.

Berechnung einer Losung von (5.7):

1. Methode: Berechne Losung des zugehorigen DGL-Systems mittels Variation der Konstanten-

Formel:
y1(x) m 0
y(a) = = $(2)(z0) ! + [ oot Eas
Yn(2) T f(s)

wobei ¢(x) eine Fundamentalmatrix von ist,undzg € I, (n1,...,m,) € K beliebig.
Die 1. Komponente y; von y ist dann Losung von (5.7).
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2. Methode: Im Fall konstanter Koeffizienten und elementar ansatzfahiger rechter Seite:
y(n) +an_1y(n—1) ++a0y:f(x) a; EIK

In diesem Fall ist die Koeflizientenmatrix in (5.8) von der Form:

0 1 0o ... 0
0

A:
: . . 0
0 0 1
—ap —Qp—1

Zur Konstruktion eines Fundamentalsystems von (5.8) miissen die EW von A berechnet
werden. Dazu berechnen wir

Pa(\) =det(A = AE,) = (=1)" (A" 4 apn 1 A" -+ ar A+ ag)

Das Polynom p(A\) = A" +a, 1 A" "1 + -+ a3 A+ ag bezeichnet man als charakteristisches
Polynom der DGL (5.7). Offensichtlich haben P4(A) und p(A) die gleichen Nullstellen. Die
Nullstellen von p sind also gerade die EWte von A. Uber C zerfillt p in Linearfaktoren:

k
p(\) = [T =x)7
j=1

Wenn p n paarweise verschiedene Nullstellen besitzt, dann ergeben sich somit sofort n
linear unabhiingige Losungen e, ... e*® von und somit ein Fundamentalsystem

von (5.7).

Im allgemeinen Fall wissen wir, dass eine Nullstelle A; mit algebraischer Vielfachheit a();) = r; zu r;
linear unabhéingigen Losungen von (5.7) (homogen) der Form:

ey, ey, mit vy, ..., v, Basis von Eig(A4,);) (1 <m <rj)
sowie der Form:

e)"“(ajvi +v;2)
mit0<!<r;—1 ie{l,...,m} (Hauptvektor-Kette)
1 -1
e)\jf” £U'+LU‘2+"'+U‘Z
N =0 v
fiihrt.

00

(Hierbei ist v;,1,v;2,. .., v, eine Kette von Hauptvektoren von A zum EW A;.)

Die ersten Komponenten dieser vektorwertigen Funktionen liefern r; linear unabhéngige Lésungen von
(5.7) (homogen). Somit ergibt sich notwendigerweise, dass dim (Eig(4,);)) = 1, dh. m = 1. (Wére

némlich m > 1, dann miifiten die 1. Komponenten der m linear unabhingigen Losungen e*i®vy, . .., e*i%o,,
des Systems m linear unabhéingige Losungen von (5.7) bilden. Die skalaren Funktionen e)‘j’;vl’h RN e)‘ﬂvm’l
mit v1,1,¥,2, - -, Um,1- € K (1. Komponenten der Vektoren vy, ..., vy,) sind aber offensichtlich linear un-

abhiingig 7 )
Folglich existiert genau eine Hauptvektorkette der Lange r;, d.h. es ergeben sich die linear unabhéngigen
Losungen von (5.7):

2 ri—1
v . [ _ A
e/\ﬂ””cl,e)‘ﬂ(xcl—i—@),e)‘ﬂ’ (2 cl+x02+03> ..., eNT <( cl+-~-+crj) ¢ €K
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Diese r; linear unabhéngigen Losungen kénnen ersetzt werden durch:

e)\jm7 e)\jzx, e)\ij27 L 7eijxrj—1
die den selben Untervektorraum aufspannen.
Folglich ist:
{e’\lw, zeMT L g leMT ere perew o gra—ledem o eAkw ,x”"*le)‘”} ein Fundamentalsystem von (5.7)

Bemerkung:

Zur Berechnung einer partikuldren Losung der inhomogenen DGL (5.7) kann nun wieder die Variation-
der-Konstanten-Formel mit der Fundamentalmatrix

yl e yn
/ /
Y1 Yn
plz) = | . :
yin.—l) o y;bn'—l)

benutzt werden.

Falls die rechte Seite f elementar ansatzfihig ist, d.h. von der Form:
f(z) = p(x)e"” cos(wzx) + q(z)e"” sin(wx) p,q € Polynome, pu,w€R
ist, dann besitzt (5.7) eine partikulidre Lésung y der Form:
yp(z) = 2" [(Ao + Arz + - - + Apa™) e cos(wz) + (Bo + Biz + - - - + Bma™)e"” sin(wz)] ,
wobei

0, falls g + wi keine Nullstelle vom charakteristischen Polynom ist.
r= und m = max {deg(p), deg(q) }

k, falls p + wi k-fache Nullstelle vom charakteristischen Polynom ist.

und die Koeffizienten A;, B; € K bestimmt werden durch Einsetzen von y, in (5.7) und mittels
Koeffizientenvergleich.
Beispiel:

Betrachte folgende lineare Schwingungsgleichung;:

Riickstellkraft
Y +ay +by = f(x)

Reibungskraft duflere Kraft
Spezialfall:

U" + 3*U = cos(wx) z €R, [, wobeiw € RT beliebige Konstanten sind.
Homogene Gleichung: U” + 2 =0~ p(\) = A2+ 3=0 <= )\ = 4i Eigenwerte
~ komplexes Fundamentalsystem {ew“’, e_wl‘}

~ reelles Fundamentalsystem { cos(8z), sin(8z)}.

Das allgemeine reelle Losung der homogenen Gleichung ist also von der Form y,(x) =
¢y cos(fx) + casin(fz), x € R mit ¢1,c2 € R beliebig.

Betrachte nun die inhomogene Gleichung: f(x) = cos(wz) elementaransatzfihig.

Ansatz fiir die partikulire Losung: y,(x) = 2 [Ag cos(wz) + By sin(wz)], wobei

v=0, fallsw#pg
1, falls w =0
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Fall w # 3: Einsetzen in die DGL liefert: ——Agw? cos(wz) — Bow? sin(wz) + Ag3? cos(wz) —
BoB3? sin(wx) = cos(wx).

— By(f? —w?) =0 und Ag(f* —w?) =1
1 1

= By =0 da [ # w sowie Aozf wyp(gg):62

B cos(wz)

Fall w = (3: analog berechnet man durch Einsetze des Ansatzes in DGL, dass y,(z) = %x sin(wx)
eine partikulidre Losung der DGL ist.

Betrachte nun das zugehorige AWP: ‘ U" + B?U = cos(wz), U0)=0 U'(0)=0 ‘

Im Resonanzfall: y(z) = %x sin(wx) ist die eindeutige Losung des AWPs

(,Die Erregerfrequenz iiberlagert sich mit der Eigenfrequenz [ des freien Systems.*)
Im Fall § # w ergibt sich als Losung: U(z) = WZ%BQ [ cos(Bz) — cos(wz)]

A A
Verlauf der Losung des AWPs, wenn 5 # w Verlauf der Losung des AWPs, wenn = w

/\A/\/\>
\/\/\/\

VL11.12.°06
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Kapitel 6

Asymptotisches Verhalten und
Stabilitat

Wir wollen in diesem Kapitel das asymptotische Verhalten (Langzeitverhalten) von Losungen fiir x — oo
und die Stabilitét von Losungen (stetige Abhiingigkeit vom Anfangswert) auf unbeschréinkten Intervallen
[0, +oo[ untersuchen.

Dafiir betrachten wir das AWP:

/ J—
{y((x)) = f@y) f: Do € R x RN — RY stetig, lokal Lipschitz-stetig bzgl. y
Y(Zo) = Yo

Des weiteren arbeiten wir in diesem Kapitel in R (nicht in €, wobei die meisten Ergebnisse auch in C
gelten.)

Definition 6.1 Seien f : D°ffer € RN+ — RN stetig, lokal Lipschitz-stetig bzgl. y auf D, y eine
Lésung der DGL y' = f(z,y) auf einem Intervall [xg, +oo] fiir ein xg € R, yo := y(xo).

Die Lésung heifst:
i) stabil : (auf [xo,+o0[ ), wenn gilt:
Ve>0 36>0, sodassVz€ RN mit |jyo— 20 <6

das AWP

() = f(a,2)
z(xg) = 20

eine Lisung z auf [xg, 00| besitzt und

ly(z) —z(2)]| <e  Va =z

ii) attraktiv : falls gilt:
36 >0, so dass Vzo € RN mit |lyo — 20| <0

das AWP
{z/(w) = f(z,2)

z(xo) = 20

eine Losung Z auf [xg, +oo| besitzt und

lim_[ly(z) - 2(2)] =0

r——+00

iit) asymptotisch stabil : | falls y stabil ist und attraktiv ist.
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iv) exponentiell stabil : falls 0,L,w > 0 existieren, so dass fir

Vzo e RV lyo — 20l <6
das AWP

z(xo) = 20

{z'(x) = f(z,2)

eine Losung z auf [xg,+00[ besitzt und

ly(z) — 2(2)|| < Lllyo — 2ol e =% Va >z,

Yo +€
yo+0 -

Yo — 0
Yo — €

Y

Yy~ (z)

Die Skizze ist wie folgt zu interpretieren: Die Funktion in der Mitte ist die Losung y. Sie ist umgeben
von zwei gestrichelten Funktionen der selben Art. Alle Losungen, die einen Abstand < § an der Stelle zq
von y haben, bleiben in einem e-Schlauch. Dabei sind y* und y~ zwei Beispiele fiir solche Funktionen.

Sie bewegen sich immer innerhalb des e-Schlauches.

Bemerkung:

1. exponentiell stabil = asymptotisch stabil = stabil.
2. Die Stabilitiatsbegriffe hingen nicht von der Wahl von zo ab, d.h. wenn y eine Losung auf
Ja, +o00[ ist, dann gilt y ist (exponentiell-/asymptotisch-/ -) stabil auf [z2, 4o00] .
<= y ist (exponentiell-/asymptotisch-/ -) stabil auf [z1, 400 , fiir beliebige z1,z2 > a.
(Beweis mit Satz 4.2, Satz iiber die gleichméBig stetige Abhéngigkeit der Losung des AWPs
vom Anfangswert auf kompakten Intervallen.)
3. Im Falle N =1 gilt: Attraktivitdt = Stabilitit.
Beweis: Sei y eine attraktive Losung und sei e > 0. Wéhle § > 0 geméf der Definition
der Attraktivitdt. Betrachte z* respektive 2z, die Losung des AWPs

{z/(;c) = f(m,zg respektive {z’(w) =f x,zg
2(330):21/0-1-5 ZIO):yO—§

Diese existieren fiir alle x > x¢ und es gilt:

lim |y(z) — zi(x)’ =0.

xToo
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Also existiert ein T' > xo, so dass

ly(z) — zi(a:)| <e Vo >T. (6.1)
Nach Satz 4.2 existiert § < %, so dass Vzo € R mit |yo — 20| < 5 die Losung z des
AWPs
Z'(x) = f(z,z2)
z(xo) = 2o
gilt:

ly(x) — 2(z)] < e Va € [xo,T].

Somit folgt, Vzo € R mit |z0 —yo| < 8, dass |y(z) — 2(z)| < e Yz > x0, da
gemif Eindeutigkeitssatz gilt: 2~ < 2(z) < 27 V2 > z0 und deshalb aus (6.1) die
entsprechende Ungleichung auch fiir z folgt. q.e.d.

4. Im Fall N > 1 folgt i.A. die Stabilitét nicht aus der Attraktivitét (siehe z.B. Aulbach , Gew6hn-
liche DGL*). Der Unterschied zwischen Stabilitédt und Attraktivitét in der Definition besteht
darin, dass bei der Stabilitdt ein z( existiert, ab dem alle Losungen einen Abstand < € zur
Losungen haben, wenn ihr Anfangswert an der Stelle o um weniger als § abweicht.

In der Definition von der Attraktivitit findet man fiir jede Lésung ein xo, ab dem dies gilt,
aber es kann fiir jede Losung ein anderes sein. Somit ist es moglich, dass man nie ein festes
o finden kann, so dass alle Losungen ab diesem Punkt in einem e-Schlauch liegen, falls ihre
Anfangswerte um weniger als § von unserer Losung abweicht sind.

Beispiele:
(a) lineares AWP :

{y’(x) =ay

o(20) = o (xo,0) e R* z€R (e € R)

Betrachte AWP zu anderem Anfangswert:

{Zgl(ﬂﬂ)_a'?] wi=y—7F w'(z) = aw
§(wo) = 7o w(To) = Yo — Yo
= |y(z) — (@) = |yo — Jo| e™*

Dann gilt:

e o <0: yist exponentiell stabil.
e a=0: vy ist stabil

e o> 0: y ist instabil.

(b) Betrachten wir das AWP 3" = Ay, y(0) = yo, wo A eine schiefsymmetrische
N x N-Matrix (d.h. A= —AT) ist und y : R — R". Dann ist die Lésung y durch
y(z) = e4? . yo gegeben, wobei e*? die Fundamentalmatrix ist. Wir rechnen nun
nach, dass y(z) = yo, d.h. dass y konstant ist. Betrachte das Skalarprodukt:

A=—AT

() = (Ay,y) = (y, A"y) —(y, Ay) 2™ Ay, y)

Also muss gelten (y',y) = 0. Nun ist aber

d 1

Y1
= S lv@I* = y) =pyi+ - +yvyy =0 mity_< : )
YN

Wir bemerken, dass aufgrund der Linearitit der DGL (wie in Beispiel 1) die
(exponentiell-/ asymptotisch-/ -) Stabilitdt einer Losung y des AWPs fiir
(yo1,y02) € R? #iquivalent zur (exponentiellen/ asymptotischen/ -) Stabilitét
der konstanten Nulllosung des AWPs ist.

Betrachte nun die DGL
Y1 ! _ 0 1 Y1
Y2 -1 0] \ye
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Es gilt:
Eigenwerte von [ % §] : A1 = +i, A2 = —i; zugehérige Eigenvektoren von

[fo]:o=(3"), e=m=(]).
Komplexes Fundamentalsystem: e**v1,e™ *“v2 und als reelles Fundamentalsystem

erhalten wir: (_ Cos(m)) , (Sin(x) ) Somit ergibt sich als Lésung des AWPs

sin(z) cos(z)

v = (52580 ) s (S0

und

= \/(yUQ sin(z) + yo1 cos(x))2 + (yo2 cos(z) — yo1 sin(:v))2

2
2 2 Yo1
=4/ + =
Yo1 T Yoz H (y02)

Folglich: Die Nulllssung (und damit jede beliebige Lésung des AWPs) ist stabil,
aber nicht asymptotisch stabil.

()@

VezeR

2

6.1 Autonome DGL

Wir Betrachte nun im Folgenden autonome DGL von der Form y/(z) = f(y) mit f : D°ffer ¢ RN — R»
lokal Lipschitz-stetig auf D.

Wir bemerken, dass autonome DGLen translationsinvariant sind, d.h. es gilt:

Ist y Losung von y' = f(y) auf dem Intervall [xg,+oo[ , dann ist z(x) = y(xz — x¢) eine Losung von
y'(x) = f(y) auf [0, 400 und es gilt: y ist (exponentiell-/ asymptotisch-/ -) stabil genau dann wenn
z (exponentiell-/ asymptotisch-/ -) stabil ist.

Daher kénne wir im Folgenden 0.B.d.A. annehmen, dass xy = 0 ist.

Definition 6.2 Eine Lisung y vony'(z) = f(y) heifit stationdre Lisung, falls y eine konstante Funktion
ist, die die DGL y'(z) = f(y) lost, d.h. y(x) =2z V2 € R und z eine Nullstelle von f ist. Jede solche
Nullstelle z von f heifit Ruhelage/(Gleichgewichtspunkt/kritischer Punkt).

Wir betrachten zunéchst den Spezialfall einer linearen autonomen DGL:
/ — A
v =4y 4 e RV (6.2)
y(0) = yo
In diesem Fall gilt:

Satz 6.1 Alle Lisungen von (6.2) sind:

i) stabil : wenn fir alle Eigenwerte A von A gilt: Re(A\) < 0 und auflerdem die Eigenwerte mit Re(\) =
0 halbeinfach sind.

In diesem Fall gilt:
||€Azy0|| < M lyol| Vr>0, VyoeRY

fiir ein M > 1.

Erinnerung: FEin Eigenwert A € C einer Matriz A € CN*N heifit halbeinfach, falls die geometri-
sche Vielfachheit gleich der algebraischen Vielfachheit dieses Figenwertes ist.

it) asymptotisch stabil :  falls fiir alle Figenwerte A von A gilt: Re(A) <0

In diesem Fall gilt:

Yw >0 mit s:= max Re(A) <-w<0
A EW von A

so dass
| e*yol| < M. [lyoll e~ Vo >0, VyeRY,
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mit M, > 1 geeignet, d.h. alle Losungen sind sogar exponentiell stabil.
Falls zusdtzlich alle Figenwerte halbeinfach sind, dann gilt sogar
HeAzyoH < M lyol| € fir ein M > 1 und mit s= max  Re(\) A Eigenwert von A.

A EW von A

iii) instabil :  falls mindestens ein Eigenwert A\ von A mit Re(\) > 0 existiert, oder falls ein Eigenwert

von A mit Re(\) = 0 existiert, der nicht halbeinfach ist.

Beweis: Erinnerung: Ein Fundamentalsystem von vy’ = Ay besteht aus Losungen der Form:

(e)‘””ﬁ(x)7 e** cos(fBx)r(x), e”sin(ﬁx)q”(w))

Mit A € R, (a+ip) € C (EW) 0 # p,¢,r : R — RY Polynome, und deg(p) > 0
(respektive deg(r),deg(q) > 0), genau dann, wenn A (respektive o + i¢3) nicht halbeinfach
sind. Die Pfeile iiber p, ¢, r sind Vektorpfeile und deuten an, dass es sich um Spaltenvektoren
handelt.

Somit gilt:

(i) <= alle Losungen in einem Fundamentalsystem von y'(x) = Ay sind beschréinkt auf
[0, 4+o0] .
<= alle Spalten der Fundamentalmatrix e® sind beschrinkt auf [0, +oo] .

& IM >1,sodass |[e?*]| <M Va>0 (||| zu].| gehorige Matrixabbildungs-
norm.

— dM>1: HeAwyOH < M |lyol| Vo >0, Vy RN
<= die Nulllgsung ist stabil
<= jede Losung ist stabil.

(ii) Eigenwertbedingung: Re(A) < 0 fiir alle EWe A von A.

<= alle Losungen eines Fundamentalsystems der DGL 3’ = Ay konvergieren fiir  — oo
gegen 0.

<= alle Losungen von y' = Ay sind asymptotisch stabil.
<= die Losung y = 0 ist asymptotisch stabil.

Sei w > 0 mit s < —w < 0. Dann gilt fiir jede Losung y; eines Fundamentalsystems:

lys(@)Il = [|e*pi()

< e |lpi(a)]l
<0

——
= exp ((s+w) fE) e " lpi(z)|l

beschrinkt auf Rt
< M;-e %" fir ein M; > 1

A

Mit M, = max M; folgt die Behauptung.

Es ist auch klar, dass, wenn alle EWe halbeinfach sind, und somit alle Polynome p; Grad
0 haben, die Ungleichung

lgi(@)Il < llpill -e>* Vie{l,--- N}
gilt und somit (*) auch mit —w = s gilt.

q.e.d.

13.12.°06
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6.2 Nichtlineare autonome DGL ¢’ = f(y)

Im Folgenden sei f : D°fer ¢ RY — RN lokal Lipschitz-stetig.

Problem: (asymptotische) Stabilitéit von Losungen der DGL ' = f(y) speziell von stationéren Losungen
(Ruhelagen).

Bemerkung;:
Ist y eine Losung der DGL ¢ = f(y) auf [0, 00[ und yeo := lim y(z) existiert in R, so ist Yoo eine
Ruhelage.

Beweis: komponentenweise gilt:

n—oo MWS mi fi
072 yitn+1) — yi(n) "= yi(n+0,) = fi(y(n+6n)) —2— fi(yso)
N—— N~ ©,€]0,1[ stetig

—Yoo,i —Yoo,i

= f(yo) =0, d.h. yoo ist Ruhelage.
q.e.d.
Mit Hilfe der obigen Bemerkung lésst sich das asymptotische Verhalten von Lésungen von skalaren

DGL nun leicht bestimmen.

Da zu ein

Beispiel:

y'(z) = ysin(y) =: f(y) lokal Lipschitz-stetig auf R
y(0) = yo

f ist linear beschrinkt (bzw. global Lipschitzstetig), also gibt es zu jedem yo € R genau
eine globale Losung des AWPs.

Ruhelagen: knr, k€ Z

f'(y) = sin(y) + y cos(y)
T F(0)=0
T f(mr)=-m<0
f(=m)==>0
*——r—/"‘/ fw) = fys) + f'(ys)(y — ys) + Rest

Fiir yo € ]0,7[ gilt dann y(z) € ]0,7[ Vz >0 = y/(z) = y(z)sin(y(z)) >0 Vo >0 = yist
streng monoton wachsend. Da y beschrankt ist, existiert

Yoo := lim y(z) €]0,].

xr——+00

Da nach obiger Bemerkung y., Ruhelage ist, folgt y, = 7.
Analoge Argumentation fiir beliebige Anfangswerte yo € R. Man stellt dabei u.a. fest:
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e Die Ruhelage 7 ist asymptotisch stabil mit dem so genannten Einzugsbereich ]0,2x[ , d.h. fiir
jeden Anfangswert yo € ]0,27[ konvergiert die zugehorige Losung fiir x — oo gegen .

e Die Ruhelage 0 ist semistabil, d.h. fiir yo € |0, 7| konvergiert die Lésung gegen  fiir z — +o0, fiir
Yo € ] — m,0[ konvergiert die Losung aber gegen 0 fiir  — +o0.

ADiese Argumentation lisst sich NICHT auf Systeme iibertragen! Dort gilt aber der folgende

SATZ 6.2 (LINEARISIERTE STABILITAT)

Seien f : D°ffer ¢ RN — RN stetig differenzierbar, y, eine Ruhelage und 7; die zugehorige

stationdre Losung. Weiter sei Jylys] = (gf?
')

) (ys) die Jacobimatrix von f in ys.
i,5€{1,--,N}
Dann gilt:
i) Wenn jeder Eigenwert von Jy[y,] strikt negativen Realteil besitzt, ist die zugehorige
Losung 7, exponentiell stabil.

ii) Besitzt mindestens ein Eigenwert von J¢[y,] strikt positiven Realteil, so ist 75 instabil.

Bemerkung;:

Wenn alle Eigenwerte von J[ys] Realteil < 0 besitzen und mindestens ein Eigenwert Realteil =0
hat, dann ist keine Aussage iiber die Stabilitdt der nicht-linearen DGL mdoglich.

Beispiel:

1) v = y*=: f(y), Ruhelage: y; = 0. J¢[0] = f’(0) =0 ~> Eigenwert=0
A

yo < 0~ Losung: y(z) = ﬁ -2 =y, " Durch elementa-
~1-

res Nachrechnen (Separation der Variablen) zeigt:
Das maximale Existenzintervall einer jeden positiven
Losung ist endlich = ¥y = 0 ist instabil.

S
-

Asymptote

)
2) y =0, ys = 0. Alle Losungen sind konstant. Damit ist die Nulllssung stabil, aber
nicht asymptotisch stabil. Es ist J;[0] = f/(0) = 0 wie oben.

8) v =~ = f(y) ~ye=0, Jy{0]=(0)=0 -~ Eigenwert 0.

A
ﬁ
Yo o — y >0

Also ist 7; = 0 asymptotisch stabil.

Beweis: Beweis von Satz 6.2
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i) O.B.d.A. darf angenommen werden, dass y;, = 0 (sonst gehe iiber zur DGL 2’ =
9(2), g(z) := f(z + ys); die Ruhelage 0 von 2’ = ¢(z) ist asymptotisch stabil genau
dann wenn y, asymptotisch stabile Losung von y' = f(y) ist und Jy[y,] = Jy[0].)

Da f stetig differenzierbar ist, ist

fy) = J¢[0] -y + r(y)
~—~— ~—
=:A =:g(x)

r(y) =0.

llyll

mit einem stetig differenzierbaren r mit lim
lyl|—0

Die DGL y’ = f(y) kann also in der Form
y' =Ay+r(y) (6.3)

mit A = J;[0] geschrieben werden. Sei nun y eine maximale Losung von (6.3) mit
y(0) =yo € RN,

Zu zeigen: Ye > 0 3§ > 0, so dass fiir alle yo € RN mit |yo|| < & die zugehorige
Losung y von (6.3) auf ganz [0, +o00[ existiert und

ly()] <e Vx>0 sowie lim y(z)=0.

xr—00

Nach der Duhamel-Formel gilt mit g(z) := r(y(z)).

x

y(z) = e yo + /eA(“‘“‘S)g(S) ds,

0
T

dh. y(z) = ey + /eA(Ifs)r(y(s)) ds Vo € Ihax , maximales Existenzintervall.
0

Nach Satz 6.1 existieren M > 1, w i 0 mit

e[| < Me== ¥ >o.

Waéhle nun k > 0 gentigend klein, so dass M -k—w < 0. Sei e > 0. Wahle dazu 0 < p < ¢,
so dass

{veRY: Iyl <p}c D wndauberdem [r)l <klyl Yyl <p, yeRY.
Sei nun 0 < § < p (zunéchst beliebig), yo € RY mit |lyo| < 4.

Sei nun 7™ := sup {T € Imax:  |y(@)|| <p Vo el0,T] }, wobei y Losung des AWPs

y'(z) = Ay +r(y)
y(O) = Yo
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Es folgt dann fiir alle z € [0,T*[ :

Iyl < 2] -ooll + [ e[ £l s
0

x

<M ool + M ke [ (o)) ds |-

0
z

= & y(@)| < M|yl JrM'k"/e“’m ly(s)l| ds
0 (s)
=:z(x) =z(s

Mit dem Lemma von Gronwall folgt:

2(z) = e ly(z)|| < M |lyo] = Ve (0,7
<0
dh. y(@)| < M- yol eMF =@ vae o, (6.4)
<M - lyoll < g, wenn § < ﬁ gewiihlt (6.5)

Wire T* < oo, wiirde wegen der Stetigkeit der Losung y gelten: ||y(T™)|| = p. Anderer-

seits gilt aber wegen (6.5) [ly(T™)|| < § éWiderspruch. Also ist T* = 400 und damit
existiert y auf [0,4o00[ . Da p < ¢, folgt aus (6.5) ebenfalls, dass ||y(z)|| <e Vz >0.

Aus (6.4) folgt schliellich, dass

lim_{jy(z)|| = 0.

Tr— 00

ii) siehe W.Walter: ,,Gewshnliche DGL*.

18.12.°06

Bemerkung:

Der Beweis von Satz 6.2 i) zeigt, dass unter den Voraussetzungen von i) die Ruhelage ys sogar
exponentiell stabil ist.

Problem: Was, wenn die EWe von J¢[y,] alle Re< 0 haben, aber mindestens ein Ew einen Re= 0 besitzt?

— Neue Methode zur Stabilitdtsuntersuchung notig!

Beispiel:

Mathematisches Pendel ohne Reibung: Nach Newton gilt: Kraft= Masse x Beschleunigung.

m‘tp”
In der Skizze ist die Tangentialkomponente der Schwerkraft ﬁg gegeben durch: ﬁmng = —mg-
sin()
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asselose starre Stange

/
C " System y ==z _ z
y' = —gsinly) —— { 2 = —gsin(y) — f:2) (9 sin(y)
~~ Ruhelage (k7), keZ
N physikalisch sinnvolle Ruhelage: () (Pendel hiingt senk-
AN recht nach unten), (7) (Pendel zeigt senkrecht nach oben)
I=1< \ Ruhelage: (7
N uhelage: (7))
\
\
) 0 1 us 0 1
AN —
o Ol oo (@]
A& .
- - F
\@--——" - 7 Damit erhalten wir als charakteristisches Polynom: \2—¢g =
Massepunkt M 0 = Eigenwertepaar: A\ = +,/g. Sate g2 (9 ) ist instabil.

der Masse m =1

Ruhelage: (§), Jr[5]=[20] ~ Eigenwertepaar: A = +i\/g = Re(EW)=0=
Prinzip der linearisierten Stabilitéit ist nicht anwendbar. Aber es gibt physikalisch motivierte

Erhaltungsgrofien.
2

z .
B(y.2) =5 +9 [ sinw) = Buan + By
z.B. E(y,2) = % — gcos(y). Es gilt:

%E(y(t),z(t)) =VE(y(t),2(t)) - (Z:Eg) = (gsin (y(t))aZ(t)) : <—gsfn(t()y(t))) =0

/

fiir jede Losung der DGL |y = 2, 2’ = —gsin(y) ‘, d.h. FE ist konstant entlang der Losungs-

kurve.

Wir werden sehen, dass solche Erhaltungsgrofien zur Untersuchung der Stabilitdt benutzt werden kénnen.
Zunéchst aber noch eine

Definition 6.3 Sei f : DVen ¢ RN — RN lokal Lipschitz-stetig. Eine stetig differenzierbare Funktion
E : D — R heifit erstes Integral der DGL y' = f(y), wenn gilt:

VE(y)- f(y) =0 Vy e D

Beispiel:

E(y,z) = é — gcos(y) ist ein erstes Integral von

y ==z
Z = —g-sin(y).

Bemerkungen:

(1) Alle konstanten Funktionen sind erste Integrale fiir jede DGL. Diese trivialen Integrale bringen
keine zusétzliche Information.

(2) Nicht jede DGL besitzt nicht-triviale erste Integrale.
Beispiel:

! — _
{y/ - ~ Losung: (y) ) = <y0> el <y0> €R? teR.
z = —Zz z z0 z0
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Angenommen, E : R? — R ist ein erstes Integral dieser; dann gilt:

_ —t —t tToo Yo 2
Blyo20) = B( yoe s 2o ) oo E(0,0) VQJER

—F0 —0
tT+oo tT+oo

d.h.
E(yo,20) = E(0,0) ¥V (y0,20) € R?,

also ist E konstant.
(3) Fiir zweidimensionale Systeme der Gestalt:

Y =ZH(y,z2)
Z, = _%H(?% Z)

(ein sog. Hamilton’sches System, H (y, z) heiit Hamilton-Funktion) ist die Hamilton-Funktion
H ein erstes Integral.

Beispiel:
Mathematisches Pendel: )
die Funktion E(y, z) = %-+g-cos(y) ist offensichtlich Hamilton-Funktion des Systems:

y =z
2 = —g -sin(y)

(4) Auch nicht-Hamilton’sche Systeme kénnen erste Integrale besitzen.

Beispiel:
Réauber-Beute-Modell:

v =yla—B2)
{2, gy >0 (6.6)

Testen, ob DGL Hamilton’sches System ist, d.h. ob €'-Funktion H : R> — R exis-
tiert mit 2 H(y,z) = y(a — Bz) und B%H(y, z) = —z(0y — ).
Ist dies der Fall, dann ist H sogar eine 4?-Funktion und es muss gelten:

? 92
H(y,z) = 878yH(y7z)

oyoz
Wir berechnen also 9 2H( z) | = 2( (o — B2)) =a—pFz (6.7)
oy \ 0z Y Oy Y n ’
wd S (FHW)) =~ (=) =du-r (69

Da (6.7)#(6.8)), ist (6.6) kein Hamilton’sches System.
Aber
E(y,z) —aln(|2|) = Bz +~In(Jy|) — oy

ist ein erstes Integral auf jedem der 4 offenen Quadranten (nachrechnen!)
Bemerkung:

Allgemein gilt fiir ein 2-dimensionales autonomes System:

/I
Z// = f(y, 2) mit f,g: peffer - R?2 . R #'-Funktionen:
2 =gy, z)

(1,2) = —4-9(.2) i D ()

Ay
ist notwendige Bedingung dafiir, dass das System ein Hamilton-System ist. Ist D einfach zusam-
menhéngend, dann ist (x) auch hinreichende Bedingung dafiir, dass das System hamiltonsch ist.

Fragen:
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(1) Welche Information liefert ein (nicht-triviales) erstes Integral?

(2) Wie findet man nicht-triviale erste Integrale?

Zunéchst zu (1) ((2)— spéter, vergleiche auch 10. Ubung)
Betrachte wieder das Mathematische Pendel im sog. Phasenraum, der y-z-Ebene.

In diesem kann man die sog. Trajektorien, d.h. die Bildmenge

{(y(t),z(t)), te I},

wobei (y, z) : I — R? Lésung der 2-dim. DGL, darstellen. Besitzt eine DGL ein erste Integral E, so
liegen samtliche Trajektorien in einer Niveaumenge E:

) 22 9 2 y2
Nc:{((yzz)eR : ?—gcos(y) =G CER)%(:U’Z)GR : +7:C+9756R}

d.h. die Niveaumengen sind annihernd ellipsenférmig:

Schlussfolgerung: Fiir beliebig vorgegebenes ¢ >
0 sei ¢ > 0 die grofite Konstante, so dass Nz noch
ganz in B:(0) liegt. Dann gilt mit § = ¢ > 0, dass
Y (y0,20) € R? mit ||(yo,20)||, < ¢ die Losung
des zugehoérigen AWPs ganz in B.(0) verlduft.

Es sieht so aus, dass die Existenz von ersten Inte-
gralen Stabilitdt der Ruhelage garantieren, aber
asymptotische Stabilitéit ausschlieflen.

Y

Bz(0)

Jetzt: mathematisch rigoros und allgemeiner:

Definition 6.4 Sei f : DU ¢ RN — RY lokal Lipschitz-stetig, ys Ruhelage, 17, zugehirige stationdre
Lésung.

Eine stetig differenzierbare Funktion
V:U—-R, UP"cD Ungebung von ys
heif$t:
(i) schwache Lyapunov-Funktion der DGL in ys, wenn gilt:

VV(y) - fly) <0  VYyeU

(i) starke Lyapunov-Funktion der DGL in ys, wenn gilt:

VV(y) fly) <0  VyeU\{ys}

Bemerkung:

Hiir |y| klein (Taylor)
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(1) V ist schwache (starke ) Lyapunov-Funktion auf U <=V fillt entlang Losungskurven,
die ganz in U verlaufen, (strikt) monoton, d.h.

AV (60) = TV ) V(0 = Vo) S0 < 0

fiir jede Losung y, die in U verlduft.

(2) Erste Integrale sind schwache Lyapunov-Funktionen.

Satz 6.3 Sei f : D°Fer ¢ RN — RN lokal Lipschitz-stetig, ys Ruhelage, 7, zugehorige stationdre
Lésung.

Sei V : U°fen — R schwache Lyapunov-Funktion der DGL y' = f(y) fiir die Ruhelage ys, ys € U.

Es gelte weiterhin:
V(gs) <V(y)  VyeU\{ys}

Dann ist ys stabil.

Beweis: O.B.d.A. y; =0 und V(0) =0.

(denn: y; stabile Losung von y' = f(y) <= 0 stabile Lésung von ¢y = fy), fly) =
f(y+ys) und V(y) = V(y +ys) — V(ys) ist schwache Lyapunov-Funktion von y’ = f(y) fiir

die Ruhelage 0 und V besitzt ein striktes Minimum 0 in O)
Sei € > 0 so klein, dass B.(0) C U.

Definiere m = m(e) = min {V(y); [ly|| =} > 0 nach Voraussetzung. Da V stetig, V(0) = 0,
existiert 0 < 6 < & mit

0<V(y) < Vy € Bs(0).

SE

Sei nun yo € Bs(0) und y zugehorige maximale Losung des rechtsseitigen AWPs
y'(z) = f(y)
y(0) = vo

Sei T* :=sup {T' >0, |y(z)]| <e Vzel0,T[}

Angenommen T < oo.

Dann folgt aus der Stetigkeit der Losung: ||y(T*)|| =e. Da t — V (y(t)) monoton fallend auf
[0, 7] ist, folgt

m < V(y(T*)) < V() < / dam > 0.

m
5"
Folglich T* = oo und 0 ist stabil. q.e.d.

20.12.706

Beispiel:
Noch einmal das Mathematische Pendel:

/!

y' = —g-sin(y)
Stabilitédt der Ruhelage (0,0) des zugehorigen DGL-Systems

y ==z
{ r_ : (*)
¥ = —g - sin(y)
Erstes Integral: E(y,z) = § —g-cos(y), (y,z) € R2, ist also schwache Lyapunov-Funktion
von (). Auflerdem gilt:
E(an):79<E(y72)a V(y,z)e]727r,27r[ xR

Es folgt mit dem Satz 6.3: (0,0) ist stabil (aber nicht asymptotisch stabil, da keine Energie,
z.B. durch Reibung verloren geht.)
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Satz 6.4 Voraussetzungen wie in Satz 6.3, allerdings sei nun'V : U — R eine starke Lyapunov-Funktion
der DGL fiir die Ruhelage ys. Weiter gelte:

Viys) <V(y) VyeU\{ys}

Dann ist ys asymptotisch stabil.

Beweis: 0O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass y; = 0, V(0) = 0. Nach Satz 6.3 gilt, dass 0
unter der Voraussetzung von 6.2 stabil ist.

Sei € > 0 mit B.(0) C U, und sei 0 < ¢ < € geméf der Stabilitidt von 0 gewihlt, d.h.:

y'(z) = f(y)
y(0) =wo
und ||y(z)|| <e Vx>0

die Losung des AWPs { existiert Va > 0

Yyo € RY mit||yo]| < d gilt:

Y

Sei nun yo € RN mit ||yo|| < J und y zugehorige Losung des AWPs.
Nach Voraussetzung ist die Funktion
z € [0,+o00[— V(y(z))
strikt monoton fallend. AuBlerdem ist V(y) >0, Vy € U. Somit existiert
Voo := lim V(y()).
Tr— 00

Angenommen V,, > 0. Da V(0) = 0 und V stetig, existiert 0 < o < d so ,dass

0<V(y) < Voo Vy e RY mit |y <o.

Also folgt o < |ly(z)]| <e  Va >0.Da K, := {y € RV;0 < [ly|| < ¢} kompakt und
y € U~ VV(y)- f(y) stetig ist, nimmt VV'(.) - f(.) Maximum und Minimum auf K, . an

und es gilt:

m = max VV(y) - f(y) <0.
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Dann ist aber

x d x <m
V(y(x)) = V(y) = / £V(y)(s) ds = /VV(y(s)) <f(s) ds<m-x Vo >0
0 0
— V(@) < Vo) +m-z !
——— —_——
TVOO(>O) :>—<>o7 da m<0

Folglich ist Vo, = 0.

Da B.(0) kompakt ist (denn dim(X) < oo!) und {y(z),z > 0} C B( B.(0), besitzt jede Folge

{Tn}tnen CRY, =z, o, +00 eine Teilfolge {xy, }ren mit x,, — 0o so, dass {y T, }keN

fiir & — oo konvergent gegen ein Element y., € B:(0). Es folgt

0=Vao = Iim V(y(@)) = lim V(y(wn,) [= Viyso):

Ty, Too stetig

Da yoo € B:(0) und V(y) > V(0) =0 Vy € B.(0)\ {0}, folgt yoo = 0. Da die Teilfolge
beliebig ist, folgt fiir die gesamte Folge y(x,) oo, 0, und somit lim y(z) = 0, d.h. 0 ist

xToo

asymptotisch stabil. q.e.d.
Beispiele:

1)

Q_
QQ
l\z

Offensichtlich gilt: (0,0) = y, ist Ruhelage.

VRN |
o= (778 moer redt®@)

Iy, 2)] = (?in _312> . J7[(0,0)] = (2 01> ~ EWe =+

— keine Aussage mit dem Prinzip der linearisierten Stabilitdt moglich.
Suche nun Lyapunov-Funktion. Versuche

(V]

V=Y +i @oer:

Ve (R?), V(0,0) < V(y.2) Y(y,2) € R*\ {(0,0)} (%)
a3

wnd TV(2) - f02) = ) (778 ) = v vt =2 <0 V(o) €

R2\ {(0,0)}.

= V ist starke Lyapunov-Funktion und erfiillt (x). Satz 04 (0,0) ist asymptotisch

stabil.

2) mathematisches Pendel mit Reibung Klassisches Modell (lineare Reibungskraft)
y' = - ky' —gsin(y), k>0
~—
Reibungskraft

Dabei ist die Reibung proportional zur Geschwindigkeit und ihr entgegengesetzt.
Allgemein ist eine Reibungskraft von der Form:

h(y') mit h € €*(R), h(0)=0 h(r)-r>0 VreR\{0}

(0]
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Betrachten wir hier einmal die kubische Reibungskraft: h(r) = kr3. Das zugehorige
DGL-System 1. Ordnung ist dann:

y ==z
2 = —kz3 — gsin(y)

Ruhelage: (0, 0).
Suche Lyapunov-Funktion: guter Kandidat: Energiefunktional

2
z
E(yaz) = ? —gCOS(y)7 (yaz) € R2
- ist €!-Funktion auf R2
-VEy7z-( c ):—kz4§0 V(y,2) € R?
09 s sty (v2)
=gsin(y),z —
=f(y,2)

Es folgt: E ist eine schwache Lyapunov-Funktion, aber da VE(y, 2) - f(y, z) = 0 auf R x
{0} ist E keine starke Lyapunov-Funktion. Da E in (0,0) ein lokales, striktes Minimum
besitzt, ist die Ruhelage (0,0) stabil.

Uber die asymptotische Stabilitit der Ruhelage (0,0) kann zum gegenwirtigen Zeit-
punkt noch keine Aussage getroffen werden, gleichwohl wir aus physikalischen Griinden
natiirlich erwarten, dass im Modell mit Reibung die Ruhelage (0, 0) asymptotisch stabil
ist.

Definition 6.5 Sei f : D°fer ¢ RN — RYN lokal Lipschitz-stetig. Eine Teilmenge T C D heifit
Trajektorie (oder Orbit/Bahn ) von y' = f(y), falls es eine mazimale Losung y : Ipaw — RN der
DGL y' = f(y) gibt, mit T = {y(x), T € Imam}.
Falls yo € D und y mazimale Losung des AWPs

dann heifst

y(fﬂ), HARS Imaz} dZe ijektom'e durch Yo
y(x); ¢ € Imag, > 0} die positive Halbtrajektorie durch yo
y(x); * € Iinag, = < 0} die negative Halbtrajektorie durch yo

Q
+
—~
<
=)
~— ~—
Il
Vot W autun Noutun)

Bemerkung:

Die Trajektorien einer skalaren, autonomen DGL 3y’ = f(y) sind entweder einelementige Mengen d.h.
({ys} mit ys Nullstelle von f )7 oder aber offene, beschrinkte oder unbeschriankte Intervalle.

Allgemeiner gilt:

Satz 6.5 Sei f: D°fer ¢ RN — RN lokal Lipschitz-stetig, yo € D, y zugehérige mazimale Losung
des AWPs

dann gibt es eine der 8 folgenden Mdglichkeiten:
1. Ina: =R, y(x) = yo VereR, yo Ruhelage von f und

O(yo) = 0" (yo) = 0~ (o) = {wo}
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2. Imaz = R und y ist nicht konstant, aber periodisch und

O(yo) = OV (yo) = O~ (yo) st eine geschlossene Kurve im RY

3. Die mazimale Losung y : Imax — RY st injektiv, also ist O(yy) eine doppelpunktfreie Kurve im
RN ohne ihre Endpunkte.

Beispiel:
A
z
Fall 3
o (yo)
Orbits fiir das Mathema-
tische Pendel (ohne Rei- Ruhelage {y}
bung) o)
ol s . S
ENSE2% ;

Man kann den ganzen Raum durch (sich nicht iiberschneidende) Trajektorien abdecken (das
liegt an der Eindeutigkeit der Losung des AWPs und daran, das fiir jeden Punkt yg € D eine
Losung des zugehorigen AWPs existiert. ).

Bemerkung;:

Im Fall N =1 (skalare DGL 1. Ordnung) kann der Fall2. nicht auftreten: es existieren keine periodi-
schen Losungen. Eine Losung der skalaren DGL 3’ = f(y) ist entweder konstant (= eine Nullstelle von
f), oder aber streng monoton wachsend oder fallend auf dem gesamten maximalen Existenzintervall.

08.01.707

Satz 6.6 Sei f: DoVer ¢ RN — RN lokal Lipschitz-stetig, yo,y1 € D. Dann gilt:

O(yo) = O(y1) oder O(yo) N O(y1) = 0.

Beweis: Angenommen, es existiert ein w € €(yo) N O(y1). D.h. es existiert 3 > 0 und
x9 > 0, so dass

y(z1390) = w = y(x2;91),
wobei fiir z € D, y(.; z) die maximale Losung des AWPs

bezeichnet.

Wegen der Translationsinvarianz der autonomen DGL y’ = f(y) ist dann:

y(- +x1590) = y(sw) = y(. + 22591)

7
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die maximale Losung des AWPs zum Anfangswert w, Imax(w) = —21 + Imax(yo) = —z2 +
Imax(y1). Somit:

ﬁ(yo) = {y(x yO) T € Imax(yo)}
{y(CC =+ ‘TlvyO T E—x1+ Imax(yo)}
(;

{y & € Inax(w) }
= ﬁ(w)

Analog: O(y1) = O(w), also O(yo) = O(y1). q.e.d.

Bemerkung:

Der Phasenraum ist demnach eine disjunkte Vereinigung von Aquivalenzklassen von Trajektorien.
Die Trajektorien besitzen eine natiirliche Orientierung, die wachsender z-Werte (x: unabhingige
Variable). Der Tangentialvektor an die durch einen Punkt y € D verlaufende Trajektorie ist f(y).
Dies erlaubt die Konstruktion von Richtungsfeldern im Phasenraum.

Beispiel:

Y

R
0-() o

Bemerkung: Diese DGL ist ein Hamiltonsches System und die Funktion E(y, z) = y; + %
ist ein erstes Integral. Da die Trajektorien in den Niveaumengen von F liegen, verlaufen die
Trajektorien, wie das Richtungsfeld vermuten lisst, kreisféormig um den Nullpunkt.

Allgemeiner: Bestimmung von Trajektorien nicht-stationédrer Losungen einer 2-dimensionalen DGL:

f,g: D" ¢ R? = R lokal Lipschitz-stetig.

2 eine maximale nicht-stationdre Losung der DGL. Dann gilt fiir jedes © € Inayx:

entweder f (y(z), 2(z)) #0  oder g(y(z), z(z)) # 0.

(Achtung! es kann verschiedene Punkte x1, 22 € Inmax geben, so dass f (y(21), z(z1)) = 0und f(y(z2), z(x2)) =
0. So auch in Beispiel 1.)

Sei I C Inax ein Teilintervall, so dass f(y(z),z(z)) #0 Va € I.=y:I — y(I) ist dann eine Bijektion
und der (Teil)Orbit kann umparametrisiert werden:

{(y(m),z(m)), x € I} = {(s,zoy‘l(s)); s € y(I)}

78
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1

und ¢ = z oy~ * ist Losung der skalaren DGL:

d.h.

Wenn diese skalare DGL explizit 16sbar ist, dann ergibt sich der Verlauf des entsprechenden (Teil-)Orbits.

Analog argumentiert dann, wenn g(y, z)(z) # 0 auf I (vertausche die Rollen von y und z.)

v =2(1-y*=2%)

Obige Methode im konkreten Beispiel: , 9 )
Z=y(l—y* =27

Ruhelagen: {(0,0)} U S1(0)
——

Einheitssphére

Berechnung nicht-stationdrer Losungen

Angenommen (y, 2) maximale Losung und ¢/ = 2(1 — y? — 2?) # 0 auf einem Teilintervall I. Dann
erhalten wir als DGL:

()=~ —glp=s=E =% 10 CeR ()
ps)= pp=s - = 5 )
o(s) 2
= p=*vs2+C
Bemerkung:
Parametrisiert man die Identitét (x) %2 = % +C (p=zoy ') wieder um, dann ergibt sich in
den alten Variablen: % = % + C, d.h. es ergibt sich auf diesem Weg ein erstes Integral fiir unsere
2

DGL E(y,2) = & — &

Der Verlauf der Trajektorien ist im folgenden Bild angedeutet:
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W/
Y
71N

(vergleiche auch die 10. Ubung: Berechnung eines ersten Integrales fiir das Réauber-Beute-Modell.)

Definition 6.6 Sei f: D ¢ RN — RN lokal Lipschitz-stetig.

i) Sei yo € D. Dann heifit z € D w-Grenzwert von yo, wenn es eine gegen +oo strebende Folge
{Zn}nen C RT gibt, mit lim y(x,;yo) = 2. Die Menge aller w-Grenzwerte heif$t w-Grenzmenge /w-Limesmenge
n—oo

von yo und wird mit w(yg) bezeichnet.

it) Sei yo € D. Dann heifit z € D a-Grenzwert von yy, wenn es eine gegen—oo strebende Folge
{Zn}nen C RT gibt, mit lim y(z,;y0) = 2. Die Menge aller a-Grenzwerte heifit a-Grenzmenge
n—oo -

/Ja-Limesmenge von yo und wird mit a(yg) bezeichnet.

i11) Eine Teilmenge .# C D heifit invariant (respektive (positiv-/negativ Invariant), wenn Vyo € A
gilt: O(yo) C M (respektive O (yo) C MO~ (yo) C A ).

Bemerkung:

1. Jede (positive-/negative Halb-) Trajektorie ist (positiv-/negativ-) invariant. (Dies folgt aus der
Translationsinvarianz von Lésungen)

2. Wenn A, B C D zwei (positiv-/negativ-) invariante Teilmengen sind, dann ist auch A U B
(positiv-/negativ-) invariant.
Insbesondere besitzt jede Teilmenge .# C D eine grofite (positiv-/negativ-) invariante Teilmen-
ge.

3. Ist V: D — R eine Lyapunov-Funktion fiir 4’ = f(y), dann ist jede der Subniveaumengen

Ne={yeD; V(y)<c}

positiv invariant.

Beweis: yo € Ne, V(yo) < c¢. Zu zeigen: O(yo) C Ne, d.h. zu zeigen ist: y(.;y0) €
N: Vx € Imax. Dies ist aber klar, da V' entlang y fillt und somit

V(y(:c;yo)) <V(y) <ec V2 € Imax x>0,

somit y(z;y0) € No V& € Imax, x >0. q.e.d.
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SATZ 6.7 EIGENSCHAFTEN VON w-GRENZMENGE N

Ubliche Voraussetzungen.
Wenn &7 (yo) beschrinkt und &+ (yo) C D, dann gilt:

0~ (yo) 6= (y0)
w(yo) # 0, w(yo) ist kompakt und invariant. Ferner gilt:
a(yo) a(yo)
lim  dist (y(z;90), w(yo)) =0 (%)
IT_OSO a(yo)

Beweis:

x Betrachte {y(n;yo)}neN. Da {y(n;yo)}neN C O+ (yp) und O+ (yo) kompakt, besitzt
{y(n; yo)}n cn eine konvergente Teilfolge
y(nK; yo) koo, Yoo, dannm ist aber Yoo € w(yg) und somit w(yy) # 0.

Bemerkung:
Das maximale Existenzintervall der Losung y(.;y0) D [0,00[ , denn wire Imax =
[0,IT[,I" < co, dann miisste entweder gelten:

limsup [|y(z; yo)|| = +o0,
z I+

was nicht der Fall ist, da &% (yo) beschrinkt ist, oder aber es miisste gelten, dass

hirTlIlJIrlf dist (y(m, Yo); 8D) =0,

was ebenfalls ausgeschlossen ist, da 0+ (y,) C D°"". Somit kénnen wir also tatsichlich
die Folge {y(n; yo)}neN betrachten.

* Da w(yo) C 01 (yo), folgt sofort w(yg) ist beschrinkt.

10.01.°07

* w(yo) ist abgeschlossen : Dazu zeigen wir, dass gilt:

wiyo) = () {v(sivo);s =z} = [ O (y(;00))

z>0 z>0

Beweis:

»C%: Sei n € w(yo); dann existiert x,, — 0o so, dass

lim y(zn;yo) = 1.

n—oo

Sei > 0 beliebig. Dann existiert ng € N so, dass z,, > x* Vn > ng. Dann gilt aber:
y(xn;y0) € OF (y(x590)) VY > no.

Day(x,;yo) —— 1, folgt: n € O+ (y(x, yo)). Dax > 0beliecbig=—=ne€ (| O+ (y(x;yo)).
x>0

,2% Seine (| OF (y(m;yo)) c N ot (y(n;yo)). Dann gilt also: Vn € N Jx,, > n mit
>0 neN

1
- ns < -
7 — y(zn; yo)|| -

Es folgt: z,, == 400 und y(z,;y0) —— 1, d.h. 7 € w(yo).
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q.e.d.

* w(yo) ist invariant :  Sei n € w(yo); es ist zu zeigen, dass (n) C w(yp), d.h. dass gilt:

y(x;n) €w(yo) Vo € Inax(n).

Sei also Tg € Imax(n). Da n € w(yy), existiert {T,}neny € RY, x, — oo, mit y(zn;y0) — 7.

Betrachte nun die Folge @, := zg + #,,, n € N. Dann gilt #,, —— 400 und

Y(@nivo) = y(xo + Tniy0)
=y(w0;y(zn;yo))  (wegen der Translationsinvarianz)
—_——
—n

n—oo
— y(zo,m)

da die Losung des AWPs stetig vom Anfangswert abhingt. Es folgt: y(xzo,7n) € w(yo), was zu zeigen
war.

Es bleibt (x) zu zeigen. Angenommen () gilt nicht. Dann existiert € > 0 und eine Folge z,, — oo, so
dass

dist (y(@n,y0),w(yo)) > € VneN (6.9)

Die Folge {y(xn;yo)}neN C O*(yo) und O+ (yo) ist kompakt, also existiert eine Teilfolge {2, }ren,

Ty, Ao, oo so, dass y(zn,;Y0) Lt N Yoo [T €in gewisses yoo. Aber dann gilt: Yoo € w(yo)-

Wegen (6.9) und der Stetigkeit der Distanz-Funktion gilt aber auch dist (yoo7 w(yo)) > e. Widerspruché
q.e.d.

SATZ 6.8 (INVARIANZPRINZIP VON LA SALLE)

Sei f: Doffer ¢ RN — RN lokal Lipschitz-stetig, V : D — R eine Lyapunov-Funktion der
DGL ¢y’ = f(y). Dann gilt fiir alle yo € D:

w(yo) C {y € D; VV(y) - f(y) = 0}.

Beweis: Sei yg € D. Wenn w(yo) = 0, ist nichts zu zeigen. Sei also 1 € w(yp). Angenommen
es gilt:
VV(n)- f(n) <0. (*)

Wie iiblich bezeichne y(.;n) die maximale Losung des AWPs
{y'@:) = )
y(0) =n
Betrachte nun die Funktion v(z) := V (y(z;n)), 2 € Imax(n). Nach (x) gilt:
v'(0) =VV(n)- f(n) <0.

Da x — v'(z) = VV(y(x;n)) : f(y(x;n)) stetig, existiert eine Umgebung [0,¢], & > 0, so
das v'(xz) <0 Vaz €[0,e]. Insbesondere existiert also g € [0, €] mit:

v(@o) = |V (y(xoin)) S V)| =)

Andererseits gilt: V ist fallend entlang der Losung y(.;y0). Da n € w(yo), existiert z, — oo
mit y(zn;yo) — 1.
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Sei nun x > 0 beliebig. Dann existiert n € N mit z,, > x und somit V(y(x,yo)) >
V(y(gcn; yo)) Mit n — oo folgt wegen der Stetigkeit von V:

V(y(z,50)) 2 V(n) Ya=>0 (6.10)
-1
—
Da y(z + @n;y0) = y(z;y(zn;yo))  (Translationsinvarianz+ stetige Abhéngigkeit vom An-
—

——y(zm)
n-— oo

fangswert) folgt aus (6.10) angewendet mit z = xg + x,,, da V stetig mit n — oo:

V(y(zo.n)) = V(n).

Da auch V (y(zo,n)) < V(n), folgt der Widerspruch. q.e.d.

Korollar 6.1 f : D°fen ¢ RN — RN lokal Lipschitz-stetig, V : D — R Lyapunov-Funktion von
vy = f(y), ys € D eine Ruhelage,

Vys) < V(y) Yy #ys in einer Umgebung von ys.

Dann gilt: Wenn {ys} die grifite positiv invariante Teilmenge von {y eD;VV(y) fly) = 0}, dann ist
ys asymptotisch stabil.

Beweis: Wenn V eine starke Lyapunov-Funktion ist, dann folgt sofort y, ist asymptotisch
stabil.

Interessant ist die Aussage also nur, wenn V eine schwache Lyapunov-Funktion ist. Dann
folgt aus der Voraussetzung, dass y, stabil ist. Fiir € > 0 beliebig existiert also 6 > 0, so dass
Vyo € D |lyo — ys <6 gilt:

das AWP y'(z) = f(y) besitzt eine (eindeutige) Losung y(x;yo) auf [0, +o00],
y(0) = %o und [[y(z;y0) — ysll <& Vz >0.
(6.11)

Sei &€ > 0 so klein gewdhlt, dass {y € D; ||y — ys|| < e} C D und eine zugehériges § > 0
gewéhlt, so dass (6.11) gilt. Betrachte dann: yo € D, |lyo — vs|| < 0.

Dann folgt sofort aus (6.11): & (yo) ist beschrénkt und 0+ (yo) C D.

Nach Satz 6.7 gilt dann: w(yg) # @ und w(yy) invariant, insbesondere positiv invariant. Nach
Satz 6.8 gilt auch:
w(yo) C{y € D; VV(y)- f(y) =0} = A"

Nach Voraussetzung ist {ys} die grofite positiv invariante Teilmenge von 4. Also folgt dass
w(yo) = {yo}, denn sonst wire w(yo) U {ys} eine echt grofere positiv invariante Teilmenge
von 4. Dann folgt aber

Jimy(@390) = s,

und somit ist ys asymptotisch stabil. q.e.d.
Anwendung auf mathematisches Pendel mit Reibung:

Yy =z ny B B 5 e
{Z/ = —k2z3 — gsin(y) <Z) =fly,2) = (—kz3 — gsin(y)) , iR R

Bereits gezeigt:
*(0,0) ist Ruhelage

*Viy,2) = é — gcos(y) ist schwache Lyapunov-Funktion.
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*V(0,0) < V(y,2) Y(y,2)# (0,0) in einer Umgebung von (0, 0).
Wir zeigen nun: Es gilt auch: {(O, 0)} ist die grofite positiv invariante Teilmenge von

{(y,2) €] =7, 7 xR;  V(y,2)- f(y,2) = 0}
{th)e]—ﬂyw[xR; —kz3:0}
|—m

;[ x{0}

Sei ndmlich y € | — m,n[ y # 0, dann ist:

Y

Die Losung lauft aus dem Punkt (y,0) heraus =
{(y,0)} ist nicht invariant.

Also: {(07 O)} ist die grofite positiv invariante Teilmenge von

{2 e |=mnl xR VV(y.2)- f(y.2) = 0}
T

1
= (0,0) ist eine asymptotisch stabile Ruhelage.

Bemerkung;:

Meist wendet man in den Anwendungen wie im obigen Beispiel eine geeignete lokalisierte Fassung
von Korollar 6.1 an.

15.01.°07

Abschlieflende Bemerkung:

Wir haben in diesem Abschnitt nur das einfachste Verhalten von Lésungen, die Konvergenz gegen
eine Ruhelage, untersucht.

Losungen konnen aber auch gegen Grenzzyklen konvergieren, d.h. sich den Orbits von periodischen
Losungen anndhern.

Beispiel:

1Folgt mit Korollar 6.1 angewandt mit % anstelle von D.
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stabiler Fall instabiler Fall

Grenzzyklus: Orbit einer periodi-
schen Funktion

() =) rar-a(Y)

Allerdings ist die Lokalisierung und die Untersuchung der Stabilitdt solcher Grenzzyklen wesentlich
schwieriger als im Falle von Ruhelagen.

Zum Lokalisierungsproblem folgendes partielles Resultat:

SATZ 6.9 SATZ VON POINCARE-BENDIXSON

f,g: D°"» ¢ R? — R lokal Lipschitz-stetig, (yo, z0) € D, maximale Losung von

v\’ _ <f (v, Z))
z 9(y, 2)
o= ()

Wenn ﬁ+((y0,zo)) C D beschrinkt und w((yo,zo)) keine Ruhelage enthilt, dann ist
w((y0,20)) ein Grenzzyklus.

Ein analoges Resultat ist fiir grofiere DGL-System (N > 3) nicht richtig.

Allgemeiner geht man fiir N > 3 zum Studium von so genannten Attraktoren , d.h. invarianten Teil-
mengen A C RY iiber, die die Eigenschaft haben, dass eine Umgebung U von A existiert, so dass A die
Losung zu Anfangswerten in U anzieht.

lim dist (y(z;uo); A) =0 VugeU.

r— 400

Falls ein solcher Attraktor alle Losungen zu beliebigen Anfangswerten anzieht, heifit dieser auch globaler Attraktor.

Interessante Fragen:

e Wann existiert ein nicht-trivialer Attraktor/globaler Attraktor?
e Was ist der Anziehungsbereich eines Attraktors?

e Welche Dimension hat der Attraktor?
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Kapitel 7

Bifurkation: Verzweigung von
Ruhelagen

Wir untersuchen parameterabhéingige DGL vom Typ:

e (@) ode Y= I@E)
v =fa) (1) od {zf:f(y,z,a> ©

wobei o € JIntervall

C R ein Parameter ist, und f, g den Standardvoraussetzungen geniigen.
Frage: Wie dndert sich das Phasenportrait in Abhéngigkeit vom Parameter a?

Klar ist: Eine Variation des Parameters a fiithrt zu einer quantitativen Verdnderung der Losung und
somit des Phasenportraits.

Aber gibt es einen kritischen Punkt, an dem eine abrupte qualitative Verdnderung stattfindet, etwa

* eine stabile Ruhelage yo(cp) wird zu einer instabilen Ruhelage (oder umgekehrt).
* eine Ruhelage geht in mehrere Ruhelagen iiber

* aus einer Ruhelage entsteht ein Grenzzyklus (nur im Falle 2 dimensionaler Systeme).

Ein solcher kritischer Punkt wird dann Verzweigungspunkt/Bifurkationspunkt genannt und die abrupte
Verénderung im Phasenportrait Verzweigung/Bifurkation.

Bemerkung:

Natiirlich ist die Fragestellung auch fiir DGL-Systeme hoherer Dimension interessant. Allerdings ist
fir N < 3 die Anzahl der moglichen Klassifikationen der méglichen Verzweigungen, die auftreten
kénnen, nicht bekannt.

Beispiel: Verzweigung fiir skalare DGL vom Typ (1).

Ly =fy,a)=ay—y’ =yla—y°)
Ruhelage: fiir

(a) a>0: —/,0,y/a instabil

S -

—v/a 0

Y
A
Y

E_

N

asymptotisch stabil
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(b) aa=0: einzige Ruhelage: 0

>T< >
0
asymptotisch stabil
(¢) a<0: einzige Ruhelage: 0 - -
e | -~ -
0
asymptotisch stabil
Also: (a,y) = (0,0) ist ein Verzweigungspunkt.
Verzweigungsdiagramm in der (y, a)-Ebene: (Heugabelverzweigung)
@ stabile Ruhelage
O instabile Ruhelage
— > - Beachte: Es kann auch vorkommen,
dass oberhalb der y-Achse stabile Ru-
: E helagen liegen, oder das die 'Heugabel’
— > - nach unten zeigt!
—> -
—_—> -~
2.y =fy,0)=ay—y’=yla—-y), acR
e a <0: Ruhelagen: 0, instabil - -
@
asymptotisch stabil
e a=0: einzige Ruhelage: 0 -

semi stabil

e o> 0: Ruhelagen: 0,

A

asymptotisch stabil
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Verzweigungsdiagramm: (Verzweigungspunkt: (0, 0))

A
«
-~ e -~
-~ e -~
- N -— ® stabile Ruhelage
-— ) —> -— O instabile Ruhelage
-—
-—
< Y
< <
< —_—> <
< —_—> <
< —_—> <
< —_—> <

3.y =flya)=a-y*, a€cR
Verzweigungsdiagramm: « > 0 : Ruhelagen: +1/a  Sattelknotenverzweigung
A

(07

@ stabile Ruhelage
Oinstabile Ruhelage

Y

17.01.707 Wann ist ein Punkt (yo, ) kein Verzweigungspunkt?

Satz 7.1 Gegeben: [ : D°F» ¢ R®* — R, f € €*(D) firk > 1, (yo,a0) € D mit f(yo,0) = 0.
Gilt f,(yo, o) # 0, so gibt es eine Umgebung U x V wvon (yo, ag) und eine €*-Funktion g : V. — U mit
g9(ao) = yo und f(g(e),a) =0 VaecV.

Aufer den Ruhelagen (g(), ), a €V, besitzt y' = f(y,a) keine weiteren Ruhelagen in U x VY

Beweis: Satz iiber implizite Funktionen. q.e.d.

1Das bedeutet, dass das autonome, nicht parameterabhingige System in U XV keine weiteren Ruhelagen

y' = f(y,2)
2/ =0

besitzt.
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V- r---m - Wenn f,(yo, &) # 0 dann ist nach Satz 7.1 (yo, o) kein Verzwei-

gungspunkt.

Punkte (yo, ) mit fy(yo, o) # 0 heiflen hyperbolisch.
Entsprechend bezeichnet man Punkte (yo, ao) mit f,(yo, ) = 0
als nicht-hyperbolisch.

Y

Bemerkung;:

Die Bedingung, dass fy(yo, o) # 0 ist hinreichend dafiir, dass in (yo, ao) keine Verzweigung statt-
findet, aber nicht notwendig (siehe Ubung).

Anders ausgedriickt: Die Bedingung fy(yo, o) = 0 ist notwendig, aber nicht hinreichend dafiir, dass
(yo, o) ein Verzweigungspunkt ist.

0O.B.d.A. betrachten wir im Folgenden nur die Ruhelage (yo,ap) = (0,0). (Der allgemeine Fall ldsst sich
durch die Transformation y — y — yp, & — a — g darauf zuriickfiihren.)

Wann liegt in einem Verzweigungspunkt eine Sattelverzweigung vor?

Es gelte im Folgenden f € €2(D), D°fe» ¢ R?, der Punkt (0,0) sei nicht-hyperbolische Ruhelage, d.h.

f(0,00=0
fy(0,0) =0

(%)

Satz 7.2 Wenn zusditzlich zu (%) gilt:

fa(0,0) #0
fyy(oao) 7é Oa

dann gibt es eine Umgebung U x V wvon (0,0) und eine €*-Funktion h : U — V mit h(0) = 0 und
f(y,h(y)) =0 VyeU. Weiter gilt:

(i) Die DGL y' = f(y, ) besitzt in U X V keine weiteren Ruhelagen aufer {(y, h(y)); ye€ U}

(ii) h besitzt in 0 ein strenges, auf U globales Extremum,

W) =0, 10 =208 2

(i) fiir o =0 ist die triviale Ruhelage y = 0 semistabil.
(iv) Fir jedes o € h(U) \ {0} besitzt die DGL zwei Ruhelagen y_(a) < 0 < y4(a) und es gilt:

* Falls fy,(0,0) > 0 dann ist y_ (o) asymptotisch stabil, y+(a) instabil.
* Falls fy,(0,0) <0 dann ist y4(a) asymptotisch stabil, y_(a) instabil.
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Mogliche Verzweigungsdiagramme bei einer Sattelknotenverzweigung:

A

fyy(0,0) >0
fa(0,0) <0

fa(0,0) >0 o)
fyy(0,0) >0

superkritische
Verzweigung

subkritische
Verzweigung

Bemerkung:

A

«
<« P —> -« § —>
- ) —> - N —>
<< g —> <« N —> ]
«——> _ <« —»
Y

fyy(0,0) <0
fa(0,0) >0

fa(0,0) <0
f4y(0,0) <0

- —> y, -~ —»
<« <« —> < F—> |
—> < «— § —> < ¢ —> -
-— ) — <~ @ —> <

Falls fiir einen Verzweigungspunkt (yo, o) gilt, dass fiir a > ao mehrere Ruhelagen auftauchen,

(a<ap)

dann heifit die Verzweigung superkritisch (subkritisch). Falls sowohl fiir o > ag als auch fiir a < ap
mehrere Ruhelagen entstehen, dann heifit die Verzweigung transkritisch

Beweis: Die Existenz der Funktion A und die Eindeutigkeit der Ruhelagen (y7 h(y)) in einer
Umgebung U x V von (0,0) folgt wieder mit dem Satz iiber implizite Funktionen.

(ii) Es gilt also: f(y, h(y)) =0 Vy e U. Differentiation der Gleichung liefert:

Da fo(0,0) # 0,

Somit ist

Fy(u () + fa(y, h(y)) - W' (y) =0

VyeU.

fo stetig, sowie h(0) = 0 und h stetig, kann nach eventueller Verklei-
nerung der Umgebung U angenommen werden, dass f, (y, h(y)) #0 VyeUl.

W (y) =

Jyy: 1)
Ja (yv h(y))

VyeU.

= h/(0) = 0 und durch Differenzieren ergibt sich die Behauptung fiir A" (0).

(iii)

0)=0
fy(0,0) =

f(-,0) hat im Nullpunkt ein Maximum oder Mini-
= mum, d.h. ist in einer ganzen Umgebung von 0 ent-

weder < 0 oder aber > 0 = 0 ist semistabil.
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(iv) h(0) = 0, A'(0) = 0, A’(0) # 0 = es existiert eine Umgebung [a,b] C U von 0,
a < 0 < b, so dass h auf [a,0] sowie auf [0,b] streng monoton, und 0.B.d.A. kénnen a
und b so gew#hlt werden, dass h(a) = h(b). Dann hat h fiir alle o € h([a,b]) genau zwei

Urbilder:
y— (o) <0 <yy(a)

Untersuche nun noch die Stabilitdt dieser beiden Ruhelagen: Betrachte dazu die Funk-

tion:

f(y) = fy(y7 h(y))7 yeU.
Da f(0) = £,(0,0) =0, f'(0) = fy(0,0) + f,a(0,0) - o) = '

=0

(0) = fyy(070) # 0,

wechselt f das Vorzeichen in 0. Ist etwa fyy(O 0) > 0 dann gilt also f/(0) > 0 und

F(y-(a).0) = fy(y-(a).0) <0 < fy(y+(a),a) = f(y+(a), 0),

somit in diesem Fall:

y,a) >0 fiiry <y ()
) <0 fiiry >y_(«)

= y_(a) asymptotisch stabil

= y_(«) ist asymptotisch stabil und yy () ist instabil. Fall: f,,(0,0) < 0 analog.

22.01.°07

7.1 Transkritische Verzweigung

Betrachte die DGL ¢ = f(y, ) mit f: D°fer c R2 = R f € ¥*(R?).
A

ap + € —

Wir nehmen an, dass (yo, @) eine Ruhelage der DGL ist, N
0

die zudem eingebettet ist in eine Schar von Ruhelagen
(9(e),0), a€lag—e,a0+¢[ (e>0).

0.B.d.A. nehmen wir im Folgenden an, dass ag =0, yg = g — € — A
0 und g(o) = 0 Va €] —¢,¢[. (Durch Transformation
y—y—gla), « = a—aqg ist es immer moglich, auf diesen

q.e.d.

Fall zu reduzieren.)
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Weiter nehmen wir an, dass in o = 0 ein Stabilitdtswechsel der trivialen Ruhelage stattfindet, und zwar
genauer, dass folgende so genannte Transversalitdtsbedingung gilt:

a — f,(0,a) wechselt in o = 0 das Vorzeichen, d.h. f,,(0,0) # 0 (7.1)

Satz 7.3 Unter den obigen Voraussetzungen gelte zudem

fyy(0,0) # 0. (7.2)

Dann gibt es eine Umgebung % x ¥ von (0,0) in R? und eine €*-Funktion h : % — ¥ mit h(0) = 0
und

fly,h(y) =0 Vyez.

Weiter gilt:

(i) Die DGL y' = f(y, ) enthdlt in % x ¥V keine weiteren Ruhelagen aufer den trivialen (0,a), « €
YV und denen auf dem Graphen (y, h(y)), yEU.

1 fyy(010)
2 " fya(0,0) #0

(i) h ist streng monoton, h'(0) = —
(it1) Fiir « = 0 ist die triviale Ruhelage semistabil.

(iv) Voo € ¥\{0} besitzt die DGL y' = f(y, o) genau eine nicht triviale Ruhelage in % . Ist fyo(0,0) > 0,
dann gilt: fiir a <0 ist 0 instabil und die weiteren Ruhelagen asymptotisch stabil.

Ist fya(0,0) <0, gelten die umgekehrten Eigenschaften.

mogliche Verzweigungen einer Transkritischen Verzweigung:

A
« «
—> < —>
—> —> <
—> —> <
—> S S - > —> < —>
s - —> —> < >
—> < —> —> —>
—> —> Yy —> P —>
-5 -— > —> S - 5
—> - — —> - —_—>
—> S —
—> S D ——>
fyy(0,0) — — - fyy(0,0)
fya(0,0) >0 fya(0,0) <0
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£4s(0,0) <0 Ao o fus(0,0) <0

fya(oa O) >0 —_—> - —> f’ya(oa O) <0
<— <
< <
-— — S — -
<0 - < —> 0 <
< P> < <

< < Yy < P> -
- — - -— —> -~
-— —> - - —> <
—_—> -~ R S
—_—> -~ R S
-~ —_—> -~

Beweis: Beweisidee: Wir wissen, dass gilt: f(0,0) = f,(0,0) = f(0,a) = fa(0,0) =
faa(0,a) =0 Va€]—e¢,e[. Wir konnen daher f schreiben als
fly;0) =y-9(y,q) ()

mit einer Funktion g € €*(D), so dass

g(o7 0) =0, ga(oa 0) # 0.

Folglich kann der Satz iiber implizite Funktionen auf g angewandt werden. Dieser liefert
dann eine Umgebung % x ¥ von (0,0), in der die DGL w’ = g(w,«) nur die Ruhelagen
(y,My)), y € %, sowie die triviale Ruhelage (0,), « € ¥, besitzt.

Da ¢ in (%) gegeben ist durch: g(y, @) = fol fy(Oy, ) dO ergibt sich durch Differenzieren der
Gleichung g(y, h(y)) =0

94(0,0) + ga (0, 2(0)) 1’ (0) = 0
1
94(0,0) _ fo Ofyy(0,0) dO©
d

T 0.0 T [T 60,0 0

direkt h'(0) = —2 L4y (9.0) (vergleiche (ii)).

2 fya (0,0)
Weiteres Studium von h und analoge Betrachtungen wie im Beweis zum Satz 7.2 liefern die
weiteren Behauptungen. q.e.d.

7.2 Heugabelverzweigung

Voraussetzungen wie oben. Insbesondere gelte also: f(0,a) =0 Va €] —¢g,e[, &> 0,in ap=0 finde
ein Stabilitdtswechsel der trivialen Ruhelage statt und die Transversalititsbedingung fy,q(0,0) # 0 gilt.

(= f,(0,0) =0).

Satz 7.4 Wenn auferdem gilt f € €3(D) und f,,(0,0) =0, fyy,(0,0) # 0, dann gibt es eine Umge-
bung % x ¥ won (0,0) und eine €*-Funktion h: % — ¥ mit h(0) =0 und f(y,h(y)) =0 Vye%.

Weiter gilt:

(i) Die DGLy' = f(y, ) besitzt in % XV keine weiteren Ruhelagen als die triviale Ruhelage (0, @),
¥ sowie (y,h(y)), yeEX.

[OAS
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(i) h besitzt in O ein strenges lokales Extremum, h'(0) =0, h”(0) = f%% #0

(111) Fir a =0 ist 0 asymptotisch stabil, wenn fy,,,(0,0) <0, sonst instabil.

(iv) Yoo € h(%) \ {0} gibt es neben der trivialen Ruhelage genau zwei weitere Ruhelagen: y_(a) <
0 < yy(«). Falls die triviale Ruhelage instabil ist, sind y_(«),y+(a) asymptotisch stabil; falls 0
asymptotisch stabil ist, dann sind y_(a),y4(«) instabil. Die triviale Ruhelage 0 ist fir o < 0
asymptotisch stabil und fir oo > 0 instabil, falls fyo(0,0) > 0 ist, ansonsten ist die Situation
umgekehrt.

Beweis: Beweisidee:Wie in Satz 7.3 schreibe f(y,«) = y- f(y, a) und wende den Satz iiber
implizite Funktionen auf g an. q.e.d.

Verzweigungsdiagramm im Fall f,,(0,0) > 0, f,,,(0,0) <0

Die Zeichnung der 3 weiteren Verzweigungsdiagram-
me sei dem Leser iiberlassen.

Bei 2-dimensionalen Systemen der Form

{y/ = f(yv Oé)

2 = g(z, a)

kénnen ebenfalls Verzweigungen von Ruhelagen der oben beschriebenen Art untersucht werden (eine
Ruhelage — mehrere Ruhelagen, Stabilitdtswechsel), aber es kénnen auch andere Formen von Verzwei-
gungen auftreten, etwa an einem kritischen Punkt Parameterwert ag eine Ruhelage in einen Grenzzyklus
iibergehen (so genannte Hopf-Birfukation).

24.01.°07
Beispiel einer Hopf-Bifurkation
Y =—z+yla—y’ —27
2 =y+z2(a —y* - 2?)
Dann gilt:

x Va € Rist (0,0) die einzige Ruhelage.
x Va <0ist (0,0) asymptotisch stabil. (Fﬁr a < 0 folgt dies sofort mit dem Prinzip der
linearisierten Stabilitéit fiir o = 0 mit Hilfe der Lyapunov-Funktion V (y, z) = % + é)

* Ya > 0ist (0,0) instabil (folgt mit dem Prinzip der linearisierten Stabilitét.)
Aber es gilt auch:
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* Va > 0 besitzt die DGL eine periodische Losung
(Ya(2), 2a(2)) = (Varcos(z), Vasin(z)), z€R

Dann gilt: S 5 = 07 ((v/,0)) = w((v/@,0)) (S /& Sphére um (0,0) mit Radius ) und man
kann zeigen, dass

dist ((y(a:),z(x)),S\/a) =20

fiir alle Losungen der DGL (zum Parameter o) die nicht gleich der trivialen Nulllésung sind
(d.h. S /5 ist ein Attraktor).

Verzweigungsdiagramm:

Y
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Randwertprobleme

Anwendungsbeispiel:

Die Temperaturverteilung in einem diinnen Stab der Liange L > 0 mit isolierter Oberfliche
kann durch die DGL

/!

(k(2)U'(2)) = f(z),  x€[0,L]
modelliert werden.
- k(x) ist der Warmeleitkoeffizient
- U(xz) ist die Temperatur im Stab am Ort  z € [0, L]

- f(z) ist die duflere Warmequelle/-senke

In diesem Modell ist es nicht natiirlich, eine Anfangsbedingung vorzuschreiben vom Typ

U)=m
U/(O) =172

sondern eine so genannte Randbedingung an beiden Réindern des Intervalls [0, L]. Etwa:

1. ‘ U0)=U(L)=0 ‘, d.h. die Temperatur wird an den Stabenden konstant 0 gehalten:

Dies ist die so genannte homogene Dirichlet-Randbedingung.

Allgemeiner: ‘ U0)=a,UL)=b ‘, a,b € R ’nicht homogene Dirichlet-Randbedingung’

2. ‘ U'(0)=U'(L)=0 ‘ homogene Neumann-Randbedingung , d.h. die Enden des Stabes sind isoliert,
so dass kein Warmefluss stattfindet.

Allgemeiner: ‘U’(O) =a,U(L)=b ‘, a,b € R ’'nicht-homogene Neumann-Randbedingung’, d.h.
der Warmeflufl wird an den Enden konstant gehalten.

3. ‘ U(0)=a,U(L)=0b ‘, a,b € R ’gemischte Randbedingung’ , d.h. an einem Ende wird die Tem-
peratur konstant gehalten, am anderen Ende der Warmefluf3.

8.1 Randwertprobleme fiir lineare DGL 2. Ordnung

Betrachte den Differentialoperator
(Lu)(z) := az(z)u” (z) + a1 (z)v/(z) + ap(z)u(x), = € [a,b (a,b€R, a<b)
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und den Randdifferentialoperator

mit
x C; D 2 x 2 -Matrizen
% ag,a1,aq € %([a,b])

Wir wollen das RWP

{Lu =/ auf [a, D]
Ru=n

mit f € %([a, b]), n € R? auf Existenz, Eindeutigkeit und Eigenschaften einer etwaigen Lésung unter-
suchen (z.B. auf Positivitét).

Dabei verstehen wir unter einer Lésung u stets eine klassische Losung, d.h. eine Funktion u € €2 ([a, b]),
die die DGL (Lu)(z) = f(x) Yz € [a,b] und zusétzlich die Randbedingung Ru = 7 erfiillt.

Bemerkung:
Wahlt man

u(a) =m

u'(a) = n2

x C =[}8],D =0, dann ist die Bedingung RU = n = (1) von der Gestalt { , d.h.

eine Anfangsbedingung.

x C=[L8],D=[%9], dann lautet Ru =17 :

(ZEZ))) - (Z;) Dirichlet-Randbedingung

x C=[045]1.D=1[§9], dann reduziert sich Ru = n auf die Neumann-Randbedingung

’
<Z’(((bl))) = (Z;) Neumann-Randbedingung

Bei entsprechender Wahl von C' und D kénnen ebenso gemischte Randbedingungen und auch die so
genannten Robin’schen Randbedingungen

{a1u(a) + azu/(a) =m
Bru(b) + B2/ (b) = m

formuliert werden.

Im Folgenden gelte stets: az(z) # 0 auf [a, b].

SATZ 8.1 FREDHOLM-ALTERNATIVE

Unter den obigen Voraussetzungen gilt:
e Entweder : besitzt das RWP

{Lu =/ auf [a, b]
Ru=n

fir alle f € %([a, b]) und alle € R? eine eindeutige Losung
e oder : das zugehorige homogene RWP

Lu=0
Ru=0

besitzt eine nicht-triviale Losung.
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Beweis: Sei {u1,us} ein Fundamentalsystem der homogenen DGL Lu = 0. Dann ist die
allgemeine Losung der inhomogenen DGL Lu = f, f € ¢([a,b]), von der Form

u(z) = up(x) + crus (z) + ca(x) x € [a,b] c1,00 €R,

wobei u, eine partikuldre Losung der inhomogenen DGL Lu = f ist. Eine Losung des RWPs

Lu=f

Ru=n
erhélt man, wenn dies moglich ist, durch geeignetes Anpassen der Koeffizienten ¢1,¢o € R.
Es muss gelten:

= Ru=Ru,+C <C“‘1E“§ + 02“2(‘1)) (Cm(b) + C2U2(b))

+ coub(a) cruf (b) + coub(b)

)+ (o )] (2)

besitzt nur die triviale Nulllosung.

Aus unseren Voriiberlegungen folgt dann aber (mit u, = 0), dass das Gleichungssystem

RO+ M ()

O0=n=
— 0=M(2)

nur die triviale Losung (¢l ) = () besitzt.

D.h. aber gerade, dass det(M) # 0, d.h. invertierbar ist, und dann folgt sofort, dass fiir
beliebige n € R? und beliebige partikulire Lésungen u, das Gleichungssystem

n= Rup,+ M (¢;)

eine eindeutige Losung (¢, ) € R besitzt. Somit folgt die Existenz und Eindeutigkeit einer
Losung des inhomogenen RWPs

Lu=f

Ru=n

fiir beliebige f € ¢([a,b]) und beliebige n € R?. q.e.d.
Die allgemeine Situation fiir ein inhomogenes RWP
{Lu =f
Ru=n
stellt sich wie folgt dar:

e entweder : Das RWP ist eindeutig 16sbar <= das homogene RWP ist nur trivial 16sbar

Beispiel:

v ' +y=0
y(0) =1, y(g) =1
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~» Fundamentalsystem der DGL: cos(z),sin(z). Allgemeine Losung der DGL: y(z) =
¢1 cos(x) + co sin(x).
Randbedingungen:

1 =9(0) = ¢1 cos(0) + cosin(0) = ¢4
™ T . (T
1=y <§> = ¢1 COS (§> + co sin (5) =cy
~» Das RWP besitzt die eindeutige Losung y(z) = cos(z) + sin(x)
e oder : Das RWP besitzt keine Losung

Beispiel:

y'+y=0 auf[0,7]
y(0) = 1,y(r) =1

Die allgemeine Losung ist von der Form: y(x) = ¢; cos(z) + ¢ sin(x)

Anpassen der Koeffizienten:

1=y(0)=ca } 4

1 =y(m) = c1 cos(m) + cosin(m) = —¢1
= unl6sbar.
e oder : Das RWP besitzt co-viele Lésungen

Beispiel:

y"+y=0 auf [0,7]
y(0) =1,y(m) = —1

mit analoger Rechnung finden wir:

1101

} =—>c1 =1, ¢y € R beliebig
-1 = —C1

= Das RWP besitzt die co-vielen Losungen y(z) = cos(z) + cosin(z) ¢z € R.
29.01.°07
Satz 8.2 Gegeben sei das RWP

ey +d=0 b
{y tey auf [a, B a,b,c,deR, a<b

yla) =y(b) =0
Dann gilt:

(i) Falls % —d >0, dann besitzt das RWP nur die triviale Losung y = 0.

(i) Falls % —d < 0, dann besitzt das RWP nur die triviale Losung y = 0, falls 1/% —d-(b—a) kein
ganzzahliges Vielfaches von w ist, andernfalls besitzt das RWP oco-viele Losungen.

2

Beweis: Charakteristische Gleichung: \> + cA+d=0 ~ Ma=—5E\/ T —d
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1. Fall : % —d > 0; dann ergibt sich als Fundamentalsystem der DGL: e*®, e*2® mit
A1 # Xo. Die allgemeine Losung der DGL ist also von der Form: y(z) = cje’?® +

CQe)‘”, c1,c2 € R.

Randbedingungen —-

eMa et [ (0
eMb oAb ey ) T \0O
N————’
=:J
det(J) = et atreb _ phibtdza 20

<= Aa+ Aab = Ab+ Aaa

<:>)\1(,af’b7 = AQM

=)A= Ay
Aber Ay # Xo. Somit ist det(J) # 0 = (ci) = (§), d.h. das RWP besitzt nur die
triviale Losung y = 0.

2. Fall : % — d = 0; dann ergibt sich als Fundamentalsystem: e~3%, ze~ 2% und als allge-
meine Losung der DGL: y(z) = c1e™3% + cowe™ 2%, ¢1,c0 € R.

e”2% ae 3% (1) _ (0
e"3b pe3b | \ep) T \O
—_————

Da det(J) = be= 3070 — ge=5(0F0) = (h —a)e3(a+b) £ folgt (&) = (9) und wieder
——
#0

Randbedingungen —-

ist das RWP nur trivial 16sbar.
3. Fall : %—d < 0; dann ergibt sich als Fundamentalsystem: e~ 2% cos ( d— f) ,e" 3% sin ( d— %

wir erhalten als allgemeine Losung der DGL:

2 2
y(x) = cre” 2% cos <\/d— c433> + coe 2% sin (\/d— c4x> , c1,c0 €R

Randbedingungen =—-

—<a c? a c?

e~ 2%cos d—a e 2%gin d—4a> (C1> B (0>

e~ 5bcos d— ffb) e~ 2bgin d— fb) €2 0
=:J

1
und det(.J) = e~ 2(a+b) {cos( d—fa) -sin( d—f)—sin (wd—fa) cos( d—fb)}:

e 50+ gy < d— %(b - a)) =0 /d-— %(b—a) = kn fiir ein k£ € R und in die-
~——

#0
sem Fall besitzt das Gleichungssystem und damit auch das RWP oo-viele nicht-triviale
Losungen.

Falls /d — %(b — a) kein ganzzahliges Vielfaches von 7 ist, ergibt sich wieder nur die

triviale Losung (¢} ) = (§) und das RWP ist dann nur trivial losbar.

q.e.d.

IDie Gleichheit folgt mit dem Additionstheorem: cos(y)sin(z) — cos(z) sin(y) = sin(x — y)
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Zuriick zum inhomogenen RWP

{Ly =y" +c(x)y +d(2)y

x € [a, b
Ry =n

Wir nehmen im Folgenden an, dass die Randbedingung von der Form

vl 508 BAG-©

ist (d.h. 'Robin’sche Randbedingung’), so dass die Randbedingung getrennt in den Randpunkten formu-
liert werden kann:

Ry = aqy(a) + ay'(a) = m
Ray := Bry(b) + B2y (b) = 2

Weiter sei das homogene RWP

Ly=20
Rly:0
ng:O

nur trivial 16sbar, d.h. es gilt:

det (0 [iale) o) *P e i) #O

wobei u1, us ein beliebiges Fundamentalsystem von Ly = 0 bilden

(sieche Beweis vom Satz zur FREDHOM-ALTERNATIVE).

Dies ist dquivalent zu

oo ([ o) o 1) e (G Rz o

(Insbesondere muss also gelten: (v, az) # (0,0) und (B4, 32) # (0,0))
Vereinfachungen des RWPs sind moglich:
1. O.B.d.A. werden wir im Folgenden stets annehmen, dass [a,b] = [0,1] , denn es gilt: ist u €
%¢?([a,b]) Losung des RWPs
Lu=f auf [a,b
Riu=m
Rou =1

dann ist v(z) := u((b— a)z + a) eine klassische Lésung des folgenden RWPs auf [0, 1]:
v+ &) +d(x)v=f auf[0,1]
O}U(O) + dgv’(O) =1
Brv(0) + B20'(0) = 72

wobei

F@) = (- @ F((b - a)a +a)

&(z) = (b—a)e((b—a)z + a)

d(z) = (b— a)?d((b—a)z + a)

- ~ - 16} . _
o =a, B=p, a= 52:72(1, m="mn, 7N2=71s
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Umgekehrt gilt: Ist v klassische Losung des RWPs auf [0, 1], dann ist u(z) = v (”g:g) , € la,b
Losung des RWPs auf [a, b].
Insbesondere gilt auch: das homogene RWP auf [a,b] ist nun trivial 16sbar, genau dann wenn das
homogene RWP auf [0, 1] nur trivial 16sbar ist.

2. Man kann sich stets auf den ’halb homogenen’ Fall mit n; =7, =0, f € €([0,1]) zuriickziehen.

Sei w eine ¢?-Funktion mit Ryw = 7, Row = 1 (eine solche ist leicht zu finden; Ansatz:
w(z) =co+ a1z + o2 + cs2®, ¢ €R, i€(0,1,2,3))

Wenn dann v eine klassische Losung des halbhomogenen RWPs

Lv=f—Lw auf0,1]
Rl'UZO
RQU:O

dann ist © = v + w die eindeutige Lésung des inhomogenen RWPs

Lu=f
Riu=m
Rgu =12

3. Mit Hilfe einer geeigneten Transformation kann auch der Term 1. Ordnung c(z)y’ der DGL "weg-
transformiert” werden. Dies werden wir in der Ubung betrachten.

Betrachte von nun an deshalb nur noch das RWP

=:Lu
' + c(x)u +d(z)u = f
R1u =0
RQU =0

Es gelte weiter: das homogene RWP sei nur trivial 16sbar, d.h.

det ([R““ R“‘?D £0, (x)

Rgul RQ’UQ

wobei u1, uy ein beliebiges Fundamentalsystem von Lu = 0 bilden.

Bekanntlich kénnen wir nun das RWP l6sen. in dem wir zunéchst eine beliebige partikuldre Losung der
DGL Lu = f bestimmen, den Ansatz y(z) = yp(x) + crui(x) + cous(x) wihlen und dann die freien
Konstanten c1,ce € R geméfl den Randbedingungen anpassen. Wir werden im Folgenden eine andere
Losungsmethode kennenlernen. Dazu gehen wir zunichst von einem beliebigen Fundamentalsystem zu
einem dem RWP ’angepassten’ Fundamentalsystem iiber.

Lemma 8.1 Sei {uy,ua} ein beliebiges Fundamentalsystem von Lu = 0 und es gelte ().
Dann ist {vi,v2} definiert durch:

U1 = C11U1 + C12U2 y ci1 = Riug  cr2 = —Riwg
mi

Vg = Ca1U1 + Co2U2 co1 = Rouy  c12 = —Rouy

ein Fundamentalsystem von Lu = 0 und es gilt: Ryv; = 0 und Ravs = 0.

Beweis:

* Riv1 = Rius - Riuyg + (—Rlul) - Rius =0
Analog Rove =0
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(Ul ’02) nachr;chnen (U/l le) |: R1U2 R2U2 :| = J7 det(J) 7é 0 wegen (W)

V] vh u) —Ryu1  —Rouy
—_————

1regu1"ahr1
also ist (v ZZ) reguldr, d.h. {7)1"02} ist ein Fundamentalsystem.
q.e.d.

Bemerkung:

Wenn (x): det ([g;ﬂ g;zz ]) # 0 nicht erfiillt ist, dann existiert im Allgemeinen kein Fundamental-

system {vl‘vz} mit Riv; = 0 und Rovs =0
Beispiel:
W +u=0
u(0) =u(m) =0
~» Fundamentalsystem cos(z), sin(z) . Aber es existiert kein Fundamentalsystem {1)1

mit v1(0) = 0, v2(m) = 0 (nachrechnen)

)

Nun erinnern wir uns daran, dass eine partikuldre Losung von Lu = v + ¢(z)u’ + d(x)u = f gegeben
ist durch die 1. Komponente der Funktion

o) = (141)) = / IO (1)

- [0 50 s [ w6 ] ()
:ﬁ(— Wronskideterminante
N / ) (el ) o

(Variation der Konstanten-Formel)
31.01.°07

— (o) = [ 2 as - [P s as
0 0

Da g(z) = 01 ;f,(zgf( ) ds - vi(z) eine Losung von Lu = 0, folgt dass auch y,(z) = y1(z) + g(x) eine

Losung von Lu = f auf [0, 1] ist. Diese partikulére Losung ist also von der Form:

yp_/mvg(;/)(u; d8+/101(3:w/) f(s) ds
0

Definieren wir die Funktion G : [0,1]?> — R durch

va(z)vr(s) -
) = | it A S R (R
) () 5> o

1Das liegt daran, dass { u1 ’uz} ein Fundamentalsystem ist

2Fundamentalmatrix von (§1) = (33) (¥2) + (f(oz))
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so konnen wir die partikulédre Losung von Lu = f schreiben als:

= /G(x,s)f(s) ds, z € [0,1].
0

Diese partikuldre Losung y,, erfiillt auch die Randbedingung des RWPs.

Riyp = a1yp(0) + a2y, (0)

_O‘lo/lvl(Igf)( )( 5) £(s) ds + as W&f Wﬂf + Ul )z];)(s)f(s) ds

=G(0,s)
1
S
= (alvl( + OéQUl S
=Ri1v1=0 0

Analog rechnet man die 2. Randbedingung Rsy, = 0 nach. Somit ist y, die gesuchte eindeutige Losung

des RWPs.
Lu=f
Rlu = RQU =0

Die Eigenschaften der Funktion G sind:

1. G ist eine stetige Funktion auf [0,1]%; G ist auf Dy = {(z,s) € [0,1]*; s < z}, sowie auf Dy =
{(x, s)€[0,1]% s> J;}, zweimal stetig partiell nach z differenzierbar.

2. G 'macht beim Durchlauf der Diagonalen einen Sprung der Hohel’.
Gy(x4+0,2) — Gy(x —0,2)

=1lim Gz +h2) - Glz,2) — lim Gz —h,z) — G(z,x) =1
h10 h A 7
denn  Gy(x+0,x) :UQ(I;C/)(QJ;)(QC)’ Golz —0,2) = L (;IC/)(U;)(Z‘)
= Gu(r+0,2) — Gz(x — 0,2) :”é(x)v1($%/—($vi(x)v2(x)
W) _
W (x)
3. V(z,s) €0,1>: LG(,s)=0 (s#ux)
UQ(x)vl(s) , (x,8) € Dy
denn: o 1)02(5 v s
Wi ) (x.8) €Dy
%  Lua(a), (w,s) € Dy
O J—
e Low(), (w,5) € D =0
=0
R <0 vselo
oGl 5) =0 Vs €0.1]
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. o = g (wlvAs) _vals)
denn:  R;G(.,s) R1< ) ) Riv1 =0

analog folgt RoG(.,s) =0

Satz 8.3 Fulls eine Funktion v : [0,1]> — R die obigen Eigenschaften 1-4 erfiillt, dann gilt:

Vfe?(0,1]) isty(z) = /fy(x,s)f(s) ds, x€][0,1]
0

die eindeutige Losung des RWPs

Lu=0 auf[0,1]
R1U = RQU =0

und vy ist die einzige Funktion mit diesen FEigenschaften.

Beweis: Eindeutigkeit: Seien 71,72 : [0, 1]> — R zwei Funktionen mit den Eigenschaften 1-4.
Dann: V f € €([0,1]) ist

1 1
/’yl(%s)f(s) ds:/’yg(x,s)f(s) ds Ve [0,1],
0 0

denn dies ist die eindeutige Losung des RWP

u=20
Rlu = RQU =0
Sei zg € [0, 1]; wéhle dann

f(s) : =m(zo,5) —v2(z0,5), se€l0,1].

e ([0.11)

=>/ v1(x, s) ’)/2(33,8)) (71(x0,s) —’}/2(330,8)) ds =0 Ve 0,1]
0

1
insbesondere 2
= / v1(xo, s 72(:170,5)) ds=0
fiir zg
0

= 71(20,8) = 72(20, 5) Vs e[0,1]

Da xq € [0, 1] beliebig gewiihlt war folgt: 71 = 72 auf [0,1]2. Da G wie oben konstruiert die
Eigenschaften 1-4 hat, folgt somit, dass die Funktlon G durch die Eigenschaften eindeutig
bestimmt ist. Da wie oben gesehen y(x fo )ds, x € ]0,1], Losung des RWPs
ist, folgt die Behauptung. q.e.d.

Definition 8.1 Die eindeutig durch 1-4 bestimmte Funktion heifft GREEN’SCHE FUNKTION des RWPs

Lu=f
Rl’u:RQu:O
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Beispiel:
RWP
y" = f(z) auf[0,1]
y(0) =y(1)=0

Charakteristische Gleichung: A2 = 0 ~» Fundamentalsystem: 1,z von der DGL y” = 0.
Uberpriife:

w(mn Tl 2o = (8 ) e ([ 1) 0

Gehe iiber zu einem neuen Fundamentalsystem {vq,v2} = {z,2 — 1}. Dies erfiillt offenbar:
Riv1 = Ravy = 0. Das homogene RWP

Lu=0
Rl’ZL:RQU:O

ist demnach nur trivial 16sbar. Somit besitzt das RWP eine GREEN’SCHE FUNKTION.

sl s<p s(e—1), s<zx
G(x,s)Z{x(Sll) S; :{(( ) _m , (x,8) €[0,1]2
T

Das inhomogene RWP
{y” =1 auf RWP

y(0) =y(1)=0
besitzt demnach die eindeutige Losung

x

1 1
/G(x,s)-lds:(ac—l)/sds—i—x/s—lds
0 x

0

y(z)

2

|8

8.1.1 Bedeutung der Green’schen Funktion fiir semilineare Probleme

Betrachte ein RWP fiir folgende semi-lineare DGL:

Ly = f(z,y,y') auf[0,1] mit Ly =" + c(x)y’ + d(z)y
Riy=Ryy=0

Wieder nehmen wir an, dass das homogene RWP

Ly=0 auf0,1]
Riy=Roy=0

nur trivial 16sbar ist. Somit besitzt das RWP eine Green’sche Funktion G(z, s), (z,s) € [0,1]%

Sei im Weiteren f : [0, 1]x RxR — R stetig. Wenn u € ¢%([0, 1]) eine klassische Losung des semi-linearen
RWPs ist, dann ist « insbesondere eine klassische Losung des inhomogenen linearen RWPs

Lu=f auf0,1]
Rlu = RQU =0
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mit f(z) = f(z,u(z),v(z)), =€]0,1], und fe % ([0,1]).

Somit ist aber dann v von der Form:
1
u(r) = /G(a@s)f(s) ds, x €10,1],
0

d.h. u ist Losung der Integralgleichung.
1
u(z) = /G(:c,s)f(s,u(s),u'(s)) ds, x € 10,1]. (%)
0

Umgekehrt gilt: Ist u € € ([0,1]) eine Lésung der Integralgleichung (%), dann ist u € €2([0,1]) und u
16st das semi-lineare RWP
{Lu = f(x,u,u’)

Rlu: RQU =0

Somit ist die Existenz einer Losung des semi-linearen RWPs auf die Existenz eines Fixpunktes der
Abbildung

¢:¢"([0,1]) — €*([0,1])

1

u /G(x,s)f(s,u(s),u'(s)) ds

0

zuriickgefiihrt.

Bemerkung:

Wenn die Nichlinearitét nicht explizit von u’ abhéingt, kann das Fixpunktproblem auch in € ([0, 1])
formuliert werden.

05.02.’07 Betrachte folgendes semi-lineares RWP

Dann gilt:
Satz 8.4 Sei f:[0,1] x R — R stetig, global Lipschitz-stetig bzgl. y, d.h. ex existiert

L>0: [f(z,y) = flz,9)l <Lly—ygl, V.

Gilt L < 8, dann gibt es genau eine klassische Lisung u € ‘52([0, 1]), vom semi-linearen RWP (%)

Beweis: Eine Funktion u ist eindeutige klassische Losung von (%) genau dann, wenn u €
‘5([0, 1]) und u ist eindeutiger Fixpunkt der Integralgleichung:

u(z) = [ G(z,s)f (s, u(s)) ds, z € [0,1],
/

wobei G(z, s) die eindeutige GREEN’SCHE FUNKTION des RWPs
y' = f()
y(0) =y(1) =0
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ist (siehe letzte Vorlesung).
Betrachte die Abbildung:

6:¢([0.1]) — %(0,1])

1

U /G(x,s)f(&u(s)) ds

0

Diese ist, da G auf [0,1])? stetig und f stetig, wohldefiniert. CK([O, 1}) ausgestattet mit der
||| .o-Norm ist ein Banachraum. Weiter gilt fiir u,a € €([0,1]),

16(u) () — 6(i) ()] < / G, 9)] | (s,u(s)) — £(s,a(s))| ds
0

1
§L~/|G(x,s)| ds - u— il Ve € [0, 1]

0

Erinnerung (siehe letzte VL):

Glr.5) s(z—1), 0<s<z<l1
z,s) =
z(s —1), 0<z<s<1
Also  |G(z,s)| = sl —2), Osssesl
’ z(1—s), 0<zx<s<l1
und somit
1 x 1
/|G(x,s)| ds:(l—x)/sds—i-x/(l—s)ds
0 0 T
x? 1 =z r x?
=(1—z)=— log—=—4+Z2)=...=22 2
(1—2x) 5 —|—x< -5+ 2) 5 g
Nebenrechnung:
Bestimme das Maximum von 3 — % auf [0, 1]:
22\ 1 1
[ e > =
(2 2) 3 x70<:>:1c72
=>£fm—2nimmtma inm—lan = ma f,ﬁ _11 1
2 2 mEE M T 2 T 2/ T4 878
und es folgt:
1
/\G(m,s)| dsgé Ve eo,1]
0
somit:
_ L _
|p(u)(z) — ¢(@) ()| §§||u7u||Oo Vz €[0,1], d.h.
_ L -
lo(u) = (@)l < 3 lu—allo

1
falls L < 8 folgt: ¢ ist strikte Kontraktion = ¢ besitzt einen eindeutigen Fixpunkt wu.
Nach unserer Voriiberlegung ist u die eindeutige klassische Losung von () q.e.d.

IMit dem Banach’schem Fixpunktsatz
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Anwendungsbeispiel:

y" = sin(y)e” =: f(z,y) auf [0, 1]
y(0) =y(1) =0

besitzt eine eindeutige klassische Losung, denn f : [0,1] x R — R ist stetig, global Lipschitz-
stetig bzgl. y mit Lipschitzkonstante e < 8.

(da fy(x,y) = cos(y)e” und J?[%,}i] {|cos(y)e*|} = e).
yeER

Frage: Ist die Verallgemeinerung der Ergebnisse auf nicht separierte Randbedingungen und lineare DGL
hoherer Ordnung moglich?

Etwa fiir DGL mit periodischen Randbedingungen der Form:

y'+y=0 auf [0, 1]
y(0) =y(1)
y'(0) =y'(1)
oder fiir DGL n-ter Ordnung;:

Y™+ ana @)y 4 ag(a)y = f(2)
+Randbedingung

Antwort: Im Prinzip ja. Schreibe DGL als System 1. Ordnung,.

Y1 0 1 ... 0 U1 0
y = _ +
0 0 1 : : :
Yn —ap(z) ... .. ... —ap_1(x)| \wn 0
A(z)

und Randbedingungen der Form: Ry = Cy(0) + Dy(1) =0

mit n x n-Matrizen C und D.

Wenn ¢(x) eine Fundamentalmatrix der DGL y' = A(z)y ist, dann wissen wir:

T 0
yp(z) = ¢(x)/¢_1(s) 0 ds, x € [0,1],
0 f(@)
0
ist eine partikuldre Losung von y' = A(x)y + 0 und die allgemeine Losung dieser DGL ist von der
f(=)

Form:

C1 C1

y(@) = yp(z) + oz) [ © ], o[ e R
Cn Cn

Aus der Randbedingung folgt:

Dy,(1) + (C¢(0) + Dp(0)) [ = | =0.

=:M Cn
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Offensichtlich gilt wieder die FREDHOLM-ALTERNATIVE:

Y = Ax)y
Ry=0

ist genau dann nur trivial 16sbar, wenn das inhomogene RWP fiir jede rechte Seite f € €([0,1]) eine
eindeutige Losung besitzt und dies ist genau dann der Fall, wenn M regulér ist. In diesem Fall ergibt
sich :

C1 1 0
| =-ve) [t |
Cn, 0 f(x)
Somit ist die eindeutige Losung des halbhomogenen RWPs
0
v =Aly+ |
f(x)
Ry=20
gegeben durch:
z 0
(o) = / Hx)6 (5 2 ds - / S)M Do (s | : | ds
f(:c) f(x)
1
= /G : ds, wobei
0 f(r)

¢($)( w— M~1D¢(1))p(s), 0<s<z<l1
—p(x)M 1Dd) ~1(s), 0<z<s<l

)

(
P(x) M1 Cp(0)p~ (s), 0<s<z<l
—p(z)M~'Dg(1)¢7(s), 0<a<s<1

Da die Losung des RWPs fiir die skalare DGL n-ter Ordnung durch die 1. Komponente von y gegeben
ist, ergibt sich wegen der speziellen Form der Inhomogenitéit des Systems 1. Ordnung als Losung des
RWPs fiir die skalare DGL n-ter Ordnung

y(z) = / o(e9)f(s)ds,  ze[0,1], mit g(z,s) = (G(z,5), | ()
0

der rechte obere Eintrag der matrixwertigen Funktion G .

Bemerkung:

(*) ist die gesuchte Integraldarstellung der eindeutigen Losung des RWPs fiir die DGL n-ter Ord-
nung.

Man kann zeigen: Die Funktion g ist eindeutig charakterisiert durch die folgenden Eigenschaften:

1. g ist stetig auf [0,1]? und fiir jedes s € [0,1] ist ¢ (n — 2)-mal stetig partiell differenzierbar bzgl.
x auf [0,1]2.

1B, — M—1D¢(1) = M—1Ce(1)
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2. Auflerhalb der Diagonalen ist g n-mal stetig differenzierbar bzgl. . und

§n—1) (n—1)
W!}(x +0,2) — W!J(I

—0,z)=1 Ve [0,1].
3. Vsel0,1]:
Lg(.,s) =g(z,s) + anfl(x)g(n_l)(xvs) + - +ao(z)g(z,s) =0 Va #s.

4. Vs €]0,1] erfiillt g(., s) die Randbedingung. Diese Funktion g heifit GREEN’SCHE FUNKTION des
RWPs fiir die DGL n-ter Ordnung, und wie gesehen ist

y(x) = /g(x,s)f(s) ds, xel0,1, Vfe %([O, 1])
0

die eindeutige Losung des RWPs

Y a1 (@)D 4 ao(e)y = £ ant [0,1]

Yy Y
y' y'
¢ : (0)+D : (1)=0
Y= Y=

Somit sind wir auch, jedenfalls theoretisch, in der Lage Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen fiir Losun-
gen von semi-linearen RWPs hoherer Ordnung der Form

v+ ap1 @)y + o+ ag(@)y = f(zyy ™Y
+Randbedingung

zu treffen. Die explizite Berechnung der Green’schen Funktion ist i.A. allerdings schwierig.

8.2 Maximums- und Vergleichsprinzipien fiir lineare RWP

Betrachte jetzt wieder RWPe fiir DGL 2. Ordnung mit separierten Randbedingungen:

Lu= ‘ u’ + c(x)u + d(z)u = f‘ auf [a, b]

{ Riu = aqu(a) + agu/(a) = ny

RQU = ﬁlu(b) + ﬁQUl(b> =12

mit ¢, d € %([a,b]), a,bya;, Bim €R i=1,2 a<b
07.02.°07

Lu:=u" + c(z)v +d(z)u  ¢,d € € ([a,b])

Lemma 8.2 Seiu € €2(I), [°fenes Intervall — [q ). sei nicht konstant auf I und besitze in o € I ein
Mazimum. Dann existiert x* € I mit:

(%) + e(z*)u (z*) < 0.

Bemerkung;:

Im Punkt z¢ wissen wir nur, dass
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Beweis: (des Lemmas) Setze a(z) := exp ([ c(z) dz), =z € I. Es reicht zu zeigen, dass
ein 2* € I existiert mit (a - u') (2*) < 0, denn
Je(a)u'(z%) + a(a”)u” ()
= a(a”) (u”(2") + (@) (27))
——
>0
d.h. (a-u') (z") <0 <= u"(z") + c(a*)u/(z*) < 0

=a(x

Nach Voraussetzung existiert ein x; € I mit u(z1) < u(zo)

1. Fall : z1 > 29
Dann existiert nach dem Mittelwertsatz ein g € Jxg, z1[ mit

u(z1) — u(zo) = Ul(Iz) (x1 — x0)
<0 >0

=/ (x2) <0 @20 a(z2)u'(z2) < 0.

Auf der anderen Seite wissen wir, dass u/(z) = 0, also auch a(xo)u'(x¢) = 0. Nach dem
Mittelwertsatz folgt, dass ein a* € |xg, z1[ existiert, so dass

a(z2)u' (22) — a(zo)u'(v0) = (a-u') (z") (x2 — x0)
<0 >0

=(a-u) (z*) <0

2. Fall . x1 < xg
analog

q.e.d.

SATZ 8.5 (SCHWACHES MAXIMUMPRINZIP)
Sei u € €*(]a,b[) N €*([a,b]). Dann gilt:
(i) Wenn d(z) =0  Vz € [a,b] und Lu(z) >0  Vaz €]a, b, dann:

u(z) < max {u(a),u(b)} YV € [a,b
(ii) Wenn d(z) <0  Vz € [a,b] und Lu(z) >0  Vaz €]a,b], dann:

u(z) < max {0, u(a),u(b)} Va € [a,b

Beweis:
(i) Angenommen, es existiert zo € |a,b[ mit
u(xo) = r[n%))](u > max {u(a), u(b) }

Dann erfiillt v die Voraussetzung des Lemmas:

u ist nicht konstant auf Ja,b[ und besitzt in ]a,b[ ein Maximum. Folglich existiert
x* € la,b] so, dass

u (2*) + c(z*)u/ (z*) < 0.

=(Lu)(ac*)
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Dies steht im Widerspruch zur Voraussetzung:
(Lu)(z) >0 Va €la,b.
Es folgt also:

u(x) < max {u(a),u(b)} V€ [a,b

(ii) Wir argumentieren wieder durch Widerspruch. Angenommen, die Behauptung aus (ii)
gilt nicht. Dann existiert xo € |a, b[ mit

u(zg) = r[nz?](u > max {0, u(a),u(b)} > 0.
Insbesondere gilt also u(xg) > 0, wu. Da stetig, existiert eine Umgebung I = |z¢ —
d,z9 + e] fiir ein § > 0, so dass u > 0 auf ganz I. O.B.d.A. kann I so gro} gewéhlt

werden, dass w nicht konstant auf I. Das Lemma kann nun auf v und I angewendet
werden. Folglich existiert ein z* € I mit

u(2*) + c(z*)u/(z*) < 0.
Da d <0 auf [a,b], u >0 auf I, ist d(z*)u(z*) < 0, deshalb folgt:
(Lu)(z*) < 0.

Widerspruch zur Voraussetzung (Lu)(z) >0 YV €la, b

Bemerkung:

Ganz analog gilt ein schwaches Minimumsprinzip:

(i) d=0auf [a,b], Lu <0, dann u(z) > min {u(a),u(b)}
(ii) d <0 auf [a,b], Lu <0, dann u(z) > min {0, u(a),u(b)}

Dies folgt aus dem Maximumprinzip angewendet auf v = —u.

Korollar 8.1 (Vergleichsprinzip) FEs sei wieder d(x) < 0 fir alle x € [a,b]. Wenn dann v,w €
¢*(Ja,b]) N €2 ([a,b]) und gilt:

v(a) < w(a), v(b) < w(b)
und  (Lv)(z) > (Lw)(z) VYV €la,b
dann ist v(z) < w(x) Va € [a,b
Beweis: Sei u(z) :=v(z) —w(z), x € [a,b]. Dann gilt:
(Lu)(z) = (Lv)(z) — (Lw)(z) >0 Va €la,b
u(a) <0, ud) <0

Aus dem schwachen Maximumsprinzip folgt:
u(z) < max {0,u(a),u(b)} =0 V€ [a,b]
<0 <o

= v(z) < w(x) Vz € [a,b]
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SATZ 8.6 STABILITAT
Es gelte wieder d(z) <0 V€ [a,b].
Wenn u eine klassische Losung des RWPs

Lu=f auf [a, b]
u(a) =m,  u(b) =mn

wobei f € ¢([a,b]) und 11,72 € R.
Dann gilt:

e = i u(e)] < K - |l + max { ] o]} ()

mit einer Konstanten K, die unabhéngig von f, 7,79 ist.

Bemerkung:
Aus (%) folgt sofort die Stabilitdt bzw. stetige Abhéngigkeit der Losung des RWPs von den Daten

Jym,m2. Ist ndmlich u Losung des RWPs Lu = f  wu(a) = m u(b) = n2 und 4 Lésung von L =
fru(a),mn a(b) =12 so folgt v =u— @ ist Losung von Lv = f— f w(a) =m —m v(b) =n2 — 12
Insbesondere folgt aus (*) sofort die Eindeutigkeit der Losung des RWPs.
. 3 ~ -
D fu—all,, < K||7 = ||+ max {In ol Ine -l }
Beweis: (vom Satz 8.6) Fiir erst spéter zu bestimmendes A > 0 betrachte

w(@) = ||flle®™ —¢  z€a,0],

wobei ¢ := X~ || || 4 max { |m|, |n2] } > 0.

Klar:
>1
2 2 Az —a) 2
€ b d (L = (A A+d =) —cd(x) > (A A+d
w € €*([a,b]) und (Lw)(z) = (\+c(@)A+d(2)) | fll e c dz) = (N+e(z)A+d(z)) [|fllo
<0 <o
———
>0
Nebenrechnung:
Fiir A > 0ist A2 +e(@)A+d(x) +1>0 <= A > \ao(2) YV € [a,b]
die positive Nullstelle der einen Seite, d.h.
2
AQ(x):—C(;)+\/Cf)—d(x)+1 Vo € [a,b]
2
wihle also: A > max _c@) + @) d(z)+1
z€[a,b) 2 4
> 1 flls = lLw@)] > fllo Yz € [a,b] wenn X wie in der Nebenrechnung gew&hlt
ist.

= L(w+u)(z) = L(w)(z) £ L(u)(z) > || f|l £ f(z) >0 YV € [a,b
=f(=)
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schw. Max
= w(z) + u(z) < max {0, w(a) + u(a), w(b) £ u(b)}

Prinzip

= max{0), [flloe — ¢ 71, [l ) — £ 1)
und  w(z) £u(z) > wla) u(x) = ||fll —cEu(x)

— ()] < max {0, | fllog = e+ I, 10 0 = e o] } 4+ ¢ = ]
=max { e = || fllc; I, (X070 = 1) | fll oo + Imal } <
———
<c <c <c

Es folgt: |u(z)] < ¢ Va € [a,b]. mit c = e~ ||f||  + max {|m],[no| }. Damit gilt (¥)
mit der Konstanten K = e**=®) die wie oben gesehen nur von ¢(.),d(.),a und b abhingt.

q.e.d.

SATZ 8.7 (STARKES MAXIMUMPRINZIP)

Sei d(z) < 0 fiir alle z € [a,b], u € ¢*(Ja,b]) N € ([a,b]) mit Lu(z) >0  Vz € Ja,b[.
Wenn v in einem Punkt zy € ]a,b[ ein nicht-negatives Maximum annimmt, dann ist u
konstant auf [a, b].

14.02.°07

Beweis: Angenommen v ist nicht konstant auf [a, b].
1. Fall : Angenommen u(zg) = r[nalu))](u > (. Dann existiert eine Umgebung I von zy €
a,

la,b[, so dass u > 0 auf ganz I und w ist nicht konstant auf I.

Das Lemma 8.1 angewendet mit u auf I liefert die Existenz eines z* € I mit u”(z*) +
c(z*)u/(z*) < 0. Dad < 0 und w > 0 auf I, ist d(z*)u(z*) < 0; somit folgt Lu(z*) < 07
zur Voraussetzung Lu > 0 auf [a, b].

2. Fall : u(zg) = I[nab:j(u =0

Dann existiert 21 € Ja,b] mit u(z1) < u(zg) = 0.

Angenommen: z; > xo (Fall 21 < z geht analog). Fiir noch spéter bestimmendes

A, 8 > 0, betrachte die Funktion w(z) = §(e*@=%0) — 1),z € [a,b]. Offensichtlich gilt:
* w € ¢2(]a,b)

w(z) <0, x <z :>‘u(zo) + w(zp) :0‘

x w(zg) =0, w(z) <D0, {

ulx =max u
(zo) max

w(z) >0, x> xg

x w'(zg) = 0N >0 v (zo) +w'(zg) = A >0

N——
=0

Auflerdem ist

— )2 AMz—zo) _§ .
(Lw)(z) = A* + c(z)A + d(z) e c>50 dg(ox)
; > D=
>0

Fiir A > r[nz?]( {—C(;) + @ - d(m)} ist x < 0 fiir alle « € [a,b]. Folglich ist fiir entspre-

chend grof§ gewéhltes A Lw > 0 auf [a, b].
Wiihle nun fiir dieses feste A noch § > 0 geniigend klein, so dass
u(zy) +w(zy) < 0.
——
<o!

Fiir die Funktion v := u 4+ w auf [zg, z1] gilt dann:
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* v € E?([xo, 21])

¢ (o) =0, v(z1) <0

* Lv=Lu+ Lw>0 auf [z, 1]
>0 >0

d:Sg Aus dem schwachen Maximumprinzip folgt:

v(x) < max {O,U(Sxoo),v(gxol)} YV € [zo, 1]

d.h. v(z) <0 YV € [xo, 1]

Andererseits gilt aber: v(zg) =0, v'(zg) = A > 0, d.h. aber es existiert z* € ]zg,x1[ mit
v(xz) >0 / q.e.d.

Erginzung: Stum-Liouville-Problem

Lu:= (p(z)u) + q(z)u=f, € [a,b]
Riu = aqu(a) + asp(a)u’(a) = m
Riu = Bru(b) + Bap(b)u’(b) = 12

auch Stum’sches RWP, wobei

* pe%l([a,b]), p > 0 auf [a,b].
*x q € %([a, b})
* fE%([%b])a (o1, 2) €R2\{(0’0)}’ (n1,7m2) € R?

Erinnerung (13. Ubung): Falls ¢ < 0 auf [a,b], Riu=a Ryu = b, dann ist das homogene Stum’sche
RWP nur trivial 16sbar. Falls ¢ < 0 auf [a,b], Riju = u/(a) Rou = v/(b), dann ist das zugehérige
Stum’sche RWP nur trivial 16sbar. Ist ¢ < 0, dann ist dies i.A. nicht richtig.

Beispiel:

u"'=0
{u’(a) =u'(b)=0
wird von jeder konstanten Funktion gelost.
Bemerkung;:
Stum’sches RWP: Lu = (pu') + qu = f.
= p(x)u” +p'(2)u () + q(x)u(z) = f(z), = € [a,]

v | P@ | fal@) L e
—— = —
=:c(z) =:d(x) f(=)

d.h. das Sturm’sche RWP lésst sich schreiben in der uns wohl bekannten Form:
o + c(z)u’ + d(z)u = f.
Umgekehrt lésst sich jedes RWP fiir eine DGL der Form v + c(z)u’ + d(z)u = f mit ¢,d € € ([a,b])
iiberfiithren in die Sturm’sche Form:
multipliziere DGL dazu mit
p(x) =@ gt ([a,b]), ¢>0 aufla, b]
= p(z)u” + p(x)é(z) u' + p(x)d(z) u = p(z)f .
—— N—— ——

P’ (z) a(@) f

(p(@yu’)’
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Damit ist klar, dass simtliche bislang gezeigten Ergebnisse (Fredholm-Alternative, Existenz von Green’schen
Funktion,Maximumprinzipien) sich auch fiir Sturm’sche RWPe formulieren lassen.

Fiir manche Zwecke ist die Sturm’sche Schreibweise besser geeignet als die beslang iibliche Form
Lu =u"c(x)u’ + d(z)u = f.
Fiir den Sturm’schen Differntialoperator
Lu = (pu')' + qu

gilt die so genannte Lagrange-Identitat:

!/

Vu,v € €°([a,b]), vLu—uLv=v(pu) —u(pv) =-- = (p(u'v—12"v))".

Mit Hilfe dieser Identitéit folgt dann Vu,v € ‘52([a, b}) mit Riu = Rou = Riv=Rov =0

b
/vLu —ulv=20 (*)

denn es gilt:
(u'v—v'u)(b) = (W'v—v'u)(a) =0 (nachrechnen!)

(In der 13. Ubung bereits im Spezialfall gesehen.) Stattet man % ([a,b]) mit dem #2-Skalarprodukt aus:

b
(f.g) = / f@)g@) dz,  f.g€%(ab)

)

= (‘K([a b)), (.,.) ) ist Pra-Hilbertraum, so ldsst sich (%) formulieren als

(u, Lv) = (Lv,u) Vu,v € 6°([a,b]).

Der Operator L : D(L) := ¢*([a,b]) — € ([a,b]) wird als symmetrisch bezeichnet.

u— Lu=(pu’)'+qu

Erginzung zur Fredholm-Alternative

Satz 8.8 Besitzt das homogene Sturm’sche RWP

Lu=(pu') +qu=0
Riu = aqu(a) + asu/(a) =0
Rou = Bru(b) + f2u/(b) = 0

eine nicht-triviale Losung u,., dann besitzt das halbhomogene Sturm’sche RWP mit rechter Seite f €
%([a,b]) genau dann mindestens eine Losung, wenn die Kompatibilitdtsbedingung

/bu*(x)f(:r) dr =0

gilt.

Beweis:
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»,=“ Angenommen es existiert eine Losung u des halbhomogenen Sturm’schen RWPs mit
rechter Seite f. Dann gilt:

/bu*(x)f(x) dr = /bu*(a:)(Lu) (v) dx
b

= /u*(x) (Luy) (z)u(z) dz =0
a =0

»,<=* Betrachte zun#chst den Fall 5; # 0. Es gibt eine partikuldre Losung w des linearen
AWPs

(vgl. § 5)

Auflerdem wissen wir, dass U, = cjuj + coug, wobei {uj,us} ein Fundamentalsystem
der DGL LU =0, (c1,c2) € R?\ {(0,0)} bilden.
Da

= u.(D)p(b)u (b) — p(b)url (b)u(b) + p(a)u(a) u(a) / (L) (2)u() do
jnr
—ul (b)p(b)u(b), falls B2 =0

U.(b) (p(b)u'(b) + %u(b)), falls B2 # 0

= Falls B = 0, dann ist entweder u(b) = 0 und dann ist v schon die gesuchte Losung
des halbhomogenen RWPs, oder aber u/ (b) = 0.

Falls B2 # 0, gilt entweder p(b)u'(b) + %u(b) = 0 und dann ist wieder u die gesuchte
Losung des halbhomogenen RWPs, oder aber u.(b) = 0.

B
ﬁzp(b)

— () =

ux ()

Nehmen wir also an v/, (b) = 0. Dann folgt aus Rau. = 0 sofort u.(b) = 0.

g o T = =] (2)- ()

Das ist eine nicht triviale Losung. Die Fundamentalmatrix ist dabei regulér.
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