Kapitel 4

Evolutionsprobleme und
Operator-Differentialgleichungen

Im letzten Kapitel haben wir nur elliptische Probleme untersucht. Diese beschreiben
Systeme in einem stationédren Zustand, d.h. im Gleichgewicht.

Ein System, dessen Zustand sich im Laufe der Zeit d&ndert, wird dagegen mit Hilfe von
parabolischen oder hyperbolischen Gleichungen modelliert. Im ersten Kapitel haben
wir bereits einige Beispiele solcher Gleichungstypen kennengelernt und insbesondere
ihre klassischen linearen Vertreter, die Warmeleitungsgleichung und die Wellenglei-
chung, mit klassischen Losungsmethoden untersucht. Wir haben dabei aber auch
die Grenzen der klassischen Methoden gesehen. Im allgemeinen besitzen partielle
Differentialgleichungen nun einmal keine expliziten Losungen, die man mit Hilfe von
speziellen Methoden ,,berechnen“ kann. Der funktionalanalytische Ansatz, den wir
im letzten Abschnitt fiir die Behandlung elliptischer PDEs gew#hlt haben, ist dage-
gen sehr allgemein und erlaubt es, fiir eine Vielzahl von Gleichungen die Existenz
und oft auch die Eindeutigkeit einer (schwachen) Losung und ihre stetige Abhéngig-
keit von den Daten zu zeigen. Gleichzeitig haben wir mit dem Galerkin-Verfahren
die theoretische Grundlage fiir das Finite-Elemente-Verfahren kennengelernt, mit
dessen Hilfe die schwachen Losungen mit beliebiger Genauigkeit berechnet werden
konnen.

In diesem Kapitel wollen wir nun parabolische und hyperbolische partielle Diffe-
rentialgleichungen mit funktionalanalytischen Methoden untersuchen. Als Modell-
problem dient uns dabei das folgende Anfangsrandwertproblem: gesucht ist eine
Funktion

u: Q@=(0,T)xQ —R,
(t,z) — u(t, x)

die folgende Gleichungen erfiillt:

up— Ap(u)=f inQ
(ARWP) u=10 auf ¥ = (0,7T) x 00
u(0,-) = up in O

wobei das Anfangsdatum ug : 2 — R und die rechte Seite f : Q — R fest vorgege-
bene Funktionen sind; €2 ist wie iiblich eine beschrianktes glattberandetes Gebiet im
RN, N > 1.

Der Einfachheit halber wollen wir in diesem Kapitel ausserdem voraussetzen, dass
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2 <p<oo.

Obiges (ARWP) beschreibt einen nichtlinearen Diffusionsprozess. Die gesuchte Funk-
tion u (etwa eine Dichtefunktion) beschreibt zu jedem Zeitpunkt ¢ € [0,7] den Zu-
stand des Systems. Daran wird deutlich, dass die Zeitvariable ¢ eine besondere Rolle
spielt. Diese gegeniiber der Ortsvariablen ausgezeichnete Rolle kénnen wir dadurch
ausdriicken, indem wir eine ,abstrakte“ Funktion @ einfithren, die jedem Zeitpunkt
t € [0,T] die auf 2 definierte reellwertige Funktion z € Q +— u(t,z) zuordnet, die
den Zustand des Systems zum Zeitpunkt ¢ beschreibt:

w:te0,T)— {u(t,):x€Qw u(t,r)},

d.h. a(t)(z) = u(t,z) fir alle ¢t € [0,T7], fur alle z € Q.
Die ,abstrakte” Funktion @ nimmt also ihre Werte in einem Funktionenraum X

bestehend aus reellwertigen auf Q definierten Funktionen an, z. B. X = W1P(Q),
X =LP(Q), ...

Welches ist nun ein geeigneter Funktionenraum X fiir unser (ARWP)?

Wir betrachten dazu das elliptische Randwertproblem

—Ay(u) =g aufQ

u=0 auf 0.
Dieses haben wir bereits im letzten Kapitel als abstrakte Operatorgleichung Au = f
mit A : WP () — W1 (Q) definiert durch

< Au,v >= / |Du|P~2Du - Dv dx fiir alle u,v € W, (Q)
Q

formuliert.

Es liegt nun nahe, das Anfangsrandwertproblem (ARWP) als gewthnliche Operator-
Differentialgleichung

{ () + Au(t) = f(t) , te(0,T)
u(0) = ug

fiir die abstrakte Funktion @ : [0, 7] — VVD1 P(Q) aufzufassen.

Es stellt sich damit die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit einer Lésung einer
solchen gewo6hnlichen Operator-Differentialgleichung in einem unendlich dimensiona-
len Banachraum, und allem voran die Frage nach einem geeigneten Losungsbegriff.
Klar ist: zur Untersuchung benétigen wir geeignete Funktionenrdume abstrakter
Funktionen, etwa den Raum aller stetigen Funktionen w : [0,7] — X und den Raum
der stetig differenzierbaren Funktionen w : [0,7] — X, wobei X ein beliebiger Ba-
nachraum. Da wir aber im allgemeinen nicht erwarten, klassische Losungen (d.h. im
klassischen Sinn differenzierbare Losungen) zu finden, werden wir weitere abstrakte
Funktionenrdume benétigen, etwa die Lebesgue-Rdume von Banachraum-wertigen
Funktionen. Zudem miissen wir die Frage nach einer sinnvollen Definition einer
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schwachen Losung, speziell: einer schwachen (Zeit-)Ableitung einer Banachraum-
wertigen Funktion w : [0,7] — X kléren.

Grundsitzlich gibt es zwei verschiedene funktionalanalytische Zugénge zu unserem
Anfangsrandwertproblem (ARWP)

1.) Variationneller Zugang;:

Wie oben beschrieben formulieren wir das (ARWP) als Evolutionsgleichung fiir einen
variationnellen beschrinkten, koerzitiven Operator A : V' — V. Hierbei ist typi-
scherweise

V‘—>dH‘—>dV/

ein Gelfand-Dreier, d.h. neben dem reflexiven und separablen Banachraum V und
seinem Dualraum V'’ werden wir mit einem weiteren Raum, einem Hilbertraum H,
arbeiten (in unserem Modellbeispiel haben wir es mit dem Gelfand-Dreier I/VO1 P(Q) —y
L2(Q) —q W1 (Q) zu tun).

Bei diesem variationnellen Zugang konstruiert man wie im stationéren Fall mit Hil-
fe eines verallgemeinerten Galerkin-Verfahrens, dem sog. Faedo-Galerkin-Verfahren,
N&herungsgleichungen in endlich-dimensionalen Teilrdumen von V. Dazu w&hlt man
wieder eine Galerkin-Basis (vy,), und ein zugehorges Galerkin-Schema (V,,), in V.
Danach untersucht man, fiir alle n € N, die folgenden approximativen Probleme:
gesucht ist uy, : [0,7] — V,, Losung von

{ <uh(t),v >vry + < Aup(t),v >y y=< f(t),v >y v Yo €V,
un(0) = uon

mit ug, € V,,, eine Approximation von ug. Das approximative Problem ist ein An-
fangswertproblem fiir ein System von gewohnlichen Differentialgleichungen in den
Unbekannten «;(t), ¢ = 1,...,n, den Koeffizienten der Funktion u, () = Y"1 ; oi(t)v;.
Die Existenz einer Losung folgt dann mit Hilfe des Satzes von Peano.

Im néichsten Schritt miissen wieder a-priori-Abschétzungen fiir die Naherungslosun-
gen hergeleitet und anschliessend die Konvergenz der Nidherungslosungen in einem
geeigneten Funktionenraum untersucht werden.

Mit dieser Methode werden wir in unserem Modell-Beispiel die Existenz und Eindeu-
tigkeit einer ,schwachen“ Losung w : [0,T] — VVO1 P(Q) fiir beliebige Anfangsdaten
uy € L?*(Q) und rechte Seiten f : [0,7] — W12 (Q) zeigen. Die Bedeutung des
Begriffes einer ,,schwachen“ Losung, der schwachen Zeitableitung und allen voran
der Lebesgue-Rdume Banachraum-wertiger Funktionen wird dabei noch zu kldren
sein.

2.) Halbgruppenzugang:

Bei diesem Zugang versucht man, dass Problem in einem einzigen geeigneten Ba-
nachraum zu studieren. Dazu betrachtet man etwa anstelle des variationnellen Ope-
rators A : V — V', V <, H <4 V', eine Einschrinkung dieses Operators in dem
Hilbertraum H. Dazu definiert man zunéichst den Definitionsbereich des , kleineren*
Operators A:

110



D(A) ={ueV; Auec H}

und setzt dann

Au = Au Yu € D(A).

Der so definierte neue Operator ,erbt* einige Eigenschaften des variationnellen Ope-
rators A, speziell Monotonie- und Koerzivitéitseigenschaften. Allerdings ist der Ope-
rator A im Gegensatz zum beschrinkten variationnellen Operator A in der Regel
unbeschrénkt.

Aus diesem Grund kann die Existenz einer Losung der Operator-Differentialgleichung

nicht mit Hilfe der Galerkin-Methode gezeigt werden. Alternative Approximations-
techniken, die in diesem Fall {iblich sind, stellen die

* Diskretisierung mit Hilfe eines impliziten Euler-Schemas in der Zeit
sowie die

* Regulariserungsmethode

dar.

Bei der letzten Methode versucht man, den unbeschriankten Operator A durch eine
Folge von beschriankten ,glatten“ (etwa Lipschitz stetigen) Operatoren A,, zu ap-
proximieren. Existenz und Eindeutigkeit einer Losung des Anfangswertproblems fiir
diese Operatoren A,, kann dann mit Hilfe einer unendlich-dimensionalen Version des
Satzes von Picard-Lindel6f gezeigt werden.

Wieder muss im Anschluss die Konvergenz der approximativen Losungen unter-
sucht werden. Dazu werden wie im variationnellen Zugang die geeigneten Funktio-
nenrdume benotigt.
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4.1 Abstrakte Funktionenriaume

Sei (X, |- |lx) ein Banachraum, (X', || - [|x) sein topologischer Dualraum. Wir be-
zeichnen mit

C([0,T}];X) := den linearen Raum aller auf [0, 7] stetigen Funktionen mit
Werten in X.

Dabei heisst eine Funktion u : [0,7] — X stetig in einem Punkt ¢ € [0, 7], wenn
gilt

limu(t) — u(to) | x =0,
te[O,OT]

w: [0,T] — X heisst stetig, falls u stetig ist in jedem Punkt ¢ € [0, 7.

Bemerkung: Falls u : [0,7] — X stetig, dann ist auch die reellwertige Funktion
t €10, 7] — |lu(t)||x stetig, da wegen der Dreiecksungleichung

Hu@®llx = llu(s)llx] < [lut) —uls)lx

fur alle t,s € [0, 7] gilt.

Da reellwertige stetige Funktionen auf einem kompakten Intervall stets beschrinkt
sind und Maximum und Minimum annehmen, folgt, dass

sup ||lu(t)|x = max [u(t)||x < +oo.
te[0,7) t€[0,1]

Stetige Funktionen w : [0,7] — X sind also stets beschrénkt.

Desweiteren definiert

A llloo == nax f®llx  feC(0,T]X)

eine Norm auf C([0,7]; X). Ausgestattet mit dieser Norm ist C'([0,7]; X) ist ein
Banachraum.

Ohne Beweis zitieren wir

Satz 4.1 (Weierstrass’scher Approximationssatz)
Die Menge aller Polynome
p: [0,7T] —X
t = iy ait!

mit Koeffizienten aq,...,a, € X, n € N, ist dicht in C([0,T]; X).
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Mit Hilfe des Approximationssatzes folgt sofort

Korollar 4.1
Falls X separabel, dann ist C'([0,T]; X) separabel.

Um eine Operator-Differentialgleichung u/(t) + Au(t) = f(t), t € (0,T), fiir einen
Operator A : D(A) C X — X, X Banachraum, 16sen zu kénnen, muss zunéchst ein-
mal der Begriff der Differenzierbarkeit einer vektorwertigen Funktion v : [0,7] — X
geklart werden.

Definition 4.1
Eine Funktion u : [0,7] — X heisst klassisch (oder stark) differenzierbar in ty €
[0, 7], falls es ein z € X gibt so, dass

=0.

lim -
h—0
to+h€[0,T]

u(to + h) — u(to)
h

HX

In diesem Fall heisst u'(tg) := x starke Ableitung von u in to.

Die Funktion u heisst stark differenzierbar auf [0,T], falls u stark differenzierbar in
jedem Punkt ¢ € [0, 7.

Bemerkungen:

1.) Aunstelle von ,starker Differenzierbarkeit“ spricht man héufig auch einfach nur
von ,,Differenzierbarkeit*.

“

Wir werden spiter weitere Differenzierbarkeitsbegriffe kennenlernen (,,schwache
Diffenzierbarkeit, ,distributionnelle* Ableitungen vektorwertiger Funktionen ... ).
Dann erst wird es wichtig sein, zwischen den einzelnen Begriffen auch klar sprach-
lich zu unterscheiden.

2.) Wie im reellen Fall gilt offensichtlich:

w:[0,T] — X ist differenzierbar in tg € [0,T] = w ist stetig in ¢

denn
luto + 1) — ulto)lx = h ““ﬁhﬁu(m)‘
X
X

— 0 wennh—0

Wir kénnen nun rekursiv die folgenden Réume fiir k£ € N definieren:

C*([0,T]; X) := der lineare Raum der differenzierbaren Funktionen u : [0,7] — X,
fiir die v’ € C*~1([0,T]; X)
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Hierbei bezeichnet C°([0,T]; X) = C([0, T]; X).

Die Abbildung

k . - j
we CHOTHX) = ullorgormx) = max 114l

definiert eine Norm auf C*([0, T]; X ). Ausgestattet mit dieser Norm ist C* ([0, T]; X)
ein Banachraum ! Falls X separabel ist, ist auch Ck([O, T); X) wieder separabel.

4.1.1 Bochner-Integrale und abstrakte Lebesgue-Ridume

Leider wird es in den meisten Féllen nicht moéglich sein, eine ,klassische Losung“
einer Operator-Differentialgleichung zu finden. Diese Aussage trifft sowohl zu auf
eine Operator-Differentialgleichung

u'(t) + Au(t) = f(t), te (0,7)

fiir einen (i.a. unbeschrinkten, unstetigen) Operator A : D(A) C X — X, X Ba-
nachraum, als auch auf die variationnelle Operator-Differentialgleichung

o' (t) + Au(t) = f(1), te(0,T)

mit einem beschrinkten variationnellen Operator A : V' — V', V Banachraum. Im
ersten Fall liegt es an der Unstetigkeit des Operators A, dass im allgemeinen kei-
ne ,klassische Losung” existiert, wobei wir darunter eine klassisch differenzierbare
Funktion w : [0,7] — X verstehen, die punktweise die Operator-Differentialgleichung
erfiillt. Dieses Problem haben wir bereits im Fall einer gewdhnlichen skalaren Diffe-
rentialgleichung u/(t) = f(¢,u(t)) mit unstetiger rechter Seite kennengelernt.

Im zweiten Fall bemerken wir nur, dass bereits ein Problem dadurch auftaucht, dass
offensichtlich nach einer Losung u : [0,7] — V gesucht wird, deren ,, Ableitung® u’
aber eine abstrakte Funktion von [0,7] in den Dualraum V' sein sollte ...

In jedem Fall bené6tigen wir ,,grossere Funktionenrdume, die nicht differenzierbare
und auch unstetige Funktionen enthalten.

Lalternativ kann auf C*([0,T]; X) die fquivalente Norm Z?:o [|u|||oo definiert werden; auch
die Einfithrung einer gewichteten Norm ist manchmal sinnvoll, vgl. Satz 4.9 weiter unten
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Definition 4.2
Sei (X, || - ||x) ein Banachraum, 7' > 0.

1) Eine Funktion u : [0,7] — X heisst einfach, wenn es endlich viele in [0, 7]
enthaltene paarweise disjunkte Lebesgue-messbare Mengen A;, i = 1,...,n,
gibt so, dass u auf jeder der Mengen A; einen konstanten Wert x; € X annimmt

und w(t) = 0 ist fiir t € [0,7] \ Ui, 4i, d.h.

u(t) =Y wixa,(t),  te(0,T). (4.1)
=1

Falls alle Mengen A; als Intervalle gewahlt werden konnen, wird u auch Trep-
penfunktion genannt.

2) Das Bochner-Integral einer einfachen Funktion w = """ | #;x4, wie in 1) ist
definiert als

/T u(t)dt :== Zn: i A(A;)
0 i=1

Hierbei bezeichnet A das Lebesguemass auf [0, 7). Falls A; ein Intervall, dann
ist A\(A;) somit genau die Intervalllinge von A;.

3) Eine Funktion u : [0,7] — X heisst stark messbar (im Sinne von Bochner),
falls eine Folge von einfachen Funktionen u, : [0,7] — X, n € N, existiert, so
dass

un (t) — u(t) in X fiir fast alle t € [0, T].

4) Eine Funktion w : [0,7] — X heisst Bochner-integrierbar, wenn es eine Folge
(tn)n von einfachen Funktionen w, : [0,7] — X, n € N, gibt, die punktweise
fast tiberall auf [0, 7] gegen u in X konvergieren und ausserdem gilt

T
lim [ |lun(t) — u(t)|x dt = 0. (4.2)

n—oo

In diesem Fall ist das Bochner-Integral von u iiber [0, 7] definiert als

T T
/ w(t)dt = lim | un(t) dt. (4.3)
0

n—oo 0

Das Bochner-Integral von w iiber eine beliebige Lebesgue-messbare Menge B C
[0,T7] ist dann definiert als

/ w(t)dt = Tim [ wn()xn(t) d.
B

n—oo 0

Bemerkungen:

1.) Falls u : [0,7] — X stark messbar ist, ist die reellwertige Funktion ¢ € [0,7]
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|lu(t)||x Lebesgue-messbar. In der Tat gilt: wenn (uy,), eine Folge einfacher Funktio-

nen, die punktweise fast iiberall auf [0, 7] gegen u in X konvergiert, dann konvergiert

die Folge der einfachen und insbes. Lebesgue-messbaren Funktionen (||u,(-)|x)n

punktweise fast iiberall in R gegen die Funktion ||u(-)||x, und diese ist somit Lebesgue-
messbar.

2.) Das Integral in (4.2) ist wohldefiniert, da ||u(-) — u,(:)||x nach 1.) Lebesgue-
messbar ist. Die Bedingung (4.2) ist also sinnvoll.

Falls die Bedingung (4.2) erfiillt ist, existiert der Grenzwert in (4.3). Dies sieht man
wie folgt: seien m,n € N. Da u,, u,, einfache Funktionen, besitzen sie eine Darstel-
lung der Form (4.1). Wir koénnen bei dieser Darstellung 0.B.d.A. annehmen, dass
die Mengen A;, auf denen w,, bzw. u,, konstante Werte x; € X bzw. y; € X anneh-
men, in der jeweiligen Darstellung (4.1) von w, und wu,, dieselben sind (wenn dies
zunéchst nicht der Fall ist, reicht es aus, die Durchschnitte sédmtlicher in der Sum-
mendarstellung von u,, auftauchenden Mengen mit denen in der Darstellung von u,,
auftauchenden zu bilden, und die Darstellung von u, und u,, entsprechend der so
erhaltenen neuen endlichen Familie von disjunkten Lebesgue-messbaren Mengen zu
wéhlen). Wir erhalten dann

T T

/ U (1) dt—/ U (1) dtH
0 0 X
k(m,n) k(m,n)

= | DY mAA) = D wiAA)
i=1 i=1 X
k(m,n)

= Z (zi — yi)A(Ai)
i=1 x

k(m,n)
< D = willxA(4)
=1

T
— / et (£) — o (8) | dt
0

IN

T T
/ e (£) — u(t)]x dt + / () — () dt
0 0

— 0 wenn n,m — o0

nach (4.2).

Die Folge ( fOT U (t) dt), ist demnach eine Cauchy-Folge in X, und da X vollsténdig,
ist (fOT up(t) dt), konvergent in X.

3.) Die Definition des Bochner-Integrals hingt nicht von der spezifisch gewéhlten
Folge (uy), von einfachen Funktionen an. In der Tat: sei (i), eine weitere Folge
von einfachen Funktionen, die punktweise fast iiberall auf [0, T'] gegen u konvergieren
und so, dass fOT |l tn(t) — u(t)||x dt — 0 fiir n — oo.

Dann ist auch die ,,gemischte“ Funktionenfolge (vy,), definiert durch

Vop = Up, V241 = Unp, Vn € N,
eine Folge von einfachen Funktionen, die punktweise fast iiberall auf [0, 7] gegen u
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konvergiert und fiir die (4.2) gilt:

T
lim | |Joa(t) — u(t)] x dt = 0.

n—oo 0

In 2.) haben wir aber gesehen, dass dann

T
lim vn(t) dt

n—oo 0

in X existiert. Dann konvergieren aber auch samtliche Teilfolgen gegen ein und
denselben Grenzwert, insbesondere also

T T
lim Up(t)dt = lim Von41(t) dt

T
= lim Uzn(t) dt

was zu zeigen war.

4.) Im Fall X = R fallen die Begriffe des Bochner-Integrals und des Lebesgue-
Integrals zusammen.

Satz 4.2 (Bochner)
Sei (X,|| - ||x) ein Banachraum. Eine stark messbare Funktion u : [0,7] — X ist
Bochner-integrabel genau dann, wenn die Funktion ||u(-)||x Lebesgue-integrierbar

auf [0,77], d.h. wenn fOT llu(t)| x dt < oco.

Beweis:

= Da u Bochner-integrabel, existiert eine Folge von einfachen Funktionen w, :
[0,T] — X so, dass u,(t) — u(t) in X fiir fast alle ¢ € [0,7] und lim,,—, fOT ||u(t) —
wn(t)l|x = 0.

Wir haben bereits gesehen, dass dann die Folge der einfachen Lebesgue-messbaren
reellwertigen Funktionen ||u,(-)||x punktweise fast iiberall auf [0,7] gegen ||u(-)| x
konvergiert und die Funktion ||u(-)||x daher Lebesgue-messbar ist. Nach dem Lemma
von Fatou ist ausserdem

T
/ lu(t)||x dt < liminf [lu,(t)] x dt. (4.4)
0 n—oo

117



‘/OT [[un(t)llx dt — /OT [t (t) || x dt‘

T
< /0 etn(®)llx — lfim x|
T
< /0 et () — 14 (£ x
T T
< [ )~ e+ [ o) - w0

— 0 wenn m,n — 0o,
ist die Folge ( fOT ||un(t)||x dt), eine Cauchfolge in R, und somit insbesondere be-

schrinkt in R. Wegen (4.4) folgt somit, dass f(;'r lu(t)]| x dt < oo.

< Da u stark messbar, existiert eine Folge von einfachen Funktionen u,, : [0,7] — X
so, dass u,(t) — wu(t) in X fiir fast alle ¢ € [0, 7.
Ausgehend von dieser Folge (uy,), konstruieren wir nun eine Folge:

_ [ oua(t) , falls lun(t)]|x < 2[|u(t)]x
vn(t) = { 0 , sonst

Es ist klar, dass die Funktionen v,, wieder einfach sind und ausserdem vy, (t) — u(t)
in X fiir fast alle ¢ € [0,7]. Es gilt somit

lon(t) — u(t)||x — 0 fiir fast alle ¢ € [0,T].

Ausserdem folgt aus der Konstruktion der v,

lon(t) —u@®llx < floa@llx + lu(@)]x
< 3llu@®lx

fast iiberall auf [0, 7], fiir alle n € N. Da |lu(:)||x € L'(0,T) nach Voraussetzung,
folgt somit mit dem Lebesgue’schen Satz von der majorisierten Konvergenz, dass

T
/0 |on(t) — u(t)||x dt — 0.

Damit ist gezeigt, dass u Bochner-integrierbar. O
Der folgende Satz enthélt einige wichtige Eigenschaften des Bochner-Integrals.
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Satz 4.3
Seien (X, |- ||x) ein Banachraum, 7' > 0, u : [0,7] — X Bochner-integrierbar. Dann
gilt:

() |3 @ dt]| < f ) xat

(i) Wenn A : X — Y ein linearer, beschriankter Operator, (Y, || - ||y) ein weiterer
Banachraum, dann ist auch die Funktion

Au: [0,T] =Y
t — A(u(t))

Bochner-integrierbar und

A </OT u(t) dt) - /OT Ault) dt.

Insbesondere ist fir alle f € X’ die Funktion ¢ € [0,T] —< f,u(t) >x/ x
Lebesgue-integrierbar und

T T
< f,/ u(t) dt >X’,X:/ < fou(t) >x x dt.
0 0

Beweis:
(i) Die Ungleichung gilt offensichtlich fiir einfache Funktionen u = " | xixa,:

’/OTu(t)dtHX _ gxi/\(Ai)
Zz"; 4] x A(Ai)

T
- / la(t) 1 x dt.
0

Sei nun u : [0,7] — X eine beliebige Bochner-integrierbare Funktion. Dann existiert
eine Folge von einfachen Funktionen (vy,), mit folgenden Eigenschaften (vgl. Beweis
des Satzes von Bochner)

X

IN

vp(t) — u(t) in X, fiir fast alle ¢ € [0,77],

T T T
/0 lon () — u(®)||x dt — 0, /0 on(t) dt — /O W(ydi i X,

und
lon (O]l x < 2||u(t)|lx fast iiberall auf [0,7], Vn € N
so dass nach dem Lebesgue’schen Satz von der majorisierten Konvergenz auch
T T
| et =[x fien - .
Es folgt, dass
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[,

T
/ u(t) dtH = lim
0 X n—oo
T

< lim | [oe(®)|x dt

n—oo 0

T
/ ()1 x d.
0

(ii) Da A: X — Y beschrinkt, existiert M > 0 so, dass

[Az[ly < Mllz|x  VzeX.
Da u Bochner-integrierbar, existiert eine Folge von einfachen Funktionen (uy,), mit

un (t) — u(t) in X, fiir fast alle ¢t € [0, 7], (4.5)

T T T
/ n(t) — u(t)||x dt — 0, / wn(£) dt — / wt)dt i X, (46)
0 0 0
Es ist klar, dass fiir alle n € N die Funktionen
Aup @ [0,T] =Y
t — A(un(t))
einfache Funktionen sind. Ausserdem gilt
[Au(t) — Aun(t)lly = [[A(u(t) — un(t))lly
< Mlfu(t) = un(t)lx (4.7)

— 0 (nach (4.5))

fiir n — oo, fiir fast alle ¢t € [0, 7.
Es folgt, dass die Funktion Au stark messbar ist. Durch Integration der Ungleichung
(4.7) iiber [0, T] erhalten wir ausserdem, dass

T T
/ | Au(t) — Aun(®)ly dt < M / lu(t) — wn(®)l1x
0 0
— 0 fiir n — oo,

und somit folgt, dass die Funktion Au Bochner-integrierbar ist.

(n)

Nach Definition des Bochner-Integrals und mit u,, von der Form u,, () = ng) z;" X A

ist dann

T T
/ Au(t)dt = Tim [ Aun(t) dt
0

n—oo 0

= lim ZAa:l(n))\(Al(-n))
i=1

k(n)
= lim A Zxﬁn))\(Al(n)) (da A linear)
i=1

= i ([ o)
= [ o)
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wegen (4.6) und weil A: X — Y stetig ist. O

Problematisch in der Anwendung ist oft der Nachweis der Messbarkeit einer vor-
liegenden Funktion. Versucht man etwa eine Losung einer PDE mit Hilfe von Ap-
proximationsmethoden zu konstruieren, so passiert es haufig, dass die Losungen der
N#herungsgleichungen nur in einem gewissen schwachen Sinne gegen eine Grenz-
funktion konvergieren (dies haben wir im elliptischen Fall bei der Anwendung des
Galerkin-Verfahrens ja bereits gesehen). Somit stellt sich die Frage, ob der schwache
Limes einer Folge von stark messbaren Funktionen wieder stark messbar ist. Dies
gilt in dieser Allgemeinheit leider nicht. Der schwache Limes ist im allgemeinen nur
,schwach messbar® im folgenden Sinne:

Definition 4.3

Sei (X, || - ||x) ein Banachraum, 7" > 0.

Eine Funktion u : [0,7] — X heisst schwach messbar, wenn fiir jedes f € X' die
Funktion

te0,T] —< f,u(t) >x x

Lebesgue-messbar ist.

Bemerkung: Eine stark messbare Funktion ist offensichtlich schwach messbar (vgl.
Beginn des Beweises von Satz 4.3 (ii): Messbarkeit von Auw).
Die Umkehrung gilt i.a. nicht.

Wichtig fiir unsere Anwendungen ist

Satz 4.4 (Dunford-Pettis)
Sei (X, - |lx) ein separabler Banachraum. Fiir eine Funktion « : [0,7] — X gilt
dann:

u ist stark messbar < wu ist schwach messbar.

Bemerkung: Tatséchlich ist der Satz von Dunford-Pettis allgemeiner als die oben
formulierte Version, die aber fiir unsere Zwecke vollig ausreicht. Tatséchlich gilt nach
Dunford-Pettis in einem beliebigen Banachraum fiir eine Funktion w : [0,7] — X
die Aquivalenz:

u ist stark messbar < wu ist schwach messbar und der wesentliche Wertebereich von
u ist separabel 2.

Da wir ohnehin meist nur in separablen Banachrdumen arbeiten, bendtigen wir den
Satz von Dunford-Pettis aber nicht in seiner vollen Stéarke.

Mit Hilfe des Satzes von Dunford-Pettis kénnen wir nun die eingangs gestellte Frage,
ob ein schwacher Limes einer Folge stark messbarer Funktionen wieder stark messbar
ist zumindestens im Fall eines separablen Banachraumes positiv beantworten. Eine

2d.h. es existiert eine Lebesgue-Nullmenge S C [0, T so, dass das Bild u([0,T]\ S) separabel ist
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direkte Konsequenz des Satzes von Dunford-Pettis ist ndmlich

Korollar 4.2

Sei (X,|| - ||x) ein separabler Banachraum, 7' > 0. Falls (u,), eine Folge stark
messbarer Funktionen u,, : [0,7] — X und wu,(t) — u(t) schwach in X fiir fast alle
t € [0,T], dann ist die Grenzfunktion w : [0,7] — X stark messbar.

Fiir Bochner-integrierbare Funktionen gelten entsprechende Varianten der bekann-
ten Satze von Lebesgue, Fatou, Fubini, . ... Diese werden zum Teil in der Ubung vor-
gestellt und bewiesen.

Wir kénnen nun die Lebesgue-Rdume Banachraum-wertiger Funktionen definieren.

Definition 4.4
Sei (X, ]| - ||x) ein Banachraum, T' > 0.

1) Fiir 1 < p < oo bezeichnet LP(0,T; X) den linearen Raum aller (Aquivalenz-
klassen von fast iiberall iibereinstimmenden) Bochner-messbaren Funktionen
uw:[0,T] — X, fiir die gilt

T
/ lu(t)|. dt < +oo.
0

Die Abbildung

T 1/p
[ e D0, T X) o ( [ s dt)

definiert eine Norm auf LP(0,7; X).
Ausgestattet mit dieser Norm ist LP(0,7"; X) ein Banachraum.

2) Fiir p = oo bezeichnet L>(0,T;X) den linearen Raum aller (Aquivalenz-
klassen von fast iiberall iibereinstimmenden) Bochner-messbaren Funktionen
u : [0,T] — X, die wesentlich beschrénkt sind, d.h. fir die M > 0 und eine
Lebesgue-Nullmenge N C [0, T] existieren, so dass

sup lu(t)]|x < M.
te[0, T\ N

Die Abbildung

FEL®O,T:X) — inf  sup [u()|x

NC[0,T]
ANYZ0 te[0,T\N

definiert eine Norm, unter der L>°(0,7"; X) vollsténdig ist.

Im folgenden Satz fassen wir die wichtigsten Eigenschaften der abstrakten Lebes-
guerdume zusamimen.
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Satz 4.5
Sei (X, || - ||x) ein Banachraum, 7" > 0.

(i)
(i)

(iii)

(iv)

(vii)

Die Menge der einfachen Funktionen ist dicht in LP(0,7"; X) fir 1 < p < oc.

Fir 1 < p < oo gilt: C([0,T); X) <4 LP(0,T; X).
Fiir p = oo ist nur C([0,T]; X) — L*°(0,T; X), aber nicht dicht.

Falls X ein separabler Banachraum, dann ist LP(0,T; X) separabel fiir alle
1<p<oo.

Wenn f € LP (0,T; X’) und u € LP(0,T; X), dann ist die Funktion
te [OaT] =< f(t)vu(t) >X’,X

Lebesgue-integrierbar und es gilt die Hdélder’sche Ungleichung
T
/0 < £ ut) >x0.x 1dt < 1l oo el oo

Falls X reflexiv oder X’ separabel und 1 < p < oo, dann besitzt jedes f €
(L*(0,T; X))" die Darstellung

T
< fu >(LP(O,T;X))’,LP(0,T;X):/0 < f(t),u(t) >xr x dt

fiir ein f € Lp'(O, T; X'). Die Abbildung f € (L?(0, T} X))' — fe Lp/((), T;: X")
ist linear und isometrisch:

”fH(LP(O,T;X))’ = H?HLP’(Q,T;X/) Vf € (LP(0,T; X))/
und somit kann (LP(0,7; X)) mit L¥' (0,T; X') identifiziert werden:
(LP(0,T; X)) = 17(0,T; X')

Falls X reflexiv und 1 < p < oo, dann ist LP(0,T; X) reflexiv.

Falls p = 1, X reflexiv oder X’ separabel, dann gilt eine analoge Darstellung
fiir den Dualraum:

(LY(0,T; X)) = L=(0,T; X")

Falls X = H ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-)y und p = 2, dann
definiert

T
(f’ g)L2(O,T;H) = /0' (f(t)’ g(t))H dt, fir f,g € L2(07 T H)

ein Skalarprodukt auf L2(0,T; H), das die || - | 20,1, r)-Norm erzeugt.
(L*(0,T; H), (-,-) r2(0.7;01y) ist demnach ein Hilbertraum.

Falls (Y,] - ||y) ein weiterer Banachraum, X — Y und 1 < p < ¢ < o0, dann
gilt

LY0,T; X) — LP(0,T;Y).
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Beweis:
(i) Sei w € LP(0,7; X). Dann ist u insbesondere Bochner-messbar. Somit existiert
eine Folge von einfachen Funktionen (uy,), mit

Un (t) — u(t) fiir fast alle ¢ € [0, 7).

Wie bereits mehrfach gesehen konvergiert dann auch die Folge der einfachen Funk-
tionen (vy,), definiert durch

oty = mnlt) Bl [ (0)]1x < 2u(t)]x
" 0, sonst

punktweise fast iiberall gegen u(t) auf [0,7]. Ausserdem ist
lu®) —vn (@)% < Bllu(®)|x)P fiir fast alle ¢ € [0,7],Vn € N.

Da |lu(-)||% € L'(0,T) nach Voraussetzung, folgt mit Lebesgue’s dominierten Kon-
vergenzsatz, dass

T
/O u(t) — va(®)| dt — 0,

d.h. (vy), konvergiert in LP(0,7T; X') gegen u, und somit folgt die Behauptung.
(ii) wird in der Ubung besprochen
(iii) folgt aus (ii) mit Korollar 4.1

(iv) Da f und u Bochner-messbar, existieren einfache Funktionen f, : [0,7] — X’
bzw. u, : [0,T7] — X, n € N, die punktweise fast iiberall auf [0,7] gegen f(¢) in
X' bzw. u(t) in X konvergieren. Damit folgt aber, dass die einfachen reellwertigen
Funktionen < f,(+), un(-) >x x fast iberall auf [0, 7] gegen < f(-),u(-) >x/ x kon-
vergieren. Somit ist die Funktion < f(-),u(-) >x+ x Lebesgue-messbar. Mit Hilfe der
Holder’schen Ungleichung fiir reellwertige Lebesgue-integrierbare Funktionen folgt
dann

T T
/ < F(t)ult) Sxox |t < / 1F ) O] x e
0 0

(f o, ) v (/ o ) "

(v) Der Beweis ist sehr technisch und kann unter anderem in: H.Gajewski, K.Groger,
K. Zacharias ,,Nichtlineare Operatorgleichungen und Operatordifferentialgleichun-
gen® (Beweis im Fall X reflexiv und separabel) oder R.E.Edwards ,,Functional Ana-
lysis“ nachgelesen werden.

IN

(vi) Aus (iv) und dem Riesz’schen Darstellungssatz folgt, dass die Funktion ¢ €
0, T] = (f(t),9(t))n Lebesgue-integrierbar ist. Dass (-,")p2(o,r;p) ein Skalarpro-
dukt definiert, dass ausserdem mit der || - || 12,7, ir)-Norm kompatibel ist, ist leicht
einzusehen.

(vii) Sei w € L9(0,T; X). Nach Definition des Raumes ist dann ||u(-)||x € L(0,T).
Aus der Holder’schen Ungleichung fiir reelle Lebesgue-messbare Funktionen folgt

T ) T p/q
/ Hu(t)H&dtéT—p/q(/o Hu<t>||?xdt) ,
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d.h. aber w € LP(0,T; X ) und die identische Abbildung von L4(0,7"; X') nach LP(0,T; X)
ist stetig, also L4(0,T; X) — LP(0,T; X).

Da X — Y, gibt es eine stetige, lineare und injektive Abbildung ¢ : X — Y. Da i
stetig, existiert eine Konstante M > 0 so, dass [|i(x)||y < M|z|x fiir alle x € X.
Nach Satz 4.3 (ii) ist dann auch die Funktion i(u) definiert durch i(u)(t) := i(u(t)),

t € [0,T], Bochner-integrierbar iiber [0, 7], und es gilt

T T
/ litw(®) dt < M / lu(®)[% dt Vu e LP(0,T; X).
0 0

Die lineare und injektive Abbildung

i: IP(0,T;X) — LP(0,T;Y)
u — i(u)

ist somit stetig, und daher ist auch LP(0,7; X) — LP(0,T;Y). Es folgt die Behaup-
tung. d

Bevor wir uns dem Studium der Operator-Differentialgleichungen zuwenden kénnen,
miissen wir uns noch einmal mit der Frage der Differenzierbarkeit von vektorwertigen
Funktionen beschéftigen.

Aus der reellen Analysis sind uns bekannt

x der klassische Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

fiir stetig differenzierbare Funktionen u : [a,b] — R gilt:
u(z) = u(a) +/ u'(t) dt Va € [a, b]

* der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung fiir das Lebesgue-Integral

wenn u : [a,b] — R absolut stetig ist, dann ist u fast iiberall differenzierbar
auf [a,b], v’ € L'(a,b) und

(@) = u(a) +/x d)dt Vo€ [ab.

Eine Verallgemeinerung des klassischen Haupsatzes gilt auch fiir vektorwertige Funk-
tionen:

Lemma 4.1
Sei (X, - ||x) ein Banachraum, 7' > 0. Sei u € C*([0, T]; X). Dann gilt:

t
u(t) = u(0) +/ u' (o) do fiir alle 0 <t < T.
0

Beweis:

Wir bemerken zunichst, dass aus der starken Differenzierbarkeit von u sofort die
Differenzierbarkeit der reellwertigen Funktion ¢ € [0,T] —< f,u(t) >x/ x fiir alle
f € X' sowie die Identitét

d
7 < frult) >x x=< f,u'(t) >x' x vt € [0,T]
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folgt. Daher gilt, fiir alle 0 < s <t < T,
| < fou(t) —u(s) >xr x| = [ < fiult) >x x — < fu(s) >x x|

d
< |t—s| sup —

7 | < fyu(o) >x x|
o€ls,t] @0

= |t—s| sup | < f,u'(0) >x x|
o€[s,t]

< [t=slllfllx sup [[u'(o)]x-

o€ls,t]
Somit ist
Ju®) —u(s)lx = sup [ < fiu(t) —u(s) >x x
fEX/
llfllxr<1

< [t—s| sup [[u'(o)]x
o€[s,t]

< |t —s| ma o .
< | !GG[O;;]H (@)llx

Aus der starken Differenzierbarkeit von v und obiger Abschitzung folgt dann mit
dem Lebesgue’schen Satz der majorisierten Konvergenz

u(-+h) —u()
h

Somitist fir 0 <t < T

/t u'(s)ds = lim Fulsth) —ufs)
0 h—0% Jo h

_ m;(/otu(sm)ds—/otu(s)ds)
= }111_{%% (/ht+hu(s)ds—/(]tu(s)ds>
= flLIL% (}11 /tt+hu(s) ds—}ll/ohu(s) ds)

— /(") in L'(0,T; X)  fiir h — 0.

ds

t+h h
= pim (5 [ ) s - g [ o) - uo)ds) + (ute) ~ ulo)
= u(t) —u(0)

wie leicht aus der Stetigkeit von u auf [0, 7] folgt. Da u € C([0, T]; X), folgt durch
Ubergang zum Limes mit ¢ — 7'~ in der Identitét

/ u'(s) ds = u(t) — u(0),
0

dass diese auch noch gilt fir ¢t =T O

Der verallgemeinerte Hauptsatz fiir Lebesgue-Integrale ist dagegen nicht - ohne
zusétzliche Voraussetzungen an den Banachraum X zu stellen - auf Bochner-Integrale
iibertragbar.
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Der Begriff der absoluten Stetigkeit ldsst sich allerdings ohne weiteres auf vektor-
wertige Funktionen erweitern:

Definition 4.5
Sei (X, || - ||x) ein Banachraum, 7" > 0. Eine Funktion u : [0,7] — X heisst absolut
stetig, wenn zu jedem e > 0 ein § > 0 existiert so, dass

S (o) — ular)llx < e
k=1

fiir alle endlichen Familien von paarweise disjunkten Intervallen (a1, b1), ..., (an, by)
mit 22:1 (bk — ak) < 0.

Bemerkungen:

1.) Es gelten offensichtlich die uns im Fall X = R schon bekannten Implikationen:
u Lipschitz-stetig = w absolut stetig = u stetig

2.) Im Gegensatz zum Fall X = R sind absolut stetige vektorwertige Funktionen
aber im allgemeinen nicht fast iiberall differenzierbar.

Beispiele:
1.) Es sei X = L!(0,1). Dann ist die Funktion
u: (0,1) — X
t = X[0,4]
absolut stetig, da fiir jedes € > 0 gilt, dass
n n 1
Z [w(br) — u(ar) o1y = Z/O 1X[0,61] (Z) = X[0,05] (7)] d2
k=1

k=1
n

by
= Z/ 1dx
a

k=1
n
- S
k=1
< €
fiir jede endliche Familie von paarweise disjunkten Intervallen (a1,b1),..., (an,by)

mit >y (b —ax) < :=e.
Allerdings ist u in keinem Punkt ¢ € [0,1] stark differenzierbar. In der Tat ist fiir
beliebiges t,t + h € [0,T], h > 0 (der Fall h < 0 geht analog):

u(t+ h) —u(t)

1
; [ s ~ xioq (@)l do
0

1
L1(0,1) h
1
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Ein Element w € L*(0, 1) kann also nur dann starke Ableitung von u in ¢ sein, wenn
HwHLl(o,l) =1L

Andererseits ist aber

,falls0<ax <todert+h<ax <1
, sonst

T O

und somit

ult +h) = u(t) — 0 punktweise fast iiberall auf (0,1) fiir A — 0.

Es miisste also fiir die starke Ableitung einerseits gelten w = 0 fast iiberall auf (0, 1)
und andererseits [[wl|z1(0,1) = 1. Widerspruch! O

2.) Sei X = ¢p(N), der Raum aller beschrénkten reellen Zahlenfolgen (), mit
lim,, s =, = 0 ausgestattet mit der Supremums-Norm. Dann ist die Funktion

w: [0,1] — ¢o(N)

(e

absolut stetig, aber in keinem Punkt ¢t € [0,1] stark differenzierbar (Beweis als
Ubung).

In reflexiven Banachriaumen allerdings gilt ein Analogon des Hauptsatzes der Differential-
und Integralsatzes fiir Bochner-Integrale:

Satz 4.6 (Komura)
Sei (X, || - ||x) ein reflexiver Banachraum, 7" > 0 und w : [0,7] — X absolut stetig.
Dann ist u fast iiberall in (0, 7") stark differenzierbar, v’ ist Bochner-integrierbar und

u(t) = u(0) + /0 u'(s)ds VWt e|0,T].

Einen Beweis dieses Satzes findet man beispielsweise in H. Brézis, ,,Opérateurs ma-
ximaux monotones®.

Ohne Einschrinkungen an den Banachraum X gilt aber stets:
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Satz 4.7
Sei u € L'(0,T; X). Dann ist die Funktion

t
v(t) ::/ u(s) ds, t€[0,T]
0
absolut stetig, fast {iberall stark differenzierbar auf [0, 7] und
V' (t) = u(t) fast iiberall auf [0, 7.

Insbesondere ist v stark differenzierbar in jedem Stetigkeitspunkt von u. Falls also
u € C([0,T); X), dann ist v € C1([0,T]; X).

Beweis:

Falls u stetig in einem Punkt ¢ € [0, T, dann existiert fiir beliebiges € > 0 ein § > 0
so, dass |lu(s) —u(t)||x < efiralle s € [0,T] mit |s—t| < . Es folgt, dass fiir |h| < §
mit ¢+ h € [0, 7]

v(t+h) —v(t)

) —m"

IN

lu(s) - u(®)]x ds

1
X h mint,t+h
< €

und somit ist v stark differenzierbar in ¢ mit v'(t) = u(t).
Falls u nur Bochner-integrabel, dann folgt die Absolutstetigkeit von v aus der Abschitzung

n n bk
> utb) — utallx < 3 [ uo)lx ds
k=1 k=1"Y %

fiir endliche Familien paarweiser disjunkter Intervalle (ay, bg)g=1.., C [0,7] in Kom-
bination mit der absoluten Stetigkeit des Lebesgue’schen Integrals der reellwertigen
Funktion |lu(-)|x.

Wie oben gilt fiir ¢,¢ + h € [0,T]

o(t 4+ h) — ot 1 max t,t+h
N ) < g Ju(s) — ()] x ds.
h X h min t,t+h

Fiir Bochner-integrierbare Funktionen gilt aber genauso wie fiir Lebesgue-integrierbare
Funktionen (Fall X = R), dass obiges Integral auf der rechten Seite fiir fast alle
t € [0,7T] gegen 0 konvergiert (die Punkte, in denen das der Fall ist, sind gerade die
sog. ,,Lebesguepunkte“ der Funktion wu). Tatsdchlich kann die Konvergenz im vek-
torwertigen Fall sogar auf die entsprechende Konvergenz fiir Lebesgue-integrierbare
Funktionen im reellen Fall zuriickgefithrt werden (siehe etwa J. Diestel, J.J. Uhl
,» Vector measures®, S.49).

O

4.2 Unendlich-dimensionale Versionen des Satzes von
Picard-Lindelof

Wie eingangs erwiahnt, kann man oft die Existenz einer Losung einer Operator-
Differentialgleichung u'(t) + Au(t) = f(t), t € (0,T) fiir einen unbeschrinkten,
unstetigen Operator A : D(A) C X — X mit Hilfe einer Regularisierungsmethode
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nachweisen. Hierbei approximiert man den Operator A durch eine Folge von ,glat-
ten“, etwa Lipschitz-stetigen, Operatoren A, und untersucht im Anschluss die Kon-
vergenz der Nédherungslosungen. Die Existenz ,,Ndherungslosungen® fiir einen sol-
chen Lipschitz-stetigen Operator ist durch die folgenden ,,unendlich-dimensionalen“
Erweiterungen des klassischen Satzes von Picard-Lindelof gewéhrleistet.

Satz 4.8 (Picard-Lindel6f, lokal)

Seien (X, || - ||x) ein Banachraum, 7,7 > 0, up € X und ¢ : [0,7] X By(up) — X
eine stetige Abbildung, die Lipschitz-stetig bzgl. der 2. Variablen ist, d.h. es existiert
L > 0 so, dass

lg(t,y) —g(t,2)llx < Llly —2llx vVt €[0,T],vy,z € Br(uo).
Dann existiert ein 0 < a < T', so dass das Anfangswertproblem

(AWP) { Z,((o?iif’““” te(0,7)

genau eine klassische Losung u auf [0, o] besitzt, d.h. es existiert genau eine Funktion
u € CH([0,a]; X) mit u(0) = ug und so, dass u/(t) = g(t,u(t)) fiir alle ¢ € [0, a].

Beweis:
Wir bemerken zunéchst, dass u klassische Losung von (AWP) auf einem Intervall

[0, @] genau dann, wenn

) { u € C([0,a], X) und
u(t) = uo + fot g(s,u(s))ds  Vte|0,al.

Erfiillt namlich u (*), dann ist u € CY([0,a]; X) und «/(t) = g(t,u(t)) fiir alle
t € [0,a] nach Satz 4.7. Die Anfangsbedingung u(0) = 0 gilt nach Definition
des Bochner-Integrals ebenfalls. Umgekehrt gilt: ist v € ([0, al; X) eine klas-
sische Losung von (AWP), dann sind /, g(-,u(-)) € C([0,a]; X), somit Bochner-
integrierbar und mit Lemma 4.1 folgt die Integralgleichung (*).

Der Rest des Beweises verlduft nun ganz dhnlich wie der Beweis der entsprechenden
endlich-dimensionalen Version des Satzes von Picard-Lindelof.

Wir bemerken, dass die Abbildung ¢ auf [0,7] x B;(ug) beschrénkt ist: fiir alle
t €10, 7], v € By(up) ist

lgtt.v)llx < gt uo) —g(t,v)lx + [lg(t, uo)llx
< Luo —vllx + sup |lg(t, uo)l[x
t€[0,T
< Lr+ sup [g(t uo)llx

te[0,T
= M
und M < oo, da die stetige Funktion ¢ — g(t,ug) auf [0, 7] beschrénkt ist.

Bemerkung: Achtung! Im Gegensatz zum endlich-dimensionalen Fall folgt die Be-

schrianktheit von ¢ hier nicht allein aus der Stetigkeit von g auf [0, 7] x By (ug) (vgl.
Beispiel 7.1.7 in E. Emmrich, ,, Gewshnliche und Operator-Differentialgleichungen®).
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Wir definieren nun

. 1 r
o = mln{ﬁ, M}
sowie

E :={ueC(0,a]; X); ||u(t) —uol|x <r Vte]|0,a]}.

Offensichtlich ist E eine abgeschlossene, nicht-leere Teilmenge des Banachraumes
(C([0,a; X), [[[ - llloo)-
Wir betrachten nun die Abbildung

o: F —F
u — {te€0,q] r—>u0+f(fg(s,u(s))ds}.

& ist wohldefiniert: in der Tat ist fiir u € C([0,a]; X) auch die Komposition mit
der stetigen Funktion ¢: s € [0, 0] — ¢(s,u(s)) wieder stetig und somit ist ®(u) €
C(]0,a]; X) (ja sogar ein Element aus C1([0, a]; X) (s. Satz 4.7)). Ausserdem ist fiir
alleu € E, t € [0,a],

|0@)(t) — uollx = lAg@m@»w

X

IN

| s, utsplx ds
M

(07

IN A

r

nach Wahl von a. Also ist ®(u) € E fiir alle u € E.
Weiter gilt fiir alle u,v € E, t € [0, ¢

[@(u)(t) = @(v)(H)llx = ‘/O 9(s,u(s)) — g(s,v(s)) ds

X

t

< [;mww@»—m&w@wxw
t

< /Lw@—mmuw
0
t

< /zmm—vwmw
0

< oLllu— ol

< Ly

< 5 U — V|| oo-

Da die rechte Seite der obigen Ungleichung unabhéngig von ¢ ist, folgt nun sofort

1
[@(w) = 2(v)]lloo < 5lllu = vllloc,

und somit ist ® : £ — F eine strikte Kontraktion. Aus dem Banach’schen Fixpunkt-
satz folgt damit die Existenz und Eindeutigkeit eines Fixpunktes u € E der Abbil-
dung ®, d.h. aber gerade die Existenz und Eindeutigkeit einer klassischen Losung
u € CY([0,a; X) von (AWP). O

131



Satz 4.9 (Picard-Lindelsf, global)

Seien (X, | - ||x) ein Banachraum, 7" > 0, und ¢ : [0,7] x X — X eine stetige
Abbildung, die global Lipschitz-stetig bzgl. der 2. Variablen ist, d.h. es existiert
L > 0 so, dass

lg(t,y) —g(t, 2)llx < Llly—2llx  Vte[0,T],Vy,z € X.
Dann besitzt das Anfangswertproblem

(AWP) {Z'((?:gétau(m te(0,T)

zu jedem Anfangswert up € X genau eine klassische Losung u auf [0, 7.

Beweis:

Der Beweis dhnelt dem Beweis der lokalen Version: wir bemerken wieder zunéchst,
dass die Existenz und Eindeutigkeit einer klassischen Losung von (AWP) zum An-
fangswert ug € X dquivalent zur Existenz und Eindeutigkeit eines Fixpunktes einer
geeigneten Abbildung

o: C(0,T;X) — C([0,T]; X)
u — {t€[0,T] — up+ fotg(s,u(s)) ds}

ist. Ausgestattet mit der gewichteten Maximumsnorm

—Lt
w,00 = t ) c(|0,T]; X
lulllw, max e lu(®llx,  weC(0,T]; X)

ist C(]0,T]; X) ein Banachraum. Beziiglich der gewichteten Maximumsnorm ist ®
auch eine strikte Kontraktion, denn fiir alle u,v € C([0,T]; X) gilt:

e D (u(t)) — e(v(t)|x < e_Lt/O lg(s,u(s)) — g(s,v(s))||x ds
< e—Lt/O Lilu(s) — v(s)||x ds
_ ol /0 " Lelse 5 u(s) — u(s) | ds

t
e_Lt/ Leb® ds|u — vl o
0

= (1=e)llu—vlwe

< (1= )llu— vllweo

IN

fiir alle ¢ € [0, 7. Folglich ist
[112(w) = @(0)[[w,00 < (1= ) [l = 0llw,c0
1
<

fiir alle u,v € C([0,T]; X), d.h. ® ist eine strikte Kontraktion im Raum (C([0, T]; X),
||| - |]w,00) und besitzt somit nach dem Banach’schen Fixpunktsatz einen eindeutigen
Fixpunkt. O
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4.3 Maximal monotone Operatoren

Es stellt sich die Frage, welche Klasse von Operatoren A : D(A) C X — X wir
in geeigneter Weise durch Lipschitz-stetige Operatoren approximieren kénnen. Eine
geeignete Klasse stellen, wie wir im folgenden sehen werden, die sogenannten maxi-
mal monotonen Operatoren in einem Hilbertraum dar. Wir geben zunéchst die

Definition 4.6
Sei (V|| - ||v) ein Banachraum.
Ein Operator A : D(A) C V — V' heisst mazimal monoton, wenn gilt:

1.) A ist monoton, d.h.
<Au—-Av,u—v >y y > 0 Yu,v € D(A)
und
2.) A ist maximal im folgenden Sinne: fiir alle (v,w) € V x V' mit
<Au—w,u—v >y y > 0 Vu € D(A)
folgt, dass

ve D(A) und w= Av.

Bemerkung: Ein maximal monotoner Operator A : D(A) C V — V' besitzt keine
echte monotone Erweiterung, d.h. wenn A : D(.,Zl) C V — V' ein monotoner Opera-
tor, D(A) € D(A) und Au = Au fiir alle u € D(A), dann ist schon D(A) = D(A)
und Au = Au fiir alle u € D(A).

Wir haben bereits maximal monotone Operatoren kennengelernt, wie das folgende
Lemma zeigt.

Lemma 4.2

Seien (V.|| - ||v) ein reflexiver Banachraum, A : V' — V' ein monotoner hemi-stetiger
Operator.

Dann ist A maximal monoton.

Beweis:
Wir miissen nur zeigen, dass A auch maximal ist. Sei deshalb (v,w) € V x V' so,
dass

<Au—-w,u—v>yy >0 Yu e V.
Mit u =v £ tp, t € [0,1], p € V folgt dann
+t < A(v £ tp) —w, o >yry > 0.

Wir dividieren durch ¢ und gehen {iber zum Limes mit ¢ | 0. Da A hemistetig,
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erhalten wir so
+<Av —w,o >y y > 0 Yo eV,

woraus sofort w = Aw folgt. O

Wie gelangen wir nun von einem variationnellen maximal monotonen Operator
A: D(A) Cc V — V' zu einem Operator A : D(A) C X — X, der in einem
einzigen geeigneten Banachraum X definiert ist?

Wir betrachten das Problem zunéchst an einem konkreten Beispiel.

Beispiel: der p-Laplace-Operator bei homogener Dirichlet-Randbedingung

Wie iiblich sei € ein beschrinktes, glatt berandetes Gebiet des RV, N > 1. Sei
V= I/VO1 P(Q), A:V — V' der variationnelle p-Laplace-Operator definiert durch

< Au,v >y y= / |DuP~2Du, - Dv dx Yu,v € V.
Q

Aus Kapitel 3 und Lemma 4.2 folgt, dass A maximal monoton ist.
Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass p > 2. Dann ist

Wy () <sq LA(Q) <q W' (Q)

ein Gelfand-Dreier. Wie {iblich identifizieren hierbei den Hilbertraum H = L?()
mit seinem topologischen Dualraum H'.

In dieser Situation kénnen wir nun einfach den variationnellen Operator A ,auf H
einschrinken“. Es wird sich zeigen, dass der so ,,eingeschrinkte“ Operator maximal
monoton in H ist.

Wir definieren zunéchst den Definitionsbereich des ,eingeschriankten“ Operators A:
D(A) = {u € W, *(Q); Au € LA(Q)}.

Dies ist wie folgt zu verstehen: u € Wol’z(ﬂ) ist Element von D(A), wenn w € L*(2)
existiert, so dass

< Au,v >y y= / ]Du|p_2Du -Dvdzx = / wv dx YveV = Wol’p(Q).
Q Q

Mit anderen Worten: die Distribution Au = —A,u ist reguldr und wird von einer
L?-Funktion w erzeugt. Wie gehabt identifizieren wir die Distribution Au mit der
sie erzeugenden L2-Funktion w.

Somit kénnen wir in natiirlicher Weise definieren

Au = Au Yu € D(A),

und erhalten einen Operator A : D(A) C L*(Q) — L?(Q)) mit der Eigenschaft, dass
(Au,v)p20) = / Au(z)v(x) de = / |DuP~2Du, - Dv dx YveV.
Q Q
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Wir bemerken, dass der neue Operator A wieder monoton ist. In der Tat ist fiir alle
u,v € D(A)

(Au — Av,u —v)2q) = /(Au — Av)(u —v) dx
Q

= /(|Du|p_2Du — |Dv[P™2Dw) - (Du — Dv) dx
Q
> 0.

Dies folgt direkt aus der Monotonie von A : V — V.

Der Beweis der Maximalitidt von A erfolgt in zwei Schritten. Wir zeigen zunéchst:

Zwischenbehauptung: fiir alle f € L?(Q) existiert ein Element u € D(A) so, dass die
Operatorgleichung u + Au = f gilt.

Mit anderen Worten: der Operator I + A : D(A) C L*(Q) — L?*(Q) ist surjektiv.
Hierbei bezeichnet I : L?(2) — L?(Q) die identische Abbildung.

Bemerkung: Aus der Monotonie von A folgt {ibrigens ganz leicht die Injektivitit
von I + A, d.h. die Eindeutigkeit einer Losung u € D(A) der Operatorgleichung
u+ Au = f. In der Tat, sind u bzw. v € D(A) Losungen der Operatorgleichung
u+ Au = f bzw. v + Av = g mit f,g € H, dann erhalten wir nach Subtraktion
der beiden Gleichungen und Bildung des Skalarproduktes auf beiden Seiten in der
so erhaltenen Gleichung mit v — v die Identitét

(u—v,u—v)20) + (Au — Av,u — v) 1200) = (f — g,u — V) 2.

Der zweite Term auf der linken Seite ist nicht-negativ, da A monoton und somit
folgt

lu =720y < (f = gsu—v)p2() < lu =0l 2@l f = 9llz2@)s

also

[w =2 < If = gllz2@)- (4.8)

Insbesondere folgt aus f = g, dass u = v, d.h. eine Lésung der Operatorgleichung
u+ Au = f ist eindeutig bestimmt.

Aus der Zwischenbehauptung folgt somit sogar, dass der Operator I+A : D(A) — H
bijektiv ist.

Beweis der Zwischenbehauptung: Betrachte dazu den variationnellen Operator
B:V -V, V=W,
definiert durch

< Bu,v >y y= / uv dx —|—/ |DuP~2Du, - Dv Yu,v € V.
Q Q
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Man iiberpriift leicht, dass B strikt monoton, beschrinkt, hemistetig und koerzitiv
ist. Nach dem Satz von Minty-Browder ist B daher bijektiv (nur die Surjektivitét
ist fiir uns hier von Bedeutung).

Nun ist aber L2(Q) < W~1#'(Q). Erinnerung: die Abbildung

ji LAQ) — WP (Q)
u = {0 e WEP(Q) = [qulz)v(x)do}

ist linear, injektiv und stetig (vgl. mit Beispiel in Kapitel 2 nach Satz von Lax-
Milgram). Dann folgt aber aus der Bijektivitét von B : Wol’p(Q) — WL7(Q), dass
fiir alle f € L?(Q) genau ein u € V = I/VO1 P(Q) existiert so, dass

< Bu,v >yvry =< j(f),v >v v Yv eV,

d.h. aber
/ uv dx +/ |DuP~2Du - Dv = / f(z)v(z)dx Yv e V.
Q Q Q

Da f —u € L*(Q), folgt insbesondere, dass u € D(A) und somit ist u die gesuchte
Losung unserer Operatorgleichung u + Au = f. O

Aus der ,Rangebedingung” R(I + A) = H folgt nun leicht die Maximalitit von A.
Sei dazu (v,w) € H x H mit

(Au—w,v—u) >0 Yu € D(A). (4.9)
Wir miissen zeigen, dass daraus folgt, dass

ve D(A) und Av = w.
Aus (4.9) folgt zunichst einmal, dass der Operator A definiert durch

D(A) = D(A) U {v},

flu:{ Au , wenn u € D(A),

w o, U=

eine monotone Erweiterung des Operators A ist.
Sei nun f = v+w. Natiirlich ist f € H und da R(I+ A) = H, existiert ein u € D(A)
Losung der Operatorgleichung

u+ Au = f.

Nach Definition des Operators A ist dann aber auch
u+ Au = f.

Auf der anderen Seite gilt aber nach Definition von A und f auch
v+ Av = f.

Subtrahieren wir nun beide Gleichungen voneinander und bilden das Skalarprodukt
mit u — v, erhalten wir
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|u = vl L2y + (Au — Av,u — V)2 = 0.

Da A monoton ist, ist der zweite Term auf der linken Seite nicht-negativ. Es folgt,
dass

v =22 <0,

und somit v = u. Insbesondere ist dann aber v € D(A) und w = Awv. O

Der obige Beweis dafiir, dass die ,,Rangebedingung* R(I + A) = H die Maximalitét
des Operators A impliziert, benutzt keinerlei spezielle Eigenschaften des p-Laplace-
Operators und ist offensichtlich auf jeden monotonen Operator A : D(A) C H — H
in einem beliebigen Hilbertraum anwendbar. Es ist ebenso leicht einzusehen, dass
auch eine Rangebedingung vom Typ R(I + AA) = H fiir ein (beliebiges) A > 0 die
Maximalitéit eines monotonen Operators garantiert.

Die Rangebedingung charakterisiert sogar die maximal monotonen Operatoren in
der Menge aller monotonen Operatoren, denn man kann zeigen:

Lemma 4.3
Sei (H, (+,-)) ein Hilbertraum, A : D(A) C H — H ein monotoner Operator. Dann
sind folgende Eigenschaften dquivalent:

% A ist maximal monoton

* RU+A)=H

« R(I +MA)=H fiirein A >0
* R(I+ MA)=H fiir alle A >0

Beweis: Der Beweis, dass die Maximalitit eine Rangebedingung impliziert, ist tech-
nisch und erfordert tiefere funktionalanalytische Argumente. Einen Beweis findet
man etwa in H. Brézis, ,,Opérateurs maximaux monotones® .

Man sieht nun leicht ein, dass das oben beschriebene Verfahren zur Konstruktion ei-
nes maximal monotonen Operators nicht nur im Falle des p-Laplace zum Ziel fiihrt,
sondern allgemeiner gilt:
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Lemma 4.4
Seien (V, ||-|lv) ein reflexiver, separabler Banachraum und (H, (-, -)) ein Hilbertraum
mit

V‘HdH‘—>dV/

(d.h. (V, H, V') bildet einen Gelfand-Dreier). Sei weiter A : V — V' ein monotoner,
beschriankter, hemistetiger und koerzitiver Operator.
Dann ist der Operator A : D(A) C H — H definiert durch

DA)={ueV; Auc H}
Au = Au Vu € D(A)

maximal monoton in H.

Bemerkung: Bei der obigen Definition haben wir wie iiblich systematisch ein Ele-
ment f € H' mit Hilfe der Riesz’schen Abbildung j : H' — H mit dem entspre-
chenden Element j(f) € H identifiziert. Deshalb ist die Bedingung Au € H an die
Elemente im Definitionsbereich von A sinnvoll.

Maximal monotone Operatoren in Hilbertrdumen lassen sich, wie bereits angedeu-
tet, gut durch Lipschitzstetige Operatoren approximieren. Dazu geben wir zunéchst

Definition 4.7
Sei (H,(+,-)) ein Hilbertraum, A : D(A) C H — H ein maximal monotoner Opera-
tor. Fiir A > 0 heisst der Operator

JY =+ A)":H-DA CH Resolvente von A

und

1
Ay = X(I ~JY:H—-H Yosida-Approximation von A

Bemerkung : Die Resolvente ist wohldefiniert. In der Tat folgt die Injektivitéat des
Operators I + A (und somit die Wohldefiniertheit der Resolvente) ganz genauso
wie im Spezialfall des p-Laplace gesehen aus der Monotonie des Operators A. Es
geniigt in dem oben im Falle des p-Laplace gefithrten Beweis die L?-Norm bzw. das
L?-Skalarprodukt durch die entsprechende Norm bzw. das entsprechende Skalarpro-
dukt in H zu ersetzen.

Die der Abschiitzung (4.8) entsprechende Ungleichung in H zeigt sogleich, dass die
Resolvente nicht nur wohldefiniert, sondern auch kontraktiv (d.h. Lipschitz-stetig
mit Lipschitz-Konstante 1) in H ist. Diese Eigenschaft sowie die wichtigsten Eigen-
schaften der Yosida-Approximation sind im folgenden Satz festgehalten.
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Satz 4.10

Sei (H, (+,-)) ein Hilbertraum, | - | bezeichne die Norm in H. Sei weiter A : D(A) C
H — H ein maximal monotoner Operator. Dann besitzen Resolvente und Yosida-
Approximation von A die folgenden Eigenschaften:

(i) fiir alle A > 0 ist J5! eine Kontraktion in H, d.h.

[T — J| < Ju — o) Yu,v e H

(i) A\ = AJ} fiir alle A > 0

(iii) A, ist maximal monoton und %—Lipschitz stetig auf H fiir alle A > 0
(iv) Axy, = (Ay), fiir alle A, g >0

(v) fiir alle x € D(A) gilt:

Ayxx — Az in H, |Ayz| 7 |Az|] € R wenn A | 0,

|Aye — Az|? < |Az|> — |[Ayz> VA >0. (4.10)

(vi) fiir alle z ¢ D(A): |Axz| 1 0o wenn A | 0

Beweis:
(i) haben wir bereits gesehen.

(ii) Nach Definition ist

1
Ay=(0- J{.

Somit gilt fiir jedes u € H
v=Aw & I=u—J{u (4.11)
& Jdu=u- v

Nun ist aber z = J fu die eindeutige Losung der Operatorgleichung = + AAx = u,
d.h. es gilt

(u—Av) + AA(u — \v) = u.
Letztere Gleichung ist aber dquivalent zu

A(u — M) = v,
und mit (4.11) folgt dann

AT = Ay
Da u € H beliebig ist, folgt die Gleichheit der Operatoren AJ ;\4 = Aj.
(iii) Seien u,v € H, A > 0. Dann gilt

0 < MAyu— Ay

(Ayu — Ayv, (u— Jiu) — (v — J{))
= (Ayu— Ayv,u—v) — (Ayu — Ay, J{u — J{))

< (Ayu— Ayv,u —v), (4.12)
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wobei die letzte Ungleichung gilt, da
(Ayu — Ayv, Jiu — Jiv))
= (AJ{u — AT, T — Jv)) (nach (ii))
> 0 (da A monoton).

Aus (4.12) folgt zunéchst einmal, dass Ay monoton ist.
Weiter folgt aus der Abschétzung (4.12), dass

)\]A,\u—A)\v\z < (Ayu— Ayv,u —v)
< |Axu — Apyvl|lu —v|,

und somit
1
[ Axu = Axol < Slu— |

fiir alle u,v € H, d.h. aber A) ist %—Lipschitz—stetig auf H.

Es bleibt zu zeigen, dass Ay maximal ist. Nach Lemma 4.3 geniigt es, die Rangebe-
dingung R(I + A) = H zu zeigen.

Sei dazu f € H. Dann ist u € H eine Losung der Operatorgleichung

ut+Au=f (4.13)
genau dann, wenn

M+ (u— J{u) = f.
Letztere Gleichung wiederum ist dquivalent zur Operatorgleichung

S L]
YT T

Jj\4u.

Dies ist eine Fixpunktgleichung fiir den Operator

d: H — H
Lt
“ T+ Tt
Da
1
|®(u) — @(v)] = m\JfU—JfU‘
1
< 1+)\\u—v\ (wegen (i))

fir alle u,v € H, ist ® eine strikte Kontraktion und besitzt demnach nach dem Ba-
nach’schen Fixpunktsatz einen eindeutigen Fixpunkt v € H. Dieser ist nach unseren
Voriiberlegungen die gesuchte Losung von (4.13).

(iv) Im Beweis von (ii) haben wir gesehen, dass fiir alle u,v € H, A > 0, gilt:
v=Au & v=A(u— \v). (4.14)
Angewandt mit Ay anstelle von A und p anstelle von A erhalten wir somit:

v=(A)),u & v=Ax(u— pv).
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Erneutes Anwenden von (4.14) ergibt die Aquivalenz zu
v=A((u—pv) —Av) = A(u — (A + p)v).

Die letzte Gleichung ist aber wieder nach (4.14) dquivalent zu
A,\Jmu =v,

und die Behauptung (A)), = Axy, ist damit bewiesen.

(v) Sei z € D(A), A > 0. Wegen (ii) und da A monoton ist, gilt
(Azx — Ayz,z — J{'z) > 0,

und somit ist auch

%(Ax — Ayz,z — Jdz) > 0.

(Azx — Ayz, Ayz) =
Es folgt, dass

|Ayz)? < (Az, Ayz) < |Az||Azz]
und somit

|Ayz| < |Az] YA > 0. (4.15)

Wenden wir die gleiche Argumentation auf A, anstelle von A an, erhalten wir unter
Verwendung von (iv) fiir alle z € H = D(A,), A, 1 > 0,

‘AA—F;L:U‘Q < (Auz, Aurar) (4.16)
sowie
\A,\_,_Hx\ < |Aux| Ve e H,\ pu> 0. (4.17)

Fiir alle z € H gilt somit, dass (] Ayx|), monoton wichst, wenn A | 0. Fallsz € D(A),
ist (|Axz|)x wegen (4.15) ausserdem beschrankt und somit konvergent in R.

Wir zeigen nun, dass fiir x € D(A) auch (Ayz)y konvergent in H ist. Dazu bemerken
wir, dass, fiir A\, u > 0, wegen (4.16),

[Aripe = Az = Al + | Aual? — 2(Axs 2 Arz)
< |A)\+u$‘2 + |Au$|2 - 2’AA+;A$’2
= A — | Ayl (4.18)

Da (JAxz|)x als konvergente Folge in R eine Cauchy-Folge ist, folgt aus der letzten
Ungleichung, dass (Ajx)y eine Cauchy-Folge in H ist und somit fiir A | 0 in H
konvergiert.

Es bezeichne w den Grenzwert von (Ayz)y in H. Es ist zu zeigen, dass w = Azx.
Dies folgt mit Hilfe eines Standardarguments fiir maximal monotone Operatoren.
Zunéchst einmal bemerken wir, dass wegen der Beschréinktheit von (Ayz)y in H

/\Axac:x—ij‘xHO in H, wenn \ | 0,
und somit
fo—ur in H, wenn A | 0.
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Wegen der Monotonie von A und (ii) ist aber

(Au — Ayz,u— Jiz) > 0 Vu € D(A), A > 0.
Im Limes erhalten wir somit fiir A | 0

(Au —w,u—2x) > 0 Yu € D(A).

Aus der Maximalitdt von A folgt dann w = Ax.
Abschliessend bemerken wir, dass die gesuchte Ungleichung (4.10) sich sofort aus
(4.18) ergibt, wenn p | 0.

(vi) Wir haben bereits im Beweis von (v) gesehen, dass, fiir alle x € H, (|Axx|)a
monoton wachsend ist, wenn A | 0. Es sei nun x ¢ D(A). Wir nehmen an, dass
(Axz)y beschrankt in H ist und wollen dies zum Widerspruch fithren. Wir benutzen
dazu dhnliche Argumente wie im Beweis von (v). Aufgrund der Beschranktheit von
(Axx)y folgt zunéchst wieder

Jie — in H fiir X | 0.

Als beschrinkte Folge im Hilbertraum H besitzt (Ajyx), ausserdem eine schwach
konvergente Teilfolge. Sei (), eine Nullfolge, fiir die gilt, dass

Ay, x —w schwach in H

fiir ein gewisses Element w € H.
Wegen der Monotonie von A und (ii) ist wie vorher

(Au— Ay, z,u— Jix) > 0 Yu € D(A),¥n € N.
Im Limes erhalten wir somit fiir \,, — 0 wie im Beweis von (v)
(Au —w,u—2x) > 0 Yu € D(A),

woraus wegen der Maximalitdt von A folgt, dass 2 € D(A) und w = Az. Dies steht
aber im Widerspruch zur Annahme, dass ¢ D(A). O

4.4 Das homogene Cauchy-Problem fiir maximal mono-
tone Operatoren

Mit Hilfe der Yosida-Approximationen (Ay )y konnen wir demnach einen beliebig vor-
gegebenen maximal monotonen Operator A in einem Hilbertraum H durch Lipschitz-
stetige Operatoren approximieren. Es ist nun naheliegend zu versuchen, ein vorge-
gebenes Cauchyproblem

d—? +Au=f auf (0,7)
() { 5(0) = Uo

fiir einen maximal monotonen Operator A in H, Anfangswert ug € H und rechter
Seite f :[0,7] — H durch die Cauchyprobleme

duy _
+ Ayuy = fo auf (O,T)
dt
(CP), { (0) = g

142



fiir die Yosida-Approximation Ay und stetiger rechter Seite fy € C([0,T]; H) zu
approximieren. Nach dem (globalen) Satz von Picard-Lindelof besitzt das Nihe-
rungsproblem (CP), eine klassische Losung uy € C*([0,T]; X), fiir alle A > 0. Wenn
die rechte Seite in (CP)y so gewihlt wird, dass f) in einem geeigneten Sinn gegen f
konvergiert, so erwarten wir verstandlicherweise, dass die Naherungslosungen (uy )
gegen eine , Losung® u von (CP) konvergieren. Dabei ist insbesondere zu untersu-
chen, in welcher Weise die Grenzfunktion w tatsidchlich das Cauchyproblem ,16st*.
Es ist klar, dass u im allgemeinen keine klassische Losung von (CP) sein wird, son-
dern nur eine ,,verallgemeinerte Losung*.

Wir untersuchen dieses Problem an dieser Stelle nur im Spezialfall, dass die rechte
Seite f in (CP) (bzw. fy in (CP),) identisch gleich 0 und up € D(A) ist. In diesem
Fall konnen wir die Konvergenz der Niaherungslosungen (uy ) gegen eine sogenannte
starke Losung von (CP) zeigen.

Definition 4.8
Eine Funktion w : [0,7] — H heisst starke Ldsung von (CP) zum Anfangswert
ug € H und rechter Seite f : [0,7] — H, falls gilt:

(i) w ist absolut stetig auf [0,7] und fast iiberall differenzierbar
(ii) u(t) € D(A) fiir fast alle t € (0,T)
(iii) w erfiillt punktweise fast iiberall die Differentialgleichung:

%(t) + Au(t) = f(t) fiir fast alle t € (0,7

(iv) u(0) = ug

Bemerkung: Nach dem Satz von Komura ist eine absolutstetige Funktion

u : [0,7] — H mit Werten in einem Hilbertraum H automatisch fast iiberall diffe-
renzierbar.

Die Bedingung (ii) ist implizit bereits in der Bedingung (iii) enthalten.

Satz 4.11
Fiir alle ug € D(A) besitzt das Cauchyproblem (CP) eine eindeutige starke Losung
w:[0,T] — H. Die starke Losung u besitzt ausserdem folgende Eigenschaften:

x u(t) € D(A) fiir alle t € [0,T]

d
+ wu ist Lipschitz-stetig, dit” € L>®(0,T; H)

Sind u; und wug starke Losungen des Cauchyproblems (CP) zu den Anfangswerten
ud bzw. u3, dann gilt:

|y (1) — u(t)] < |ug — ud vt € [0,T]. (4.19)

Beweis:
Wir beweisen zunéchst das Vergleichsprinzip (4.19) fiir starke Losungen. Aus diesem
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folgt dann sofort die Eindeutigkeit der starken Losung von (CP).
Da u; und up starke Losungen von (CP) zum Anfangswert uf bzw. u3 sind, gilt
duq

ﬁ(t) + Auy(t) =0 fast tiberall auf (0,7)

und genauso

d

%(t) + Aug(t) =0 fast iiberall auf (0,7).
Ausserhalb einer Nullmenge N C (0,7') sind daher beide Gleichungen punktweise
erfiillt. Wir subtrahieren beide Gleichungen und bilden dann das Skalarprodukt auf

beiden Seiten mit uq(t) — ua(t). Damit ergibt sich in jedem Punkt ¢ € (0,7") \ N:

(CZ“?(t) ~ 2 0) () - uQ(t)> (A (t) — Aug(t), un () — ua(t)) = 0.
Da A monoton ist, ist der zweite Term > 0. Fiir den ersten Term gilt aber
(%0 - GOm0 - ww) = (0w - wo)
= () —wae)?
und somit erhalten wir
%%Wl(t) —up(t)]* <0 fast iiberall auf (0,7).

Da wuq,uy absolut stetig, ist auch die reellwertige Funktion ¢t € (0,7) — |uy(t) —
us(t)]? absolut stetig, %%]ul(‘) —uz(")]* € LY(0,7T) und es gilt der Hauptsatz
der Differential-und Integralrechnung. Durch Integration und da u;(0) = u bzw.
u2(0) = ud erhalten wir daher

1 1
§|u1(t) —up(t))? < §|ué —udl? fiir alle t € [0, 77,

und damit sofort (4.19).
Existenz einer starken Losung

Fiir A > 0 sei uy € C([0,7); H) die nach dem (globalen) Satz von Picard-Lindel6f
existierende klassische Losung von (CP)y mit fy = 0. Da die Differentialgleichung
autonom ist, ist dann auch, fiir alle 0 < h < T, die um h verschobene Funktion
vaA(t) == ux(t + h), t € [0,T — h], eine klassische Losung des Cauchyproblems

dt

{ DN 4 Aoy =0 auf (0,7 — h)
A (0) = ux(h)

Subtraktion der beiden Differentialgleichungen fiir uy(- + k) und wu) und anschlies-
sende Bildung des Skalarprodukts mit uy(- + h) — uy fiithrt zu

<d;?(t +h) — %(t), ux(t+h) — u,\(t)> + (Apur(t + h) — Ayux(t), ua(t + ) — up(t)) =0

fiir alle t € [0, T—h]. Mit den gleichen Argumenten wie oben erhalten wir so aufgrund
der Monotonie von A) die Abschitzung
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1d
§@|u>\(t+h)—u,\(t)|2 <0 fiir alle ¢t € [0, T — h],

und somit wie oben

lux(t 4+ h) —ux(t)| < |ur(h) — ux(0)] fir alle t € [0,T — hl.

Durch Division der Ungleichung durch h und Ubergang zum Limes mit h — 0 erhal-
ten wir, da uy, uy(-+h) klassische Losungen von (CP)y bzw. des um h verschobenen
Cauchyproblems sind, fiir alle ¢t € [0, — h], A > 0,

d d
_ | < |
| Ayun(t)| dtux(t)' < ‘dt

)] = 4yl < 4wl (4.20)

wobei die letzte Ungleichung aus Satz 4.10 (v) folgt.
Wir haben damit gezeigt, dass

sup

tefo,7] | dt

duA(t)' < |Auyg| VA > 0.

Dies ist dquivalent zur Abschéitzung

lun(t -+ h) — ux(8)] < |Auo|h Vvt € [0,T — h], A > 0. (4.21)

Wir werden als néchstes zeigen, dass (uy ), eine Cauchyfolge in C([0,T]; H) ist. Seien
A, it > 0. Durch Subtraktion der von wuy bzw. u, erfiillten Differentialgleichungen
und anschliessende Bildung des Skalarproduktes mit u) — u, erhalten wir fiir alle
te0,T]

3 (0) = waOF + (Anir(t) — A (6, r (1) = (1)) =0, (422

Nun ist aber aufgrund der Monotonie von A und weil Ay = AJ )‘\4

(Axun(t) — Apug(t), ua(t) — upu(t))
= (Anun(t) = Apup(t), (ua(t) = Jua(®) + (Jhua(t) = Tiun () + (Tl uu(t) — uu(t)))
> (Ayua(t) = Apu(t), (ux(t) — Jua(t) + (Jiluu(t) — wu(t)))
= (Axua(t) = Apuy(t), AMxua(t) — pAuup(t)).

Aus (4.22) folgt somit fiir alle ¢t € [0, 7]
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%%\uws) O < (Avun(t) = Ay (8), A () — AMrua(8)
= —AAun®) — pl A (@) + A+ ) (Ayua(t), Ay (t))

A+ p
< _)\’AAUA(t)‘Q - M’Auuu(mz + T(|A>\u>\(t)’2 + ’Auuu(t)P)

A—p w—A

= 5 | A ()P + 5 | Axux(t)]?

= A
2

IN

‘A’LLO|2

wegen (4.20).
Durch Integration iiber (0,t) erhalten wir

[u(t) — wu(t)] < v/t — Al [Auol,
fiir alle ¢ € [0, 7] und somit
s ux(t) — up ()] < /T|p = Al |Auol,
telo,

d.h. aber gerade, dass (uy), eine Cauchyfolge im Banachraum (C([0,7]; H),

[l - llloo) ist. Folglich konvergiert uy gleichméssig auf [0,7] gegen eine Funktion
u € C([0,T]; H) wenn A — 0. Aus (4.21) folgt sofort, dass u Lipschitz stetig auf
[0, T] ist. Nach dem Satz von Komura ist damit u auch fast iiberall differenzierbar auf
[0, 7] und wegen der Abschétzung (4.21) fiir u ist natiirlich auch % € L>(0,T;H).

Wir zeigen als néchstes, dass u(t) € D(A) fir alle ¢ € [0,7]. Dazu erinnern wir
zunédchst daran (vgl. (4.20)), dass (A ux(t)) fiir alle ¢ € [0, T] beschrénkt in H ist.
Somit folgt, dass

[un(t) = Jtua(8)] = A Avua(8)] < A Au|

fiir alle t € [0,T], A > 0. Da uy — uw in C([0,T]; H) fiir A | 0, folgt somit, dass

Jiuy — u in C([0,T7; H) fiir A — 0.

Sei nun ¢ € [0,T] beliebig, aber fest. Da (Ajux(t))x in H beschrinkt, existiert eine
Nullfolge (\,)n so, dass

Ay uy, () = w schwach in H

fir ein gewisses Element w € H. Nun folgt das {ibliche Maximalitdtsargument.
Wegen der Monotonie von A ist

(Av—AAnuAn(t),v—anukn(t)) >0 Vv € D(A),n € N,

146



Der Ubergang zum Limes mit \, — 0 fithrt zur Ungleichung

(Av —w,v—u(t)) > 0 Vv € D(A),

welche wegen der Maximalitdt von A impliziert, dass u(t) € D(A) und w = Au(t).
Wir haben damit insbesondere gezeigt, dass u(t) € D(A) fiir alle ¢ € [0,T]. Ausser-
dem haben wir gezeigt, dass jede schwach konvergente Teilfolge von (Axux(t))y den
gleichen Limes Au(t) besitzt. Somit folgt, dass die gesamte (verallgemeinerte) Folge
Axuy(t) = Au(t) schwach in H fiir A | 0.

Es verbleibt zu zeigen, dass u punktweise fast {iberall die Differentialgleichung erfiillt.

Leider kénnen wir nicht punktweise in den Naherungsgleichungen

d
—_ A =
dtux(t) + Ayup(t) =0

zum Limes A — 0 iibergehen, da nicht klar ist, ob

%u,\(t) - %u(t) schwach in H fiir A — 0

punktweise fast iiberall auf [0, 7).

Deswegen gehen wir nun von der punktweisen Betrachtung der Gleichung iiber zu
ihrer Betrachtung im Raum L?(0,T; H). Dazu definieren wir zunsichst die , Realisie-
rung“ A des Operators A in L?(0,7T; H) durch

D(A) = {u € L*(0,T; H); u(t) € D(A) f.ii. auf [0,T], t — Au(t) € L*(0,T; H)},

Au={t €[0,T] — Au(t)} Vu € D(A).
Der Operator A ist, wie man leicht zeigt (Ubung!) maximal monoton in L2(0,T; H).
Ausserdem ist offensichtlich die Resolvente J ;\4 bzw. die Yosida-Approximation Ay
von A die jeweilige Realisierung in L?(0,T; H) der Resolvente .J f bzw. der Yosida-
Approximation Ay von A. Wir haben gesehen, dass

Jiuy — u in C([0,T]; H) fiir A | 0,

und da C([0,T); H) — L?(0,T; H), folgt

Jtuy — u in L2(0,T; H) fiir X | 0.

Aus (4.20) folgt ausserdem, dass (Ayuy )y beschrénkt in L>°(0,T; H), und da L*°(0,T; H) —
L?(0,T; H), gilt somit:

(Axuy)y ist beschriinkt in L2(0,7; H).

Somit existiert eine Nullfolge (A,), so, dass

Ay uy, — w schwach in L*(0,T; H).

147



Wie iiblich folgt mit dem Standardargument fiir maximal monotone Operatoren,
dass w = Au: wegen der Monotonie von A ist

(A'U — A)\nU)\n,’U — J}é}’u/\n)LQ(O’T;H) > 0 Yv € D(A),

und so erhalten wir, nach Ubergang zum Limes mit \,, — 0,

(Av —w,v —u) 207,y > 0 Vv € D(A).

Aus der Maximalitat von A folgt dann w = Au und somit konvergiert auch die
gesamte (verallgemeinerte) Folge (Ajuy )y schwach in L2(0,T; H) gegen Au.

Wir kénnen nun zeigen, dass

d d
U= —Auy — i schwach in L?(0,T; H),

oder, anders ausgedriickt, dass

%u =-Au fast tiberall auf [0, 7).

Sei dazu f € H. Fiir alle ¢t,t + h € [0,T], A > 0 ist nach Satz 4.3 und Lemma 4.1

(f, uA(tJrh})l_uA(t)) = (f,}ll/ttJrhCZUA(a)da)
_ % /t o <f, d‘fjw(ao do

t+h
- o[ A e

Da die konstante Funktion t € [0,T] — f € L?(0,T; H) ist, folgt dank der schwachen
Konvergenz Ayuy — Au in L?(0,T; H), dass die rechte Seite der obigen Gleichung
fiir A — 0 gegen % ftHh (f, —Au(c)) do konvergiert. Der Ubergang zum Limes mit
A — 0 in obiger Gleichung liefert somit die Identitét

(5, =) = 3t o

1 t+h
— ([ —Aulo)do)
h Ji
fir alle f € H, t,t+ h € [0,T].
Es folgt, dass
_ t+h
ult+h) —u®) 1 / — Au(o) do
h h J,
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fir alle ¢t,t + h € [0, 7.

Da u fast iiberall differenzierbar ist und fast alle Punkte in [0, 7] Lebesguepunkte
der Funktion Au € L?(0,T; H) sind, fithrt der Ubergang zum Limes mit A — 0 in
obiger Gleichung zu

%u =—-Au fast tiberall auf [0, 77,

d.h. aber gerade

d
d—?(t) + Au(t) =0 fast iiberall auf [0, 7.

Bemerkung:
Man kann die Konvergenz

Aup(-) — Au(-) schwach in L?(0,T; H) fiir X | 0,

die im letzten Beweisschritt eine Schliisselrolle spielte, auch direkt - ohne Einfithrung
des Operators A in L?(0,T; H) - zeigen:

Beweisvariante:

Da Ajuy(t) — Au(t) schwach in H fiir alle ¢t € [0,T], folgt, dass, fiir beliebiges
f € L?(0,T; H), die reellwertigen Funktionen ¢ +— (f(t), Ayux(t)) punktweise fast
iiberall auf [0,7] gegen die Funktion ¢ — (f(¢), Au(t)) konvergieren. Ausserdem
ist aber wegen (4.20) |(f(t), Axux(t))| < |f(?)||Auo| f.i. auf [0,7]. Da die Funk-
tion t — |f(t)]|Aug| € L*(0,T) C L'(0,T), folgt mit dem Satz der majorisierten
Konvergenz von Lebesgue, dass f(;f(f(t),A,\uA(t))dt — fOT(f(t),Au(t))dt fiir alle
f € L?(0,T; H), d.h. aber gerade, dass Ayuy(-) — Au(-) schwach in L?(0,T; H)
konvergiert fiir A — 0.

Das in der ersten Beweisvariante benutzte Argument mit Hilfe der Realisierung
A von A in L?(0,T; H) ist jedoch ein Standardtrick in der Theorie der maximal
monotonen Operatoren, das auch in allgemeineren Situationen anwendbar ist - ins-
besondere auf Cauchyprobleme fiir mengenwertige maximal monotone Operatoren
(sog. ,Multis“), die in DGL III behandelt werden. Bei mengenwertigen Operatoren
ist die eben beschriebene zweite Beweisvariante dagegen nicht anwendbar.

4.5 Das nicht-homogene Cauchy-Problem

Betrachten wir nun das nicht-homogene Cauchy-Problem

(CP) { oy Au=f auf (0,7)

u(0) = ug
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fiir eine beliebige rechte Seite f € L(0,T; H).

Inwieweit ist es moglich, die im homogenen Fall erzielten Resultate auf das nicht-
homogene Cauchy-Problem zu verallgemeinern?

Man tiberpriift leicht, dass der im homogenen Fall gefiihrte Beweis der Eindeutig-
keit einer starken Losung ohne weiteres auf den nicht-homogenen Fall iibertragbar
ist, da bei Subtraktion der Gleichungen fiir u; und us die rechte Seite f verschwindet.

Betrachten wir als néchstes die Frage der Existenz einer starken Losung des nicht-
homogenen Cauchy-Problems. Falls f € C([0,T7]; H), so besitzt das Cauchy-Problem
fiir die Yosida-Approximation Ay nach dem Satz von Picard-Lindel6f eine global ein-
deutige klassische Losung uy. Wir wollen im folgenden nur diesen Fall weiter unter-
suchen. 3 Es bleibt also ,,nur“ die Konvergenz der Losungen uy der approximativen
Cauchy-Probleme

(CP) { vy Ayu=f auf(0,7)

u(0) = ug

zu untersuchen.

Betrachten wir die einzelnen Schritte des Beweises der Konvergenz der approximati-
ven Losungen im homogenen Fall, so stellen wir fest, dass nur der erste Teil (Gewin-
nung der Abschétzungen (4.20) und (4.21)) im nicht-homogenen Fall Schwierigkeiten
bereitet. Anstelle der Ungleichung

1d

fiir alle t,t + h € [0,T], A > 0, erhalten wir bei rechter Seite f # 0 die Abschétzung

1d

gt +h) —w@F < (FE+h) = f(),ult + h) - u(t),

und somit in integraler Form

S+ ) = ®F < Jun®) = unOF + [ (s )~ f(s)uals+h) — un(s)) ds
0

< Sl = ua@F + [ 17+ h) = £ lurls + )~ us(s)] ds
0

Hieraus folgt die Abschétzung

t
[ua(t + ) —ux(®)] < [ux(h) — ur(0)] +/0 [f(s+h) — f(s)]ds (4.23)

3Ist die rechte Seite f € L'(0,T; H) unstetig, kénnen wir - dank der Tatsache, dass
C([0,T]; H) <4 L'(0,T;H) ist - die rechte Seite durch eine Folge von stetigen Funktionen
fr € C([0,T]; H) approximieren.
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fiir alle t,t + h € [0,7], A > 0, mit Hilfe von

Lemma 4.5
Sei ® € C([0,T]), ¥ € LY(0,T), ¥ > 0 f.ii. auf [0, 7], und es gelte

7q>( )2 < %@(0)2 4 /th)(s)\lf(s) ds  VieloT]. (4.24)
Dann folgt:

B (1)] < |q>(0)+/0tx1/(s) ds vt el0,T] (4.25)

Beweis des Lemmas:
Sei € > 0 und gc(t) := L(|®(0)| +€)? + fg D (s)¥(s)ds, t € [0,T]. Offensichtlich folgt
aus (4.24)

%(I)(t)Q < ge(t) vt elo,T). (4.26)

Wir werden zeigen, dass aus (4.26) die Ungleichung
t
|D(t)] < |®(0)| + € +/ U(s)ds Vitelo,T] (4.27)
0

folgt. Da € > 0 beliebig gewiihlt war, folgt durch Ubergang zum Limes mit ¢ — 0
die gesuchte Ungleichung (4.25).

Betrachten wir die Eigenschaften der Funktion g.. Offensichtlich ist g. absolut stetig
und f.ii. differenzierbar auf [0,7] mit g/(t) = ®(¢)¥(¢) f.i. auf [0,7]. Wegen (4.24)
ist ausserdem

E2

9e(t) = vtelo,T),

und somit ist auch die Funktion ¢ € [0, 7] — /g.(t) absolut stetig und f.ii. differen-
zierbar 4 mit

d 1,
7V = 5ot

m@(t)qz(t) (wegen (4.26))

1
= 50

fiir fast alle ¢ € [0, T]. Durch Integration erhalten wir so

ge(t) < @+1/wsds
= [®(0)[+e+—= /

hler w1rd klar, warum wir die Hilfsfunktion ge eingefiihrt haben: die Funktion go(t) = £®(0)> +
fo s) ds verschwindet moglicherweise in einem Punkt oder einem Teilintervall von [0, 7] und
die Funktlon t — +/go(t) ist dann nicht mehr differenzierbar auf ganz [0, T
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fiir alle t € [0, 7. Mit Hilfe von (4.26) folgt dann (4.27). O

Um aus der Abschétzung (4.23) eine Ungleichung vom Typ (4.21) bzw. (durch Di-
vision durch hA und Ubergang zum Limes mit A — 0) vom Typ (4.20) herzuleiten,
bens6tigt man folgende zusétzliche Eigenschaft der rechten Seite f:

T—h
lim sup/ |f(t+h)— f(t)|dt < Const - h. (4.28)
nlo  Jo

Eine Abschiitzung diesen Typs gilt beispielsweise, wenn f € WH1(0,T; H) (als Kon-
stante Const kann dann fOT | L f(0)| do gewshlt werden). Abschitzung (4.28) gilt
allgemeiner fiir Funktionen f : [0,7] — H, die von beschrénkter Variation sind, d.h.
fiir die gilt:

Var(£,0,7) = swp | fax) = flar-1] < oc.

O=ap<a;<...<an=T

Hierbei wird das Supremum iiber alle moéglichen endlichen Partitionen 0 = ag <
a1 < ... < a, = T des Intervalls [0,T] gebildet. Var(f,[0,T]) wird die Variation
von f auf [0,7] genannt.

Fiir Funktionen von beschrénkter Variation gilt die Abschétzung (4.28) mit Const =
Var(f,[0,7).

Man sieht nun leicht, dass fiir stetige Funktionen f von beschrinkter Variation aus
(4.23) die Abschitzungen

|Axun(t)] < |Aug| + Var(f,[0,T]) Vitelo,T)
und

lun(t + 1) — ux(t)| < (|Auo| + Var(f, [0, T)))h Vi t+he[0,T],A>0

folgen.

Alle weiteren Argumente des Beweises der Konvergenz der approximativen Losungen
u) gegen eine starke Losung des Cauchy-Problems (CP) lassen sich nun problemlos
auf den nicht-homogenen Fall iibertragen.

Mit Hilfe von Lemma 4.5 ldsst sich iibrigens auch leicht ein Vergleichsprinzip fiir
starke Losungen des Cauchy-Problems zu verschiedenen rechten Seiten zeigen.

Wir fassen die Ergebnisse zusammen in folgendem
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Satz 4.12

Fiir alle ugp € D(A) und f € C([0,T]; H) mit beschriankter Variation besitzt das
nicht-homogene Cauchyproblem (CP) eine eindeutige starke Losung w : [0,7] — H.
Die starke Losung u besitzt ausserdem folgende Eigenschaften:

x u(t) € D(A) fiir alle t € [0, 7]

d
% w ist Lipschitz-stetig, d% € L>®(0,T; H)

Sind u; und wug starke Losungen des Cauchyproblems (CP) zu den Anfangswerten
u(l) bzw. u(z) und rechten Seiten f; bzw. fo, dann gilt:

[ur (t) = ua ()] < fug — ug)| +/0 |f1(s) — fa(s)| ds vte[0,T].  (4.29)

Fiir allgemeine rechte Seiten f € L'(0,T; H) besitzt das nicht-homogene Cauchy-
Problem i.a. keine starke Losung. Es muss dann ein geeigneter ,,schwacher® Losungs-
begriff definiert und Eindeutigkeit und Existenz der so definierten schwachen Lésung
gezeigt werden. Dies wird ein Gegenstand der Vorlesung DGL III darstellen, in der
wir Operator-Differentialgleichungen

du

220 Ay =

7 +Au=f
fiir nicht-monotone Operatoren A in allgemeinen Banachriumen untersuchen wer-
den.
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